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1.1 Productos internos y normas

Definicién 1.1 Sea V un espacio vectorial real. Un producto interior o pro-
ducto escalar es una aplicacion

VxV — R

(z,y) — z-y

que verifica las siguientes propiedades:

1. xz-2>0 VeeV

2.2 z2=0<=2=0

. xry=y-x Ve,y eV

4. x-(y+z)=x-y+z-z Va,y,z €V

5. (ax) -y =alx-y) =z (ay) Vz,ye€V, VaclR
Definiciéon 1.2 Sea V un espacio vectorial real. Una norma en V es una
aplicacion

Vv — R

z — ||

que verifica las siguientes propiedades:

1L |lz]| >0 VxeV

2. [z]| =0<=2z=0

3. |lax| = lall|z|| Yz eV, VaeR

4. |z +y| <|z|| +lyll Vz,y €V (desigualdad triangular)

Un espacio vectorial real en el que hay definida una norma, se llama espacio
normado.

Proposiciéon 1.1 Sea V un espacio vectorial real con un producto interior o
producto escalar. La aplicacién

V — R
r — fz[l=vz-z

es una norma en V que verifica la siguiente propiedad:

z-y < |ellllyll  Ve,yeV
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y ademés z -y = ||z|| ||ly|| <= 3C > 0|z =Cy
denominada desigualdad de Cauchy - Schwarz. Dicha norma es la norma
asociada al producto escalar.

Demostracion:

1.VzeV z-2>0=VeeV |z|=yz-2>0
2. |z =0<= Vr - 2=0<=2-2=0<=2=0

3. [laz||* = (az) - (az) = a*(z - 2) = @®||z* = [laz| = |a] ||z
Vae RVx eV
Para demostrar la desigualdad triangular, previamente demostraremos la
desigualdad de Cauchy-Schwarz. Es claro que si z = 0 o y = 0 entonces
la propiedad se cumple. Sean pues, z,y € V y a,b € R con z,y # 0y
consideremos el vector z = ax — by; entonces es:

0<z-2=(ax—by) (az - by) = a®||z||* — 2ab(z - y) + b°[|y]”

Tomando a = ||y|| y b = ||z|| resulta

0 < z-2 =22yl = 2l lyll(z - y) = 2ll=|l [yl (] [yl — - y) =
(lzlllyll =z - y) > 0= -y < |l [yl

Por otra parte, si existe una constante C' > 0 tal que z = Cy =

2l = Cliyll =z -y = Cy-y = Cllyl* = ||| |yl

Reciprocamente, si z -y = ||z|| ||ly|| = z = ||ly||lx — ||z]ly = 0, ya que se
tendria 0< 22 <0<=2-2=0<=2=0
Asi pues, r = Hy y por tanto, basta tomar como constante positiva
Yy
o lel
Iyl

A Jaty|? = (z+y)-(w+y) = (1 +22-y+[1yl* < ll=l*+2[lz [ |yl +]ylI* =
Uzl +Nyl)* = llz +yll < =]l + [lyll-

Todo es pacio normado puede considerarse como espacio métrico, pues la
norma induce la distancia:

d(z,y) = [z =yl
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1.2 El espacio R"

El espacio euclideo n-dimensional IR"

El conjunto R™ = {z = (z1,...,2,)|z; € R, j = 1,...,n}, estd dotado de
una estructura de espacio vectorial de dimension finita sobre IR.

La familia de vectores {eq,...,e,} es la denominada base candnica, siendo

EnR" -y =x1y1 + - - + Toyn es un producto escalar. Por otra parte, en IR,
el valor absoluto | | define una norma, y en R", ||z|| = /2% + - -+ + 22 define
también una norma denominada norma euclidea cuya distancia asociada se
llama asimismo distancia euclidea:

d(m,y) = HHZ - yH = \/(ml - y1)2 +o (mn - yn)2 Va,ye R"
Proposicién 1.2 Vz € R" donde x = (z1,...,2,) Vj=1,...,nes

2| < llzll < v/ sup {|z;l}
1<j<n

Demostracion:
Vi =1,...,n se tiene

2
o} <zi+ -z = [lz)? <n ( sup {vaz'l}) = |z;| < [|z]| < vn- sup {|zil}
1<i<n 1<i<n

1.3 Abiertos, cerrados y entornos en IR"

Definicién 1.3 Se llama rectdngulo abierto en R"™ y se denota por J al con-
junto

J = H(ai,bi) ={z=(x1,...,2) € R"a; < x; < b;,Vi=1,...,n, con a;,b; € R}
i=1

Definiciéon 1.4 Se llama rectdngulo cerrado en IR"™ y se denota por Z al con-
junto

7= H[ai,bi] ={z=(21,...,2n) € R"a; <z; <b;,Vi=1,...,n, con a;,b; € R}
i=1
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Y by
az :L____J: a2
aq b1 ai b1
J = (a1,b1) x (ag,bs) 7 = [a1, b1] x [ag, bo]

Definicion 1.5 Se llama longitud del rectangulo Z a la expresion

UzZ) = sup {1bj — a;l}

1<j<n

Definiciéon 1.6 Se dice que un subconjunto A C IR" estd acotado cuando
estd contenido en algin rectangulo, ya sea abierto o cerrado.

1.4 Teoremas de los rectangulos encajados y Bolzano-
Weierstrass

Teorema 1.1 (de los rectdngulos encajados) Sea {Z}ren una sucesion
de rectangulos cerrados encajados en IR", es decir,

T.D7Zy DT D
entonces existe x € R" |x € Zy, Vk € IN| es decir,

(I # 9

keN

Teorema 1.2 (Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto infinito y acotado
A C R" tiene al menos un punto de acumulacion.

Demostracion:

Sea A un conjunto infinito y acotado de IR™. Consideremos 7y C A. Si se
divide Z; en cuatro rectangulos iguales, alguno de ellos o todos posee infini-
tos puntos de A; elijamos uno de los subrectéangulos y llamémosle Z5. Este
proceso se puede repetir indefinidamente, y asi se construye una sucesion de
rectangulos cerrados y encajados Z1 2 Zo--- D I D --- en la que cada Z
contiene infinitos puntos de A.



10 1. LA TOPOLOGIA DE LOS ESPACIOS EUCLIDEOS

i T
Por otra parte es
1 1 1
I(Iy) = s UTh); UTs) = 5 U(T2) = 5 U(Th)
2 2 2
1 1 .
y en general, 0 < I(Zy) = §Z(Ik_1) = FZ(L). Por el axioma de los
rectangulos encajados 1.1
dy € ﬂ T

kelN

Veamos que necesariamente y es un punto de acumulacién de A.
Sea V' un entorno arbitrario de y; 3r > 0|y € B(y,r) C V donde

Bly,r) ={z e R"|[lz —y[| <r}

1
es la bola abierta centrada en y de radio r. Como la sucesién {—k} —0
kelN
r

S Rl

1
en IR, es claro que 3ky € IN| ok ; veamos que Zy, C B(y,r); en

efecto, dado w € Iy, es
1
o=yl < VA sup {fw; = wil} < VUT) = Vi g UT) < v
<i<n

Téngase en cuenta que en particular y € Zy,. Por tanto w € B(y,r) y asi
B(y,r) contiene infinitos puntos de A y V también, luego y es un punto de
acumulacion de A.
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1.5 Compacidad. Teorema de Heine-Borel y sus
aplicaciones

Definiciéon 1.7 Un subconjunto K C IR"™ se dice que es compacto si V re-
cubrimiento abierto de K digamos

g= {Ga }aEL
existe un subrrecubrimiento finito, es decir, 3L’ C L finito, tal que

Kc | Ga

ael’

Ejemplo 1.1 Todo conjunto finito de R™ es compacto; sea K = {x1,...,2,} C
R" y G = {G4}aecr un recubrimiento abierto arbitrario de K;Vj=1,...,p
Jaj € L|xj € Gy, luego K C Goy U...UG,,

El conjunto A = {(z,y) € R?|x > 0} no es compacto; en efecto, si conside-
ramos Vk € IN el conjunto Gy, = {(z,y) € R? |z > E} es claro que la familia

G = {Gg}ren constituye un recubrimiento abierto de A del que no puede
extraerse ningun subrrecubrimiento finito.

TTTTTTTTTTTTTTTTTT

4 4 4 4 4444444441411

Teorema 1.3 (Heine-Borel) K C IR" es compacto <= K es cerrado y
acotado.

Demostracion:
114 : 7
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Sea K C IR™ un subconjunto compacto; consideremos la familia G = {Jx }ren
donde

n veces

T = (—k, k) x -+ x (=k,k)

es un rectangulo abierto en R™. Es claro que

U % =R"

keN

luego G es un recubrimiento abierto de K. Por hipétesis, 3k1,...,k, € N
tales que K C Jp, U+ -+ Ujk.p.

————————————————

__________

Ahora bien, Jx, U---UJk, = Ju

donde M = max {k;}. Por tanto, K es acotado.
1<i<p

Por otra parte, si x ¢ R™ y consideramos Vm € IN el conjunto
G ={y R [y ] > -}
m

que es abierto de R", es K C |J G,. Por hipétesis,
meN
K C Gy U---UGn, = Gy donde M = Jnax {m;}. Asi pues,
<i<p

1
ze{y eR"[[ly -z <7} CR" - K

y se concluye que IR"™ — K es abierto o equivalentemente que K es cerrado.
1 s 2
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Supongamos ahora que K es cerrado y acotado. Sea G = {G4}aecr un
recubrimiento abierto y arbitrario de K. Por hipdtesis K es acotado, luego
Ir>0|K CIi={zecR"||z;| <r Vj=1,...n} con Z; rectangulo cerrado.

. (1 N
NEW,

Razonemos por reduccién al absurdo; si suponemos que de G no se puede
extraer un subrrecubrimiento finito entonces al dividir Z; en cuatro rectangulos
iguales, ha de existir uno de ellos, que llamaremos Z5 tal que Z5 () K no puede
recubrirse con un numero finito de abiertos de G, (y en particular es no vacio),
ya que de lo contrario podria hallarse un subrrecubrimiento finito de K. Si-
guiendo con este proceso, se construye una sucesion

T)DTD-- DT D

de rectdangulos encajados, con [(Z1) = 2r, [(Z2) =r, I(Z3) = g, e
r
y en general, [(Z}) = X
Sea y € () Z; es claro que y € K', es decir, y es un punto de acumulacién

keN
de K, y como K es cerrado necesariamente y € K. Asi pues Ja € L|y € G,

1
y como G, es abierto, 3s > 0|y € B(y,s) C G,; por otra parte, {Q_k} —0

1
en R, luego Jky € IN| SRz < % y es Iy, C B(y,s) C Gq; en efecto, si

w € Iy, entonces

T n
lw =yl <Vn sup {w; —yi} < Vnl(Zy,) = —Qk;/_; <s
1<i<n

Esto contradice el hecho de que Zy, (| K no puede recubrirse con un nimero
finito de abiertos de la familia G, y en definitiva, necesariamente K es com-
pacto.



14 1. LA TOPOLOGIA DE LOS ESPACIOS EUCLIDEOS

Observacion 1.1 Esta propiedad caracteriza los espacios normados de di-
mension finita. En un espacio métrico arbitrario, no todo conjunto acotado
y cerrado ha de ser necesariamente compacto; sin embargo el reciproco si es

cierto.

Aplicaciones:

Teorema 1.4 (de intersecciéon de Cantor) Sea F} D --- D Fy D --- una

sucesién decreciente de cerrados no vacios con Fy acotado =— () Fp # O
keN

Demostracién:

Si N Fr=0 = R"= |J G D F; donde G}, = R"|F}, es abierto Vk € IN.
kEN kEN
Ahora bien, I} es compacto, por ser cerrado y acotado, luego

Hk‘l,...,kWGIN‘Fl CGk1U"'Uka:GM siendo M = max k;.

1<i<m
Por tanto,
FiCcGy = Rn|FM
lo cual implica que Fy (Fy = @ que es absurdo, ya que Fyy C F1 y es no

vacio. En definitiva es (| Fy # Q.
keN

Teorema 1.5 (del recubrimiento de Lebesgue o del nimero de Lebesgue)
Sea K C R™ un compacto y G = {G4}acr un recubrimiento abierto de K.
Entonces existe un nimero estrictamente positivo A > 0 (denominado nimero

de Lebesgue asociado al recubrimiento G) tal que

Ve,ye K, |[zx—y||<A= 3Ja€ L|z,y€ G,.

Demostracion:
Dado z € K, 3Ja(z) € L|z € Gy,). Como G, es abierto 30(2) > 0|
z € B(2,26(2)) C Gy(z)- Consideremos la familia S = {B(z,0(2)}.ex de bolas

abiertas. Es claro que K C |J B(z,0(2)).
zeK
Por ser K compacto, 3z1, ..., 2, € K talesque K C B(21,0(z1))U---UB(2p,0(2p))-

Sea \ = 112121 0(zi) > 0. Dados ahora, z,y € K tales que ||z — y|| < A es claro
<i<p

que 3j =1,...,p|xz € B(z;,0(2;)) = ||z — || < (%) <26(2j) =
x € B(2j,26(2;)) C Gaz;) ¥ por tanto

ly =zl < lly =2l + llz — 2l < A+6(25) <26(z)
luego y € B(z,20(2j)) C Gyz;), €s decir, 2,y € Gy, donde a(z;) € L.

Definicién 1.8 Sea F' C R" un subconjunto y z € IR"; se llama distancia
del punto x al conjunto F' a

d(z, F) = inf {[lz - 2[|} = 0
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Teorema 1.6 (del punto préximo) Sea F' C IR" no vacio y cerrado, y sea
x ¢ F— Jy € F tal que

ly =zl <llz—zf| VzeF

Demostracién:
Como x ¢ F'y F es cerrado es d(z, F') > 0; Vk € IN se considera el conjunto

1
Fk:{zEF||]1:—z||§d+E}

siendo d = d(z,F) > 0. Se tiene que Vk € IN F}) es cerrado y no vacio;

1
ademds, F, D Fry1 VkeIN. (Sialgin F, =0 = Vz € Fes|z—z| > d+E

1
lo cual es absurdo pues entonces d(z, F') > d+ E) Por otra parte F} es acotado,

luego

(| Fe#0 ;

keN
. 1
es decir, 3y € [ Fy luego ||y — z|| = d; en efecto, |ly —z| < d + z
keN
VEEeIN=d<|ly—z| <d Asipues|y—z|<|z—z| VzeF

Teorema 1.7 (del contorno circunscrito) Sean K C IR? un compacto y
G D K un abierto = 3 una curva C cerrada totalmente contenida en G
circunscrita a K y que esta formada por la unién de un niimero finito de arcos
de circunferencias.

Demostracion: 5
Vee K 36(z) > 0|z € B <:c, %) C G. Sea el recubrimiento abierto
6(x)
de K, G =<{B|z,— . Por ser K compacto, 3z1,...,2, € K
2 zeK

tales que K C B (ml, 5(3261)) U---UB (xp,

de estas bolas se forma la curva cerrada C.

6(wp)

); uniendo entonces arcos

1.6 Conjuntos conexos

Definiciéon 1.9 Un conjunto C' C R™ se dice que es conexo si no existen dos
conjuntos abiertos A, B C R" tales que:

1. ANC£0
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2. BNC #0
3. ANBNC =0
4. (ANC)U(BNC) =C

Ejemplo 1.2 Sea C = B((4,0),1)J B((—4,0),1) C IR?; es claro que tomando
A={(z,y)|x <1}y B={(x,y)|z > 1} resultan ser una pareja de descone-
xi6én de C, luego C no es conexo sino disconexo.

L
A RN
A b

Teorema 1.8 El intervalo I = [0,1] C IR es conexo; en IR cualquier intervalo
es conexo, ya sea éste abierto, cerrado, semiabierto o semicerrado.

Demostracién:
Supongamos que I = [0,1] no es conexo. En ese caso 3A, B C R abiertos,
tales que

1. ANI#0

2. BNI#0

3. ANBNI=0

1. (ANDHUBNI) =1

Puesto que A1 y B[\ son abiertos en I con la topologia de subespacio,
es claro que contienen infinitos puntos, luego pueden encontrarse a,b € I con
0<a<b<lsiendoa€c AybeB(oacBybecA).

El conjunto C = {z € A|z < b} # O (a € C) y estd acotado superiormente
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por b; llamemos ¢ = sup C'. Se tiene que 0 < a < ¢ < b < 1 luego

cel CAUB;asipuesce Aoce€ B.

Si ¢ € A, necesariamente ¢ # b (por 3.) luego ¢ < b = Ja; € A con
¢ < ay < b (Téngase en cuenta que A (I es abierto en I). Pero esto contradice
que ¢ = sup C, por tanto, ¢ ¢ A.

Si ¢ € B, necesariamente ¢ # a (por 3.) luego a < ¢ = Ib; € B con
by < ¢ (Téngase en cuenta que B[ es abierto en I); ahora esto contradice
que ¢ = sup C,por tanto, ¢ ¢ B. Ahora bien, esto es una contradiccién y, en
definitiva, se ha de concluir que I = [0, 1] es conexo, e igualmente cualquier
intervalo de la recta real.

Teorema 1.9 IR" es conexo.

Demostracién:
Si suponemos que no es conexo, entonces 4 A, B C IR™ abiertos no vacios, tales
que:

1. ANB=0
2. AUB=R"

/y

Sean x € A, y € B y consideremos el segmento
S={zeR"|z=x+1t(y —z), t €[0,1]}

Se tiene que A} ={t e R|z+t(y—z) € Ay Bi={te R|z+t(y—=x) € B}
son subconjuntos de IR abiertos; ademés, 0 € Ay y1 € B = A1 # 0y
B # . Por otra parte, Ay I # @y B1(I # . Finalmente
AANBINI=0y (AANIUB1NI)=1. Asi pues, I = [0,1] no es conexo,
lo cual es una contradiccion, por lo que R™ es conexo.
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Corolario 1.10 En IR" los tnicos conjuntos que son simultdneamente abier-
tos y cerrados son @ y IR"™.

En efecto, si 30 # A # IR" abierto y cerrado, entonces el par (A, R"|A)
constituye una pareja de desconexién de IR™ lo cual es absurdo.

Definicion 1.10 Se llama dominio a todo abierto conexo de IR".

Proposiciéon 1.3 Un abierto C' C IR™ es conexo <= No se puede poner como
unién de dos abiertos disjuntos no vacios.

Definicién 1.11 Sean a,b € R"; se denomina segmento de extremos a y b al
conjunto:

[a,b] ={a+t(b—a) e R"|t €]0,1]} C R"

=

Definiciéon 1.12 Dados dos puntos a,b € IR™ se denomina poligonal de ex-
tremos a y b en R"™ a todo conjunto de segmentos que unen a y b, de forma
tal que el origen de cada segmento es el extremo del anterior y el extremo de
cada uno de ellos es el origen del posterior.

Notacién 1.1 Poligonal de extremos a y b, P ={Ly,..., L} donde
Vi=1,...,kes
Lj = [Zj_l,Zj] = {Zj_l +t(Zj — Zj_l) ‘t € [0, 1]} vzo=ay zr=>

Teorema 1.11 Sea G C IR™ un abierto. G es conexo < Vzx,y € G 3 una
poligonal totalmente contenida en G que une x con y (simbdlicamente = ~ y).
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Demostracion:

“<: b

Si G no es conexo, existen abiertos disjuntos A, B no vacios tales que

G = AJB. Sean x € A ey € B. Por hip6tesis, 3P = {Ly,...,Lx} C G tal
que x ~y. Como zg =ay z; € AJB se deduce que 3j =1,...,k|

zj—1 € A, z; € B. Entonces,

A1 = {t S IR‘Zj_l +t(Zj —Zj—1 € A}, By = {t € R’Zj_l —i—t(Zj —Zj-1€ B}

serfan un par de desconexién de I = [0,1], lo cual es absurdo; asi pues, G es
CONEXO.

“:> b

Dado x € G fijo, veamos que Yy € G 3 una poligonal P C G tal que = ~ y.

G

Sean G; = {y € G|3 una poligonal P C G tal que y ~ & C G} y sea
G2 = G|Gy; es claro que Gy # O pues x € Gy. Ademds, G1 G2 = G y
G1 NGy = @. Si se demuestra que G1, G2 son abiertos, se habrd de deducir
que G2 = O que es lo que se queria probar.

Sea y € G1 C G; como G es abierto 3r > 0| B(y,r) C G =

Vz € B(y,r) zé€ Gy, luego B(y,r) C Gy y asi G1 es abierto. Por otra parte,
siy€ G C G= 3Ir >0|B(y,r) C G. En el caso en que B(y,r) C G2 ya
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estaria; de lo contrario 3y, € G1(B(y,r) = y ~x C G y por tanto y € G,
lo cual es una contradiccion; en definitiva Go es también abierto.

Teorema 1.12 G C R" es conexo <= Vz,y € G Juna poligonal totalmente
contenida en G que une x e y, cuyos segmentos son paralelos a los ejes de
coordenadas.

G

Teorema 1.13 En R un conjunto no vacio es conexo <= el conjunto es un
intervalo o un punto.

Demostracion:

14 s b))

Ya se ha demostrado anteriormente.

43 i 7

Sea A C R un conjunto conexo, y sean xz,y € A arbitrarios con z < y; veamos
que Vz € R|z < z < y se tiene que z € A. ; en efecto, si z ¢ A entonces
(—00,2)N Ay (2,00) A formarian un par de desconexién de A, lo cual es
absurdo.
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2.1 Sucesiones en IR". Limites. Subsucesiones

Definiciéon 2.1 Una sucesién en IR" es una aplicacién

X:N — R"
k — xk:(mkl,...,xkn)

Suele identificarse la sucesiéon con su rango, es decir, con el conjunto imagen
de la aplicacién; de ahi la habitual notacién: X = (zj)ken.

Definicién 2.2 Dada una sucesién X = (zg)reny C R" y € R™; se dice que
x es el limite de dicha sucesién, o que la sucesiéon converge a x y se denota por

(xg) — @ 0 lim z; ==z
k—o0

siV entorno Vde z en R" 3k, e N|VEk > k,, z € V.
Proposicién 2.1 (z;) — 2z € R" <= Ve>03k. € N|VE > Ek,
|z —z|| < e <= Ve>03ke € N|Vk > ke, 21, € B(x,€).

n
Recordemos que ||z — z||* = 3 (2x, — x5)*.
j=1

Observacion 2.1 El limite de una sucesion, si es que existe, es Unico; en
efecto,
si (zx) — zy () — vy, siendo x # y y consideramos r = ||z — y|| > 0, es

B (x,g) ﬂB (y,g) =0,

y sin embargo, 3ky € IN|Vk > kg, xp € B <x,g> NB <y,g> lo cual es

absurdo. Asi pues, necesariamente x = y.

Definicién 2.3 Se dice que una sucesién X = (zx)ren C R™ es acotada si el
conjunto (zg)ren C IR™ esta acotado, es decir, si IM > 0] ||zg]| < M
VEkeN.

Proposicién 2.2 (zp)ren — € R" = (2)ren estd acotada.

Demostracion:
Dadoe=1, 3k e N|Vk >k |ap—z|| <1l= ||| <1+|z| Yk> k.
Si elegimos M = max{||z1],...,|zk, 1], 1 + ||z]|]} > 0, tenemos una cota de

la sucesién, luego es acotada.
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Definicién 2.4 Dada una sucesién X = (zg)ren de IR™ se obtienen n suce-
siones en IR, que se denominan sus n sucesiones componentes o parciales,

(mkj)kEN
Vjied{l,...,n}
rT = (CL‘ll, Llgy vy l‘ln)
Tro = (3721, T29y vvvy xgn)
vy = (Tky, Thy, o, Thy)
Es claro que Vj € {1,...,n} (mkj)k.eN C IR es una sucesiéon de escalares
reales.

Teorema 2.1 Sea (zj)reny C IR™ una sucesion;

(Tr)heNn — T = (Tg;)pen — x5 Vi€ {l,...,n}
siendo x = (x1,...,z,) € R"”
Demostracién:

Es consecuencia de las siguientes desigualdades:

2k, — x5 < ok — 2| < Vi osup {|og, — x;]}
1<5<

2.2 Operaciones con sucesiones

Sean X = (xg)keN, Y = (Yk)ken, dos sucesiones en IR™. Se definen las
sucesiones suma o resta de X e Y como sigue: X £Y = (zx £ yi)ren,
la sucesién producto escalar de X e Y como sigue: X - Y = (zf - yg)renN-
Asimismo, si (Ag)reN, es una sucesién en R e Y = (yx)ren C IR", entonces
(Me)ken - Y = (Ak¥r)ken, es una sucesién en R"; si Vk € IN es A\ # 0 en-
tonces (%) C IR™ también es una sucesion bien definida. Por otra parte,

k/ keN
VAeRy X = (zx)ren C IR”, se define la sucesién AX = (Axg)reN-

2.3 Sucesiones de Cauchy

Definicién 2.5 Se dice que una sucesion (zy)reny C R™ es de Cauchy si

v€>03k6€]N|vquZk6 ||‘Tp_xq||<6'
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Proposicion 2.3 Una sucesién en R” es de Cauchy <=Todas sus sucesiones
componentes son de Cauchy en R. Simbdlicamente:

(x)ren CIR™ es de Cauchy <= (71, )reny C IR es de Cauchy en R
Vjie{l,...,n}

En IR™ una sucesién es convergente si y sélo si es de Cauchy, luego IR™ con la
métrica euclidea es un espacio métrico completo.

Proposicién 2.4 Sean (zj)kenN, (Yk)kew € IR™ dos sucesiones convergentes
= (zx) - (yx) C R es una sucesién convergente.

Demostracion:
Supongamos que (zg) — = € R", (yx) — y € R" entonces

|y —x-y| < |op-yp—zr-yl+ -y —-y| < ok lye =yl +llze—z|| |yl < e

Yk > ko
Téngase en cuenta que toda sucesién convergente es acotada.

Proposicién 2.5 Dada (zj)reny € IR™ una sucesién convergente y suponga-
mos que
(1) — 2 € R" = (||lzx]rew — [Jz]| en R

Demostracién:
Basta aplicar la siguiente propiedad: | ||zx|| — ||z||| < [|zx — ||

Definicién 2.6 Dada una sucesion X = (xx)ren C IR™ se llama subsucesion
., N — NN
de X a toda aplicacién X o f : IN — IR™ donde ! es una
p ’ kp
funcién creciente.

Notacién 2.1 (z,)pen C R"”

Proposicién 2.6 Si(zy)ren C IR™ es una sucesion convergente ==V (2, ) peN
subsucesion es convergente y lo hace al mismo limite.

Definicién 2.7 Se denomina valor de adherencia de una sucesién de IR™ a
cualquier punto de IR™ que sea limite de alguna subsucesién de la dada.

1
Ejemplo 2.1 En R, la sucesién {—} donde P = {g € IN|q es primo},
p peEP

. . . 1
es una subsucesién de la siguiente sucesiéon § —
N ) pneN
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Observacion 2.2 Si una sucesion en IR™ tiene limite entonces dicho limite es
su unico valor de adherencia.
Si una sucesion en IR™ tiene un valor de adherencia no tiene necesariamente
que ser convergente.
. ., 1 1 1
Ejemplo 2.2 En R la sucesién {1, =, 2, -
b 2’ )

N A —
3 n+1
vergente, pero el 0 € IR es un valor de adherencia.

,n+1,...} noes con-

Proposicién 2.7 Sea (zj)ren una sucesion en IR". Supongamos

que a = (ay, ..., ap) € R™ es valor de adherencia, abreviadamente v. a. de
(Tp)ken = Vji=1,...,n

aj es valor de adherencia de(zy; )ren C R

Demostracion:
3 (71, )peN C (Tx)rew subsucesion tal que (zx,)peNn — a <= Vji=1,..., n,
(fﬂkpj) — aj en R = a; es vaa. de (zg)kew: Vj = 1,...,n, ya que

(21,) C (21,) Vi=1,....n

Proposicién 2.8 Si (zx)ren € R"™ es de Cauchy y tiene un valor de adheren-
cia entonces el valor de adheencia es el limite de la sucesion.

Teorema 2.2 (Bolzano-Weierstrass) Toda sucesién (zj)reny € R™ aco-
tada contiene alguna subsucesién convergente.

Demostracién:

Por hipétesis el conjunto Ag = {zj}ren subconjunto de IR™ estd acotado. Si
Ag es finito, es decir, si tiene un ntmero finito de vectores distintos entonces
de Ay puede extraerse una subsucesiéon constante, luego convergente, y estaria
demostrado. Si A es infinito, como es acotado, Jz* € Af, (punto de acumu-
lacién). Veamos que z* es limite de alguna subsucesién de (zj)reN-
Dadoe=1 3k € N|xy, € B(z*, 1) Ao.

El conjunto A; = {z |k > k1} C Ao y ¥ es también punto de acumulacién
de Al.

1 1
Dado € = 3 Jko € N |z, € B(a™, 5) ﬂ A;p. Asi sucesivamente, se construye

1
una subsucesién (x,) con z, € B(z*, -) ﬂ A,_1ysiendo A, = {x |k > k,}.
p

Es claro, por construccién, que (zy,) — z*. Asf toda sucesién acotada tiene
algin valor de adherencia.

Definiciéon 2.8 SeaD C R"yVk € IN fr: D — IR una funcién vectorial
de variable vectorial. Consideremos la sucesion de funciones
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(fi)ken C (R™)P. Se dice que (fy) — f puntualmetnte en Dy C D si
Vz e Dy
(fr(x)) — f(z) en R™ siendo f : D — IR otra funcién. Es la denominada

convergencia puntual

Definicién 2.9 Se dice que (fi)rew — f uniformemente en Dy si y sélo si
Ve>0
ke e N|VE> ke | fu(z)— f(z)|]| <e Ve Dy Esla denominada

convergencia uniforme
Notacién 2.2 (fi) — f en Dy.

Observacién 2.3 (f;) — f en Dy = (f) — f puntualmente.
El reciproco no es cierto.

f:00,1] — R

Ejemplo 2.3 SeanVk € IN P P { (i si tt;éll
si t=

Se tiene que (fx) — f pero (f) - f

T f
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3.1 Limites de funciones

Definiciéon 3.1 Sea f: A C R" — IR una funcién vectorial de variable
vectorial, siendo A = D(f) el dominio de la funcién f. Se denominan funciones
coordenadas de [ a las funciones f;

AcR® L. mm

i 1o
R
donde p; es la proyeccién j-ésima, Vj = 1,...,m. Por otra parte,

Vee A Vji=1,...,mes fj(x) = (pjo f)(x) = p;(f(z)).
Notacion 3.1 f = (fi,- -, fm) y /(&) = (f1(2), ., fm(2)) V€ A,
Definicién 3.2 Sea f: A C R” — RR™ una funcién y a € A’ (un punto de

acumulacion de A); se dice que el limite de la funcién f es b € R™ cuando x
tiende a a y se escribe

lim f(z) =b € R™ o mds brevemente ~ lim flx)=0
r#a

siVV entorno de b € IR™ 3 un entorno U dea € R"™ tal que Vz € (UNA)—{a}
es f(z) e V<= f(UNA) —{a}) CV

Notacién 3.2 f(z) — bsixz —a

Proposicién 3.1 ;m%f(x) =b<= Ve >036 >0|Vz € B(a,§)*NA, es
f(z) € B(b,e) siendo B(a,d)* = B(a,d) — {a} un entorno reducido de a.

Proposicién 3.2 lim f(z) =b<=Ve>03§ > 0|Vz € A,

r—a

O<|z—al| <d=|f(x)—=0| <e€

Observacion 3.1 El limite de una funciéon en un punto, si existe, es Unico;
en efecto,

si %%f(x) =by %13}1]’(90) = ¢ siendo b # ¢, entonces ||b—¢| =r > 0.
Seae=1¢, 36>0]|f(z)—b|| < gVereB(a,d)*NAy I >0]

Vo€ B(a,d')*NAes || f(x) —c|]| < §. Sea §” = min{d,d'}, entonces

Vo e B(a,d")*NA#Q, puesa € A, es

b —cl| < [Ib— f(@)|| + [ f(z) — | < % < rlo cual es absurdo.
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Proposicién 3.3 Sean f: A C R” — R"™ una funcién, a € A’ y
b= (b1,...,bn) € R™, entonces

limf(x):b<:>;ig}lfj(:c):bj Vi=1,...,m

r—a

Demostracion:
Vi= Lo mes [f(0) = byl < [1f(@) b < Vi sup {1f;0)~ by
<j<m

Teorema 3.1 Sean f: ACIR"” — R, a € A" y b € R entonces
;Er(llf(m) =b <= V(xp)renw C A, tal que (zx) — a con zj, # aVk € Ny
x # xp si k # p, es (f(zr))rew convergente en RR.

Demostracién:
“ =" Por hipdtesis, %m% f(x) = b€ R. Dado un entorno V de b en R, existe

un entorno U de a tal que f((U N A)—{a}) C V; si consideramos una sucesién
arbitraria (zy) C A con (zr) — @ en las condiciones mencionadas , entonces,
Jky e N|VE>ky xr € U luego Vk > ky es f(zg) € V.

“ «< 7 Sean dos sucesiones (zy), (yx) C A que cumplen las hipétesis, y con
{zr} N{yr} = O; supongamos que f(zr) — 1y que f(yr) — co. Sise toma
xp si k par

yp si k impar es claro que cumple las

la sucesién (zx) C A dada por z =

hipétesis, luego (f(zx)) es convergente. Ahora bien, (f(xg)) v (f(yx)) son
subsucesiones suyas convergentes lo cual implica que ¢; = ¢3. Denominemos
b= klim f(zk) v veamos que lim f(z) = b. En efecto, si fuera

—00 r—a

}girréf(:v) #b Je>0|Vje N existe z; € (B(a,%)ﬂA) —{a} tal que

f(x;) ¢ B(b,€). De esta manera, se construye una sucesion (z;)jeny C A—{a}
tal que (f(x;)) no es convergente, lo cual contradice la hipétesis.

Definicién 3.3 Sean f : A C R® — R y a € A’. Supongamos que
lim f(z) = b€ R,i. e, Ve > 035 >0|Ve € A, 0 < |z —a|] < es

|f(z) —b] <e.
VB C A tal que a € B’ se define

lim f(z) = lim (f|5)(z)

T—a r—a

z€B

donde f|p : B — IR es la restriccién de f a B.

Proposicién 3.4 lim f(z) = b= lim f(z) = bsiendo B C A tal quea € B’
r—a T—a

r€EB
arbitrario.
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El reciproco no es cierto; en efecto, si consideramos la funcién

f:R — R

0sized
T {1si:1:¢([2

es claro que sia € R|Q es  lim Qf(a:) =0, y sin embargo %m% f(x) #0.

r—a,rE

Proposiciéon 3.5 Si By,By C A, 1iln f(x) = by, liln f(x) =byyesby #by

r€ By x€ B2
entonces puede asegurarse que no existe lim f(z).
r—a

Definiciéon 3.4 Si B C A es el conjunto de puntos de una recta que pasa por

a,al lim f(z) lo denominaremos limite direccional.
rz—a,rEB

Ejemplo 3.1 Sean f:R? — Ry (a,b) € R
VA >0 sea By = {(z,y) € R?|y—b= Az —a)} una recta que pasa por (a,b)
y cuya pendiente es A. Estudiando los limites direccionales

lim  f(z,y)
(z,y)—(a,b)
({l‘,y) € B)\

dicho limite se reduce a un limite del tipo lim g(x, \). Si resulta que no es in-
r—a

dependiente de A entonces ya se puede deducir que no existe ( l)un( ) fz,y).
x7y - a’
En caso de que VA € Res lim f(x,y) = ¢ tampoco puede garantizarse
(z,y)—(a,b)
(xvy) € B)\

que ( l)un( ) f(z,y) sea ¢ ya que puede ocurrir que no exista el limite global,
x?y - a7
pero se tiene informacién del posible valor del mismo.

Ejemplo 3.2 Sea la funcién
f:R? — R
(,y) — flz,y) :{

1 siy=a2?
0 siy#a?

Veamos que todos los limites direccionales son 0; en efecto, sea
By = {(z,y) € R?|y = Az} VX € R. Es claro que

lim f(z,y) = lim f(z, \z) =0
(z,y)—(0,0) z—0
Y=Ax
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AT

Y= Az

Si tomamos ahora el conjunto B = {(z,y) € R? |y = 22} entonces

lim r,y) =1, or tanto no existe  lim T,y).
(x,y)—(0,0) f( y) y P (J:,y)—>(0,0) f( y)
(z,y)eB

Definicién 3.5 Sean f : [z1,z2] X [y1,y2] — IR una funcién y

(a,b) € (z1,22) X (y1,y2). Supongamos que ( I)Hn( ) fz,y)=c
z,y)—(a,

Vy € [y1, 2] fijo con y # b se considera la funcién

fyilr,m] — R
r — f(z,y)

SiVy € [y1,y2] existe %ma Jy(x) = h(y) puede estudiarse el lim h(y).

y—b
Reciprocamente, si Vz € [z1,x9] fijo con x # a se considera la funcién:

fﬂ?:[ylva] — R
y — f(z,y)

y si existe Vo € [x1,22] el 1in% fz(y) = g(x) entonces puede estudiarse el
y*)

lim g(z). Pues bien, los limites lim (hm fy(:c)) y lim (lin%fx(y)> se de-
r—a y—

T—a y—b \x—a
nominan primer y segundo Iimites reiterados respectivamente. La anterior
definicion es generalizable a R"™.

Observacién 3.2 1. Puede existir ( 1)1m( ) f(x,y) pero no existir los limites
x7y i a’

reiterados.

Ejemplo 3.3 Sea la funcién:

f:R? — R
1
ysen — sizy #0

(.’L’,y) — f(a:,y) = { xry
0 sizy =0
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1
sen —| < < ||(x, < esi|[(a, <e= lim x,y) = 0;
ysen—| <yl < (@)l < < s o)l L Jm )

1
sin embargo no existe lim (lim (, y)) ya que siy # 0 A lim ysen —.
y—0 \z—0 z—0 Ty

2. Pueden existir y ser iguales los limites reiterados y, sin embargo, no
existir el limite global.

Ejemplo 3.4 Sea la funcién:
f:R? — R
rY C o2 2
5 siz®+y #0

(y) — floy) =4 @2 Y
0 sizc+y =0

Puede verse que lim (lim f(:z:,y)) = 0y que lim <lim f(:c,y)) = 0.
y—0 \x—0 z—0 \y—0

Sin embargo, A ( l)urn( : f(z,y); en efecto, estudiando los limites direc-
z,y)—(0,0
cionales se ve que

A2 A

i =1 =

<z,y>1£/?o,o> f(@.y) ey 24+ X222 14 )2
y=Az

luego son todos distintos, pues dependen de A, y asi no existe el limite
global.

3. Si existen los limites reiterados y son distintos puede asegurarse que no
existe el limite.

Ejemplo 3.5 Sea la funcién:

f:R> — R

Xy —r+y .
_ s1x+y7é0
(x,y) — flz,y) = Tty
0 siz+y=0

Puede verse que lim (lim f(ac,y)) =1y que lim (lim f(a:,y)) = —1,
y—0 \z—0 z—0 \y—0

luego lim T,y).
& ﬂ(ﬂc,y)*(oﬁ)f( v)

Proposicién 3.6 Si existe ( I)Hn( . f(x,y) = ¢y existe el primer limite re-
x?y g a7

iterado

c1p = lim (lim f (ac,y)) entonces necesariamente cijo = c.
y—b \T—a



3.2 Continuidad: definicién y primeras propiedades 33

Demostracion:

Dadoe >0 36>0[0<|z—a|<dy0<|y—b] <d=|f(z,y)—c| < 5.
Si ahora y # b es arbitrario 30’ > 0]0 < [z —a| < ¢ = [f(z,y) —h(y)| < ¥
ademds 36" > 0]0 < |y — b] < 0" = |h(y) — c12| < §. Basta tomar entonces
v =min{4,00"}. Asisi0 < |z —a|<~vyy0<]|y—>bl <~ entonces

|cr2—c| < [era—=h(y)|+|h(y)—f (2, y)|+|f (2, y)—c| <e = ca—c=0<=c2=c
Andlogamente se puede razonar con el segundo limite reiterado.

Definicién 3.6 Sean f : R? — R y (a,b) € R?; se dice que f tiende
uniformemente hacia h(y) cuando x — a en un entorno reducido de b de radio
T si

Ve>0[30>0]||f(x,y) — h(y)| < € cualquiera que sea x que cumpla
O0<|z—a|<dyVye(b—rb+r)—{b}

Proposicion 3.7 Bajo las siguientes hipotesis:

1 35> 0¥y, 0<ly—bl<s3 lim f(z,5) = h(e) ¥
Ve, 0<|z—a|l<s 3 1in%)f(:1:,y) = g(x).
y;,

2. f tiende uniformemente hacia h(y) cuando x — a en un cierto entorno
reducido de b, digamos, por ejemplo, (b—r,b+7)* = (b—r,b+ 1) — {b}.

3. Existe ci2 = lim (hm f(:v,y))

y—b \T—a

entonces Jc91 y ademas ci1o = co1.

Demostracién:

Dado € > 039 > 0 (puede tomarse § < s) tal que si 0 < |z —a| <4,

|f(z,y) —h(y) <5 Vye (b—rb+r)". Ademds 3¢’ > 0 (puede tomarse
§" <r)tal quesi 0 < |y —b| < 0’ entonces |h(y) — ci2| < 5.

Sea dp = min{d,d'}. Es claro que si 0 < |z — a|] < §p entonces

|f(z,y) —ci2] < |f(z,y) —h(y)|+|h(y) — c12| < € y tomando limites se deduce
que |g(z) — c12] <& = |ca1 — c12] < e = c12 = ca1.

3.2 Continuidad: definicion y primeras propiedades

Sean f: DCIR"— RyaeD
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Definicién 3.7 Se dice que f es continua en a € D si 3 lim f(z) y
r—a
/(@) = lim ()

Proposicién 3.8 f es continua en a € D <= VV entorno de f(a) 33U
entorno de a tal que f(UND) CV, es decir, Ve € UND es f(z) € V.

Proposiciéon 3.9 f es continuaena € D < Ve > 03§ > 0,
x € B(a,0)\D =
f(z) € B(f(a),e) lo cual equivale a:

Ve>036>0|zeDcon |r—a|]| <d=|f(z)— fla)] <e.

Teorema 3.2 Sean f : D C R" — R™ una funcién vectorial de variable
vectorial, y a € D; son equivalentes:

i) f es continua en a.
i) Ve >030 >0, |lx—a||<dyxeD=|f(x)— fla)| <e.
iii) V(2k)kew C D con (zx) — a = (f(zk))hen — f(a).

La demostracién se deja como ejercicio.

3.3 Propiedades globales

Definicion 3.8 Sea f: D C R — IR una funcién real de varias variables,
(o funcién escalar de variable vectorial o un campo escalar); se dice que f es
continua en A C D si f es continua en a,Va € A. Se trata de la continuidad
global.

Proposicion 3.10 Son equivalentes:
i) f es continua en D o f es globalmente continua.
ii) VG C R abierto 3G; C R™ abierto, tal que f~1(G) = G1 N D.

iii) VF C R cerrado 3 F; C R™ cerrado, tal que f~}(F) = Fy N D.

Demostracion:

i)==ii) Si G C R™ es abierto tal que f~}(G) = @, basta tomar

G1 = @ C R™ abierto. Asi, f1(G) =0 =0ND. Si f~1G) # O, para cada
y€G|3ay, € D|y = f(ay) existe ¢, > 0| B(y,e,) C G, y ademés
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36, > 0] f(B(ay,0y) D) C B(y,ey) C G. Seaentonces Gy = |J  Blay,&y)
yef—1(G)
que es abierto en R" y que cumple
fi@canp= U Blay,s)NDc f71(G)
yef~HG)
ii)= iii) Tomando complementarios.
iii)= i) Por reduccién al absurdo.

3.4 Funciones lineales

Definicion 3.9 Una funcién f : R — IR se dice que es lineal si cumple la
siguiente condicion:

flax+By) = af(x) +6f(y) Va,B,2,y €R

Puede verse que necesariamente ha de ser de la forma

f-R — R
x — f(z)=Az

donde A € IR. Toda funcién lineal f : IR — R es globalmente continua en R
Andlogamente se definen las funciones lineales f : R" — IR™

Proposicién 3.11 Sea f : R" — R™ una funcién lineal y sean {e;}7_;
y {ui}", bases frefijadas de R™ y IR"™ respectivamente; entonces existe una
matriz A € M,,x, asociada a la aplicacién lineal f respecto a dichas bases,
que se forma como sigue:

La columna j-ésima de A viene dada por las coordenadas respecto a la base
{u;}i2, del vector f(e;) = (a1j,...,am;j) € R™ Vi=1,...,n.

a’ll PEEErY alj PEEErY aln
all DY a/ZJ DY aln
aml DY a/m.] DY a/mn
T
f(e;)

Ademas, si z = (x1,...,2,) € Ry f(x) =y = (y1,...,ym) entonces Az =y,
es decir:
air - Qln I W

am1 - Gmn Tn Ym
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En efecto,
f(l‘) = f(xlel + - +$n€n) :xlf(el)"' +l'nf(xn) =
xl(anul + -+ amlum) + -+ mn(alnul + -+ amnum) =
(allxl + -+ alnxn)ul + -+ (amlxl + -+ amnxn)um

Y1 Ym

Proposicion 3.12 Toda aplicacién lineal entre espacios euclideos es global-
mente continua.

Demostracion: N
Vi=1,...,mes |yl?> = |(z1,...,20) - (ai1,...,ain)> <|z|? '21 |ai;|?

de donde || f(2)]|? = ||ly||* < Z 21 \aijP) lz|? = C?||z|?* =

i=1j=
IIf(x)]| < C|l=|| Vz € R" con C > 0 una constante.
De esta manera, si a € IR" y € > 0 entonces basta elegir § = = y se cumple
que Va|llz —al| <6 = [f(z) - fla)] = [[f(z —a)| < Cllz —al| <&

Notacién 3.3 Se denota por L(IR™,IR") al espacio de todas las aplicaciones
lineales de R™ en IR™. Con las operaciones habituales tiene estructura de
espacio vectorial sobre el cuerpo IR; ademds, Vu € L(R™,R"),

|lu|| = sup {||u(z)]|} es una norma en dicho espacio.
flz<1

3.5 Preservacion de la conexién y la compacidad

Teorema 3.3 Sean f: D C IR" — IR una funcién continua en H donde
H C D es un conjunto conexo = f(H) C R™ es conexo.

Demostracion:

Es claro que si denotamos por h = f|g entonces f(H) = h(H). Supongamos
que h(H) no es conexo; entonces existen dos abiertos A, B C R™ que forman
una disconexion, es decir, h(H)(A# O, h(H)N\B # 0,
WH)NANB=0 v h(H) = (h(H) A)U(h(H) N B).

Sean A; C R™ y By C R™ abiertos tales que h='(4) = AiNH y

h=Y(B) = By H. Puede verse que Ay, By forman una disconexién de H lo
cual implica que H no es conexo, y esto es una contradiccién.

Teorema 3.4 Sean f : D C R"™ — IR una funcién, H C D un conjunto
conexo y f continua en H = Vk € R| inf {f(z)} <k < sup{f(x)}
reH xeH

Jdexe H|f(x)=k



3.5 Preservacion de la conexion y la compacidad 37

Demostracién:
Como f(H) C IR es conexo, necesariamente es un intervalo. Por tanto Vk € IR
que cumpla dichas condiciones es k € f(H), y asi dxz € H| f(x) =k

Observacién 3.3 El reciproco no es cierto;

Ejemplo 3.6 Sea H = (1,2)J(3,4) y f : H C R — R definida tal y como
aparece en la figura.

Es claro que Vo € H es f continua en zx.
Ademias VEk € R | inlg{f(x)} < k < sup{f(z)} FJxz € H|f(z) =k y, sin
S reH

embargo, H no es conexo.
Las funciones que si lo cumplen se denominan funciones de Darboux.

Teorema 3.5 Sea f : D C R" — IR™ una funcién continua en K C D,
donde K es compacto = f(K) C R™ es compacto.

Demostracion:

Veamos que f(K) es cerrado y acotado. Si f(K') no es acotado entonces Vk €
N 3z, € K| || f(z)|| > k. Se tiene que (z)renw C K es una sucesién acotada
ya que estd contenida en K que es compacto. Por el teorema de Bolzano-
Weierstrass 2.2, admite alguna subsucesiéon convergente, digamos (ackp) —x
con x € K = K pues K es cerrado. Como f es continua en x es

f(zr,) — f(z); pero esto es absurdo, ya que si, por ejemplo, tomamos
e=13po € N|Vp=po |f(zr,)— f@)| <1= |f(zg)l <1+][f(@)]y
como ky, < ||f(xr,)|| < 1+ f(z)]| y 1+ f(z)] es constante, se llega a una
contradiccién. Asi pues, f(K) es acotado.

Sea ahora y € f(K)', un punto de acumulacién de f(K), i.e. V entorno V¥ de
y, se tiene (VY — {y})N f(K) # O. En particular,

VEE NIz € K| f(a) € (Bly, 1 —{v)). Asf (3raen C Ky IS )=yl < 7.

Como K es compacto, admite una subsucesién convergente, digamos
(2,) — 2 € K; ahora bien, f continua en K = (f(zx,)) — f(2) y como
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también (f(zx,)) — v, es claro que y = f(2) y, por tanto, y € f(K). En
definitiva, f(K) es cerrado y acotado, luego por el teorema de Heine-Borel 1.3
f(K) es compacto.

Teorema 3.6 Sea f : D C IR® — IR una funcién continua en K C D
con K compacto = Jz* € K, Jz, € K tales que f(z*) = sup{f(z)} y
zeK

flas) = inf (/@)

Demostracion:

Como f(K) es compacto 3L > 0| f(z) < LVzx € K.

Llamemos M = sup{f(z)} y veamos que M € f(K). Por definicién de
zeK

1
supremo, Vk € N3z, € K| M — z < f(zg). Por el teorema de Bolzano-

Weierstrass 2.2 () C K admite una subsucesién convergente, digamos

(rg,) — 2" € K. Como f es continua en z* es f(x,) — f(z*), y como
f(x,) — M = f(z*) = M. La segunda parte de la demostracién es
analoga.

Proposicién 3.13 Si f: D C R" — R™ es una funcién continua =

Ifl:DcR* — R
z — [lfl(=) =@

es continua. Ademds, se tiene que ||f(z*)| = sup{||f(z)|} vy
€K
If (@)l = inf {]If(2)]}-

Teorema 3.7 (de la continuidad de la funcién inversa) Sea f : K C
R" — IR™ una funcién continua e inyectiva, con K compacto entonces
g: f(K) C R™ — IR" es continua.

Notacién 3.4 Cp,,, (D) ={f: D C R" — R™| f es continua en D}

By (D) ={f:D CR" — R™| f es acotada}

BCpm(D) ={f: D CR" — R™| f es acotada y continua en D}

Los anteriores espacios de funciones tienen estructura de espacio vectorial con
las operaciones habituales de las funciones.

3.6 Continuidad uniforme y teoremas del punto fijo

Definicién 3.10 Sea f : D € R" — IR" una funcién; se dice que f es
uniformemente continuaen A C D siVe > 030 >0, Va,y € A,
lo —yl <0 = |f(z) - fy)l <e
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Observacion 3.4 f uniformemente continua en A = f continua en A. El
reciproco no es cierto.

Ejemplo 3.7 La funcion

f:(0,00c R — R
e T0=1

es continua pero no es uniformemente continua.

Teorema 3.8 Sean f: D C R" — IR una funcién, A C D compacto y f
continua en A = f es uniformemente continua en A

Lema 3.1 Sean f: D C IR® — IR™ una funcién y A C D entonces
f no es uniformemente continua en A <= Je¢¢ > 0y I (), (yx) C A|

1
ok = yell < 2 v Il (z) = fFlu)| 2 e0 VA €N

Demostracion:
(del teorema)
Supongamos que f no es uniformemente continua en A. Por el lema anterior,

Jeg > 0 y existen dos sucesiones (z), (yx) C A | ||lox — yill < % y

Il f(xr) — f(yk)|| > €0 Vk € IN. Como A es compacto, A es acotado, luego (xy)
y (yx) son sucesiones acotadas y admiten alguna subsucesién convergente.
Supongamos que (l'kp) vz A= A, pues A es cerrado. Entonces

(Yr,) — z también, ya que |lyg, — 2| < ||yx, — 2k, || + |28, — 2| < e. Asi
pues, f(zr,) — f(z) y f(yx,) — f(z), lo cual es absurdo, pues

1 (zr,) = f(yr,) Il > €0

Definicién 3.11 (aplicaciones lipschitzianas) Sea f : D ¢ R — R™
una funcion; se dice que f satisface la condicion de Lipschitz en D o que es
lipschitziana en D st 3A > 0, |

[f(x) = f)ll < Allz —yll Va,yeD

Definiciéon 3.12 Se dice que f es contractiva o contraccion si es lipschitziana
y es la constante de Lipschitz A < 1

Observaciéon 3.5 Toda aplicacién lipschitziana es uniformemente continua.
El reciproco no es cierto.
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Ejemplo 3.8 Sea la funcién

f:10,1

— R
—

Vit

]
t

1//

1

Es claro que f es uniformemente continua, pero no es lipschitziana, pues

VA>0 3te[0,1] |Vt> At

Teorema 3.9 (de Banach del punto fijo) Sea f : R" — IR™ una funcién
contractiva o contraccién entonces f tiene un tnico punto fijo, i.e.,

dl zeR"|f(zx)=2

Demostracién:
Respecto a la unicidad, si Ju,v € R" tales queu #vyes f(u) =u, f(v)=wv
entonces

0 <lu=vll =f(u) = fQ) < Allu —v||=1< A

lo cual es absurdo dado que por hipétesis es A < 1; asi pues es u = v.
En cuanto a la existencia, dado xg € IR™ arbitrario, consideremos la siguiente
sucesion: 1 = f(xo), xo = f(z1), ..., Tx41 = f(zk), .... Es claro que

ki1 =zl = 1f (@x) = f@r-0)]| < Alleg = zpall < - < APz — 2o
Asfi pues, dados p,q € IN con p > ¢ se tiene
Iy = yll < llzy = ap-all+ -+ ll7gn = ayll < @1+ ATy — o
de donde
2 —q—1 Al
|lzp —agll KA1+ A+ A"+ + AP ||z — 2| < mHml — x|

y por tanto, la sucesién (x)ren C R™ es de Cauchy luego convergente ya que
IR"™ es completo. (Téngase en cuenta que

A<1= A7 — 0 en R si ¢ — o0). Supongamos que (Zy)keN — <,
entonces (f(zx))kenw — f(x) y como f(xg) = xp4q se deduce finalmente que

fa) = .
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Teorema 3.10 Sea f: D C R™ — RR" contractiva cuya constante de Lips-
chitzes A <1, ysea D = {z € R"| ||z|| < B} la bola cerrada en IR" de radio
B > 0y centrada en el origen 0 € R™. Si se cumple que [|f(0)|| < B(1— A)
entonces f tiene un tnico punto fijo en D.

Demostracion:
Ve eD es

IF @) < Wf (@) = FOI+ 1O < Allzll + B(1 - A) < AB+ B(1 - A) = B

luego Vo € D es f(x) € D; construyamos la sucesién (zj)reny C D de tal
manera que z1 = 0, z3 = f(x1), 3 = f(z2), ..., Tr11 = f(zk), ...

que es de Cauchy, y por tanto convergente. Supongamos que (T)reNny — &;
entonces (f(zx))keny — f(x) y como f(xy) = xp4q se deduce que

f(z)=x € D.

Teorema 3.11 (de Brouwer del punto fijo) Sea

D ={z e R"||jz| < B} donde es B > 0. Toda funcién continua

f: D' € D — D cuyo dominio y rango estén contenidos en D tiene al menos
un punto fijo.

3.7 Swucesiones de funciones continuas

Sean D C R™ y (fx)ren una sucesién de funciones con f : D ¢ R" — R™
continua Vk € IN
Recordemos algunas definiciones:

Definicion 3.13 Sea f: D C R™ — IR™ una funcién y Dy C D; se dice que
(fx) converge puntualmente a f en Dy y se denota por (fr) — f en Dy C D
siVa € Dy es (fr(x)) — f(z) en R".

Observacion 3.6 (fiy) — fen Dy <= Ve >0,Vx € Dy, Jko(e,x) € IN tal
que || fr(z) — f(@)|| <& Vk=ko(e, )

Definicién 3.14 Se dice que (fy) converge a f uniformemente en Dg y se
denota por (fy) — f en Do siVe >0 Fko(e) € IN tal que Vk > ko(e) es
[fx(z) = f(@)]| <& Va e Do

Observacién 3.7 (fy) — f = (fx) — f

Lema 3.2 (f;) no converge uniformemente en Dy a f <= Jeo, 3 (fx,) sub-
sucesién de (fx) y 3 (zp) C Do tales que || fx, (7p) — f(2p)|| >0 Vpe N
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Demostracién:
Existe g > 0 tal que 31 € Doy 3k1 € IN| || fey (x1) — f(z1)]| > €0 y ast
sucesivamente se obtienen las dos subsucesiones.

Definiciéon 3.15 Dada una funcién f : D € R"™ — R™ se dice que es
acotada en D si 3M >0, ||f(z)|| <M Vax e D.

Si f es acotada entonces el conjunto {||f(z)||}zep C IR admite extremo supe-
rior (o supremo). Sea ||f||p = sup{||f(x)||} < oo. Pues bien, la aplicacién:
xzeD

|Ip: Bun(D) — R

fo— fllp
donde B, (D) = {f : D € R"™ — IR™| f es acotada } es una norma de
nominada norma del supremo o norma uniforme. El espacio (B (D), | - |Ip)

es asi un espacio normado.

Teorema 3.12 Sea (f;) C Bpm(D) una sucesién de funciones acotadas y
f € Bpm (D) una funcién cualquiera; entonces

(fr) = fen D<= (|fx— flp) — 0€eR

Demostracion:

143 :> b

Ve>03ko(e) e N|Vk > kole) | fr(z)— f(2)]| <eVereD=

Vk > ko(e) Slelg{llfk(fﬂ) —f@}<e=|fi—fll <e Vk = ko(e) =

(Ifx = fllp) — 0

“<:77

Ve>03ko(e) e N, |VE > koe) es ||fx — fllp <e =

Ife(@) = f@) < |Ifs = fllp <e Vo€ D= (fp) — fenD.

Teorema 3.13 (criterio de Cauchy para la convergencia uniforme) Sea
(fx) C Bum(D); existe f € Bpm(D) tal que (fi) — f en D <
Ve>03k(e) e IN|Vp,q>k(e)es ||fp— fqllp <e

Demostracion:

13 ﬁ 7

Ve >03k(e) e NIVk > (¢) fu(z) — f(z)]| < §Vz € D, asi Vp,q > k(e)
Ve €D es

1fp(2) = fo(@)|| < [l fp(z) = f)| +1If (@) = fy(@)[| <& =y = follp <€
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“ C 7

Por hipétesis, Ve >0 3Jk(e) € N|Vp,q > k(e) es || f, — fqllp < &; por tanto,
Vz € D la sucesién (fr(x)) C R™ es de Cauchy; ahora bien, R™ es un espacio
completo, luego V,x € D es (fx(z)) convergente. Definamos la funcién:

f:DcR" — R™
v o— f(z) = lim fy(z)

Veamos que necesariamente (f) — f en Dy que f € Byn(D). Sea ¢ > 0.
Por hipétesis, 3k(e) € IN|Vp,q > k(e), ||fp(z) — fo(z)|| < e Va e D. Asi
pues, ||fp(z) — fo(z)]| < e Vo € D Vg > p donde es p > k(e) fijo =
lfp(z) — f(x)|]| < e Vo e D Vp> k(). En particular, tomando ¢ = 1y
p> k(1) fijoVa e Des ||f(x)] <14|fp(x)|| <1+ fpllp de donde se deduce
que f es acotada.

Teorema 3.14 Sea (fj) una sucesién de funciones con
fio: D CR" — IR™ VEk €N continua. Entonces

(fr) — f en D = f es continua.

Demostracion:

Sea a € D. Ve > 03k(e), Vp > k(e) es |fp(x) — f(@)| < § Vz € D.
Entonces, fijado p > k() 36 > 0|z —all, x € D = ||fp(z) — fola)|| < §
(ya que f, es continua en a). De esta manera si p > k(e) es fijoy

z € D, ||x — all <0 entonces

1/ (2) = f@)ll < £ (@) = fpa)| + [[fo(z) = fp(a)]| + [[fp(a) = f(a)]| <&

luego f es continua en a € D y como a era arbitrario f es continua en D.

3.8 Teoremas de aproximacion de funciones

Definiciéon 3.16 Dada una funcién f : D € R® — IR™ se dice que la
funcién g aproxima uniformemente en D a f en menos de € > 0 si

lg(z) = f(2)l| <e VzeD.

Definicion 3.17 Se dice que f puede aproximarse uniformemente en D por
la familia de funciones G si Ve >0 3Jg. € G tal que |g- — fllp < ¢
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Definicién 3.18 La funcién g : R™ — IR’ se dice que es escalonada si sélo
toma un n? finito de valores y cada uno de los valores no nulos que toma lo
hace en todo un rectangulo de R".

Ejemplo 3.9 g: R — IR

Teorema 3.15 Sea f : D C R™ — IR™ una funcién continua con dominio
D compacto = f puede aproximarse uniformemente en D por funciones
escalonadas.

Demostracién:

Como D es compacto y f es continua en D, necesariamente f es uniformemente

continua. Ve >0 3d(¢) >0, Vz,y € D con ||z —y| < d(e) =

|f(x)— f(y)|l| <e. Sean Iy,..., I} rectdngulos en R" tales que Vj = 1,...,k,
k

Va,y € I se tenga ||z —y|| < d(e) y D C |J I ; ésta eleccién es posible dado
=1

]:
que D es compacto en IR". Definamos la siguiente funcién escalonada:

g :IR" — IR™
flxy si zel.ND
r — gs(:c):{o() g a;ngéD
Se tiene entonces que Vz € D es ||ge(z) — f(x)|| < € luego ||g: — fllp < e.

Definicién 3.19 La funcién g : J = [a,b] C R — R se dice que es lineal a
trozos si verifica que existe una particién a = cp < c; < ... <cp=bde J y
existen A,, B, € R, r =0,...,k—1tales que g(z) = A,x+ B, siz € (¢, Cr41).
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Toda funcién lineal a trozos es continua si se cumple que lim g(x) = g(cr)
Vr=0,...,k—1.

Teorema 3.16 Sea f : J = [a,b] C R — IR una funcién continua donde
J = la,b] es compacto. Bajo estas hip6tesis f puede aproximarse en J por
una funcién lineal a trozos continua.

Demostracion:

f es uniformemente continua. Ve > 0, 3d(e) > 0 tal que Vz,y € J con
r—y < ) es |f(x) — f(y)| < 5. Se divide el intervalo J = [a,b] en
subintervalos ¢ = ¢g < ¢1 < ... < ¢ = b de forma que Vr = 0,...,k — 1 se
cumpla que |¢;41 — ¢| < d(¢), y se toma la funcién

flersn) = fler)

fe(@) = fler) +

(x—c¢) siz€ (e, cryq1)

Cr+1 — Cp
flergt) o
fler) /
a Cr Crp1 D

Es claro que |fe — f|r < e.

Definicién 3.20 Sea f :[0,1] C R — R una funcién; se denomina n-ésimo
polinomio de Bernstein para la funcién f y se denota por By, (x) = By(z, f) al

polinomio
_ - k n k n—k
BN =31 () ( ; )x (1-2)
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Observacion 3.8 El polinomio n-ésimo de Bernstein de una funcién cons-
tante es ella misma; en efecto, sea la funcién constante f =1, i.e., f(z) =1

n
Vo € IR. Se sabe que si s,t € R entonces (s + )" = "

—kyk
Il A
=0 \ K ’

tomando s =1 —x y t = = se deduce que
_ - n _oyn—k_k
(3.1) 1_Z<k>(1 x)" Ry
k=0
y por tanto, f(x) = Bp(z, f). Siahoraes f(z) =C con C € R es

c=3 c( ") (1 -2 Rak = f(@) = Bu(a. f)
k=0

Algunas propiedades de combinatoria:

n n!
(3:2) <k>:m
()= (1)

n—2 kE(k—1) ([ n
(34) (k—2>:n(n—1)<k>

De la ecuacién 3.1 para el caso n — 1 resulta

1= ”z—:l n-l aP(1 — )17k
k

k=0

Multiplicando ahora los dos miembros por z y utilizando la ecuacién 3.3 se
tiene

Hin=1Y ek "SR n k+1 —(k+1)
’ k§o< K )x = S0 on \ k1 )T

"k n k n—k _ < E n k n—k
20 () Bn ()
y asi se deduce que si f(x) = z entonces By (z, ) = f(x).

Consideremos ahora la funcién f(z) = x2; de la ecuacién 3.1 y para el caso

n — 2 se obtiene
2 n-2
} :< f )xk(l m)n 2—k

k=0
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Multiplicando ambos miembros de la desigualdad opr 22 y utilizando la ecuacién
3.4 se deduce

22 = TZX—:Q n—2 :Ck+2(1 _ x)n—(k-i-?) —
k=0 k
n=2 (L +2)(k+1 n e
k=0 ( n(n)(— 1) ) < k+2 ) aFT2(1 — )= =

n(n —

" k(k—1) [ n _ " k(k=1) [ n .
kz:gi( 1;<k>xk(1—x)nkzzinin_&(k)xk(l—x) b —
39 et = 3202 ) () -

nok
Finalmente, y utilizando el hecho de que x = > — < n ) 2*(1 — 2)"* junto
k=0 M
con la ecuacién 3.5 se deduce que

. N/ N
’§J<g> <k>xk(1_m) k_<1_%)$2+%x

y asf el polinomio de Bernstein de la funcién f(z) = 22 es

B,(z, f) = <1 - %) 2+ %x

Teorema 3.17 (de aproximacién de Bernstein) Si f : [0,1]] C R — R
es continua entonces B, (-, f) — f en I = [0,1]

Teorema 3.18 (de aproximacién de Weierstrass) Sea
f :]a,b] C R — IR una funcién continua; entonces Ve > 03 p. polinomio tal
que [p(z) = f(z)| <e Va€la,b].

Definicion 3.21 Sean f,g : D C R"™ — IR dos funciones; se definen las
funciones supremo e infimo como sigue:

sup{f,g} : DCR" — R
T — sup{f,g}(x)Zilelg{f@?%g(x)}

inf{f,¢g} :DCR" — R
v nf{f0)(@) = inf {£(x).0(r)
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1
Observacion 3.9 Va,b € R es sup{a, b} = i(a +b+]a—b])e

1
inf{a,b} = 5(@—1— b—la—1l)

Teorema 3.19 (de aproximaciéon de Stone) Sean K C IR™ un compacto
y £ una familia de funciones continuas de K en IR que verifica:

L. Vf,ge Ll sup{f,g}, inf{f,g} €L
2. Va,beR, Ve,ye Kconx#y Ifel|f(z)=ay fly)=0b

Entonces VF : K C IR" — IR continua F' puede aproximarse uniformemente
en K por L

Demostracion:

Dados € > 0 y € K arbitrario, Vy € K con y # z es F(x), F(y) € R, luego
por hipétesis g,y € L|gey(x) = F(x) y g2y(y) = F(y). Asi, Vy € K con
y #x 3JU(y) entorno abierto dey |z € K U (y) = gz,y(2) > F(2)—e. Como
K es compacto, existen yi,...,y, € K tales que K C U(y1)U---UU(yr).
Sea hy = sup{gzy,,--->9z4.} € L; es claro que hy(z) = F(x) y ademas
Vz € K es hy(z) > F(z) —e. Existe V(x) entorno abierto de = tal que
ze€ KNV(z) = hy(z) < F(z) + e. Como K es compacto, existen x1,...,xs
tales que K C Vp, UJ---UVz,. Sea h = inf{hy,,...,hy,} € L. Se tiene que
Vze Kesh(z) < F(z)+eyh(z) > F(z)—¢eluego |h(z)—F(z)| <e VzeK.

Teorema 3.20 (de aproximacién de Stone-Weirstrass) Sean K C R"
un compacto y A una familia de funciones continuas de K en IR que verifica:

1. Jdee Ale(z) =1Vz e K

2.Vf,ge A, Va,eR=af +8g€ A

3. f,ge A= f-ge A

4. A separa puntos de K, i. e. Ve,y e K conz £y I fe A| f(z) # f(y)

entonces V F' : K C R"™ — IR continua F' puede aproximarse uniformemente
en K por A.

Demostracion:
Por verificar 1., 2., 3. y 4. la familia A cumple las hipdtesis del teorema de
Stone; en efecto, Va,b € R Vz,y € K con z # y 3f € A| f(z) # f(y); asi
Ja, 8 € R tales que

af@)+h = a

af(y)+8 = b
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Tomemos entonces g = a.f + e € A que cumple g(xz) = a 'y g(y) = b. Ademas,
feA= fr f~ e Aluego |f| = f* — f~ € Ay por la observacién 3.9 se
tiene que sup{f, g}, inf{f,9} € AV f,g € A

Consideremos ahora la familia £ de las funciones continuas de K en R que
pueden aproximarse uniformemente en K por A, i.e., la adherencia en
(Bri(K), || - ||lx) de A. Es claro que A C L; si se demuestra que £ verifica la
primera hipétesis del teorema de Stone 3.19, entonces se tendra que

VF:K CR" — IR continua F' puede aproximarse uniformemente en K
por L.

Segun la observacion 3.9 es suficiente probar que si h € L entonces |h| € L; sea
h € L = |h| es continua en K. Ademés, 3 (hy) C A tal que ||hx — h||x — 0
si k — oo. Por otra parte, IM > 0|||h||x < M. Sea ky € N |Vk > ko es
lhillx < M + 1y consideremos la funcién

p:[-M+1),M+1 — R

t — |t

Por el teorema de Weierstrass 3.18 3p. polinomio en ¢t € R tal que
|t = pe(t) [< § Vt e [-(M+1),M +1]. Como Vk > kg y Vo € K es
|hi(x)] € [-(M + 1), M + 1] se tiene que

| |he ()] — pe(hi(z)) < = Vz e K, Yk >k

N ™

Asi,

| [h(@)] = pe(hi(2)) <] [h(2)] = [hi(@)| | + | [hne(2)] = pe(hr(2)) |<

| h(w) = hila) | + | ()] — pe(he()) |< e.

y queda demostrado que |h| € L; téngase en cuenta que por verificar A la
propiedad 3. es p.(hg) € A.

Definicién 3.22 Sea f: D C R" — IR una funcién y sean f = (f1,..., fin)
sus componentes, donde Vj = 1,....m f; : D C R" — IR; se dice que
p: R" — 1R es una funcién polinomial de n variables de grado s si es de la
forma

p(T1,. .., xn) = Z aj.pxyt - ann

a1+-+an<s

donde los a;.., € R
f:D CR"™ — IR™ se dice que es polinomial si todas sus funciones compo-
nentes son polinomiales de IR" — TR.
Toda funcién polinomial de R™ — IR™ es continua.
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Teorema 3.21 (de aproximacién polinomial) Vf : K ¢ R" — R™
continua con K compacto f puede aproximarse uniformemente en K por fun-
ciones polinomiales de IR™ en R™.

Sea f : K € R" — RR™ continua. Supongamos que es f = (f1,..., fm)
con fj : K C R" — IR Vj = 1,...,m continua. Puesto que la familia
A de las funciones polinomiales de R"™ en IR verifica las hipé6tesis del teo-
rema de Stone-Weierstrass f; puede aproximarse uniformemente en K por
pje Vj = 1,...,m. Sea entonces p. = (Pic,--.,Pme); ésta es una funcién
polinomial de R™ en R™ que aproxima a f uniformemente en K.
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Sean f : D C R" — R™ continua y D* D D. ;Bajo qué hipédtesis se
puede extender f a D?, i.e. ;bajo qué condiciones ¢ : D* ¢ R" — IR™
continua tal que g|p = f7

Ejemplo 3.10 Sea la funcion

f:R-{0} — R
1

t —_— =

t

A extensién continua de f a IR.

3.9 Otros resultados: teoremas de Tietze, Arzela-
Ascoli

Lema 3.3 Sean A, B C IR" cerrados y disjuntos = 3¢ : IR — IR continua
que verifica

1. p(z)=0Vz e A
2. p(z)=1VxeB

3. 0<yp(z) <1VxeR"

Demostracion:

Sea
p:R" — R
i o) — )
— =
4 d(xz,A) + d(z, B)
Téngase en cuenta que Vo € R" es d(z, A) + d(z, B) > 0 y que las funciones
d-,4):R" — R d-,B):R" — R
x +— d(z,A) x +—— d(z,B)

son continuas luego ¢ es también continua.

Teorema 3.22 (de Tietze) Sea f : D C R" — IR una funcién continua
y acotada en el cerrado D = Jg : R — IR continua que extiende a f, y

ademds sup {lg(x)|} = sup{|/ (x)]}.
zeR™ €D

Demostracién:
Por hipdétesis es f acotada; sea M = sup{|f(z)|}. Sies M > 0 entonces
xzeD

g = 0 es extension de f, luego supongamos que es M > 0. Consideremos los
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conjuntos A1 = {z € D|f(z) < -} y By = {x € D| f(z) > &} que son
cerrados y disjuntos. Aplicando el lema anterior 3¢7 : IR" — IR continua tal
que

L opi(z) =—HVae A
2. (pl(.%') = %Vm € B
3. Vz e R"” —%ggpl(x)g%

Consideremos la funcion fo = f — ¢1 que es continua en D; es claro que
sup{| fo(z)|} < 2%; consideramos ahora los conjuntos
zeD

Ay ={z e D|falx) < =31} 'y Ba={x € D|fa(x) > 3}
que son cerrados y disjuntos. Entonces 3¢9 : R™ — IR continua tal que

1. QOQ(AQ) = —%

2. (pg(Bg) = %

3.VezeR" — 2L < py(z) < 2

2
Sea fs = fo— @2 = f — (v1 + ¥2); se tiene que sug{|f3(:c)|} < (%) My
xre
que f3 es continua en D. Se construye asi una sucesion de funciones continuas

(pr) : R" — R que cumple
k
|f(z) — [p1(z) + -+ pr(x)]] < (%) M Yz e DyVk e N; ademas

k-1
lor(2)] < 3 (%) M VzeR" VkeIN. Consideremos la funcién
gr = @1+ -+ @i que es continua; es g : R™ — IR y se cumple que si p > ¢

entonces
2) 9\ P—1—¢
1+ 4... z
+ 3 + + (3)
2

= |gp(z) — g4(x)] < (g)qM Vp > ¢,V € D = (gi) es uniformem-

3

190(@) —gq(2)| = |pgi1(2)+ - +pp()| < % (?)C’M

mente de Cauchy luego 3¢ : R® — R tal que (gx) — g¢. Es claro que
g extiende a f; en efecto, Vo € DVEk € IN es |f(x) — gr(z)| < (%)kM =
f(z) = g(z) Y,z € D. Por otra parte, |grp(z)| = |e1(z) + -+ + @r(z)] <
Ly {1 NS (g)“] S lg(@)| < M Va € R = sup {g(a)[} < M.

zelR
Ahora bien, como sup{|f(z)|} =My D CR"yesg|lp=f=
D

sup {lg(a)l} = M.
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Teorema 3.23 Sea f: D C R" — IR™ continua y acotada con D cerrado
= Jg: R" — R continua que extiende a f tal que

sup {|lg(z)[[} < vnsup{||f(z)|}-
z€R™ xeD

Demostracion:

Sies f=(f1,...,fm) con fj : D C R" — IR continua y acotada,
Vi=1,...,m 3g;:R" —Rtalquegjlp=1f; v

sup {|gj(z)|} = sup{|f(x)|}; basta pues considerar la funcién g = (g1, .., gm)-
zeR" €D

En lo que sigue consideraremos K C R™ un compacto y el espacio
Com(K) ={f: K CR" — R™| f es continua } = BCpm(K) ya que K es
compacto.

Definicién 3.23 Se dice que F C Cp,(K) es acotado (o uniformemente aco-
tado) si 3M > 0 tal que ||f||[xk <M VfelF.

Observacion 3.10 V f € Cy,(K) es f uniformemente continua, i.e.,
Ve>0 3d(e, f) >0 |Va,ye K conllz—yl <ie f)es||f(z)-fy)ll <e

Observacion 3.11 Si F C Cp,,(K) es finito, digamos, por ejemplo,
F=A{f1,...,fr} entonces Ve >0 3Fd(e) >0 tal que Vz,y € K con

[z =yl <o) es Ifi(z) = fi(y)ll <& Vi=1,...,r

Definicién 3.24 Sea F C Cpm(K); se dice que es uniformemente equicon-
tinuoen K siVe >0 36 >0|Vaz,y€ K con ||z —y|| < es

[f(@)=fll<e VfeF,

En general, las familias infinitas de Cy,(K) no son uniformemente equicon-
tinuas en K.

Teorema 3.24 (de Arzeld-Ascoli) Sean K C IR un compacto y
F C Chm(K); son equivalentes:

i) F es acotado y uniformemente equicontinuo en K.

ii) Cada sucesién en F tiene una subsucesién uniformemente convergente
en K.

Demostracién:
i) => 1)
Si F no es acotado Vk € NI fi, € F ||/ fellxk > k. Asi la sucesién (fi) C
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F no admite subsucesién uniformemente convergente en K, lo cual es una
contradiccién. Si F no es uniformemente equicontinuo en K entonces

deg > 0] para d =1 Fxy,y1 € K con ||z —yi|| < 1y I fi € F tal que
If1(z1) = fi(y1)]| > eo; para d = 3 z9,y2 € K con [ — ol < 5y Ifa € F
tal que || f2(z2) — fa(y2)|| > €0, y asi sucesivamente para § = 1 con

ke N Faxp,yr € K con ||z —yi| < % y 3 fi € F tal que

| fx(zk) — fe(yr)ll > 0. Consideremos pues la sucesién (fi) C F; ésta no
admite subsucesiones uniformemente convergentes en K, lo cual es absurdo.
En definitiva, F es acotado y uniformemente equicontinuo en K.

i) = ii)

Sea (fx) C F. Como K C R", 3C C K siendo C numerable y denso. Su-
pongamos que C' = {zj}ken; es claro que la sucesion (fi(z1))keny € R™ es
acotada. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass 2.2 admite una subsucesion
convergente, digamos (fl(z1)). Ahora, (fl(22))kenw C R™ es acotada, luego
por el mismo teorema 2.2 admite una subsucesién convergente, (fZ(z2)); ahora
(f2(z3)) € R™ es acotada, y asi sucesivamente, se construyen sucesiones
convergentes

@), fia), - fi@), - —
Fxa), f2(x2), - fRza), - —

Consideremos la sucesién (gi)renw C F siendo g = fF. Es claro que
(9x) C (fx); ademds (g) converge uniformemente en K.
Va; € Ces (gr(x;)) convergente en R™.

l9p () = gg ()| < lgp(2) = gp(@i)ll + llgp(xi) = gq (i) || + [lgq (i) — g4 ()l

Ve>0 3é(e) >0[z,ye K, |lz—yl <dle) = [[f(z) - fwl <5 VSfeF
Tomemos el siguiente recubrimiento abierto del compacto K,

{B(2,0(¢))}z;ec

el cual admite un subrrecubrimiento finito, digamos {y1,...,y,} C C. Dado
x e K,Jy; € {y1,...,ur}| [lx — yj|| < d(e). La sucesion (gi(y1)) es conver-
gente, luego es de Cauchy, 3k € IN,[Vp,q > k1 es [lgp(y1) — g4(v1)|l < §

(9 (yr)) es convergente, luego de Cauchy, 3k, € N |Vp,q > k,,
9p(yr) = 9q(yr)ll < 5
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Sea k = max{k1,...,kr}, Vp,q>kes

19p(x) = gq(@)|| < llgp () = gp(wi) | + gp (i) — 90 (W)l + 194 (y5) — ga(@) || <

Por tanto, aplicando el criterio de Cauchy para la convergencia uniforme 3.13
resulta que (fx) contiene al menos una subsucesién uniformemente convergente
en K.

Ejemplo 3.11 Estudiar en los siguientes casos si es o no es aplicable el teo-
rema de Arzela-Ascoli

1. fulx)=24+n 2€]0,1]] neN

2. fux)=2" 2€]0,1] neN

1

3. fulz) = T+ (z—n)y

z €[0,+0) nelN

1. Vn € N es f, continua y [0,1] C IR es compacto.

F = {fn}ne es uniformemente equicontinuo en [0, 1]; en efecto,
1 fo(@) = fa@)ll = [z +n—=(y+n)| =z —y[ <e VneNsilz—yl<e

Sin embargo, F no es acotado, es decir, AM > 0| fnllo,) < M
Vn € IN. Asi pues, no se puede aplicar el teorema para deducir que ha
de tener alguna subsucesién uniformemente convergente en [0, 1].

2. Vn € N es f, continua y [0,1] C R compacto.
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f2

Es claro que Vn € IN es [[ful[p1) < 1 luego hay acotacién uniforme;
sin embargo, la familia no es uniformemente equicontinua ya que de lo
contrario por el teorema anterior 3.24 existirfa (fy,) C (fn) subsucesién
uniformemente convergente en [0, 1] que necesariamente habria de ha-
cerlo a la funcién

0 si 0<z<1
1 si r=1

que no es continua. Esta conclusién se intuye observando el siguiente

resultado:

ja" —y"| =z —ylla" T+ ya" TPy

3. Vn € N es [[falljo,00) < 1 luego es F acotado; por otra parte es también

uniformemente equicontinuo; en efecto,

1 1
’fn(-%')_fn(y)’ - 1—}—(1’—”)2 - 1+(y_n>2

ly — z|ly + x — 2n
14+ (z—n)[L+(y —n)?] —

y? — 2% + 2nx — 2ny
14 (x—n)*|[1+ (y —n)?

ly —nl+ [z —n|
L+ (z —n)’[[1+(y —n)?] —

ol (1 + ) <l -al
o —x
4 1+(y—n)?2 14 (x—n)? e
« 1
donde se ha tenido en cuenta que —— < — Ya>0
1+a2 2
Sin embargo, no admite subsucesiones uniformemente convergentes.
Téngase en cuenta que ¥V > 0 fijo (f,(z)) — 0sin — o0y que
[ fallp,c)y =1 ¥n € IN. Esto no contradice el teorema de Arzeld-Ascoli

3.24 dado que [0,00) no es compacto y el teorema no es aplicable.

w-m[
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4.1 La diferencial en IR"

Definiciéon 4.1 Sea f: A C R — IR una funcién real de variable real; A
abierto y tg € A. Se dice que f es derivable en t( si existe el siguiente limite:

f(t) = f(to)

t—to t—1to

o equivalentemente si existe un nidmero real f'(tp) tal que

lim
t—to

<f(t) — [(to) —f'(to)(t—to)) L0 e
t—to |
t—to=nh

i 1o+ 1) = [(to) = ['(to) ()]
im

h—0 ‘h’

Por tanto, f es derivable en tg si y s6lo si existe una aplicacién lineal
u: IR — IR tal que

=0

ot + 1) = fto) — u(h)

=0
h—0 |h

Se generaliza esta definicién a funciones f : R" — IR™™.

Definicion 4.2 Sea f: A C R" — IR una funcién vectorial de variable
vectorial, con A abierto y sea xog € A. Se dice que f es diferenciable en xy € A
si existe una aplicacién lineal v € L(IR",IR") tal que

_|[f(@o + ) — f(xo) — u(h)]] 1/ (@) — f(w0) — u(x — o)

lim =0<«= lim

=0
70 [ =0 |z — @0

Notacién 4.1 En caso de existir se denota por Df(zg) a dicha aplicacién
lineal w.

Definiciéon 4.3 Si Va € A es f diferenciable en x entonces se dice que es f
diferenciable en A

Proposicion 4.1 Sea f: A C R" — IR™ una funcién, A abierto y xo € A.
Si f es diferenciable en xg entonces la aplicacién lineal D f(x) es unica.

Demostracién:
Supongamos que u,v € L(IR",R™) son dos aplicaciones lineales que cumplen
la condicién de diferenciabilidad. Sea w = v —u € L(IR",IR™). Se tiene que
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Ve > 036 > 0 tal que ”“|’|g|b|)”

w(h) _w(h) —u(h) _ flzo+h) — flxo) —u(h) flzo+h)— flxo) —v(h)

< esi0 < ||h]] < 0; en efecto, Vh € R"™ es

Inl— el 17l - 7] ’
asi pues es, claro.
_ G
ox 3HxH
Por otro lado, Vo € R" —{0} —— € R" y H—H
3|| < 3|l H ’
3]

yasi |lw(z)| <ellz|| VzeR" < ||w|]| <e
En definitiva, al ser € > 0 arbitrario, se tiene que ||w| =0
S w=v—u=0<u=v

Proposicion 4.2 f diferenciable en £y = f continua en xg

Demostracion:

f(x) = f(zo) = fz) = f(zo) = Df(w0)(x — x0) + D f(20)(2) — Df(20)(20) =
1f(x) = fzo)l| <esi [l —zoll <6
Téngase en cuenta que D f(xg) es lineal y continua y que f es diferenciable en

xo, luego xlirgslo Ilf(z) — f(xo) — Df(zo)(x —z0)|| =0

Definicion 4.4 Sea f : A C R" — R"™ una funcién diferenciable en A; se
denomina aplicacion diferencial de f en A a la funciéon

Df:AcR" — L(R",R™)
x — Df(x)

Ejemplos 4.1 Veamos algunos ejemplos de funciones:
1. Sea ¢ : R®™ — IR™ una funcién constante definida por
a(z)=beR™VzeR" entonces ch( ) = 0 € LMR",R™) VzeR"

en efecto, es claro que }lbim
0

2. Sea u : R™ — IR™ una aplicacién lineal, i. e. u € L(IR",IR™) entonces

(e + B) = u(@) — w(W)]
B =0

Vo € R™ es Du(z) = u; en efecto, lllir%
luego

Du:R" — L(R™ R™)

x +— Du(z)=u
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Proposicion 4.3 Sean f,g: A C R — IR dos funciones, A abierto y
g € A entonces f, g diferenciables en xg = Vo, € R es af + g diferen-
ciable en xo y ademds D(af + B9)(zo) = aD f(zo) + Dg(x¢)

Demostracion:
Sean w = au+ vy s = af + g donde u = D f(xg) y v = Dg(x¢) y veamos
o lst) = (o) — wlw — zo)]
que lim
= &~z
[ls(x) — s(zo) — (33 — zo)|| =
la[f(z) = f(zo) = Df(xo)(z — m0)] + Blg(z) — g(xo) — Dg(xo)(z — zo)]|| <
lalllf(z) = f(zo) = Df (zo)(@ — zo)|| + [Blllg(x) — g(zo) — Dg(zo)(x — zo)|

luego es claro.

= 0; en efecto,

Proposicion 4.4 Sea f: A C R" — IR™ una funcién, A abierto y xg € A;
denotemos f = (f1,...,fm) con Vj € {1,....,m} f;: ACR" — Ry
fi=npjof

f es diferenciable en g <= Vj =1,...,m es f; diferenciable en xg

Ademas Df(zg) € L(IR",IR™) tiene por aplicaciones componentes las aplica-
ciones diferenciales de las componentes de f i. e.

Vi=1,...,mes (Df(x0)); = Dfj(xo) € L(IR",R), es decir,

D f1(wo)
Df(xo) = :
Dfm(ﬂfo)

Demostracion:
Basta considerar las siguientes desigualdades:

il <yl < vm sup {|lysl} Vi=1,....m Yy=(y1,...,ym) € R™
1<i<m

|£5(x) = fi(zo) = [Df(zo)lj(x —zo)| _ [[f(x) = f(wo) = Df(xo)(z — o)
(e B (e

Vj=1,...,m donde [Df(xg)]; € Mixn(IR) denota la fila j-ésima de la ma-

triz D f (xo) luego es claro que si f es diferenciable en xg entonces f; también.

en efecto,

D fi(zo)
Reciprocamente, si tomamos D f(z¢) = : € Mpxn(R) =
D fm(z0)
If(z) = f@o) = Df o)z — zo)ll _ = { |£i(x) = fi(wo) = Dfj(xo)(x — 20)| }
z — x| T 1<i<m [l = o]

y asi la otra implicacién es clara también.
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Proposicion 4.5 Sea f: A C R — R™ donde m > 1 una funcién vectorial
de variable real; Vj =1,...,m sea f; : A C R — IR la componente j—ésima
de f, 1. e. fj :p]Of7

f es diferenciable en @ € A <= f es derivable en a € A

Demostracién:

g L0 =100 DI 0l |/ )= Dl e

| L0~ 0= =D,

oy S0 aDI@W)

tim {OZI 1) = 0 = D)) = 1w {OZI@ _ gy

siendo Df(a) € L(IR,R™); ademas,
Df(a)(h) =hDf(a)(1) = hf'(a) Vh € R luego Df(a) = f'(a) € L(R,IR™)
Téngase en cuenta que Vit € A f(t) — f(a) e R™yt—a € R
Recordemos asimismo que existe un isomorfismo £(IR,IR™) ~ IR™ que viene
dado por
R™ — L(R,R™)
r — Uy R — R™

h +— wug(h) =hzx

4.2 Derivadas parciales. Jacobiano

Definicion 4.5 Sea f : A C R" — IR una funcién con A abierto, y sean
xo € Ay h € R"; se denomina derivada de f en xg segin la direccion de h al
valor del siguiente limite:

lim f(zo +th) — f(wo)
t—0 t

= Dpf(wo) € R™

Definiciéon 4.6 En los mismos términos que en la definiciéon anterior, si
h € R™ es unitario, i. e., ||h]| = 1 entonces se habla de derivada direccional
de f en xg segin la direccién de h

Proposicién 4.6 Si f es diferenciable en xg entonces Dy, f(xg) = D f(xo)(h)
Demostracion:

Consideremos la funcién ¢ : (—¢,¢) CR — R"
t — () =x9+th
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donde € > 0 cumple que V¢ € (—¢,¢) es xo + th € A; entonces
Dy f () = limg LEOFIIZI0) g, 02N (T2 2)0)

lim = (fop) (0) =

t
[D(fop)(0)](1) = [Df(¢(0))oDp(0)](1) = Df(x0)(Dp(0)(1)) = Df(x0)(¢'(0)) =
D f(zo)(h)

Definicién 4.7 Sea ahora {ej,...,e,} C IR" la base candnica; se sabe que
Df(x9) € LOR™,R); sea ¢c;j = Df(zo)(ej) Vj=1,...,n entonces si
h=(hi,...,hy) € R"i. e. h = hie; + -+ + hpe, resulta

Df(x0)(h) = 3. ¢;h; € R por la lincalidad de D f(xo). El ntimero D f(xo)(e;)

recibe el nombre de derivada parcial de f en el punto x( respecto a la coorde-
nada j-ésima; se trata de una derivada direccional.

Notacién 4.2 Df(x0)(e;) = D, f(x0) = D;f (o) = 61;(;0) _ %fj(xo) _
%f@?o)
Df(zo) ~ (D1f(x0) - - - DnF(x0)) luego ,
1
Df(zo)(h) = (D1f(z0) - Dnf(0)) -
I,

Definicién 4.8 En los términos anteriores, se denomina aplicacion derivada
parcial j-ésima a la funcion

Dijf:tACR" — R
r +— D;f(z)

Definicién 4.9 Sia = (a1,...,a;-1,0;,0j41,...,a,) y

A(a) = {z; e R|(a1,...,aj-1,%j,aj11,...,a,) € A} entonces se llama apli-
cacion parcial de f en el punto a con respecto a la coordenada j-ésima a la
aplicacion

fa: A(d) cCR — R
xr; f(al,...,aj_l,mj,aj+1,...,an)
y se tiene que f!(a;) = D;f(a)

Consideraciones algebraicas
Si V' es un espacio vectorial sobre el cuerpo IK, entonces
V* = L(V,K) = {h : V — K| h es lineal } denota su dual; en particular,
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si V.= R" se tiene que L(R",R) = L(R",R) luego (R")* = L(R",R).
Ademas, si {vi,...,v,} es una base de V es entonces {v},...,vi} C V* su
base dual, que viene caracterizada por

1sii=j
”;(”j)zéij:{ 0siij

donde 4;; es la llamada delta de Kronécker

Sea f: A C IR® — IR una funcién diferenciable en a € A abierto y sea

Vi=1,...,n pj:R" — R la j-ésima proyeccion que es lineal,
(1,...,2n) —

i. e. pj € L(IR",R) = (R")*

Definicién 4.10 SeaVj=1,...,n drj = Dpj(x) = p; donde x € R" es
arbitrario. Asi,
Df(a)(h> = le(a)h1+' ' '+an(a)hn = le(a)dxl(h)+' ’ +an(a)dxn(h)

(D1 f(a)dz1 + -+ + Do f(a)dwn) (h) <= Df(a) = %TMM (G

vaqueVj=1,...,nes hj =pjh) = Dpj(x)(h) = dx;j(h) donde z € R" es
arbitrario.

en definitiva, {dz1,...,dz,} es una base del espacio vectorial (IR")* = L(R",R) =
L(IR™, R) que es precisamente la base dual de la base canénica {eq,...,e,} ya

que dl‘j(ei) = pj(ei) = 5ij

Definiciéon 4.11 Recordemos quesi f : A C R" — IR™ es una funcién difer-
enciable en @ € A con A abiertoy f = (f1,...,fm)dondeVi=1,...,m f;:
A CR"™ — TR es la componente i-ésima de f entonces Df(a) € L(R",IR™)
y ademds la matriz asociada a la aplicacién lineal D f(a) con respecto a las
bases canénicas de R™ y R™ es

(Dz‘fj(a)) j=1...n

en efecto, se sabe por la proposicién 4.4 que la fila i-ésima de la matriz asociada
a D f(a) en dichas bases coincide con la D f;(a); ahora bien, como se ha visto
la matriz asociada a D f;(a) es (D1 fi(a)--- Dy fi(a)); en definitiva,

Difi(a) -+ Dnfi(a)
Df(a) = : : (*)

Difm(@) -+ Dufula)
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es decir, si h = (hy,...,h,) € R™ entonces
Dfi(a) DA(@)(h) & Dttt
Df(a)(h) = E (h) = : = :
Dfn(a) Dfnla)(h) 5 b ()l
j=1

A la matriz (*) se le denomina matriz jacobiana de la funcién f en el punto

a(flv cee 7fm)
8(3?1, e ,.Z‘n)
en que m = n se llama jacobiano al determinante de la matriz jacobiana. Si
m = 1 la matriz jacobiana de f en a se denomina vector gradiente de f en a'y
se denota por Vf(a) = (D1f(a)---Dyf(a)) € R™. En este caso se tiene que
Vh € R" es Dyf(a) = Df(a)(h) = Vf(a)-h = ||V f(a)||h] cosa siendo o
el dngulo que forman los vectores V f(a) y h. Consecuentemente es claro que
la derivada direccional (h unitario) de f en a serd maxima en la direccién del
vector gradiente y minima en toda direccién perpendicular al mismo.

a y se le denota por Df(a) = < (a)) € Mpxn(IR) En el caso

Definiciéon 4.12 Sea f : A € R®™ — IR™ una funcién; se dice que f es
continuamente diferenciable en A o equivalentemente que f es diferenciable
de clase 1 en A y se denota por f € C'(A) si f es diferenciable en A y ademés

Df:AcR" — L(R",R™)
x — Df(x)

es continua

Notacién 4.3 C}(A,R™) = {f: ACR" — R™| f € C}(A)} es un espacio
vectorial con las operaciones habituales.

4.3 Existencia de la diferencial

Teorema 4.1 Sea f : A C R" — IR una funcién con A abierto y a € A;
entonces

i) f diferenciableena € A=Vj=1,...,n 3ID;f(a) yVheR" es
(1) Df@)(h) = ¥ D))
j=
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ii) Siexiste § > 0tal queVa € B(a,d) 3ID;f(x) Vj=1...,ny
D;f(x): B(a,0) CIR" — IR es continua en a Vj = 1,...,n entonces
f es diferenciable en a y se verifica (1)

Demostracion:
i) f diferenciable en a = 3D f(a) € L(R",R) tal que

L |fa+h) ~ f(a) = DI(@)(R)

=0
h=0 7]
que implicaVj=1,...,n lim |[fla+ hie;) = fla) — Df(a)(ej)hil =0
hj—0 |l
lim [L0FRses) = f(a) —Df(a)(e;)| =0 Vji=1,...,n<
hj—0 h;j
lim flathse;) = fla) =Df(a)(e;) Vj=1,...,ny asi
hj—0 h;

Vji=1,...,nexiste D;f(a) y ademés D;f(a) = Df(a)(e;).

ii) Sea 6 > 0 tal que Vz € B(a,0) 3ID;f(x)y

D;f:B(a,0) C R" — L(IR",IR) es continua en a Vj=1,...,n entonces

Vz € B(a,d) es

f(x)_f(a) = f(mla S 71:n)_f(a1a S 7an) = f(lila e axn)_f(lil’ cee ,$n,1,an)+
flz1, ..y xp_1,an)—f(x1, . oy Tp—2, a1, an)+ [ (T1, . oo, T2, Gpe1,Qp)—+ - -+

f(.’El, e X1, T A1y - ,an)—f(acl, ey i1, Ay e ,an)—i—- . -—|—f([131,.%'2,a3, - ,an)—
f(xlaa’2a"'7an)+f(‘rlaa’2a"'7an)_f(al)-‘-van) :gn(xn)_gn(an)+"'+

g1(x1) — g1(ay) siendo

Vi=1,...,n git) = f(x1,...,zi-1,t,ai11,...,a,) una funcién real de va-

riable real derivable en un entorno de a;.

Por el teorema del valor medio 3¢; € [a;, xi] | gi(x;) — gi(ai) = (x; — ai)gi(&)

donde ¢/(&) = D;if(z1, ..., i—1,&, Git1, ... an) =

f(x)=f(a) = (xn—an)Dpf(z1,. .. 71:n7?1§n)+' ot (@i—ai)Dif(v1, - i1, 60y Qi 1y -+ Qn)+
oot (1 —a1)Dif (&1, a0, ... a,) = Zl(Dif(a) +¢i(z))(z; — a;) donde

Vi=1,...,n ei(z) —>Osix—>azyaque

Dif(ml, e ,xi_l,fi,aHl, e ,an) — le(a) = 62(1') — 0six — a.

En definitiva,
f(z)— f(a) - El D;f(a)(x; —a;) = El gi(z)(z; — a;) =
£(2) = f(a) = 32 Dif (a) (s — )

[ = all

n

<Yl < S ) — 0
=1

l& —all — =
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siz —a= .
|f(x) = fla) = X Dif(a)(zi — a;)|
lim =1
v=a | —al
es diferenciable en a y ademas Vi =1,...,n es Df(a)(e;) = D;f(a
f y

Proposicién 4.7 Sea f: A C R" — R con A abierto. f € C1(A)
(f es diferenciable de clase 1 en A)«<=Vj=1,...,n 3ID;f(x) Vaxec Ay
Dif:ACR" — L(IR",R) es continua Vj =1,...,n

Ejemplos 4.2 Sea la funcién

f:R? —R
2
Ty )
(x,y) — f(gg7y) = { CC2 + y4 S1 (x7y> 7é (070)
0 st (z,y) = (0,0)
Puede probarse que existen las derivadas parciales en (0,0) y son nulas, es
0 0
decir, 8_f(0’0) =0y a—f(0,0) = 0, y sin embargo, f no es diferenciable en
€z Yy

(0,0) ya que ni tan siquiera es continua en dicho punto. Este es un ejemplo
de una funcién que tiene derivadas parciales en un punto, es decir, existe la
matriz jacobiana en dicho punto, y sin embargo no es diferenciable en él.

Ejemplos 4.3 Sea la funcién

f:R? — R
1 .
(2% + y*) sen NEERT si (z,y) # (0,0)

(z,y) —  flz,y) = {
0 si (:E?y) = (070)

En este caso existen las derivadas parciales en (0,0), de hecho existen en todo

punto (z,y) € IR? y ademés es f diferenciable en (0,0), sin embargo, ni

D f = 9z ni Dof = 3y Son continuas en IR?, luego f no es diferenciable de
€T Y

clase 1 en IR?.

Ejemplos 4.4 Sea la funcién

fiR? —R

(£y) f(x,y>:{(1) o
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f no es continua en (0,0), y por tanto, tampoco es diferenciable en (0,0); no
obstante, existen las derivadas parciales de f en (0,0); en efecto,

0 _
8 ) ) - ) .
D (0,0) = 8_5(0’0) _— £((0,0) +t(0t1)) £(0,0) _ PL%% _

Asi pues, la aplicacién lineal cuya matriz asociada con respecto a la base
canénica es Df(0,0) = (0 0) es la candidata a aplicacién diferencial. Habria
que
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