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NOTAS SOBRE ECUACIONES INTEGRALES

1. AUTOVALORES DE OPERADORES COMPACTOS

Sea A un operador completamente continuo definido sobre un espacio euclideo

E. En particular, A es acotado, de modo que
(1.1) Az [ <Az, VzeE.

Como no estamos suponiendo que este operador sea simétrico, sus autovalores (si
existen) serdn, en general, niumeros complejos. Y los autovectores correspondientes

a autovalores distintos no seréan, en general, ortogonales entre si.

Supongamos que F = {zy,xs,...,2,... } C E sea un conjunto de autovectores
linealmente independientes de A correspondientes a autovalores que en moédulo

superan a un numero positivo 4,
(1.2) Axp =Mz, con ||A||>| | >d>0, Vk.

Mediante el proceso usual de ortonormalizacién de una secuencia podemos ge-

nerar el conjunto ortonormal {ey,eq,..., €, ...}, donde
k
(1.3) ek:Zaijj, con e, L x;, paral < k.
j=1
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En esas condiciones, A e puede escribirse como la suma de dos vectores orto-

gonales entre si,

k k—1
(1.4) Aey =Y ardjwy = Meer + Y ag; (A — M) 2,
j=1 J=1

lo mismo que la diferencia

k—1 1
(1.5) Aek—Ael:)\kek—i-{Zakj()\j—)\k)xj—Zalj)\jxj}

i=1 j=1
si | < k. Entonces,

| Aer — Ae || =
2 k—1 l 2
(1.6) = Awer |I? + HZ]‘:l arj (Nj — ) 5 — Dy aig Aj || =
Z” Ak €x ||2:| /\k |2> 2 >0.
Por lo tanto, el conjunto {A ey, Aes, ..., Aey, ...} no contiene ninguna secuencia

de Cauchy. Entonces, como A es compacto, F debe ser un conjunto con un niimero

finito de elementos.

En consecuencia, los autovalores no nulos de un operador completamente conti-
nuo forman en el plano complejo, a lo sumo, una secuencia numerable que converge

al origen. Ademas, la multiplicidad de cualquier autovalor no nulo es finita.

2. ECUACIONES INTEGRALES DE NUCLEO NO SIMETRICO

Consideremos la ecuacion integral

b
2.1) o(t) - / K(t,s) pls)ds = (1),

donde K(t,s) € Ly((a,b) x (a,b)) y f(t) € La(a,b) son funciones conocidas y
o(t) € Ly(a,b) es la incdgnita.
El ntcleo de cuadrado sumable K (¢, s) define un operador integral de Fredholm

completamente continuo,

b
(2.2) Ap(t) = / K(t,s) ols)ds.

que, en general, sera no simétrico.
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Como consecuencia del Teorema de Fubini (que autoriza a cambiar el orden
de integracién cuando una integral doble existe), el operador adjunto A’ resulta

definido como
b
(2.3) ATy (t) :/ K(s,t)"1(s)ds.
La ecuacién integral (2.1) puede ser escrita como

(2.4) p(t) — Ap(t) = f(1),

mientras que el problema equivalente para el operador adjunto seria

(2.5) V() — AT(t) = g(t),
con ¢(t) € La(a,b).

La existencia de soluciones no triviales para la problema adjunto homogéneo (es

decir, la existencia de autovectores de A" correspondientes al autovalor 1),

(2.6) Ui (t) — Al () = 0(t),

condiciona la existencia de soluciones para la ec. (2.4). En efecto, el producto

escalar de 1 (t) por ambos miembros de (2.4) da lugar a la ecuacién

@7 W)= (v (1= A)e) = (T-ANve) = (0,¢) =0,

que es una contradiccién a menos que la inhomogeneidad f(t) sea ortogonal al
subespacio caracterfstico de AT correspondiente al autovalor 1 (subespacio de di-
mensién finita, dado que AT es compacto). Si ese no es el caso, no existen soluciones

para la ecuacién (2.4).

Por otra parte, la existencia de soluciones no triviales para la ecuaciéon ho-
mogénea
(2.8) p1(t) — Api(t) = 0(t)

(es decir, la existencia de autovectores del operador A correspondientes al auto-
valor 1, los que también forman un subespacio de dimensién finita dado que A es
compacto) implica que, de existir una solucién para la ec. (2.4), ella no sea tnica.

En efecto, en ese caso también tenemos que
(2.9) (I—A)[pt) + ()] = f(1).
Puede demostrarse el siguiente teorema:

Teorema 2.1. Consideremos la ecuacion homogénea (2.8). Dos casos son posibles:

I) esa ecuacion tiene solucion unica, ¢1(t) = 0(t),
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IT) o bien tiene una solucion no trivial ¢, (t) # 0(t).

En el caso I) la ecuacion inhomogénea (2.4) tiene solucidn unica
YV f(t) € La(a,b), lo mismo que la ec. (2.5) ¥ g(t) € La(a,b).

En el caso 11), las ecuaciones homogéneas (2.8) y (2.6) tienen el mismo nimero
finito n de soluciones linealmente independientes. La ecuacion imhomogénea (2.4)
tiene solucion si y solo si f(t) es ortogonal a las n soluciones linealmente indepen-
dientes de (2.6), y en ese caso no es inica, sino que estd definida a menos de una

solucion arbitraria de (2.8). (Evidentemente, algo similar vale para la ec. (2.5).)

Para el caso de nticleos degenerados la demostracién es inmediata, puesto que
los operadores A y A" aplican todo Ly(a,b) en subespacios de dimensién finita,
y el problema se reduce a mostrar la existencia de soluciones para un sistema de
ecuaciones algebraicas.

Ntcleos de cuadrado sumable arbitrarios pueden ser aproximados en la métrica
de L2((a, b) x (a, b)) por las sumas parciales de sus series de Fourier respecto de
algtin sistema ortonormal y completo de funciones. La continuidad completa de
estos operadores permite establecer el resultado también en este caso (ver, por
ejemplo, The Theory of Linear Spaces, G. Ye. Shilov).

De este teorema se deduce el siguiente corolario:

Corolario 2.2. (de la alternativa de Fredholm) Si A es un operador integral de
Fredholm de nicleo de cuadrado sumable, entonces se tiene una de las siguientes
dos posibilidades excluyentes:
) la ecuacidn o(t) — Ap(t) = f(t) tiene una solucion ¥V f(t) € La(a,b) (en
cuyo caso la solucion es iunica),
IT) o bien la ecuacion homogénea @1(t) — A pi(t) = 0(t) tiene una solucion no

trivial.

3. ECUACIONES INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO COMPLEJO

Consideremos una familia de ecuaciones integrales que incluyan un parametro

complejo p multiplicando al nticleo de cuadrado sumable K(t, s),

(3.1) o) = n [ K(t5) ol ds = (L p4)olt) = £,

Por el corolario de la alternativa de Fredholm sabemos que, para cada u € C,

puede darse solo una de las siguientes dos posibilidades:

I) la ecuacién (3.1) tiene una solucién V f(t) € La(a,b) (en cuyo caso es tnica),
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IT) o bien la ecuaciéon homogénea

(3.2) (I—pA)p(t) = 0(t)

tiene una solucién no trivial, que corresponde a un autovector del operador A con

autovalor 1/,

(3.3) Ap(t) = % oit).

En el primer caso, u es un valor regular de la ecuacién (3.1), mientras que en

el segundo caso se dice que p es un valor singular de esa ecuacion.

Ya sabemos que los autovalores no nulos de un operador completamente continuo
forman, a lo sumo, una secuencia numerable que converge al origen del plano
complejo, y que estd contenida en un circulo de radio || A ||. Si A es un operador
integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado sumable, tenemos ademés que || A ||
<[ Kt s) || = K.

En consecuencia, los valores singulares de la ecuacién (3.1) forman, a lo sumo,
una secuencia numerable que diverge al infinito y esta contenida en el exterior de
un circulo de radio (#/K), con 0 < § < 1. En particular, existe un entorno de

i = 0 libre de valores singulares.

Ejemplo:

e Consideremos el nucleo

sin(t) cos(s), t<s,
cos(t) sin(s), t>s,

(3.4) K(t,s) = {
con 0 <t,s <, cuyanorma es K =|| K(t,s) ||=m/2, y la ecuacién integral

b
(3.5) ot) / K(t,s) ols)ds = ().

Para determinar sus valores singulares tengamos en cuenta que este nticleo es

simétrico y continuo, satisface la ecuacion diferencial
(3.6) —0!K(t,s) = K(t,s), parat##s,

también las condiciones de contorno K (0,s) = 0, 0;K(m,s) = 0, y su derivada

primera respecto de ¢ tiene una discontinuidad en ¢ = s de altura
(3.7) OK(t,s)|,_., — OK(t,s)|,_, = —sin’(s) — cos’(s) = —1.

Ademds, el Wroskiano Wsin(t), cos(t)] = 1.
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En esas condiciones, K (¢, s) puede ser considerado como la funcién de Green del

operador de Sturm - Liouville definido como

(3.8) L(t) = =" (t) — ¥ (t)

sobre el subespacio de las funciones dos veces diferenciables que satisfacen las
condiciones de contorno (0) =0y ¢'(m) = 0.

Entonces, el operador integral A de nicleo K (t, s) tiene las mismas autofunciones
que el operador L, y los autovalores de éste coinciden con los valores singulares de

la ecuacion integral (3.5):

Lapy(t) = =i (t) — n(t) = proe(t),  ¥w(0) =0, ¢ (7) =0 =
(3.9)
wk(t)zsin((k+%)t>, con fu = (k:+%)2—1, k=0,1,2,...

Nétese que, V&, | g | > % > % = %, de modo que L es no singular, y existe un
circulo de radio < % en el plano complejo de la variable u que no contiene valores

singulares.

Como A es simétrico y completamente continuo, tiene un conjunto ortonormal

y completo de autovectores, Aeg(t) = A\pex(t), para k =0,1,2,..., donde

1 1 1
(3.10) 6k(t):ﬁsm((k:+1/2)t), con )\kzﬁzm.
Entonces,
(- pA)glt) = f(t) =
(3.11)

(1= 10) er9) = e /) == [ sin ((6+1/2)0) S0y

Por lo tanto, para todo valor regular p # py, Vk, la solucién de (3.5) existe y
es unica V f(t) € Ly(0,7), y estd dada por

A (er, :
3.12 t kE+4+1/2)t
(312 o(t) = Zl_m sin ((k+1/2)1)
donde la serie en el segundo miembro converge absoluta y uniformemente (dado
que el nicleo K(t,s) satisface la condicién de Hilbert - Schmidt y la diferencia
(p(t) — f(t)) € Rank(A)). En particular, (¢(t) — f(t)) es continua.
Si, por el contrario, x4 coincide con un valor singular pu,, entonces la solucién no

existe a menos que f(t) L eg,(t), en cuyo caso no es tnica. En efecto, si (ey,, f) =0
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entonces
p(t) = f(1)+
(3.13) M (e f) .
k; 1= ) sm((k—l—l/Q)t)—i-ﬁ sin ( (ko +1/2)1t),
con ¢ € C arbitrario. o

4. OPERADOR RESOLVENTE

Sea p € C un valor regular de la ecuacién

(4.1) I-pnA)e="1,

donde A es un operador completamente continuo definido sobre un espacio de
Hilbert E. Entonces (4.1) tiene una solucién tnica V f € E, de modo que existe
una correspondencia biunivoca entre la solucion ¢ y la inhomogeneidad f.

En esas condiciones existe el inverso de (I— I A), y podemos expresar la solucion

de (4.1) como

(4.2) p=R,f, donde R,=(I-pA)" :E—E,

llamado operador resolvente de A, esta definido sobre todo el espacio de Hilbert
y su rango es Rank (A) = E.

El operador R,, es evidentemente lineal, dado que la ecuacién (4.1) es lineal. En

efecto, si (I — ,uA) 12 = f1,2 entonces la solucién de

(4.3) I-pA)p=afi+8f
esta dada por
(4.4) R.(afi+Bf)=p=api+Bpr=aR, fi+FR,f.

Mostraremos que el operador R, es también acotado.

Para ello supongamos que R, que s6lo existe para valores regulares de p, sea
no acotado. En ese caso es posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios
{fx € E ,k € N} tales que las correspondientes soluciones de (4.1), ¢, = R, f,
tengan normas || ¢y || — oo cuando k — oo.

Dada la linealidad de la ec. (4.1), para los vectores unitarios ex = i/ || ¢ |

tenemos
(4.5) er = gr + pnAey,

donde, por construccién, g, = fi/ || ¢k || — 0 cuando k — co.



8 H. Falomir

Como A es completamente continuo, el conjunto {Aey,k € N} contiene una
secuencia fundamental. Descartando los vectores e cuyas iméagenes no pertenezcan
a esa secuencia, podemos suponer que {Aey , k € N} es una secuencia convergente
en el espacio de Hilbert E.

En esas condiciones, la secuencia {ex,k € N} es convergente en E: existe un

vector no nulo e € E tal que

(4.6) ezklirgoek, con ||e||:]}Lr£10 lex|l=1.
Como A es continuo,

(4.7) e:I}irgo{gk+uAek}:0+uAe7é0.

Pero esto indicaria que i es un valor singular, en contradiccién con la hipétesis de

la existencia de R,. Por lo tanto, I, es necesariamente un operador acotado.

5.  CONSTRUCCION DE R, EN UN ENTORNO DEL ORIGEN

Dado que existe un entorno del origen en el plano complejo de la variable p que
no contiene valores singulares, el operador resolvente existe para valores de | u |
suficientemente pequenos. En lo que sigue daremos una expresion explicita para

R, en esa region.
Consideremos el operador (no lineal) definido sobre E por la relacién
(5.1) Bo=pAp+f,
y evaluemos la distancia entre las imagenes de dos vectores arbitrarios ¢, v € E,
(5.2) | Bo—Bvy|=[pAle—v) <l Alllle—2v] .
Tomando p € C tal que
(5.3) lulllAll<d<1
obtenemos que
(5.4) | Bo—Bo <0 lo—vl<lo—v] .
Un operador B con estas propiedades se dice contractivo.

Mostraremos que todo operador contractivo tiene un tinico punto fijo, es decir,

un unico vector ¢ € E que satisface que

(5.5) Byp=¢p.
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En nuestro caso, este vector correspondera a la unica solucién de la ec. (4.1) para

una inhomogeneidad f,
(5.6) p=Bo=pAo+f.
Partiendo de un vector arbitrario ¢y € E, formemos la secuencia

(5'7) @07901:B<P07<P2:B<P1232900,---;(%:3%%—1:Bkwoa---

Veremos que ésta es una secuencia de Cauchy.

Para ello, primero tomemos la distancia entre dos elementos consecutivos,

| or+1 — @k [|[=1 Bk — Bor—1 | <0 | o — -1 || <
(5.8)

<O o1 —ppa [ << o1 —wo |l

de donde se deduce que

| Yr+i — @ || <

< || Ykt = Crri—1 || + || @rim1 — Grri—2 ||+ || @rr1 — @ [| <

5.9

-1
= 6" <29’> I o1 — o H<9—_k€ o1 — o |-

j=0
Por lo tanto,
(5.10) Jim [l pr —pr [[= 0, VI

Como E es un espacio completo, existe el limite de esta secuencia,

(5.11) p = lm o
Y como B es contractivo, este vector es un punto fijo de B. En efecto,
(5.12) | Bo—wriill=lBe—Ber <0 o—px|—0
cuando k — oo, de modo que, por la unicidad del limite en E, tenemos
(5.13) By = lim pp = .

Para ver que este punto fijo es tinico, supongamos que existe otro vector ¢ € E
que satisface B = 1. Entonces, si || ¢ — 9 || # 0,

(5.14) le—dll=IBe-By|<Ofe—v¢|=0=1,
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en contradiccién con la eleccién de p, ec. (5.3). Por lo tanto, ¥ = .

Finalmente, senalemos que esta construccion nos permite aprozimar la solucion
de la ec. (4.1) en el sentido de la distancia en el espacio E. En efecto, tomando
el limite para | — oo en la ecuacién (5.9) obtenemos para la distancia entre la

solucién y el k-ésimo elemento de la secuencia (5.7)

k

1—-46

(5.15) | o — x|l < | Bwo— ol -

La solucién de la ecuacién (4.1) corresponde al tinico punto fijo del operador
contractivo B, que se obtiene como el limite de la secuencia (5.7) cualquiera que
sea el vector inicial ¢ que se emplee para generarla.

Si se elige g = 0, entonces

o1=1,
=pAf+ 71,
(5.16)
Zz OMZAZ

*

de modo que la solucién de (4.1) para f € E arbitraria corresponde al limite de la

serie

00 k

_ koak ¢ _ 1 I gl

(5.17) w—ZuAf—,}ggo{<ZuA>f},

k=0 1=0
cuya convergencia estd garantizada para

0

(5.18) |,u|§m, con0<6<1.

De esta expresion surge que, en un entorno del origen del plano complejo pu, el

operador resolvente es el limite de una serie de operadores,

o) k
(5.19) R, =) urAr= Lim > oAl
k=0 =0

serie que converge en el sentido de la norma y que coincide con el desarrollo formal

de (I — /LA)fl en serie de potencias de .
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Para verificar la convergencia de esta serie debemos considerar la distancia que
media entre R, y una suma parcial en el espacio normado de los operadores aco-

tados. Para ello, tengamos en cuenta que para todo vector unitario f € E es

H(RM _ZfzoﬂlAl> fH = o—=wr || <
(5.20)
9k+1 9k+1

=1

donde ¢ es la solucién de (4.1) correspondiente a una inhomogeneidad f, g1 es

<

la (k + 1)-ésima aproximacion a esa solucién, y donde hemos empleado la cota

establecida en la ec. (5.15). Entonces,

[~ St o] -
(5.21)

k LAl ot
— — <
SUPL e [ g1 =1) H(R“ 2ot A>fH =7=¢ "
cuando k — oo, dado que 6 < 1.

Podemos verificar que la serie en (5.19) converge efectivamente al inverso de

(I — ,uA) teniendo en cuenta que

(5.22)
=T—prAk - 1

cuando k — oo, dado que p*F A¥ — O. En efecto,

(5.23) [ AR <[ ANTA << p Pl A]F <" =0

cuando k — oo, pues 0 < 0 < 1.

6. EXTENSION ANALITICA DE R,

El operador resolvente existe en casi todo punto del plano complejo de la variable
p. Es unicamente para los valores singulares de p, que forman (a lo sumo) una
secuencia numerable que diverge al infinito, que R, no estd definido.

En la Seccién anterior hemos mostrado que la condicién | p ||| A [[< 0 < 1
es suficiente para que R, pueda representarse como el limite (en el sentido de
la distancia en el espacio de Banach de los operadores acotados) de una serie
de potencias en la variable p. En esas condiciones, se puede decir que 2, es una

funcidn analitica de la variable i (a valores operadores) en un entorno del origen.



12 H. Falomir

Mostraremos que R, es una funcién analitica de p en un entorno de todo valor
regular.

Sea o un valor regular de un operador completamente continuo A. Entonces,
R,, = (I — Ho A)fl existe y es un operador acotado. Ademds, como los valores
singulares de A son puntos aislados, existe todo un entorno de g libre de ellos.

Podemos entonces considerar el operador resolvente en un punto p proximo de

Ho,

Ry= (L) = (L g A (=) 4) =

(6.1)

-1 >
= RMO (I - (ﬂ - NO) ARMO) = Ruo Z(M - :UO)k (ARMO)k )
k=0

donde la serie en el miembro de la derecha converge en el sentido de la norma de

los operadores para
(6.2) = o || ARy, | <6< 1.

Téngase en cuenta que AR, es completamente continuo, dado que R, es acotado
y A es compacto. En consecuencia, valen para esta serie todas las consideraciones
hechas en la Seccién anterior acerca de la convergencia del desarrollo del operador

resolvente en un entorno del origen.

Por lo tanto, R, existe como una funcién analitica de la variable p (que toma
valores que son operadores sobre E) en toda una region abierta del plano complejo,
la que sélo excluye a los valores singulares de A (puntos aislados que corresponden
a las inversas de los autovalores de A).

En particular, si R, es conocido en cierta region abierta del plano complejo,
este operador puede ser prolongado analiticamente desde alli, evitando los puntos

singulares.

También puede probarse facilmente que el operador resolvente tomado para
distintos valores regulares conmuta.

En efecto, para A, u valores regulares de A compacto podemos escribir que

pR,— ARy =pR,(I-XA)R\ — R, (I—pA)AR, =
(6.3)
=(u—ANR,R».
Entonces, si A\ # u,

MRM—/\R,\

'4 pr—
(6 ) R#R)\ 0=\

— R\R, .
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7. RESOLVENTE DE OPERADORES INTEGRALES

Consideremos un operador integral de Fredholm de nicleo de cuadrado sumable,

b
() Aplt) = [ K(t.5) ols)ds
b b
(7.2) K?=| K(t,s) ||2:/ / |K(t,s))* dtds < oc.

Dado que A es completamente continuo, y su norma
(7.3) A< K,

sabemos que el operador resolvente R, es el limite de una serie de potencias en p

de la forma

(7.4) R, =T+> ptA*,
k=1

convergente (en el sentido de la norma de los operadores acotados) en el circulo
|| < O/K, con 0 <6 < 1.

Mostraremos que en este caso el operador resolvente toma la forma
(7.5) R,=1+T,,

donde I', es un operador integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado sumable,

que depende del parametro pu.

Dado que R, en (7.4) esté expresado en términos de potencias del operador A,
primero debemos estudiar la composicion de operadores integrales.

Para ello, consideremos un segundo operador de Fredholm

b
(7.6) waa/mwm@w,

con

b b
(7.7) L2 = | L(t, ) ||2:/ / IL(t,)[2 dtds < 0o
Su composicién con A es, por definicién,

ABp(t) = fab K(t,s) {fab L(s,7)o(r) dr} ds =
(7.8)

= f; {fab K(t,s) L(s,7) ds} o(r)dr,
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donde el cambio en el orden de las integrales esta justificado por el Teorema de
Fubini, dado que todas las funciones que alli aparecen son de cuadrado sumable y
la integral doble existe.

En consecuencia, AB es también un operador integral cuyo nucleo es
b
(7.9) M(t,r) = / K(t,s) L(s,r)ds.

Como K (t,s) y L(s,r) son funciones de cuadrado sumable de la variable s (para
casi todos los valores de ¢ y de ), el nicleo M(t,r) puede ser interpretado como

el producto escalar

(7.10) M(t,r) = (K(t,s)*, L(s,r)) .

Por aplicacién de la desigualdad de Cauchy - Schwarz, esto permite escribir
(7.11) [M(t,r)[* < k(t)*1(r)?,

donde

k()2 = [P|K (@ s) ds = [T k(t)2dt = K2,
(7.12)
1(r)? = [P|L(s,)[* ds = [l(r)?dr = L2,

Por lo tanto, M(t,7) € Ly((a,b) x (a,b)), y su norma

b b
(7.13) M2=/ / \M(t,r)]> dtdr < K°L* = M<KL.

Este resultado permite concluir que las potencias enteras positivas de un opera-
dor integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado sumable son también operadores

integrales de Fredholm,

(7.14) Al p(t) = /b Ki(t, s) (s)ds ,

cuyos nucleos, llamados niicleos iter:dos, se obtienen recursivamente de la relacion
(7.15) Kia(t,s) = /bK(t,r) Ki(r,s)dr, Ki(t,s)=K(t,s),

son de cuadrado sumable, ; su norma satisface

(7.16) K= Ku(t,s) | < K || Kioa(tos) | < - < K.

En esas condiciones, cada suma parcial de la serie en el miembro de la derecha

de la ec. (7.4) corresponde a un operador integral de Fredholm,

(7.17) Sun £(0) = Yo u 4 50 = [ S, (b5 £(s)ds.
k=1 a
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cuyo nucleo (de cuadrado sumable) estd dado por la suma

(7.18) Salt,sip) =Y pFKi(t, s) € La((a,b) x (a,b)) .
k=1

Ahora bien, la secuencia formada por los nicleos S, (t, s; 1) es fundamental en
Ls((a,b) x (a,b)). En efecto,

n+m
| St s508) = Sultyssp) | = || D w* Kilt,9)|| <
k=n+1
(7.19)
n—+m n—+m n—+m 0n+1
k k gk k
<D Il EE) I Y, [nlf K< Y 0 < — =0
k=n+1 k=n+1 k=n+1
cuando n — oo, Vm.
Por lo tanto, existe el limite de la serie
(7.20) D(t,s;p) = > p¥ Kilt,s) € Ly((a,b) X (a,b))
k=1

que es ademas una funcién analitica de la variable x4 en un entorno del origen.
Esta funcién de cuadrado sumable permite definir un nuevo operador integral
de Fredholm,

(7.21) (0= [ Tltsi Fs)ds.

que resulta ser el limite de la serie

(7.22) Ty =Y wAb=1lim S,,.

n—00
k=1

En efecto, dado que tanto I', como S, ,, son operadores integrales de Fredholm,
también lo es su diferencia, I',—S), ,. Y como la norma de tales operadores estd aco-

tada por la norma de sus ntcleos, tenemos que
(7.23) | T = S | <1l Dt 502) = Sultsi) | — 0
cuando n — oo. O

En consecuencia, la soluciéon de una ecuacion integral de la forma

(7.24) wm—u/fammmwwzf@,

donde K(t,s)y f(t) son funciones de cuadrado sumable dadas, y u € C satisface
| p| K <6 <1, puede escribirse como

(7.25) wwzﬁjmzf@+/ﬁwﬁww@Ma
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donde I'(, s; ) € La((a, b) X (a, b)) es una funcién analitica de p que corresponde

al limite de la serie de ntcleos iterados, ec. (7.20).

Si la serie de nucleos iterados puede ser sumada a una funcién
['(¢, s; 1), holomorfa en un circulo | p | K < 6 < 1, ésta ha de admitir una
prolongacién analitica (que es tnica) a todo el plano complejo de la variable p,
la que sélo presentara singularidades aisladas en los valores singulares del nicleo
K(t,s).

Ejemplo:

e Consideremos el niicleo K (t,s) = e'™* con 0 < t,s < 1. Entonces,

1 pl 2 _ 2
(7.26) K= e b= [ e dras - <€ 1)
0 0 2

y los nicleos iterados son

Kolt,s) = [y e ertsdr = (£51) e,

127 Ks(t,s) = f et K, (r s)dr = <e221>2 etts

N
Ky(t,s) = [y e Ky_1(r,s) dr = (“" 2‘1) etts

Por lo tanto, para | pu | K =| p | (e _1> < 6 < 1, tenemos

e?—1 . petts
(7.28) T(t,s;p) = Zu Ki(t,s) = Zu ( > et :@.

(%

La suma de esta serie es una funcién analitica de p que admite una extension

meromorfa al plano complejo, la que presenta como tnica singularidad un polo

45 tiene un

simple en p = 622_1. De ese modo, el operador integral de nticleo e

unico valor singular en ese punto.
Eso se explica por el hecho de que este operador integral aplica todo Ly (0, 1)
en el subespacio unidimensional generado por la funcién ¥(t) = €', de modo que

todo autovector correspondiente a un autovalor no nulo debe ser proporcional a

esa funcion,

1 2_1 2_1
(7.29) Ael :/ et et ds = (6 )et =\ = (e ) ,
0 2 2
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2_1 la ecuacién integral

En esas condiciones, si p # —

(7.30) Mﬂ—ule”wwﬁszw

tiene solucion tnica V f(t) € L2(0, 1), la que esta dada por

— K 1et+s $)ds —
o0 =10+ Yy [ 700

(7.31)

t

= HA ‘ 168 s)ds
A e v L

Si, por el contrario, p = ez%l, entonces la ecuacion integral sélo tiene solucién

si f(t) L €', en cuyo caso no es tnica,
(7.32) ot)=f(t)+ce', ceC

(donde hemos tenido en cuenta las propiedades de los nicleos simétricos - ver
Notas sobre Espacios Fuclideos, ec. (25.12)). En efecto,

t

ez —1

{f{t)+ce'} - /0 e {f(s)+ce’}ds =

(7.33)
= f(t) +cet —cet = f(t).

o

La condicién | p | K < 6 < 1 ha sido obtenida como una condicién suficiente
para la convergencia de la serie de nicleos iterados, pero hay situaciones en las
que su radio de convergencia es mayor. Y alli donde la serie (7.20) converge, ella

se suma al nicleo I'(¢, s; p).

Un ejemplo de esta situacion corresponde al caso en que algin nicleo iterado
se anule idénticamente, K, 1(t,s) = 0, lo que hace que todos los que le siguen
también sean nulos, K (t,s) = 0,Vk > n. En esas condiciones, la serie en la ec.

(7.20) se reduce a un polinomio de grado n en u,
(7.34) D(t,s;p) = Z/Lk Ki(t,s),
k=1

que es una funcién entera (analitica en todo el plano complejo). En tal caso, el

operador integral de nicleo K (¢, s) no tiene valores singulares.

Ejemplo:
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e Esa situacion ocurre, en particular, para nucleos degenerados de la forma
(7.35) K(ts) =Y p(t)gi(s), conpp(t) Laq(t), ki=1,...n.

En este caso, Ks(t,s) =0, de modo que I'(¢, s; ) = u K(t, ).

Ese es el caso de

(7.36) K(t,s) = sin(t — 2s) = sin(t) cos(2s) — cos(t) sin(2s) .
Evidentemente,
(7.37) Ky(t,s) = / sin(t — 2r) sin(r — 2s)dr =0,

de modo que
(7.38) L(t,s;p) = psin(t —2s), VYueC,

y la ecuacion integral

(7.39) o(t) — / " sin(t — 25) p(s) ds = (1),

—T

tiene solucion tnica V f(t) € La(a, b), dada por

™

(7.40) o(t) = f(t) + ,u/ sin(t — 2s) f(s)ds.

-

o

La serie para I'(¢, s; u) también converge Vp € C si las normas de los nicleos

iterados estan acotadas por constantes de la forma

Mk
(7.41) | Ki(t,s) || < c—- o
En este caso,
n+m n+m
k=n-+1 k=n+1
(7.42)
n+m |k‘ Mk
<CZ — 0 cuandon — oo,Vm € N.
k=n+1

Entonces, la serie de ntcleos iterados
(7.43) [(t,s;pn) = Zu Ky (t,s),

converge en Ly(a,b) para todo complejo p, y un nicleo con esas propiedades no

tiene valores singulares.
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Esa situacién se presenta, en particular, en el caso de operadores integrales

de Volterra de nicleo acotado,

(7.44) Ap(t) = / K(t,s)p(s)ds, | K(t,s)|< M.

Se trata de un caso particular de operadores de Fredholm para los cuales el nicleo
K(t,s) =0 para s > t.

Consideremos el segundo ntcleo iterado,

¢
X /K(t,r)K(T,s)dr, t>s,
(7.45) Kg(t,s):/ K(t,r) K(r,s)dr = °
0, t<s,

que es también un nicleo de Volterra acotado,
t
(7.46) | K3(t,s) | < / | K(t,7) K(r,s) | dr < M*(t—3s) < M?*(b—a).
Para el tercer nicleo iterado tenemos

b /tK(t,T)KQ(r,s)dr, t>s,
(747)  K(ts) = / K(tr) Kalr.s)dr = 4 7°

0, t<s,

que es también un nicleo de Volterra acotado por

| K5(t, s) |§/ | K(t,r) Ky(r,s) | dr <
(7.48)

(b—ay

t (t — s)?
S/M3(T—s)d7’§M3 5 < M? 51

En general, tenemos
b
Kyi(t,s) :/ K(t,r) Kx_1(r,s)dr =

t
(7.49) / K(t,r) Kg_1(r,s)dr, t>s,

0, t<s,
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que es también un nicleo de Volterra cuyo médulo esta acotado por

t
| Kult,s) | < / K () Ky a(rs) | dr <

(7.50)
b =)t R (t—s)! p (0 —a)!
<[ = Gy =
En esas condiciones,
Mk—l (b o a)k—l
(7'51) H Kk<t73) ” < [M (b - a)} (k _ 1>! )

y la resolvente existe en todo el plano complejo.

El hecho de que los nicleos iterados estén uniformemente acotados (ver ec.
(7.50)) hace que la serie para I'(¢, s; ) sea uniformemente convergente para a <
t,s < by para u tomando valores en cualquier region acotada del plano complejo,
| [ <A,

52 e < ’“M’“(—< A M) erMb—a)
(7.52) ;!u k(t,S)\_;!u! (i 1) <(AM)e

Esto implica, en particular, que I'(t,s;u) = 0 para t < s, de modo que I', =
R,, — I es también un operador integral de Volterra.

Por lo tanto, la ecuacién integral

(7.53) p(t) —u/t K(t,s)p(s)ds = f(t), con | K(t,s)[< M,

tiene solucién tnica V f(t) € La(a,b) y Vu € C, la que estd dada por

(7.54) o) =10+ [ s 1) ds
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Ejemplo:
e Consideremos el nucleo de Volterra

=5 t>
7.55 K(t,s) = ’ ’
(7.55) (t:5) { e

donde a < t,s < b. Entonces,

¢
/ T dr = (t— )", t>s,
(7.56) Ko(t,s) = °

(7.57)  Ki(t.s) =

y en general

t k—2 k—1
t2—r2 (T — S) r2—s? (t — S) t2—s2
dr = t>
A. ) T e T
(7.58)  Ki(t,s) =
0, t<s
En esas condiciones,
D(t,s5p) =Y uF Kty s) =
k=1
(759) - k (t — S)k_l t2—s2 __ w(t—s) t?—s?
;,u W e =ue e , t>s,
0, t<s,
donde la serie converge V u € C. o

8. METODO DE LOS DETERMINANTES DE FREDHOLM

En el caso general, la serie de los niicleos iterados, ec. (7.20), tiene un radio de
convergencia finito, fuera del cual sélo es posible obtener el nicleo I'(t, s; ) por
prolongacién analitica de la suma de la serie en un entorno del origen.

En lo que sigue se presenta sin demostracion una férmula debida a Fredholm,

que da una expresién para el nicleo I'(¢, s; 1) para todo valor regular p € C. Esta
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férmula fue demostrada primero por Fredholm para el caso de nicleos K (t, s) conti-
nuos y acotados (ver, por ejemplo, Methods of Mathematical Physics, R. Courant
y D. Hilbert.), y luego extendida al caso de nicleos de cuadrado sumable arbi-

trarios (ver, por ejemplo, Mathematical Analysis, G. Ye. Shilov, y las referencias

alli citadas).

Definamos
(8.1) Co:=1, Byl(t,s):=K(t,s),
e introduzcamos las relaciones de recurrencia

C, = /b Bn_1(s,s)ds,
(8.2) ’
b
Bult,s) = Co K(t,s) —n / K(t,7) By_(r, ) dr
Es facil ver que

B,(t,s) =

K(t,s) K(t,s1) ... K(t,s,)

(8.3) :/ab.../ab K<S:1’S) K(S?,Sl) K(s{,sn)

K(sn,8) K(sp,s1) ... K(Sn,sn)
lo que le da su nombre al método.

Con estos coeficientes se definen las series de potencias

(8.4) D(t,s;u) == K(t,s) + Z (—nll)” By (t,s) u"
y

D
(8.5) D(p) =1+ = Cuit”

que convergen en todo el plano complejo de la variable p, suméandose a las funciones

enteras D(t, s; 1), llamada menor de Fredholm, y D(u), llamada determinante

de Fredholm.

En esas condiciones, los ceros de D(u) coinciden con los valores singulares del

nicleo K(t,s), y el nicleo del operador integral I', = R, — I estd dado por el

coclente
D(t, s; )

(8.6) D(t, s;n) = D)

d81...

ds, ,
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Entonces, para todo valor regular p (para el cual D(u) # 0) y V f(t) € La(a,b),

la ecuacién integral

(8.7) o(t) — / K(t,s) o(s)ds = f(t)

tiene una unica solucion que puede ser expresada como

b

D(t,s; 1)
8.8 got:ft—l—/—fsds.
(8.8) (t) = f(t) o (s)

Ejemplo:

e Son raras aquellas situaciones en las que es posible sumar explicitamente las
series (8.4) y (8.5). Un ejemplo corresponde al caso en que uno de los niicleos
B, (t,s) se anula idénticamente, lo que hace que esas series se reduzcan a sumas

finitas.

Tomemos el nicleo degenerado K(t,s) =te®, con 0 < t,s < 1. Tenemos que

1
(8.9) Clz/ se®ds=1,
0
y
1
(8.10) Bl(t,s):tes—/ te're’dr=te’—te’ =0,
0

de modo que C,, =0y B,(t,s) =0 paran > 2.
Por lo tanto,
Dt sip) = ter.
(8.11)
D(p)=1-p,
lo que implica que el nicleo K (t,s) = te® tiene un tinico valor singular en p = 1.
Para el nucleo I'(¢, s; i) tenemos

tef
1—pn’

(8.12) L(t,s; ) = para p # 1.

Bibliografia:

IEn efecto, por tratarse de un operador integral de ntcleo degenerado que proyecta todo el
espacio Ly(0,1) en un subespacio unidimensional, vemos que todo autovector correspondiente
a un autovalor no nulo es proporcional a e(t) = t. Y teniendo en cuenta la integral en (8.9),

concluimos que el autovalor correspondiente es A = 1.
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