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NOTAS SOBRE TEORIA DE DISTRIBUCIONES

1. EL Esracio K

Al considerar el espacio de las funciones continuas en [a, b], hemos visto que cier-
tas funcionales lineales resultan continuas respecto de la convergencia uniforme,
pero no respecto de la convergencia en media. Similarmente, al estudiar el com-
pletamiento de ese espacio respecto de la distancia derivada de la convergencia
en media, hemos visto que ciertas funcionales lineales que es posible definir sobre
Cs(a,b) ya no tienen sentido sobre La(a,b).

De ese modo, al ampliar el conjunto de las funciones consideradas, o al relajar
el sentido de convergencia, ocurre una reduccién en el conjunto de funcionales
lineales y continuas que es posible definir sobre ese espacio.

En particular, toda funcional lineal y continua (acotada) en Lg(R) estd univo-
camente asociada con el producto escalar por un vector fijo de ese mismo espacio.

En esa condiciones, es vez de intentar incrementar ain mas el conjunto de fun-
ciones relajando las condiciones que sobre ellas pesan, o de relajar el sentido de
convergencia en ese espacio (con la consiguiente reduccién del conjunto de fun-
cionales), podemos asignar a las funcionales lineales y continuas un sentido de
funciones generalizadas e imponer fuertes restricciones sobre el espacio de fun-
ciones, buscando incrementar el conjunto de esas funcionales.

Por ejemplo, podemos trabajar sobre el espacio métrico Ky, formado por el

conjunto de las funciones de soporte! compacto y con derivadas continuas hasta

Bl soporte de una funcién ¢(x) (definida en casi todo punto), Sop(p(z)), es la clausura del

conjunto de puntos donde la funciéon toma valores no nulos.
1
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el orden N, C{¥(R), estructurado con una distancia que implica la convergencia

uniforme de las N primeras derivadas de toda secuencia convergente,

ol ) = max,cn {] 9l@) = 0(@) | + | @) = ¥'(2) | +
(1.1)
et oM (@) = (@) |}

Notese que, como conjuntos, Ky C Ky si N > M, mientras que toda secuencia
convergente en Ky también lo es ICy;.

En lo que sigue, estaremos interesados en la interseccion de todos esos espacios,
K = Ny Ky, donde no podremos definir una distancia, pero si un sentido de

convergencia compatible con py (¢, ) para todo N € N.

El conjunto de las funciones que tienen derivadas continuas de todo orden y se
anulan idénticamente fuera de un intervalo de longitud finita? constituye el espacio
lineal C§°(R). Como sabemos, Ci°(R) es denso en La(R). En ese sentido, se puede
decir que La(R) es el completamiento de C3°(R) respecto de la distancia derivada
de la norma || ||2.

En ese espacio lineal introducimos el siguiente sentido de convergencia.

Definicién 1.1. Diremos que la sucesién {¢,(x)} C C5°(R) converge a la funcién
p(x) € Cg°(R) si:

» 3 un intervalo de longitud finita [a, b] fuera del cual las funciones ¢(x) y
{¢n(x)} se anulan idénticamente,
» Vk € N, la secuencia de derivadas de orden k, {gp,(f) ()} converge unifor-

memente a la correspondiente derivada del limite, ¢ (z).

Asi estructurado, ese espacio lineal se denota por IC, y es llamado espacio bésico

o de funciones de base o de prueba (test-functions).

Noétese que tanto la derivacién, como la multiplicacién por funciones en C*°(R) y

las traslaciones sobre la recta, dejan invariante al espacio K. En efecto, V¢(x) € K

2E] siguiente ejemplo muestra que tales funciones existen:

1 1
(1.2) o(z) = e(@=0a)? (=0 forq<ax<b, o(r) =0, parax & (a,b).
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tenemos que

¢'(z) e K,
(1.3) a(z)p(z) € K, Va(x) € C*(R),

p(x+h)e L,VheR.

Puede mostrarse facilmente que todas esas operaciones son continuas respecto
del sentido de convergencia adoptado. Por ejemplo, si ¢, (x) — ¢(x) en K, entonces
ol (x) — ¢'(x) en K, dado que sus soportes estdn contenidos en un mismo com-
pacto sobre la recta, y sus derivadas de cualquier orden convergen uniformemente

a la correspondiente derivada del limite.

2. DISTRIBUCIONES SOBRE KC

Se llama distribucién (o funcién generalizada) definida sobre la recta a toda

funcional lineal y continua sobre el espacio IC,

(2.1) fik—cC.

Ejemplos: Sea f(x) una funcién definida sobre la recta, tal que resulte absolu-
tamente integrable en todo intervalo compacto (localmente sumable), f(z) €
L(lloc')(R). Se puede definir una distribucién (que denotamos por la misma letra)

mediante la expresion
(22) fieli= [ Fapeta).

que converge V¢(x) € K. Toda distribuciéon que puede ser representada de esa
manera se dice regular.
En efecto, f[p] asi definida es evidentemente lineal. Ademas, si ,(z) — ()

en KC entonces, en particular, ¢,(z) — ¢(z) uniformemente. En consecuencia,

bly] ble]

F@) |en(z) — ()| dz < €, / \F(@)|dz — 0

alp]

23)  |flpal — fl¢]] < /

alyp)

cuando n — oo. Por lo tanto, f[p] es también continua.

Si f(z) € L2(R) = f(z) € Li(a,b), para todo intervalo compacto [a,b]. Por lo

tanto, f(z) € L{®*/(R) y define una distribucién regular,

(2.4) flel = / T @) = (f
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que puede expresarse en términos del producto escalar en La(R). Es por ello que

usualmente se adopta la notacién (f, @) := flp].

Un ejemplo de distribucién singular (no regular) corresponde a la delta de

Dirac:

(2.5) (0(x = o), p()) = (o)

En efecto, esta funcional es evidentemente lineal. Para ¢,,(x) — ¢(z) en I, tene-

mos

(2.6) QOn(l’o) - 90<x0)’

de modo que también es continua,
(2.7) (0(x = o), on(2)) = @n(x0) — @(x0) = (6(2 — 20), (7)) -

Otro ejemplo corresponde al valor principal de 1/x. La funcién 1/z no es
integrable en ningiin intervalo que contenga al origen, de modo que no define una
funcional regular. Pero para toda funcién ¢(z) € K existe la integral en valor

principal

(2.8) (VPé,gp(x)) = lim,_o+ {/;+/m} @dl«.

En efecto, supongamos que ¢(x) = 0 para |z| > a > 0, donde a = a[p]; entonces

(VP % w(x)) — lim, g+ {/_ +/} ple) = 9”560) +¢(0) 4

_ /a ple) = e0) 4 o ©(0) lime_o+ {log(e/a) + log(a/e)}

—a €

(2.9)

donde el dltimo término se anula.
Esta funcional es claramente lineal. Para ver que también es continua conside-
remos una secuencia ¢, (z) — ¢(x) en K. Por el teorema del valor medio, tenemos

(VP é’ [Wn(ff) _ 90(1')]) — /a [(Pn(x> — (10(%)] — [gDn(O) — 90(0)] dr =

X

—a

(2.10)

€z,

_ / z [ (e(2)) — P (c(@))]

—a

donde ¢(x) estd entre z y 0. Entonces,

(211) (VP 1. foulo) - w60l )| < 20, — 0,
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puesto que ¢, (z) — ¢(x) uniformemente en [—a,a]. De ese modo, VP 1 define

una distribucion singular.

3. PROPIEDADES LOCALES DE LAS DISTRIBUCIONES

Como aplicaciones de IC en C, las distribuciones no tienen un sentido puntual.
Pero si es posible asignarles propiedades locales en el siguiente sentido.

Se dice que una distribucién es nula en un conjunto abierto de la recta si
YV ¢(x) € K cuyo soporte esta contenido en ese conjunto es (f, ¢) = 0. Por ejemplo,
d(z) es nula en algun entorno de todo punto x # 0.

Si f es no nula en todo entorno de un punto g, se dice que zy es un punto
esencial de f. Por ejemplo, zy es un punto esencial de d(x — x¢). Similarmente,
x = 0 es un punto esencial de la distribucion regular correspondiente a la funcion
f(x) = 2 (a pesar de que f(0) = 0).

El conjunto de los puntos esenciales de una distribuciéon constituye su soporte,
Sop(f). Por ejemplo, el soporte de d(x — zy) estd concentrado en un punto,
Sop(d(x —xg)) = {xo}. En el caso de una funcional regular f definida por una fun-
cién localmente sumable f(x) (definida en casi todo punto), Sop(f) es la clausura
del conjunto de puntos donde f(z) # 0.

Si una funcién de prueba @o(z) € K se anula idénticamente en un abierto que
contiene al soporte de una distribucién f, entonces (f, o) = 0. De ese modo, es
posible modificar la funcién de prueba fuera del soporte de una distribucion sin

modificar el valor que esta toma, (f, ¢ + o) = (f, ¢).

4. FEL ESPACIO DUAL: K*

Sobre el conjunto de las distribuciones se definen las operaciones de adicién y

multiplicaciéon por nimeros de manera que

(4.1) (af +8g,0) = a" (f, ) + 5" (g,0), Vo(r) €,

con lo que evidentemente se obtienen funcionales lineales y continuas. Para el caso
de funcionales regulares, esto se reduce a las operaciones usuales sobre las funciones

que las definen,

o [ fayetder 5 [ gyl s -
(4.2)

o0

=/[ww+@mHMMm

—00
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Asi estructurado, el conjunto de las distribuciones sobre K constituye un espacio

lineal, llamado espacio dual de K y denotado por C*.

En el espacio K* se introduce el siguiente sentido de convergencia: se dice que

una secuencia de distribuciones {f,,} converge débilmente a f € K* si
(4.3) I (fn, ) = (f,9), Ve(z) € K.

Si el limite de una secuencia de distribuciones existe, entonces es unico. En
efecto, si {fn} — fy {f.} — gen K* entonces, para toda funcién p(x) € K se tiene
que (f,¢) = (g, ), de donde resulta que (como aplicaciones) las distribuciones f

y ¢ son iguales.

Por otra parte, la operacion de pasaje al limite es lineal: si {f,,} — fy{g.} — ¢

en K*, se tiene que

(44) M (afn+Fgn, ) = 1m {a” (o, 0) + 0 (g, 0)} = (@f +9,¢)

para toda funcién ¢(z) € K. En consecuencia,
(4.5) I [afy + Bgn] = of + By

En particular, si una distribucion es el limite de una serie en ¥,

(4.6) f=Zﬁw¢%@=£@<Xﬁm0IEJMW%Vﬂ@GK
k=1 k=1 k=1

La convergencia en Lg(R) implica convergencia débil en K*. En efecto, si una
secuencia de funciones de cuadrado sumable converge en media, {f,} — f, para

la secuencia de funcionales regulares que ellas definen tenemos que

(4.7) (fas ) = (fa, SD)LZ(]R) —n—oo (f5 SD)L2(R) =(f,9),

para toda funcion p(x) € K C La(R), en virtud de la continuidad del producto

escalar en ese espacio de Hilbert.

En el caso de funcionales regulares, la convergencia débil también estara asegura-
da toda vez que pueda conmutarse el limite con la integral que define la funcional.
Ese es el caso de secuencias de funciones localmente sumables que convergen uni-
formemente en todo intervalo cerrado. En efecto, si f,(x) — f(x) uniformemente
en todo conjunto compacto,

ble]

(48) <ﬁ—ﬁw:/ [Fale) = F@)]" o) dz = 0.

[¥]
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El pasaje al limite bajo el signo integral es también posible bajo condiciones menos
restrictivas, como por ejemplo cuando

» fo(z) — f(x) en casi todo punto y |f.(x)| < g(z), Vn, donde g(z) es
localmente sumable,

» f,(z) — f(x) mondtonamente, siendo f(z) localmente sumable.
Ejemplos: Sea

1

e |z| > €,
(4.9) fe(z) =

0, || <e.

Esta funcién permite definir una funcional regular que tiene por limite en * a

una distribucién singular,
1
4.1 lim f. = VP—
(4.10) lim fo = VP~
(en este caso no es posible intercambiar el limite con la integral).

Otro ejemplo de una secuencia de funcionales regulares que converge a una

distribucién singular es

z2

e 4t
(411> ft(x) = \/R —t—0t (5(33) :
En efecto,

e*% alyp] 67%
(M, %0(@) =/ g 7 PO + (@) = p(0)] dz =

(4.12)
1 1 9
O [ ez o [7 e [oleVi) = 0(0)] dz = pl0)
T 7% T 7‘\1/%

para t — 07, puesto que @(2v/4t) — p(0) = zv/4t ¢'(c(2,1)), con c(z,t) entre 0 y
2y/4t, en virtud del teorema del valor medio, mientras que ¢'(x) estd uniforme-

mente acotada en toda la recta. o

Se puede demostrar de manera general que toda funcional singular es el limite
débil de una secuencia de distribuciones regulares, que incluso pueden ser elegidas

como definidas por funciones del espacio C*(R).

Similarmente, toda distribucion de soporte compacto es el limite débil de una

secuencia de distribuciones regulares definidas por funciones del espacio C§°(R).



8 H. Falomir

También es posible mostrar que K* es completo en el sentido de que, si existe el
limite de las secuencias numéricas lim,, . (fn, ¥), V¢(x) € K, entonces el conjunto

de esos limites define una funcional lineal y continua sobre IC,

(4.13) (i) = lm (fu, ) -

Tratandose de aplicaciones de K en el cuerpo de los complejos, no existe una op-
eracién de producto o composicion de distribuciones que, en el caso de funcionales
regulares, corresponda al producto usual (punto a punto) de funciones. Pero si es
posible definir el producto de distribuciones por funciones en C*(R) de la siguiente

manera.

Definicién 4.1. Dada f € K* y a(x) € C*(R) se define la funcional o f mediante

la relacién

(4.14) (af ) = (f,a"p),

lo que tiene sentido puesto que, para toda funcién p(z) € K, a(z)*p(z) € K.

Asi definida, af es una funcional lineal y continua.

La linealidad de af es evidente. Para verificar la continuidad consideremos una
secuencia convergente en K, ¢, — ¢. Las funciones a(x)*, (z) son idénticamente
nulas fuera de un mismo intervalo acotado, dentro del cual la secuencia de sus
derivadas k-ésimas converge uniformemente, (a(z)*@,(2))* — (a(z)*p(x))®,
Por lo tanto, la secuencia a(x)*p,(x) — a(z)*p(z) en K. Entonces, como con-

secuencia de la continuidad de f tenemos
(4.15) (af,on) = (f,a%en) = (f.a"p) = (af, @) .

5. LA DERIVACION EN K*

Consideremos primero una funcional regular definida por una funcién f(x) ab-
solutamente continua en la recta, (f,¢) = [ f(z)*¢(z)dz. Como su derivada
f'(x) existe en casi todo punto y es localmente integrable, podemos definir otra

funcional regular como
60 (o= [ @@= [ e e i = 7))

donde (para integrar por partes) hemos tenido en cuenta que ¢ € K es diferencia-
ble y de soporte compacto, y (en el dltimo paso) que la derivacién es una aplicacién
de K — K (ver (1.3)).
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Noétese que en el miembro de la derecha en (5.1) ya no aparece la derivada de
la funcién f(z). De hecho, dado que ¢'(z) € K, esa expresion tiene sentido para

toda funcional f € K*. Esto sugiere la siguiente definicion.

Definicién 5.1. Dada una distribucién sobre K, f € K*, se define su derivada

como la funcional cuyos valores estan dados por

(5.2) (f',0) == (f,¢), Vo(z) e K.

Asi definida, [’ es una funcional lineal y continua. En efecto, f’ es lineal como
consecuencia de que la derivacién sobre funciones de K es lineal. En cuanto a la
continuidad, nétese que si ¢, (z) — ¢(z) en K, de la definicién de convergencia en
IC (ver Seccién 1) resulta que la secuencia de sus derivadas también converge en
ese espacio a la derivada del limite, ¢/, (x) — ¢'(z). Entonces, como consecuencia

de la continuidad de f tenemos

(5-3) (f'sn) == (f;0) = = (f,¢) = ([, 0) -

De esa definicién surgen las siguientes propiedades:

e La derivacién en K* es una operacién lineal, pues Vp(z) € K

(f+9),0)=—(f+g,¢)=—(f¢)—(9¢) =
(5.4)

=)+ (d,0)=(f+7,0).

e Toda funcién generalizada admite derivadas de todo orden. En efecto, para toda

funcién p(z) € K = ¢™(z) € K, Vn. Entonces

(5.5) (f™,9) = (=1)" (f,¢"™) .

e La operacion de derivacion es continua en *. Supongamos que la secuencia de

funciones generalizadas { f,,} converge a f en K*. Entonces, V p(z) € K se tiene

(5.6) (frr @) = = (fus @) = = (f,) = (f', ) -

Por lo tanto, f/ — f' en K*.
e Como consecuencia de la continuidad de la derivacion, toda serie convergente de

funciones generalizadas puede ser derivada término a término cualquier niimero
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de veces,

(5.7) F="he= f™=>"n.
k=1 k=1

Esto representa una libertad que no se tiene cuando se trata de series de funciones,
ya que en ese caso se deben requerir condiciones adicionales, como la convergencia
uniforme de la serie de las derivadas, para poder asegurar que ésta converge a la

derivada de la suma de la serie.

Ejemplos: La secuencia de distribuciones regulares {%} tiende a la distribu-
cién nula 0 € K* cuando v — oo, dado que la secuencia de funciones converge
uniformemente a 0 en toda la recta,

(5.8) 1fm (Sm(”),gp@)) - / " i (Sm(”x)) o(z)dr =0,

oo v —al] VT v

Vo(x) € K.

Entonces, dado que la derivacién es una operacion continua en K*,

(5.9) <h’m Sin(m)/ = lim (Sin(”))/ — lim cos(va) = 0.

V—00 1% V—00 1% v—00

Similarmente, lim, . sin(rz) = 0. Y tomando sucesivas derivadas,

(5.10) lim [v" cos(vz)] =0 = lim [v" sin(vx)] .

V—00 V—00

Consideremos la funcién discontinua

(5.11) 0(zx) := { Lozl

(5.12) (ba)ple)) = [ pta) do.

Su derivada resulta

(513) (O(), p(@)) = — (0() P @) = — [ (@) do = p(0) = (6w, 9())
para toda ¢ € K. En consecuencia, ¢'(z) = §(z).

Similarmente,

(5.14) (0'(2), p(x)) = = (0(2), ¢'(x)) = =¢'(0).
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Sea f(x) una funcién continua en R, cuya derivada es continua a trozos, con
discontinuidades aisladas de altura finita en los puntos {a;}. Ella define una dis-
tribucién regular (que denotamos por f) cuya derivada esta dada por

ale]
(f', ) =— ] fx)*¢(x)dx =

—ale

(5.15) -y / " ) o) do—

— Y A f(arer = 0)"plarsr) = flar +0)"p(ar)},

k

donde la primera suma en el miembro de la derecha es finita en razén de que ¢
es de soporte compacto, y la segunda es nula porque f(x) es continua. Entonces,
la derivada de la distribucion f es una funcional regular definida por la funcion
f'(x) (este es un caso particular de distribucién regular definida por una funcién
absolutamente continua, que ya hemos considerado al principio de esta Seccion -
ver ec. (5.1)).

Sea ahora f(x) una funcién continua y diferenciable a trozos, con discontinuidades
aisladas (sin puntos de acumulacién) de altura finita en los puntos {ay}, donde
flax +0) — f(ar — 0) = hy. La derivada de la distribucién regular que ella define

satisface

kY0 k
- % ole)ds-+ 3 i oo,
para toda ¢ € KC. En consecuencia, la derivada de f es una funcional singular dada
por
df
/ —
(5.17) i —%jt;hké(x—ak),

donde hemos llamado % a la distribucién regular definida por la funcién f’(x)
(que, por hipdtesis, existe en casi todo punto y es localmente integrable). Téngase
en cuenta que la serie en el segundo miembro es convergente en K* puesto que,

aplicada a una funcién de soporte compacto, siempre se reduce a una suma finita.
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Ejemplo: Consideremos ahora la funcién definida como

(5.18) f(x)zﬂgw,0<x<7r,

y extendida a toda la recta como funcién impar de periodo 27. Esta es una funcién
discontinua en los puntos x, = 27k con k € Z, con una discontinuidad de altura
h = m en todos ellos. Excepto en los puntos de discontinuidad, esta funcién es
diferenciable y su derivada es f'(z) = —1/2.

Por el resultado anterior, podemos escribir la derivada de la funcién generalizada

que ella define como

(5.19) = —%—l—ﬂ' i": d(x — 27k),

k=—o00
donde la serie del segundo miembro es una funcional bien definida ya que su valor
en una funcién ¢(z) € K se reduce a una suma finita.

La funcién f(x) también puede ser representada mediante su serie de Fourier,

(5.20) )~y D),

(0.9)
k=1
que converge puntualmente al valor de f(z) para todo x # 27k y converge a 0 en
los puntos de discontinuidad de f(z). Como la convergencia no es uniforme, esto
no es suficiente para concluir que esta serie converge en K* a la distribucién f.
Para ver que esa serie también converge débilmente?, recordemos primero que la
serie de Fourier de una funcién continua a trozos en el intervalo (—m, 7) puede ser
integrada término a término, resultando en una serie que converge puntualmente

en ese intervalo a la integral de la funcién (que es alli una funcién continua).

En nuestro caso, la serie
- k
(5.21) Flz)=-Y cos(kz)

converge absoluta y uniformemente en toda la recta a una primitiva de f(z), que
es continua y 2m-periédica: F'(z) = f(x) excepto en los puntos de discontinuidad
de f(z). Por lo tanto, el segundo miembro de la ecuacién (5.21), entendida como
serie de distribuciones regulares, también converge en el espacio K* a la funcional

regular F' definida por la funcién (continua en R y diferenciable a trozos) F(x).

3La convergencia débil también estd garantizada por la convergencia en media de la serie de

Fourier en todo compacto.
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En esas condiciones, la continuidad de la derivaciéon en K* nos permite derivar

esa serie término a término para obtener
o0 o
sin(kx)
5.22 Fl=f= >\
(5.22) =3

Pero como esta serie converge en K*, puede ser nuevamente derivada término a
término para obtener de (5.19) y (5.22)

o0

(5.23) f'=) cos(kx) = —% +7 Z o(z — 27k).

k=1 k=—0c0

De esta igualdad se deduce el siguiente desarrollo de Fourier para la d-periddica:

(e 9]

(5.24) S 6w — 2mh) = % 3 et

k=—o00 k=—00

o

Un razonamiento similar permite asignar un sentido como distribucién a la suma
de series de la forma > 7 Cre™®  donde los coeficientes satisfacen relaciones
|Cy| < ME"2, con M constante y n € N.

Entendidas como series de funciones, ellas son claramente divergentes. Pero como
series de funcionales regulares resultan convergentes, dado que son la derivada
n-ésima como distribucion de una serie que converge uniformemente en toda la
recta a un limite continuo y 27-periédico (y que, por lo tanto, también converge
débilmente):

o0 C oo
(5.25) Flz)= Y ——e* = = 3" Cretr.
(k)"

k=—o00 k=—o00

De hecho, se puede demostrar que toda distribucién (regular o singular) es la
derivada de cierto orden de una distribucién regular definida por una funcion
continua.

En particular, consideremos una distribucién f € K* de soporte compacto,
Sop (f) C [—a,a], con a > 0. Para un dado ¢ > 0, tomemos una funcién real
he(z) € C°(R) que satisfaga

1,V]z| <a,
(5.26) he(x) =
0,V]z| >a+e.

En esas condiciones, V ¢(z) € K tenemos que

(5.27) (fs0) = (frhe) + (f, [1 = kel o) = (f, he o)
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dado que Sop(f)NSop[l — h.(x)] = 0.
Ahora bien, como f puede representarse como fén), donde fy una distribucién

regular definida por una funcién continua fy(z) y n € N, podemos escribir

(f,p) = < ™) . cp) = (-1)" <f07 (h. SO)(n)>
(5.28) = (=1)"> ko ( Z ) (fo,hgn—w so(’“))

=S (=) ( Z ) ((hgw fo)(k) ,<p> |

Por lo tanto, Ve > 0 existe un conjunto de funciones continuas

n

k > hﬁ(x)(n_k) fO('T)> k= 0,1,...,71,

(5.29) for(z) = (=1)"F (

con soporte contenido en el intervalo cerrado [—(a + €),a + €], tales que la dis-

tribucion de soporte compacto f puede escribirse como

(5.30) F=3" (feala) ™.
k=0

Si f € K* tiene soporte concentrado en un punto zg € R, un razonamiento
9

similar permite mostrar que en este caso la funcional es de la forma

(5.31) f= zn: ap 6™ (z — m)
k=0

para algin n € N.

Vemos entonces que las rigidas restricciones que hemos impuesto sobre las fun-
ciones del espacio IC (que, no obstante, es denso en Ly(R)), nos permiten obtener
un conjunto muy amplio de funciones generalizadas (toda restriccion del espacio
conlleva una ampliacién del espacio dual) sobre las cuales aplicar con gran libertad

las operaciones de paso al limite y diferenciacién antes definidas.

6. ECUACIONES DIFERENCIALES EN K*

Consideraremos ahora el problema de reconstruir una funciéon generalizada a

partir de su derivada.
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Primero mostraremos que sélo las distribuciones (regulares definidas por fun-
ciones) constantes tienen por derivada a la distribucién nula. La igualdad 3’ = 0

implica que, para toda p(z) € K, es

(6.1) W, p)=—(y,¢)=0.

Esta ecuacion solo define a la funcional y en el subespacio de K formado por las

funciones p(z) que son la derivada de una funcién de prueba.

Una condicién necesaria y suficiente para que gg(x) € K sea la derivada de una
funcién ¢ (z) € K es que [ ¢o(z) dz = 0. En efecto, si po(z) = ¢'(2),

(6.2 v = [ aade= [ playda=o.

Inversamente, si o(x) satisface esa condicién, tenemos que la integral
J7 wo(2')da’ = 0 para todo x tal que |z] > afpo] > 0 (con a finito, ya que
wo(z) es de soporte compacto). Entonces, la primitiva

©3) vie) = [ oole)ds’ € CFR).

Ahora bien, dada una funcién ¢(z) € K, en general [* p(z)dz = (1,¢) =
C' # 0 (donde 1 corresponde a la distribucién regular definida por una funcién
idénticamente igual a 1, y C' = Clg]). Sea ¢1(z) € K tal que [* ¢i(z)dz =
(1,¢1) = 1. Entonces la diferencia po(z) = ¢(x) — Cp1(x) satisface que
(6.4) / wo(r)de =C—-C =0,
de modo que ¢y(x) es la derivada de una funcién de IC como en (6.3), po(z) = ¢'(x).

En consecuencia, podemos escribir que

(6.5) (W, 0) = (Y, 00+ Cp1) =0+ C (y, 1) =" (1,¢9) ,

donde la constante a = (y, ¢1)*.

Por lo tanto, la solucién de la ecuacion y’ = 0 es una distribucién constante,
y = a1, donde o queda determinado por el valor que la funcional toma sobre una
funcién particular ¢q(z) € K.

De esto resulta que si dos distribuciones tienen la misma derivada, f' = ¢/,

entonces solo difieren en una constante, f = g+ a 1.

Ahora mostraremos que toda f € K* tiene una primitiva, que es solucién de

y' = f. Esta ecuacién significa que, para toda p(z) € K,

(6.6) W, 0)=—(y,¢)=(fv),
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lo que so6lo define a la funcional y sobre el subespacio de las funciones de K que
son la derivada de un elemento de K.

Como mostramos anteriormente, podemos escribir una funcion arbitraria de IC
como ¢(x) = @o(x) + Cp1(z), donde po(x) = ¢'(z), con ¥ (x) definida en (6.3),
C =(1,¢),y ¢i(x) es una funcion fija de K tal que (1, ;) = 1. Entonces, de (6.6)

resulta que

6.7  (y,0) =W, 00 +Cop1) =—(f,) +C(y, 1) = = (f,¥) +a" (1,9) ,

lo que determina la funcional y en todo KC, a menos de una (distribucién) constante
aditiva. Esta constante es fijada por el valor que toma la funcional sobre una

funcién particular, o = (y, ¢1)*.

Se puede ver que el ultimo miembro de (6.7) define una funcional lineal y conti-
nua sobre K. Su primer término determina una solucién particular de la ecuacion
inhomogénea y' = f (la correspondiente a o« = 0), mientras que la constante es la
solucién general de la ecuaciéon homogénea y' = 0.

La linealidad de y en (6.7) es evidente. Para mostrar su continuidad, consi-
deremos una secuencia de funciones ¢, (z) — ¢(z) en K, cuyos soportes estén
contenidos en el intervalo [—a,al, y formemos la secuencia ¢, 0(z) = @um)(z) —
Cr ¢1(z), donde C,, = (1, ¢(,)). Esta secuencia converge a po(x) = p(x) — C ()
en K, con C' = (1,¢).

Entonces,

I (£00(0) = #o(y)) dy| <

(6.8) < 2 len(y) — ¢(y)| dy + (1 ) oo ()] dy <

<2ae,+6,, YV,

donde el miembro de la derecha puede hacerse tan pequefio como se quiera con
sOlo tomar n suficientemente grande.
En esas condiciones, la secuencia {t¢,(z)} también converge a i (z) en K, y

podemos escribir

(6.9) (Y on —@) == (f,n =)+ " (1,0, — @) — 0

cuando n — 0.

En particular, si la inhonogeneidad f es regular ella esta definida por una

funcién f(z) localmente sumable, de la cual F(z) = [ f(2) da’ es una primitiva
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(absolutamente continua). Entonces, integrando por partes y teniendo en cuenta

que ¥(z) es de soporte compacto, tenemos

oo

G = [ F@r@de= [ FEr e -

o0 —0o0

(6.10)
= [P Iot@) - Coro] do = (F - 51,9),
donde 5 = (F,¢1)*. Esto corresponde a una funcional regular definida por una

primitiva de f(x).
Mas generalmente, la ecuacion diferencial
(6.11) an(2)y™ + ap_y (2)y™ Y 4+ ag(z)y =0,

donde ag(z) € C*(R),k = 0,1,...,n, no tiene otras soluciones en K* que las
correspondientes a las soluciones clasicas de esa ecuacién en C*(R), a menos que
a,(x) tenga ceros. En ese caso pueden existir nuevas soluciones cuyas derivadas
tienen soporte concentrado en los ceros de a,(z)?. También puede ocurrir que las
soluciones clasicas no permitan definir una distribucion. Esto se muestra en los

siguientes ejemplos.

Ejemplos: Consideremos la ecuacién x ¢’ = 0. Sus tnicas soluciones en el espacio

de funciones C*°(R) son las constantes. En el espacio K£* ella implica

(6.12) (=g, o(x) = = (y, [z (x)]) =0,

Vo(x) € K. Esta relacién solo define a la funcional y sobre el subespacio de las
funciones de prueba que son la derivada de una funcién de K que se anula en z = 0.
Siempre podemos seleccionar dos funciones ¢1(z), p2(x) € K tales que

0

<1,sol<:c>>:/_°° or(z)de =1, (1—9(w),w1(x))=/ o1(x) de = 0,

[e.e] —00

(6.13)

(1,902(96)):/_00 wa(z)dr =0, (1—9(1U),902(IE))=/ oo(x)dr =1.

[e.e] —00

Dada ¢(x) € K arbitraria, llamemos

(6.14) C = (1,0()) = /_wsomdx, Cy = (1 - 0(z), p(x)) = / o(z)d.

o0 —00

“Puede demostrarse que toda distribucién con soporte concentrado en un punto xy es una
combinacién lineal de la funcional d(z — x9) y de un ndmero finito de sus derivadas (ver ec.
(5.31)).
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La funcién po(z) = p(z) — Crp1(z) — Cops(z) satisface

(1, 0(x)) = /OO wo(x)de,=C; —C; —0=0,

00
0

(1—0(x),po(x)) = / wo(r)de =Cy —0—Cy =0.

—0o0

(6.15)

En consecuencia, su primitiva 1(z), definida como en (6.3), es una funcién de K
que se anula en el origen. Por lo tanto, por (6.12) tenemos que para toda ¢(z) € K

€s

(y,0) = (4, V' (x) + Cro1(z) + Copa(x)) =
(6.16)

=0+ C1 (y, p1(2)) + Oy (y, p2()) = (al + B(1 — 0(x)), ¢) ,

donde o = (y,1)" vy B = (y,02)".
Vemos entonces que hay dos soluciones linealmente independientes para la e-

cuacién zy' = 0: y; = 1y yo = 6(z). Esto es evidente para la primera, y es facil

de verificar para la segunda,

(6.17) (@ 0'(x), p(r)) = (6(x), 2 (7)) = [z p(2)],— = 0.
Esto también muestra que x d(x) = 0.

Consideremos ahora la ecuacién diferencial 23y’ + 2y = 0. La solucién cldsica en
el espacio de funciones corresponde a

d d )
(6.18) o logy(x) = e 25 y(z) = Ce/™

Pero como esta funcién no es integrable en ningtin intervalo que contenga a x = 0,
ella no permite definir una funcional regular. Mas atin, dado que presenta una sin-
gularidad esencial en el origen, tampoco admite una regularizacion que permita
definir una distribucién singular (al estilo de VP1). De ese modo, la tinica solucién

en K* es la trivial, y = 0. o

7. LA DISTRIBUCION z7}
Consideremos la funcién

0, parax <0,
(7.1) T =

2, para x> 0,
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para —1 < A < 0. Como es localmente integrable, permite definir una distribucion

regular como

(7.2) (z},0) = / e o(z)de, —1<A<O0.
0
Su derivada como funcién,
P 0, para x <0,
(7.3) —t =
dx

Az* ! parax >0,

no es integrable en ningun intervalo que contenga al origen, y no corresponde a
una distribucién regular.

Pero, naturalmente, su derivada como distribucion existe y esta dada por

(@), ¢) = — (),¢) = - / P (z) dr — / A () dr =
— — (lp(@) — O] + / A p(z) — p(0)] de
— (p@))]]" + /100 A p(a) de =

= [ @) = o0+ [ (e o+ 0(0),

para todo —1 < A < 0. Esta expresion define una funcional singular que, para

funciones de prueba que se anulan en z = 0, se reduce a tomar la integral

(7.5) /000 A Lo(x) da .

Para funciones de prueba arbitrarias, ¢(0) # 0, y la tdltima linea de la ecuacién
(7.4) constituye una regularizacién de la integral en (7.5), que en ese caso es
divergente.

Teniendo en cuenta (7.3), resulta natural definir la funcional 27}, para —2 < A <

—1, a partir de la ecuacién (7.4) como

/
(7.6) A i
. T A1)

que evidentemente es lineal y continua en /C.

En esas condiciones, para —2 < A <0, A # —1 y Vy € K, tenemos

(7.7) (23, p) = /0 M o(x) — ¢(0)] do + /100 () do + ==
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expresion que se reduce a (7.2) para —1 < A < 0.

Extendiendo de ese modo la definicién de xﬁ‘r, hemos obtenido una expresion
para los valores que esa funcional toma sobre funciones de I que tiene sentido en
una region mas amplia del parametro A, y que se reduce a la expresion original para
—1 < A < 0. De hecho, el segundo miembro de (7.7) constituye una extensién

analitica en A del segundo miembro de (7.2).

En efecto, para toda p(z) € K, F(X*) := (27, ¢) es una funcién analitica de \*
en la regién —1 < R(N\) < 0 (donde la funcional es regular). Su derivada esta dada

por fo Inz 2 ¢(z) dr, ya que esta integral es absoluta y uniformemente

i
convergente para esos valores de . La extensién analitica de F'(\*) permite definir
la funcional xj\r para todo valor de A donde aquella existe.

En ese sentido, para —1 < A < 0 podemos escribir (a:ﬁ‘r, ¢) de la forma®

o) = [ et - S0

dz +

(7.10)
* ()
+/1 ! SO(m)dIJr;k!()\JrlnLk)'

Ahora bien, como funciones de A, la primer integral en el miembro de la derecha de

(7.10) converge para R(\) > —n — 1, la segunda converge ¥\ complejo, mientras

que la dltima suma presenta polos simples en A = —1, -2, ..., —n, cuyos residuos
son
(k) —1)*
_ e (=D i
(7.11) Res (73, ¢ ‘/\ R ((5( )(x),gp(ac)) :

SEste procedimiento es similar al que permite extender analiticamente la definiciéon de la

funcién I'(\): para A > —1 se tiene

L(A+1) ::/Oooxke—fdxz/ol [ Xn:

dx + / e % dx +
1

expresién que se extiende analiticamente a R(A) > —n — 1, y presenta polos simples en A =
—1,—2, ..., con residuos dados por

(=D*

(7.9) ResP(A+1)|__jy = ol
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Podemos decir entonces que la distribucion :L‘i se extiende analiticamente® a

todo el plano complejo del pardmetro A, presentando polos simples en los puntos

A= —1,—-2,...,—n, con residuos dados por las distribuciones
(1)
(7.16) Res :Bi!/\:_k_l = 6® ().

Noétese que V¢(x) € K con soporte contenido en la semirrecta x < 0, la funcién
(22, ¢) es idénticamente nula para R(\) € (—1,0). En consecuencia, su extensién
analitica al resto del plano toma también valores nulos para tales funciones de
prueba. Es decir, el soporte de la extensién analitica de acﬁr también esta contenido

en el semieje positivo x > 0.

Finalmente, senalemos que xi‘r_l y I'(\) presentan polos simples para los mismos
valores de A ( A = —k, con k € N). Entonces, la distribucién @, := 23 /T'()\), que
es regular para $8(\) > 0, existe por extensién analitica en todo el plano complejo
del pardmetro A como una distribucién con soporte en R*. En particular, de (7.16)

y (7.9) tenemos que

Resay ™' [\, (=1)%6® () /k!

Nl lim &, = — _ s(k)
(7.17) A Res TV, (—1)F /! OF
para k=0,1,2,....

OEste procedimiento de definicién de funcionales por extensién analitica en un pardametro es
conocido como proceso de regularizaciéon de integrales divergentes, y suele ser muy usado

en Fisica por conveniencia de cédlculo. Por ejemplo, la integral

(7.12) 1 :/ x=3/2 (e7 — e*b"’”) dx
0
puede ser entendida como el valor en A = —3/2 de la funcién analitica definida por
(7.13) I\ = / z? (e7 — e*b"’”) dz,
0

integral que converge para R(\) > —2. Pero para R(A) > —1, I()) puede ser escrita como
(7.14) I(\) = / e dx — / e dg = (a*()‘ﬂ) - b*O‘H)) r'(A+1),
0 0

yva que cada integral es convergente. En virtud de la unicidad de la extensién analitica, esa
igualdad vale VA # —1, —2, .... En particular,

(7.15) 1(—3/2) = (a1/2 - b1/2) r(-1/2) = — (f - Jz}) 207 .
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8. TRANSFORMACION DE FOURIER EN K. EL ESPACIO Z.

Recordemos que el conjunto C{°(R) es un subespacio denso del espacio de
Schwartz’. Sea ¢(z) € K C S. Entonces, su transformada de Fourier es también
una funcién del espacio de Schwartz, dado que F: S < S.

Pero como esa funcién es de soporte compacto tenemos

alp]
.0 Flel(o) = vi) = = [ ot

donde p(z) = 0 Va ¢ (—alpl,alp]). En esas condiciones, 1(s) puede ser definida

para valores complejos de su argumento, s = o + 7. En efecto, la integral

1 el —i0x TT
(8.2) P(s) = T /—aM e e () dx

existe para todo s € C, puesto que

e le(@)]ls
woramt

Similarmente, las derivadas de todo orden de #(s) también existen en todo el

(8.3) [¥(s)] <

plano complejo. Ellas estan dadas por

/a[so]
V2T J—afy]
dado que esas integrales convergen absoluta y uniformemente en s para todon € N:
e[|z p(x)| 1

V2T ’

Por lo tanto, la transformada de Fourier de una funcién del espacio I es una

(8.4) ™ (s) ()" p(z) d

(8.5) [ (s)] <

para |(s)| < T, con T > 0.

funcién analitica entera (holomorfa en todo el plano - sin singularidades, excepto

en el infinito).

Ya sabemos que dicha transformada de Fourier es también una funcion de de-

crecimiento rapido sobre el eje real. Para s complejo tenemos

ale]
@](s) 6157 5 () dy =
Al = o= [ 0w
(8.6)

aly]
q —zs;v -2 \4
p(x) dx = (is)" (s) .
\/ 2m /a[gp]
para todo ¢, de donde resulta que

.7) oty < Ll

"Ver las Notas sobre la transformacion de Fourier.
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En consecuencia, 9(s) es una funcién de decrecimiento répido sobre toda recta

horizontal (J(s) = constante).

Inversamente, toda funcién analitica entera 1(s) que verifica desigualdades de

la forma
(8.8) |99 (s)| < K [p] eP@lel] v g e N

(donde las constantes K, y a dependen de #(s)) es la transformada de Fourier de

una funcién p(z) € C°(R) que se anula idénticamente para |z| > a.

El conjunto de las funciones analiticas enteras que verifican (8.8) constituye
un espacio lineal, denotado por Z. De ese modo, la transformacién de Fourier

establece una correspondencia biunivoca entre los espacios Ky Z,
(8.9) F: K< Z.

Restringiendo los argumentos de las funciones contenidas en Z a valores reales,
tenemos que Z C S es un subespacio denso de La(R). En efecto, sea x (o) € La(R),
y supongamos que x (o) L Z. Entonces,

(Xaw)L2(]R) - Oa Vw(U) €Z=
(8.10)
= (F ' (@), 0(2)r,m = 0, Ve(z) € K.
Y como K = C°(R) es denso en La(R), es F~'[x] = 0 = x = 0. Por lo tanto,

todo vector de Ly(RR) estd contenido en Z.

La ecuacién (8.4) muestra que si (s) € Z = ¥@(s) € Z, dado que
[(—iz)"p(z)] € K. Es decir,

d
8.11 — 2 Z.
(8.11) 2

Evidentemente, el espacio Z también es invariante frente al producto por fun-
ciones analiticas enteras de crecimiento polinomial sobre rectas horizontales (en
particular, polinomios): si P(s) es una funcién entera que, para ciertas constantes

C>0ym>0yb>0, satisface

(8.12) |P(s)] < C (1+]|s|™) SO0 = P(s)y(s) € Z, Vip(s) € Z.

También es posible trasladar las funciones de Z sin sacarlas de ese espacio. En
efecto, si ¢¥(s) € Z = (s+h) € Z,Yh e C.

Por lo dicho anteriormente, vemos que la transformacién de Fourier establece

una correspondencia (lineal) biunivoca entre el espacio K y el espacio Z, F : K <
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Z. Esto permite introducir en Z un sentido de convergencia a partir de la

convergencia en /C.

Definicién 8.1. Se dice que 1,(s) — ¥(s) en Z si p,(x) = F | (z) — ¢(z) =
FY](x) en K.

Esto implica, en particular, la convergencia uniforme en toda regién acotada
del plano complejo de la secuencia de las derivadas wff)(s) a la correspondiente
derivada del limite, ¥*)(s). En efecto®, como |p,(x) — ()| < &,,Vx, tenemos
que

a

1 e~ (—ix)* [pn(x) — p(a)]| <

(k) (g) — k) -
[49(s) — 9 9(5)| = —=

(8.14)

(J,k e|%(s)|a ak ela

S_Tﬁﬁ_H%ﬂw_@@”h—4¢E

V|S(s)| < T, lo que puede hacerse tan pequeno como se quiera con sélo tomar n

2a¢e,,

suficientemente grande.
Por otra parte, como ¥(s) € Z es una funcién analitica entera, su series de
Taylor converge en todo el plano complejo. Entonces, para la funcién trasladada

podemos escribir

[e.9]

(8.15) Y(s+h) = }: ),¥YheC.

k=0

Esta serie también converge en el sentido de la convergencia en el espacio Z, pues

~1 — hF (k) — ht —1 [, (k)
FHY oo @ =3 77 9] @) =

en el sentido de la convergencia en K.

8Similarmente,

1

) [965) — 0O )] | = =

/_a o—ise {(—zx)k [on(z) — @(x)]}(q) <

O] {aF (o, (2) — ()]} |y = 0

(8.13)

<

2

cuando n — oo.
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9. DISTRIBUCIONES SOBRE Z

De forma similar a como se hizo con el espacio K, se introducen las funcionales
lineales y continuas sobre el espacio Z. Estas distribuciones, que pueden ser
regulares o singulares (con el mismo significado que antes), conforman el espacio
dual Z* respecto de operaciones lineales definidas de la misma manera que antes.

Ademas, se define la convergencia débil en Z* de modo que

(9'1) gn — g si (9n7¢) - (gv¢)7 vd’(‘ﬂ €Z.

También se define una operacion de derivacion sobre elementos de Z* de modo

que, para toda funcién (o) € Z, la distribucién derivada satisface

(9.2) (g ¥) =—(g.¢") .

Al igual que la derivacién en K*, ésta es una operacién continua: si g, — g en Z*,

entonces (g,,,v) = —(gn, V') — —(9,¢") = (¢', ).

En particular, Lo (R) C Z*. En efecto, si g(0) € La(R), ella permite definir una

distribucién regular sobre Z como el producto escalar

(9.3) (9:%) = (9, ¥)1,) -

Esta funcional es evidentemente lineal. Para ver que también es continua, tomemos
una secuencia ¢,(c) — (o) en Z. Esto significa que sus antitransformadas de
Fourier ¢, () — ¢(z) en K y, por lo tanto, también convergen en media. En
esas condiciones, siendo f(z) = F![g](x) (en el sentido de Lz(R)), y teniendo
en cuenta las propiedades de F y la continuidad del producto escalar en La(R),

tenemos

(971%) = (g7¢n)L2(R) = (f7 QOTL)LZ(R) —~n—oo
(9.4)

- (f7 QD)Lz(R) = (quvb)Lz(]R) = (971/}) :

10. TRANSFORMADA DE FOURIER EN K*

Hemos visto que la transformada de Fourier establece una correspondencia bi-
univoca entre los elementos de los espacios K y Z, que preserva las operaciones
lineales y la convergencia de secuencias. Es posible establecer una correspondencia
similar entre los respectivos espacios duales, K* y Z*, que generaliza la correspon-

dencia inducida por F entre sus subespacios La(R).
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En efecto, para toda f(z) € La(R), cuya transformada g(o) = F[f](0) € La(R),
y para toda funcién ¢(x) € K, cuya transformada ¢ (o) = F[p](c) € Z, tenemos

(101) (f> 90>IC = (f> @)Lg(R) = (g>w)L2(R) = (Qﬂﬂ)z )

donde hemos incluido como subindice el espacio en que actia cada funcional.

Definicién 10.1. Dada f € K* diremos que g € Z* es su transformada de

Fourier si, para toda ¥ (o) € Z, se cumple que

(10.2) (9:9)z = ([, @)k -

donde p(x) = F~¢|(z) € K. Esta relacién puede entenderse como una generali-

zacion de la igualdad de Parseval.

Cada distribucion f € K* define, a través de esa relacién, una funcional lineal

y continua sobre Z, que denotamos por F|f]:

(10.3) (FULY)z = (fF W) -

En efecto, es evidente que F[f] asi definida es lineal. Veamos que también es
continua. Consideremos una secuencia convergente ¢, (z) — () en K; sus trans-

formadas de Fourier v, (0) — ¥ (o) en Z. Entonces, de (10.3) resulta que

(10.4) (Flfltn)z = (fron)e = (L) = (FULY)z

dada la continuidad de f.
En ese sentido, toda distribucion sobre K tiene una transformada de Fourier,

que es un elemento de Z*,
(10.5) F:Kr—Z".

Ademés, si f1, f € K* tienen la misma transformada, F[fi]| = F[fo] € Z2* = f1 =
fo-

Inversamente, toda distribucién sobre Z define, a través de (10.2), una distribu-
cién sobre K de la que es su transformada de Fourier. En consecuencia, F es una
aplicacién biunivoca de K* sobre Z*, F : K* «+ Z*. Su inversa, F ! : Z* — K*,

satisface que

(10.6) (F gl ) = (9. Fle)z, Yeo(z) € K,

y se tiene que F 1 [F[f]]=f, VfeK y F[Flgll=g, Vge Z*



Teoria de distribuciones 27

La transformacién de Fourier F : £* — Z* es una aplicacién continua (respecto
de la convergencia débil de funcionales). En efecto, si f,, — f en el espacio K*

entonces, para toda ¢ (o) € Z, se tiene

(10.7) (FUfals¥)z = (s @)k = (F ) = (FUL )z

donde p(x) = F~1[)](x). Por lo tanto, también se tiene que F|[f,] — F[f] en Z*.

Similarmente, su inversa F~! : Z* — K* es también una aplicacién continua.

Puede comprobarse facilmente que son validas las mismas féormulas que para las

transformadas y antitransformadas de Fourier de derivadas de funciones en §:

FIf) = Fl—iz f] = F[P(x) f] = P(i0) FLf],
(10.8)
FIf') = io F[f] = P(o)F[f] = F[P(~ig) f].

Por ejemplo,

(10.9)
= (—izf, p(2)) = (Fl—izxfl,(0))z , V(o) € Z.

Ejemplos: La trasformada de Fourier de la distribucién §(z) estd dada por

(Flo(@)], ()2 = (6(x), p(2)) = ¢(0) =

Por lo tanto, F[§(z)] = 1/v/27.

(10.10)

Similarmente, para la transformada de Fourier de una constante tenemos

(P 0oz = LoD = [ ola)do = VERu(0) =

[e.9]

(10.11)
= (V2r (o), v(0))

para toda ¢ (o) € Z. Entonces, F[1] = 27 (o).

bt

Consideremos ahora un polinomio P(x) (¢ La(R)). Tenemos
(10.12) F[P(z)] = F[P(z)1] = P <¢%> F1]=V2r P (%) (o),

que es una distribucién con soporte concentrado en el origen.
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Similarmente,

(10.13) F [P (—z%) 5(:5)} _ P(o)F[5(x)] = \/% P(o).

La funcién e** € C*(R) define una distribucién regular y, en ese sentido, tiene

una transformada de Fourier. Tenemos

(f[ebx]71/}<0-))g = (ebz 1780(‘%‘))IC = (17 e 90(‘7:));{ -

(10.14)

para toda funcién (entera) (o) € Z. Entonces,

(ib)*
k!

(10.15) S(o +ib) = Fle"")(0) = Y

k=0

0" (a),

donde la serie (formalmente una serie de Taylor) converge débilmente a una dis-

tribucion que toma valores nulos sobre toda funciéon de Z que se anule en s =
(—ib)*. o

En el caso general, el hecho de que las funciones del espacio Z sean analiticas
enteras permite definir funcionales trasladadas, g(0) — ¢(o + h), mediante la

relacién

(10.16) (9(o +h), (o)) z := (9(0), (0 = h"))z, Vi(o) € Z,

lo que evidentemente corresponde a una funcional lineal y continua.
Teniendo en cuenta que la serie de Taylor para 1(o) también converge en Z, y

que g es continua, tenemos

(9l + 1), 00))2 = S0 T0E (g(0), v(0),, =

[en]

(10.17)
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de donde resulta la convergencia débil de la serie

>k
10.18 h) = —
( ) (o + Z oY
k=
En ese sentido, las distribuciones sobre Z son analiticas enteras.

Consideremos ahora una distribucion f € K* de soporte compacto contenido en
[—a, a]. Ya sabemos que, Ve > 0, tales funcionales pueden ser representadas como
sumas de derivadas de distribuciones regulares definidas por funciones continuas

fer(x) con soporte contenido en [—(a + ¢),a + €| (ver ec. (5.30)),

(10.19) F=3 (ferl@)®™.

Su transformada de Fourier esta dada por

(FUL )z =, F WD =

= o= DF (fen(@), (F ] @)Y) =

(10.20) N
= Yo (D (Flfer(@)], (1) (0)) , =
= (Cneo(i0)Fge(0),9(0)) ,
donde
a+te )
(10.21) Gei(8) == Flfer(x)](s) = / e " fp(x)de
—(a+te)

la transformada de Fourier de una funcién continua de soporte compacto, es una

funcion analitica entera de su argumento que satisface

(@) S(s)|(a (CZ + 5)
(10.22) 8005} < PO T fo(o)
En consecuencia, Ve > 0, la transformada de Fourier de una distribucion de
soporte compacto puede ser representada como una distribucion regular definida

por una funcién analitica entera de crecimiento polinomial (sobre el eje real),

n

(10.23) Flf)=glo) = (i0)gr(0).

k=0

Ejemplo: Finalmente obtendremos la transformada de Fourier de la distribucion

:E;\L Para ello tendremos en cuenta que F : K* — Z* es una aplicacién continua.
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Consideremos la funcién (localmente integrable) e_mzvj\r, con >0y A >0,
que converge uniformemente a xﬁ‘r en todo intervalo cerrado [a, b], para 7 — 07.
Entonces, también converge débilmente:

(10.24) i, ek =1} en KF = lim F [e7™ 2} = F [2}] en 2*.

Ahora bien, para 7 > 0y A > 0, e‘”’:lcfr € La(R), por lo que su transformada
de Fourier como distribucién es una funcional regular determinada por su trans-
formada como funcién. Teniendo en cuenta que, ademaés, e_mgvj\r € L;(R), dicha

transformada esta dada por la integral

1 o . .
10.25 Fle ™22 = —/ R
(10.25) )= |

Cambiando la variable de integraciéon por £ = (o — i7)zx, y corriendo el camino

de integracién de la recta [0, (0 — i7)o0) al semieje imaginario negativo, [0, —ico),

tenemos
1 —100 )
Flema] o) = o= (o= [ oo
21 0
—i( A1) /2 0o
(1026) = eT (O' — iT)_)\_l / 6_7777)\ dn =
vV 0

(N +1 —i(A+1)7/2
= A+ 1)e (0 —ir

V271

)—A—l‘

En esas condiciones,

1—\()\ + 1) 672'()\+1)7r/2 o
(10.27) Flz}] = N (0 —i0)™,

donde
(10.28) (0 —i0)™ = lim, (0 —iT)™h.

Por otra parte, para toda (0) € Z y VA > 0,

(10.29) (Flz3]v) = (2}, 0)

donde ¢(z) = F~](x). Pero ya hemos visto que el miembro de la derecha se
extiende analiticamente (de manera tnica) a todo el plano complejo de la variable
A, presentando polos simples en A = —1. — 2, ... Por lo tanto, la funcional F [:L‘i]
también se extiende analiticamente a todo el plano A, presentando los mismos
polos. De (10.29) resulta que dicha extension representa la transformada de Fourier

de la extension analitica de mﬁ‘r para todo A # —1,-2,....



Teoria de distribuciones 31

En particular, la funcional @, := 2% /T'(A+1) existe en todo el plano complejo

A, y tiene por transformada de Fourier a

10.30 Flogn] = 7|2 R =iy
o Pl = [mm]‘ vl

11. DISTRIBUCIONES TEMPERADAS

El conjunto de las funcionales lineales y continuas (respecto de la convergencia
uniforme de las derivadas de todo orden en toda la recta) definidas sobre el espacio
de Schwartz, & D K, constituye el espacio de las distribuciones temperadas,
S* c K.

El nombre se justifica por el hecho de que este subespacio de K* no contiene

b2 con R(b) # 0, que si tienen

distribuciones regulares de crecimiento rapido, como e
sentido sobre K.
Las definiciones de las operaciones lineales, de derivacion y pasaje al limite en
S* son enteramente similares a las dadas anteriormente, y no seran repetidas aqui.
También se puede definir el producto de distribuciones temperadas por funciones

con derivadas de todo orden de crecimiento polinomial: h(z) € C*°(R) tales que
(11.1) |WD(2)| < Cy(1+ |z, ¢=0,1,2,...,

para ciertas constantes C, y k, que dependen de h(x).

Se puede demostrar que toda distribucion sobre el espacio S es la derivada
de cierto orden de una distribucién regular definida por una funcién continua de
crecimiento polinomial.

Por otra parte, dado que F : S <+ S, resulta que las transformadas de Fourier
de distribuciones sobre S son también funcionales sobre ese mismo espacio. De

hecho, F es una aplicacion biunivoca sobre &*,

(11.2) F:8 <S5

12. PRODUCTO DIRECTO DE DISTRIBUCIONES

Sea p(x,y) € C3°(R?). Puede definirse una funcional lineal y continua (respecto
de la convergencia uniforme de las derivadas parciales de todo orden) sobre ese

espacio mediante el producto directo de dos distribuciones en una variable:

(12.1) (f(z) x g(y), o(x,y)) == (f(x), (9(y), p(x,v))) -

INGtese que, como Z C S = S* C Z*
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En efecto, para x fijo, ¢(x,y) € ICy, de modo que tiene sentido tomar

(12.2) x(z) = (9(y), v(x,y)) ,

lo que define una funcién de soporte compacto (dado que p(z,y) es de soporte
compacto en R?, y se anula para |x| > a[g], Vy).
Por otra parte, dado que ¢(z,y) € C*, por el teorema del valor medio podemos

escribir

Ap(x+e,y) — p(x,y)
19

— 0,00 p(x,y)| =

(12.3) . .
= 0,08 p(x + £1,y) — 0,050 (x,y)| = |e1 020Fp(x + £2,y)| <

< le| Mglp] =00, Vz,y e R VkeN,

donde [e| > |e1| > |ea| > 0.

Entonces,

(12.4) lim ox+ey) —ez,y)
e—0 £

=0,p(x,y), en K, Yz € R

(donde 0,¢(z,y) € C3°(R?)). En consecuencia, como ¢ es una funcional continua,

Vz € R tenemos

(12.5) X'(z) = lim (g(y), ple tey) - gO(w’y)) = (9(y), Oup(z,y)) -

e—0 g

Con el mismo argumento vemos que, en general,

(12.6) X" (@) = (g(y), Tplz,y)) -

Por lo tanto, x(z) € C§°(R), y el producto directo esté bien definido:

(12.7) (f(x) x g(y), o(x,y) = (f(2), x(z)) -

13. PRODUCTO DE CONVOLUCION EN L;(R)

Sean f(x),g(x) € L1(R). La funcién definida por la convolucién de f(x) y

(13.1) hz) = (f * g) ( /f:v— (y)dy € Ly(R).
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||h||1=/ |dx<// o) o) dy d: =
// D) gl dzdy = [|f1] lgll

donde se ha cambiado el orden de integracién (lo que esté justificado por el teo-

En efecto,

(13.2)

rema de Fubini, ya que la integral doble existe), y se ha cambiado la variable de
integracion r — = + y.

Asi definido, el producto de convolucién es asociativo y conmutativo,
(13.3) (fxg)xh=fx(gxh), [frg=gx[.
Por ejemplo,
(13.4)  (f * o) / F(e - ) gly) dy = /Z f(2) gla — 2)dz = (g = f)(@),
donde se ha cambiado la variable de integracion por z = x — y.

La convolucién (f * g) (z) € L1 (R) permite definir una distribucién regular sobre

K,

(135 drao = [ {[ se-nowarl e

donde p(z) € K. Como esta funcién es acotada, la integral doble existe; entonces

se puede cambiar el orden de las integrales y la variable de integracion x — x + y,

frgp) = / N / " o — ) gy ola) dody =

= /OO /Oo f@)* g(y) oz +y)dedy = /OO (@) (g(y), olz +y)) dz,

ya que la funcién desplazada o(z +y) € K,.

para obtener

(13.6)

En la Seccién anterior hemos visto que la funcion

(13.7) x(®) = (9(y), p(r +y)) € C*(R)

como consecuencia de la continuidad de g y de que ¢(z + y) € C*(R?). Pero,
en general, y(z) no es una funcién de soporte compacto en la recta debido a que
¢(x + y) no es de soporte compacto en el plano, sino que toma valores constantes

sobre las rectas x + y = constante.
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No obstante, existen ciertos casos en los que

(13.8) (f g, / fa

puede interpretarse como el valor que la distribucién f toma sobre una funcién del

espacio K.

Por ejemplo, supongamos que la funcién g(y) sea de soporte compacto en la
recta y. Como @(x + y) también lo es, y su soporte se desplaza a medida que se
varfa x, se ve que para |z| suficientemente grande la interseccién de ambos soportes

es vacfa. En esas condiciones, y(z) € Cg°(R) y

(13.9) (fxg.0)=(fix) -

Como el producto de convolucion es simétrico, la misma conclusion se obtiene

si f(x) es de soporte compacto, intercambiando los roles de g(z) y f(z).

Supongamos ahora que el soporte de g(y) sélo esté acotado de un lado, digamos
por abajo. Como el soporte de ¢(x + y) se desplaza hacia la izquierda cuando x
crece, para x suficientemente grande la interseccion de ambos soportes es vacia.
En consecuencia, existe un a[p] tal que si > afp], entonces la funcién x(x) = 0.
Es decir, en este caso x(z) € C*(R), y su soporte estd acotado por arriba.

Ahora bien, si el soporte de la funcién f(x) también estd acotado por abajo, la
interseccién de los soportes de f(z) y x(z), Sop(f(z))[) Sop(x(x)), es un com-
pacto. La integral en el segundo miembro de (13.8) sélo es sensible a los valores de
X(x) en esa interseccion, y su valor no cambia si cambiamos la funcién y(z) por

otra funcién de C§°(R) que coincida con ella en el soporte de f(z):

(13.10) x(x) — x(x) € K, tal que x(z) = x(z), Yo € Sop(f(x)).

En esas condiciones,
1) Frop)= [ f@rv@d= [ f@rie) = (1.9,

Similares conclusiones se obtienen para el caso en que los soportes de f(x) y

g(x) estén ambos acotados por arriba.

Vemos entonces que, al menos cuando

» una de las funciones f(x) o g(z) tiene soporte compacto,

= ambas funciones tienen soporte acotado del mismo lado,
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la distribucién regular definida por el producto de convolucién f x g puede descri-

birse como

(13.12) (f*xg.0)=(f,0) (6 (9,%),

donde x(x) € K es tal que

(13.13) X(z) = x(2) = (9(y), ¢(z +y)), Yz € Sop(f(z)).

Notese que en ambos casos la interseccion

(13.14) Sop(f(x) x g(y)) N Sop(p(x +y))

es un compacto en el plano. Con un razonamiento similar al anterior, también

podriamos cambiar

oz +y) — @z, y) € C(R?), tal que
(13.15)
o(r,y) = p(z +y), V{z,y) € Sop(f(x) x g(v)),

y representar a la distribucion f % g como un producto directo de distribuciones,
(13.16) ((f*9)(x),0(x)) = (f(x) x g(y), ¢(x,y)) -
14. PRODUCTO DE CONVOLUCION EN K*

Teniendo en cuenta que para mostrar que x(z) = (9(y), o(z + y)) € C>*(R)
so6lo hemos recurrido a la continuidad de la funcional g, vemos que las mismas

consideraciones hechas en la Seccién anterior valen para todo par de distribuciones

fig €K
Entonces, cuando la interseccion de los soportes
(14.1) Sop(f(x) x g(y)) N Sop(p(x +y))

es un compacto en el plano, lo que ocurre al menos cuando

= f 6 g es de soporte compacto,

= f y g tienen soporte acotado del mismo lado,

podemos definir el producto de convolucion de esas distribuciones como un

producto directo:

Definicién 14.1. Vp(z) € K,

(14.2) ((f = g)(@),0(2)) == (f(x) x 9(y), ¢(x,9)) ,
donde ¢(z,y) € C5°(R?) tal que

(14.3) o(z,y) = p(z +y), V(z,y) € Sop(f(r) x g(y))-
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En esas condiciones, se puede demostrar que el producto de convolucion de
distribuciones tiene las mismas propiedades de asociatividad y conmutatividad

que la convolucién de funciones en Lq(R), ecuacion (13.3).

Ejemplo: Si f y g son distribuciones regulares definidas por funciones localmente
sumables, f(z) y g(x), que tienen su soporte contenido en la semirrecta = > 0,

tenemos

(f*9:0) = (). (99), 2w +1))) =
OO!]

-

[
/““”{/f }
([ o)

donde ¢(x) € K tal que p(z) =0, Yx > afp]. Entonces, la convolucién f * g es la

(9(y)
(W) oz +y) dy de =
9y —

z)"p(y) dydr =

distribucién regular dada por la funcién

(145)  (fxg)a /f x—f)dfz/ozﬂw—é)g(é)df.
O

La funcional é(x — a) es de soporte compacto, al igual que sus derivadas de
todo orden, de modo que existe su convolucién con todo otro elemento de *:

Vo(x) € K se tiene

(0(z —a) * f(2), o(x)) = (f(z) * 0(z — a), p(z)) =
(14.6)

= (f(2) (6(y — a), o(z +y))) = (f(z),¢(z +a)) .
Recordando que

(14.7) (f(z = a), (x)) == (f(2), p(x +a))

vemos que

(14.8) 0z —a)* f(x)=f(x)xd(x —a) = f(xr —a).
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En particular, para a = 0,

(14.9) 0(x) x f(z) = f(x)* 6(x) = f(z),
lo que muestra que §(z) es la unidad respecto del producto de convolucién.

Si D, es un operador diferencial a coeficientes constantes, tenemos

(Dad(x)  f(2), p(x)) = (f(2), (Dyd(y), p(x +y))) =
(14.10) = (f(2), (0(y), Dye(x +y))) = (f(2), (6(y), Drp(z +y))) =

= (f(2), Dyp(x)) = (Do f(2), o(2)) -

Por lo tanto,
(14.11) D, é(z) * f(x) = D, f(x).
Ademas,

(Dx(f * 9)(x), p(x)) = ((f * g)(x), Dyp(x)) =

—

(1412) = (f(@), (90), Divylw + 1)) ) = (f(2), (Dyaly), oz + ) =

= (f(x) x Dpg(z), p(x))

de modo que

(14.13) Dy (f = g)(x) = f(x) * Dag(a) = Dy f(x) x g(x) .

Entonces, un operador diferencial a coeficientes constantes aplicado sobre un pro-

ducto de convolucién actia sobre uno cualquiera de los factores.

Lema 14.2. De la convergencia f, — f en K* se deduce la convergencia de

fnxg— f*g en, al menos, las siguientes condiciones:

» [0s soportes de las distribuciones {f,} estin contenidos en un mismo con-
junto compacto,

= g es de soporte compacto,

» [os soportes de {fn} y g estin acotados del mismo lado y de manera inde-

pendiente de n.

En esos casos, el producto de convolucién es continuo en ¥,

(14.14) lim (f, *g) = (nh_{glo fn) % g .

n—oo
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Corolario 14.3. Si la funcional f; depende de un pardametrot y existe su deriva-

da débil respecto de t,

(14'15) (atft(-T), 90(23)) — gi% (ft+€<x>8_ ft(l’) : (,0(.15)) 7
entonces
(14.16) O (frxg)=0fixg

en cualquiera de las siguientes condiciones:

» [as funcionales f; tienen sus soportes contenidos en un mismo conjunto
compacto, independiente de t,

= g es de soporte compacto,

= f, y g tienen soportes acotados del mismo lado, y de manera independiente
de t.

Es sabido que la transformada de Fourier de un producto de convolucion de
funciones sumables en la recta, fi(z), fa(z) € Li(R), estd dado por el producto de
sus transformadas de Fourier, F[f, * f2](0) = V27 F[f1](¢) F[f2](c). Veremos que
esta propiedad se extiende al producto de convolucién de distribuciones sobre el
espacio K cuando uno de los factores es una funcional de soporte compacto.

En efecto, si fi1, fo € K*, y f2 es de soporte compacto, el producto de convolucién

f1 * fo estd definido por

(14.17) (o f2o0) = (f1, %) ,
donde
(14.18) x(@) = (fa(y), o(r +y)) € C°(R) .

Ya sabemos que la transformada de Fourier de una distribuciéon de soporte
compacto puede ser representada como una distribucién regular sobre el espa-
cio Z, definida por una funcién analitica entera de crecimiento polinomial (ver ec.
(10.23)), F[f2](c) = g2(0). En esas condiciones,

x(@) = (f2(y), p(x + ) = (Flo()], Flo(z + y))) z =
(14.19) = (92(0),€"7"P(0)) ; = [ " g5(0) (o) do =

= V21 F 7 [g3(0) ¥(0)] (2),
donde (o) = Fle(x)](c), y donde hemos tenido en cuenta que el producto
g5(0) (o) € Z.
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En consecuencia,

(fi* fa0)x = (fu, V20 F 1 [g3(0) (0)]) =
(14.20) (FLAL V21 g5(0) ¥(0)) 5 = (V27 ga2(0) FIfi], ¢(0)) , =

= (F[fr* fo),¥) 5 , V(o) € Z.

Por lo tanto,
(14.21) Flfi* o) = V2rn FIAH) Flf),

donde una de las distribuciones tiene soporte compacto y su transformada de

Fourier es una funcién analitica entera de crecimiento (a lo sumo) polinomial.

15. APLICACIONES DEL PRODUCTO DE CONVOLUCION

Ecuaciones elipticas: Sea p(x),x € R3 una densidad de masa continua y de
soporte compacto. El potencial gravitatorio que produce satisface la ecuacion difer-

encial de Poisson,
(15.1) Av(x) = plx).

cuya solucion es una funcién con derivadas continuas de segundo orden dada por

la integral

(15.2) v(x) = _1/ _oly) APy .

Ar Jps || x =y |
Ahora bien, esa expresién tiene el aspecto de una convolucién (en tres dimen-

siones):

(15.3) v==Gxp,

donde la funcién de Green del Laplaciano'®, G' = con r =| x ||, es una

distribucién regular definida sobre C5°(R?) que satisface
(15.9) AG(x) = 0(x).

0La funcién de Green del Laplaciano en un espacio de dimensién n es la solucién de la

ecuacion diferencial inhomogénea

_ ,r2—n
15.4 NG=0=>G=+—— 2
(15.4) = TEDIE
) ,n.n/2
donde 2, = ———— es la superficie de la esfera de radio 1 en dicho espacio.

I'(n/2)



40 H. Falomir

Consideremos ahora una distribucién arbitraria de soporte compacto, p € C§°(R?)*.

La distribucién definida por la convoluciéon v = (ﬁ) x p satisface la ecuacion de

Poisson,

(15.10) AU:A(4_1 *p):(A4_1)*p:5*p:p.

Tr mr

En general, dada una ecuacién diferencial eliptica a coeficientes constantes,
(15.11) Lu=f,

ella puede ser estudiada en el espacio de distribuciones (tomando por inhomogenei-
dad f a una distribucién de soporte compacto).

La funcién de Green de L es una distribucion que satisface
(15.12) LG =3.

Ella estd definida a menos de una solucién de la ecuacién homogénea. Si G es
conocida, una solucién particular de la ecuacién inhomogénea (15.11) puede ser

2—

En efecto, como r?~" es una distribucién regular (respecto de la medida de integracion d"x =

r"=LdrdQ), para p(r, Q) € C5°(R") tenemos

(Ar"2 ) = ("%, Ap) = M [ 727" Aplx) d'x =
r>e

(15.5)
= lim {? . {7'2’” ?gp(x) — (%) ?7"2*”} + w(x)ArQ’”} d"x.

e—0t r>e

Teniendo en cuenta que 72~" es una funcién homogénea de grado (2—n), se verifica que Ar?=" =

0. Entonces,

(Ar"2,p) = lim / {—e*""0rp(x) + o(x) (n —2) """} e dQ,

e—0t

(15.6) = lim {—5 /7"=6 Oro(x)dQy + (n —2) /7"=6 (%) dQn} =

e—0t

=0+ 2 -1 (0) = (2-n)Qn (6(x),0(x)) ,
para toda ¢(x) € C5°(R™).

En consecuencia,

,,,2—n
15. Al — | =9
(157) (o) =009
para n > 3. Para dimensién n = 2, un cédlculo enteramente similar muestra que
logr
15. A =0(x).
(158) (%27) = d)
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escrita como v = G * f. En efecto,

(15.13) Lu=L(Gxf)=LGxf=0xf=f.

Ecuaciones parabdlicas: En la teoria de la transmisién del calor, la temperatura
de una barra infinita evoluciona segin la ecuacién

ou  0%u

ot 0x%’

donde u(z,t) tiene una derivada primera respecto de ¢ y una derivada segunda

(15.14)

respecto de = continuas para t > 0. Si la distribucién inicial de temperatura en
la barra estd dada por la funcién u(x,t = 0) = p(x), la solucién de (15.14) para
t>0es

(z—y)?

(15.15) u(x,t):\/i?/we_ At p(y)dy.

Si p(z) € L1(R), esta integral (que existe para una clase més amplia de funciones)

puede ser escrita como la convolucién

1,2

e At
Tt ()

En el caso general, podemos suponer que p(z) es una distribucién arbitraria de

(15.16) u(z,t) =

soporte compacto, mientras que u(x,t) en (15.16) es una distribucién en la variable
x que también depende del parametro t.
La derivada débil de u(x,t) respecto de ese parametro estd dada por

x? x?

e 4t e 4t

\/4_7'('15 *M(ZL‘) = 0 \/m */J(.T),

en razén de las propiedades de continuidad de la convolucién antes mencionadas.

Po otra parte,

(15.18) Ou(z,t) = 02

2

Finalmente, teniendo en cuenta que e\;% € C* (R x (RT\{0})), de modo que

sus derivadas como distribucién y derivada débil coinciden con las respectivas
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derivadas parciales como funcién de ambas variables!!, y dado que

1’2

o 2 )e 4t
(15.20) {a—@} \/H_O’

vemos que u(x,t) satisface la ecuacion diferencial

(15.21) {éi—éi}u@j)zo.

ot  0x2

Ademds, para t — 07 también satisface la condicién inicial,

x? x?

T s
15.22 I =i =9 =
(1522) i | ) | = dim | S | ta) = 6(e) < @) = (o)

(ver ecuacién (4.11)). o

En el caso general, dada la ecuacién diferencial a coeficientes constantes

ou 0
15.2 — =P =
(15.23) ot (ax>“’

donde u(x,t) es una distribucién en la variable = que depende ademés del pardmetro
t, el problema de Cauchy consiste en hallar una solucién que se reduzca a una dis-
tribucién dada p(z) para t — 0.

La solucién de esa ecuacién para la cual la condicién inicial es p(x) = 0(x),
G(z,1), es llamada soluciéon fundamental. Una vez conocida G(z,t), la solucién

del problema de Cauchy se expresa como
(15.24) u(z,t) = Gz, t) * p(z),

suponiendo que la convolucién en el miembro de la derecha esté bien definida. En

efecto, para t > 0 tenemos
0 )
{a—P(aﬁ}“%”—

_{%—P(gﬁ}G@ﬁ*M@—O*M@—O,

(15.25)

HEn efecto,

—z ale] —2

e 4t e 4t
15.19 0 , = 0 dz
(15.19) ( = so(x)) /. ( m) pla) da

puesto que esta integral converge uniformemente para t > 0.
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mientras que

(15.26) lim w(z,t) = lim G(z,t) % u(x) = o(x) * p(zr) = p(z).

t—0t t—0T

Ecuaciones hiperbdlicas: Una solucién fundamental de la ecuacion de las

ondas en una dimension,

Pu  0*u

15.27 — —— =0
( ) ot2  Ox? ’
esta dada por
1
(15.28) G(z,t) = 5 {0(z+1t)—0(x—1)} .
En efecto, es inmediato mostrar que'?
0’G  0°G
(15.31) 2 9

En cuanto a la condicién inicial, es evidente que

lim G(z,t) =0,

t—0t

(15.32)
lim G, ) = lim % (6(z+1) +(z — 1)} = 8(x).

t—0t
Llamemos G/(z,t) a la derivada débil de G(x,t) respecto de t,
. 1
(15.33) G(x,t) := 0,G(z,t) = 5 {6(x+t)+d(x—1)}.

Ella constituye una segunda solucién fundamental, que difiere de la primera en las
condiciones iniciales que satisface.

En efecto, también resulta inmediato verificar que
PG G
15.34 — - —=0
( ) ot Ox?
Por otra parte,
lim G(z,t) = lim 0G(z,t) = d(x),
t—0

t—0t

(15.35)
lim 0,G(z,t) = lim 9?G(z,t) = lim 9>G(z,t) =0,

t—0t t—0t t—0t

2La derivada débil de 0(z — t) respecto de t estd definida por

(15.29) 9 (0(x — 1), p(x)) = O /too p(a) de = —p(t) = = (0(z = 1), p(2)) ,
de modo que 0,0(z —t) = —0(z — t). Similarmente,
(15.30) O (0(x —1),0(x)) = Op(t) = @'(t) = (=0 (x — 1), () ,

de donde 9;6(x —t) = —¢'(x — t).
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Ya que
, 2 R T 2 _
por (15.32).

En esas condiciones, la solucién de (15.27) que satisface las condiciones iniciales

u(z,t =0) = up(x), Qu(x,t =0) = ui(x), estd dada por
(15.37) u(x,t) = Gz, t) *x uy () + Gz, 1) * up(z) .

En efecto, por las propiedades de la convolucién es evidente que
0? 0?
{ﬁ I i

0 A
={@—@}G(%@*UK@JF{@—@}G(%U*UO@)ZU

Por otra parte,

(15.38)

u(w,07) = 0% uy(x) + 6(x) * uo(w) = uo(x),
(15.39)
Opu(z,t) = 0(x) * up(x) + 0 *x up(z) = uy(z) .
Nétese que, siendo G(z,t) y G(z,t) de soporte compacto Yt > 0, la ecuacién

(15.37) tiene sentido ¥V ug, u; € K*.

Por otra parte, la solucion puede ser escrita como
1
u(z,t) = G(x,t) xuy(z) + > {6(x+t)+d(x —t)} xup(z) =
(15.40)
1
= G(x,t) xu(z) + 5 {up(x +t) + up(x — )},

en términos de la distribucién g trasladada. Si ademads u; es regular'®, obtenemos

la solucion de DAlembert,

T+t
(15.42) u(z,t) = % {uo(z +t) + ug(z — t)} + % /t u(y) dy .

Bpara u; regular tenemos
(G(z,t) * ur(z), o(x)) = (ur(y), (G(z, 1), 0(z +y))) =
(15.41)
= [Z uiy) (% fyyjtt o(z) d:v) dy = [7, (% [ i (y) dy) o(z)dr.
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Para el caso general de una ecuacién de orden m en ¢, si P(z,t) es un polinomio
en dos variables a coeficientes constantes y de orden m en ¢, el problema de Cauchy
consiste en hallar la solucién de la ecuacion diferencial

o 0
15.43 Pl—,— t)=0
(15.43) (257 ) et
que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,t =0) =up(x), u(z,t =0)=u(z), ...,
(15.44)

O tu(z,t = 0) = Up,_1 (7).

Se llama solucién fundamental a aquella distribucién Gg(x,t) que satisface la

ecuacion homogénea (15.43), y las condiciones iniciales

(15.45)  Go(x,t =0) =0, 0,Go(x,t =0)=0, ..., O 'Go(x,t =0) = ().
Noétese que
9 9\ . B g 9 B

dado que P tiene coeficientes constantes, y que ademas

OkGo(z,t =0) =0, 9,0°Gy(z,t=0)=0, ...,
O EGo(z,t = 0) = 6W) (),
(15.47) 0,Go(z,t=0)=0, 9,0,Go(x,t=0)=0, ...,
OM=20,Go(x,t = 0) = 6(x) ,

8{”_1&6*0(95,75) = Q (%, %) G0($, t) s
donde Q(z,t) es un polinomio de orden m — 1 en ¢, de modo que
(1548) 8{”_1&5G0(m,t = O) = Am—l (%) 5(1’) .

Se ve entonces que, tomando combinaciones lineales de 0,Gy(x,t), Go(x,t) y de
sus derivadas respecto de x, es posible construir una segunda soluciéon fundamental

G1(z,t) que satisfaga (15.43) y las condiciones iniciales
Gi(r,t=0)=0, 0,Gi(z,t =0)=0, ..., " *Gi(z,t =0) = §(z),
(15.49)
O G (z,t=0)=0.



46 H. Falomir

Este proceso puede continuarse para construir nuevas soluciones fundamentales
Gr(x,t), con k = 1,2,...,m — 1, con derivadas nulas en ¢ = 0 a excepcién de
OFGr(z,t = 0) = §(x), para finalmente expresar la solucién de (15.43) y (15.44)

CcOomo

(15.50) u(z,t) = Gpo1(x,t) *up(x) + Gro(x,t) *us () +- - -+ Go(z, ) ) U1 () .

16. DERIVACION E INTEGRACION DE ORDEN ARBITRARIO

Sea g(x) una funcién localmente integrable con soporte en la semirrecta z > 0.

La primitiva de orden n de g(z) que se anula en = = 0 estd dada por la férmula
de Cauchy,

(16.1) 9y (x) = (n _1 D)l /Ox 9(y) (x —y)" ' dy,

paran =1,2,..., como puede comprobarse facilmente integrando por partes.
El segundo miembro de esta igualdad también puede ser entendido como el
producto de convolucion de dos distribuciones regulares,
n—1

(16.2) 90 (2) = 9(2) * o = 9() % B,

dado que ambas funcionales tienen soporte contenido en R (ver ec. (14.5)).
Pero el miembro de la derecha de (16.2) tiene sentido, no sélo para distribuciones

regulares, sino para toda distribucién con soporte en R*. En particular, paran = 1

tenemos
(163 (@) = gla) * o5 = () » )
. = * = *
g\r) = glr (1) gz x),
lo que corresponde a una primitiva de g como distribucién, ya que
d
(16.4) 9y (@) = —— (6(z) * g(w)) = 0'(x) * g(x) = 6(w) * g(x) = g(x).

Nétese que Sop(g)) C R*. En efecto, si Sop(¢(z)) NRT = 0 entonces

x(@) = 0(y), ez +y)) = [ py)dy =0,V >0=
(16.5)
= (9(x),x(2)) = 0= (g)(x), p(x)) = 0.

Por lo tanto, gq) es la primitiva de g que tiene su soporte contenido en R*.

En la Seccién 7 hemos visto que la distribucién @y = 23 /T()), que es regu-

lar para R(A) > 0, existe por extensién analitica en todo el plano complejo del
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parametro A como una distribucién con soporte en R*. En efecto, dado que :cﬁ‘:l y

['()A) sélo presentan polos simples en A = —k, con k € N, de (7.16) y (7.9) tenemos

)\_
Res 27 1|A:7,f ~(=1)R®) () /k! _ sk

T ReTO_, (DM (@),

(16.6) lfim ®,
A——k

para k=0,—-1,-2,...

En consecuencia, la convolucion
(167) g ‘= gx* q))\

tiene sentido V g € K* con soporte contenido en RT, y se extiende analiticamente a
todo el plano A como una distribucién con soporte en esa semirecta'*. En particular,

para A = 0 tenemos

(16.8) Jgoy=9g*P=gx*d(z) =g,
mientras que para valores enteros negativos de A,

(16.9) Gy =g* P, = g0 (z) = g™
se reduce a la derivada n-ésima de ¢ (como distribucién).

Vemos entonces que una misma expresion, la convolucién en el miembro de la
derecha de la ec. (16.7), da las derivadas y primitivas de la distribucién g para
valores enteros de A. Pero esa convolucion tiene también sentido VA € C, por
lo que podemos llamar a g™ := g,y la derivada de orden (—\) de g (o,

equivalentemente, su primitiva de orden \).

Esta operacién de derivacién (o integracién) de orden complejo tiene algunas
propiedades de la derivaciéon usual. Por ejemplo, la derivada de orden —pu de la
derivada de orden —\ es la derivada de orden —(A + ). En efecto, consideremos

la convolucién

xj\:l x‘fl
YT\ T(p)

Para R(A\) > 0y R(u) > 0, se trata de la convolucién de distribuciones regulares

con soporte en R que, por (14.4) y (14.5), se reduce a la distribucién regular
oo, A—1

lp, efecto, si Sop(p(z)) NRY = 0, entonces x(z) := (Pr(y), o(z +y)) = / 3;\()\)
0

y)dy = 0,Vz > 0,YR(N\) > 0y, por extensién analitica, también VA € C. En consecuencia,
(g(x), X(x)) = 0, es decir, (g (2), p(x)) = 0.

oz +
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definida por la funcién

v (@) = [T

A—1

pn—1
LA

T(w) Y~

(16.11)
xk+u—1

== 1 — )Ml
= Frga J, -

para x > 0,y (®y*xP,)(x) = 0 para < 0. La integral en el miembro de la
derecha de (16.11) es la funcién de Euler

T ()

(16.12) B\, p) = /0 (1—2)M 2t tde = TOT )

En consecuencia, para R(\), ®(x) > 0 tenemos que

Ap—1

16.13 Oy 5P, = —F =D, .
( ) )\* )z P(}\+/,L) A

Pero, en virtud de la unicidad de la extensién analitica de ambos miembros (en A
y en u), esta igualdad vale VA, u € C.
Entonces,
(16.14) (g D\)x P, =g* (Pr*xP,) =g*xPry,, VA, peC.
En particular, si p = —A,
(16.15) (gxP\)*x D, =gxPy=g=*d(zx) =g,

de donde resulta que las operaciones de derivacion e integracién de orden arbitrario

son la inversa una de la otra.
Otras consecuencias:

(16.16) Dy =Dy, x6(x) =Dy P x0(x) = D_y x0(z) = 0N (z),

A—n—1 \ W)
(16.17) <ﬁ) — By kD =Dy =D, =0 ().
El problema de Abel: Consideremos una masa m que puede deslizarse sin roza-
miento, bajo la accién de la gravedad, sobre una curva en un plano vertical. Se
trata de estudiar el tiempo t(x) que le toma a esa particula alcanzar el nivel z = 0,
si parte desde el reposo a una altura z = x.

De la conservacion de la energia tenemos

(16.18) %mv(z)2 =mg(x —2) = |v(2)] = 29(z — 2).
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Entonces, la componente vertical de la velocidad a una altura z esta dada por

(16.19) % = —y/2g(zr — z) sinf(z),

donde 0(z) es el dangulo que forma la tangente a la curva en ese punto con una
recta horizontal.
Si la forma de la curva fuese conocida, digamos y = y(z), tendriamos que

cot0(z) = dy/dz, y la solucion estaria dada por

* dz
16.20 t(r) = / .
( ) (@) 0 V2¢9(x —z) sinf(z)
En cambio, la pregunta que se pretende responder aqui es cual es la curva y(z)
que hace que el tiempo de caida, t(z), sea una funcién dada de la altura x desde la
cual es soltada la particula. Para ello basta con determinar de (16.20) la funcién

©(z) = 1/sinf(z), por lo que el problema se reduce a resolver la ecuacién integral

de Abel

T__el) dz =t(x).

0o V29(r —2)

Notese que se trata de una ecuacion integral de primera especie, del tipo de

(16.21)

Volterra, cuyo nicleo no es de cuadrado sumable.

Maés generalmente, se llama ecuacion de Abel generalizada a
(r—2)®
16.22 —_ dz =
(16.22) | Ty el = fa).
donde 0 < o < 1, p(2) es la incognita y f(x) es una funcién dada. En particular,
para « > 1/2 el nicleo de ese operador integral de Volterra no es de cuadrado
integrable.

Ahora bien, esta ecuacién también puede interpretarse como

(16.23) T )*90=<I>1_a*90=f,

'l -«
que tiene sentido Vo € C, y V f € K* de soporte contenido en R*. Su solucién en

el espacio de distribuciones esta dada simplemente por

(16.24) =Dy 1% (P1_ox0) =Dy 1% [ =PuxD 1 xf =, f.

Supongamos ahora que f sea una distribucion regular definida por una funcién
f(z) diferenciable para z # 0 y nula para x < 0. Entonces, su derivada como
distribucién es

(16.25) f(z) = ()

o T fO07)d(@),
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y la solucién de (16.23) se reduce a

d,
(16.26) o) = @o() « LD 4 107 @),
En particular, para o > 0 (lo que hace a ®,, regular) se tiene
o1 T (x _ Z)a—l df(z)
16.27 = f(07) =— d
(16.27) o) = 100 fr + | o G e
para x > 0.
Volviendo al problema original (donde o = 1/2), si tomamos, por ejemplo,
f(z) = T\/2g/7 constante, entonces % = 0 y obtenemos
1 T/ 2g
16.28 = =
( ) #(r) sinf(x)  mw/z '
lo que conduce a una cicloide (is6crona) para la trayectoria de la particula. o

17. DESCOMPOSICION EN DISTRIBUCIONES PROPIAS

Los operadores (esencialmente autoadjuntos) que representan a los observables
de la Mecédnica Cudntica posicién e impulso no tienen autovectores en La(R) .

En efecto,
(x—=Np(z) =0=p(r) =0 a. e. = p(x) = 0(x) € La(R),
(17.1) p
(—i@ — )\) p(z) = 0= ¢p(z) ~ ™ ¢ Ly(R).
No obstante, esos problemas de autovalores si tienen solucion en S*, porque
(17.2) (x=XN)o(x—A)=0,YAXeER,

mientras que e** € §* ,V\ € R.
Veremos en qué sentido estas distribuciones propias conforman sistemas ortogo-

nales y completos.

Primero senalemos que, identificando las funcionales regulares con las funciones

que les dan origen, podemos escribir
(17.3) S CLy(R)C S

Consideremos ahora un operador lineal A : § — S, simétrico y continuo respecto

de la convergencia en ese espacio. Entonces

((Pl, A@Z)Lz(R) = (Agpla SDQ)Lz(R) ) v@l(x)a @2(37) € 87
(17.4)
lim Ap,(z) = Ap(xz) en S, Vo,(z) — p(x) en S.

n—o0
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Su adjunto en La(R), Af, estd definido en un dominio D(A') D S, y su grafica
contiene a la de toda extension simétrica de A en el espacio de Hilbert.

Por otra parte, para toda funcional f € §*, la expresion

(17.5) (9,0)s = (f, Ap)s

define una distribucion sobre S. En efecto, la linealidad de g es evidente a partir
de la linealidad de A y de f. En cuanto a la continuidad, tomemos una secuencia

convergente ¢, (x) — p(z) € S. Entonces

(176)  lim (g, 0n)s = Jim (/. Ap)s = (f. lim Ap,) = (/,A9)s = (9.9)s

n—oo

dada la continuidad de f y de A.
En esas condiciones, podemos decir que el adjunto de A en §*, que también

denotaremos por Af, estd definido sobre todo ese espacio de modo que
(17.7) Alf=g.

Asi definido, A" es evidentemente lineal y continuo respecto de la convergencia
débil. En efecto, si f,, — f en 8*, Vy(x) € S tenemos

(17.8) lim (A'f,0)g = lm (fu, Ap)s = (f, Ag)s = (ATf. ) -

n—oo

En particular, Vi(z) € S C §* y Vp(z) € S, y teniendo en cuenta que A es

simétrico y que Ay (x) € S, tenemos

(17.9) (A, 0) s = (¥, Ap)s = (¥, AD) L, @) = (A, @)@ = (AY, 0)s

y, en consecuencia, Ay)(z) = A (z). En ese sentido, AT constituye una extensién
de A a todo S*.

Una distribucién'® y es una funcional propia de AT correspondiente al autovalor
A si

(17.10) ATy = Axa .
Se puede demostrar el siguiente teorema (ver I. M. Guelfand y G. E. Chilov, Les
distributions, Vol. I - IV).

15Recordemos que toda distribucién sobre S es la derivada de cierto orden (finito) de una
distribucién regular definida por una funcién continua en la recta, cuyo crecimiento es a lo sumo

polinomial.



52 H. Falomir

Teorema 17.1. Si el operador lineal A : S — S es simétrico y continuo, y admite
una extension autoadjunta en Lg(R), entonces la extension de A a S*, AT, admite
en ese espacio un sistema ortogonal y completo de distribuciones propias (en

un sentido que se aclara a continuacidn), correspondientes a autovalores reales.

En ese enunciado, completo significa que toda funcional regular 1 definida por
una funcién ¢ (z) € S (denso en Ly(R)) es el limite de un desarrollo débilmente

convergente de la forma

(17.11) = (o t)sxa-

A

Esto significa que V p(z) € S se tiene

(17.12) (©,9)s = (Vs @)@ = D, (i ¥)s (X ©)s
A
En particular, para ¢ (z) = ¢(zx),

(17.13) (e @)s = lell® =D 1(xr)s

Esta ecuacién es una generalizacién de la igualdad de Parseval (que, a su vez,

generaliza el teorema de Pitdgoras), lo que justifica el término ortogonal.

Estos resultados se extienden a todo el espacio de Hilbert Ly(R) = S en el
siguiente sentido: si f(x) es una funcién de cuadrado sumable en la recta, entonces

la distribucion regular que ella define es el limite débil de un desarrollo de la forma
(17.14) F=> M,
A

donde los coeficientes de ese desarrollo satisfacen

(17.15) 112 =3 |Fof

Ejemplos: El operador impulso, definido como P = —i% sobre D(P) = S, es
simétrico y continuo sobre S, y admite una (tinica) extension autoadjunta en La(R)
(ver las Notas sobre operadores no acotados).

Su extensién a S* estd dada por P'f = —if’, para toda f € S*. En efecto,

V¢ € S tenemos

(1716) (PTfa 90)5 = (fa _2.90/)5 = (_ifla 90)8

Las funcionales propias de P' son distribuciones regulares que estan dadas por
AT

V2r

las funciones x, = para todo A € R.
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Segun el teorema anterior, para ¢(z) € S se tiene

0o ez/\x
(17.17) go(ac):/_ 20 =

en el sentido de la convergencia débil, donde

ez)\x oo e—z’)\x
(17.18) P(A) = (E,w($)> = A p(z) dx.

En efecto, en este caso () no es otra cosa que la transformada de Fourier de
e(x) € § C Li(R) y la integral en (17.17) converge uniformemente en A (ver el
Lema de Riemann - Lebesgue en las Notas sobre la Transformacion de Fourier en
L;(R)).

La ortogonalidad se reduce en este caso a

(17.19) ol = / BV dr= || 32,

que es la igualdad de Parseval.

Por otra parte, dada f(z) € Ly(R), la funcional regular que ella define es el

limite débil de una integral de la forma

N _ T
(17.20) (@) = lim /_Nf()\) =

N—o0

donde f(A) € Lo(R) y satisface || f(A) |la=]1 f(x) ||2. En efecto, f(A) es aqui la
transformada de Fourier de f(x) (en el sentido de Ly(R)) y la convergencia en
media del lado derecho de (17.20) (ver el Teorema de Plancherel en las Notas

sobre la Transformacion de Fourier en Ly(R)) garantiza su convergencia débil.

Similarmente, con las distribuciones propias del operador posicion podemos es-
cribir para toda f(z) € Ly(R),

(17.21) @) = /_oo FON 6z — M) dA

en el sentido de convergencia débil de la integral. En efecto, V¢ € § tenemos

(17.22)
/_ FOV* (6(x — A), p(x)) d = / FO () dA = (£, @), = (£ 0)s -
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