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FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS - UNLP

Actualizado el 19 de noviembre de 2005.



2
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NOTAS SOBRE ESPACIOS EUCLÍDEOS

1. Espacios eucĺıdeos

Un espacio lineal E (sobre el cuerpo de los complejos o los reales) se dice eu-

cĺıdeo si tiene definida una regla que a todo par de vectores de E le asigna un

número complejo (real en el segundo caso), llamado producto escalar, que sa-

tisface los siguientes axiomas: ∀x, y, z ∈ E y ∀α, β ∈ C (o R), el producto escalar

es

lineal respecto del segundo argumento,

(1.1) (z, α x + β y) = α(z, x) + β(z, y) ,

Hermı́tico (simétrico en un espacio real),

(1.2) (y, x) = (x, y)∗

(donde A∗ indica el complejo conjugado de A),

positivo definido,

(1.3) (x, x) ≥ 0, y (x, x) = 0 ⇔ x = 0 ,

donde 0 ∈ E es el vector nulo de ese espacio.

Nótese que los primeros dos axiomas implican que el producto escalar en un

espacio complejo es antilineal respecto de su primer argumento,

(1.4) (α x + β y, z) = (z, α x + β y)∗ = α∗(x, z) + β∗(y, z) ,

mientras que en un espacio real es bilineal.

Toda forma cuadrática definida sobre un espacio vectorial E, que sea lineal,

Hermı́tica y positiva definida puede ser tomada como producto escalar, para aśı dar-

le a E la estructura de un espacio eucĺıdeo.

Ejemplos:

• Para x, y ∈ Rn, se define

(1.5) (x, y) :=
n∑

i=1

xi yi ,
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y para x, y ∈ Cn,

(1.6) (x, y) :=
n∑

i=1

x∗i yi .

En ambos casos se verifican los anteriores axiomas.

• Se denomina C(a, b) al conjunto de las funciones continuas x(t) definidas en

el intervalo −∞ < a ≤ t ≤ b < ∞. Este conjunto se estructura como un espacio

vectorial respecto de las operaciones usuales de suma de funciones y de producto de

funciones por números, cuyo elemento neutro 0(t) es la función idénticamente nula.

Puede definirse en C(a, b) el siguiente producto escalar: para x(t), y(t) ∈ C(a, b),

(1.7) (x, y) :=

∫ b

a

x(t)∗ y(t) dt ,

que satisface todos los axiomas necesarios. En particular,

(1.8) (x, x) :=

∫ b

a

|x(t)|2 dt ≥ 0 ,

y si (x, x) = 0, entonces

(1.9) 0 =

∫ b

a

|x(t)|2 dt ≥
∫ b1

a1

|x(t)|2 dt ≥ 0 ,

para todo a ≤ a1 ≤ b1 ≤ b. En consecuencia, x(t) ≡ 0. En efecto, como x(t) es

continua, si fuese distinta de cero en un punto también lo seŕıa en todo un entorno

de dicho punto, en contradicción con (1.9).

Estructurado con ese producto escalar, el espacio eucĺıdeo de las funciones con-

tinuas en el intervalo [a, b] se denota por C2(a, b). ¦

Los dos primeros axiomas implican que, dadas dos combinaciones lineales de

vectores, x = α1 x1+· · ·+αk xk, y = β1 y1+· · ·+βl yl, donde x1, . . . , xk, y1, . . . , yl ∈
E, y α1, . . . , αk, β1, . . . , βl ∈ C, tenemos

(1.10) (x, y) =
k∑

i=1

l∑
j=1

α∗i βj (xi, yj) .

Además, el producto escalar por el vector nulo es siempre cero,

(1.11) (x, y) = (x + 0, y) = (x, y) + (0, y) ⇒ (0, y) = 0 , ∀ y ∈ E .

Definición 1.1. El axioma de positividad permite definir una norma o longitud

para cada vector de un espacio eucĺıdeo:

(1.12) ‖ x ‖:= +
√

(x, x) ≥ 0 .
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En particular, ‖ x ‖= 0 ⇔ x = 0.

Por otra parte, si λ ∈ C,

(1.13) ‖ λx ‖=
√
|λ|2(x, x) = |λ| ‖ x ‖ .

Esto permite normalizar todo vector de longitud no nula. En efecto, si x 6= 0

entonces ‖ x ‖> 0. Sea λ ∈ C tal que |λ| = ‖ x ‖−1, y sea y = λx. Entonces,

(1.14) ‖ y ‖= |λ| ‖ x ‖= 1 .

Ejemplos:

• Para x =




ξ1

ξ2

...

ξn



∈ Rn,

(1.15) ‖ x ‖=
√

ξ2
1 + ξ2

2 + · · ·+ ξ2
n .

• Para x(t) ∈ C2(a, b)

(1.16) ‖ x ‖=
{∫ b

a

|x(t)|2 dt

} 1
2

.

¦

Definición 1.2. Un subconjunto F ⊂ E se dice acotado si la longitud de todos

los vectores x ∈ F está acotada por una misma constante, ‖ x ‖≤ K.

Ejemplo:

• La esfera de radio 1 en E, que contiene a todos los vectores de longitud ‖ x ‖≤ 1,

es un conjunto acotado. ¦

Consideremos dos vectores no nulos x, y ∈ E para los cuales (x, y) = eiθ |(x, y)|,
y sea λ ∈ R. Entonces, el cuadrado de la norma de la combinación lineal λ eiθ x−y,

(1.17)

P (λ) := ‖ λ eiθ x− y ‖2=
(
λ eiθ x− y, λ eiθ x− y

)
=

λ2(x, x)− λ e−iθ(x, y)− λ eiθ(y, x) + (y, y) =

= λ2 ‖ x ‖2 −2λ |(x, y)|+ ‖ x ‖2≥ 0 ,
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es un polinomio cuadrático en λ que no toma valores negativos. En consecuencia,

P (λ) no puede tener dos ráıces reales distintas, lo que requiere que el discriminante

de la ecuación P (λ) = 0 sea no positivo,
(− 2 |(x, y)| )2 − 4 ‖ x ‖2 ‖ y ‖2≤ 0 .

De aqúı se deduce la siguiente

Propiedad 1.3.

(1.18)
∣∣(x, y)

∣∣ ≤‖ x ‖ ‖ y ‖ .

Esta es la desigualdad de Cauchy - Schwarz, que vale para todo par de

vectores de un espacio eucĺıdeo.

Ejemplos:

• Para x =




ξ1

ξ2

...

ξn




, y =




η1

η2

...

ηn



∈ Cn, la desigualdad de Cauchy - Schwarz se

reduce a

(1.19)
∣∣(x, y)

∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

ξ∗k ηk

∣∣∣∣∣ ≤
{

n∑

k=1

|ξk|2
} 1

2
{

n∑

k=1

|ηk|2
} 1

2

.

• Para x(t), y(t) ∈ C2(a, b) tenemos

(1.20)
∣∣(x, y)

∣∣ =

∣∣∣∣
∫ b

a

x(t)∗ y(t) dt

∣∣∣∣ ≤
{∫ b

a

|x(t)|2 dt

} 1
2
{∫ b

a

|y(t)|2 dt

} 1
2

.

¦
Supongamos que para un dado par de vectores x, y ∈ E la desigualdad (1.18) se

reduce a una igualdad, es decir,
∣∣(x, y)

∣∣ =‖ x ‖ ‖ y ‖. En ese caso el discriminante

de la ecuación P (λ) = 0 es cero, y P (λ) tiene una ráız real doble: ∃λ0 ∈ R tal que

(1.21) P (λ0) =‖ λ0 eiθ x− y ‖2= 0 ⇒ y =
(
λ0 eiθ

)
x .

Dos vectores no nulos proporcionales entre śı se dicen colineales.

En un espacio eucĺıdeo real, la desigualdad de Cauchy - Schwarz permite definir

el ángulo entre dos vectores mediante la relación

(1.22) cos x̂ y :=
(x, y)

‖ x ‖ ‖ y ‖ .

Dos vectores x, y ∈ E se dicen ortogonales si (x, y) = 0, lo que se denota por

x ⊥ y. En particular, el vector nulo es ortogonal a todo vector de E.
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En un espacio eucĺıdeo real, el ángulo entre dos vectores no nulos ortogonales

entre śı es π/2 (cos x̂ y = 0).

Ejemplos:

• En Rn, los vectores e1 =




1

0

0
...

0




y e2 =




0

1

0
...

0




son ortogonales entre śı.

• En C2(a, b),

(1.23) x(t) ⊥ y(t) ⇒
∫ b

a

x(t)∗ y(t) dt = 0 .

¦

El sistema trigonométrico,

(1.24)
{

cos(k t), k = 0, 1, . . . ; sin(l t), l = 1, 2, . . .
} ⊂ C2(−π, π) ,

es un conjunto infinito de vectores ortogonales entre śı (demostrarlo!).

Lema 1.4. Si los vectores no nulos {x1, x2, . . . , xk} son ortogonales entre śı, en-

tonces son linealmente independientes.

En efecto, supongamos que, por el contrario, son linealmente dependientes. En-

tonces existen k números Ci, no todos nulos, tales que C1 x1+C2 x2+· · ·+Ck xk = 0.

Supongamos, por ejemplo, que C1 6= 0, y tomemos el producto escalar de esa com-

binación lineal nula con el vector x1. Como xi ⊥ xj para i 6= j, tenemos que

(1.25) 0 = (x1,0) = C1(x1, x1) = C1 ‖ x1 ‖2 ⇒ x1 = 0 ,

en contradicción con la hipótesis. En consecuencia, Ci = 0, ∀ i = 1, . . . , k, y los

vectores son linealmente independientes. ¤

Del Lema 1.4 se desprende que si una suma de vectores ortogonales entre śı es

el vector nulo, entonces cada sumando es 0.

Se define la dimensión de un espacio eucĺıdeo E como el máximo número de

vectores linealmente independientes que es posible seleccionar en E. Por ejemplo,

la dimensión de Cn es n.

La existencia del sistema trigonométrico, ec. (1.24), muestra que los espacios de

funciones C2(a, b) no tienen dimensión finita.
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Lema 1.5. Si los vectores {x1, x2, . . . , xk} son ortogonales a y ∈ E, entonces toda

combinación lineal de ellos es también ortogonal a y,

(1.26)

(
y,

k∑
i=1

Ci xi

)
=

k∑
i=1

Ci (y, xi) = 0 .

¤

El conjunto de todas las combinaciones lineales de {x1, x2, . . . , xk} constituye un

subespacio lineal F ⊂ E. Se dice que el vector y es ortogonal a dicho subespacio,

lo que se denota por y ⊥ F.

En general, se dice que x es ortogonal a un subconjunto G ∈ E si x es ortogonal

a todo vector de dicho subconjunto,

(1.27) x ⊥ G ⇔ x ⊥ y, ∀ y ∈ G .

Definición 1.6. Del Lema 1.5 resulta que el conjunto de todos los vectores orto-

gonales a un subconjunto G ⊂ E forman un subespacio F ⊂ E. Si G es él mismo

un subespacio de E, se dice que F es su complemento ortogonal.

Los espacios eucĺıdeos comparten ciertas propiedades métricas conocidas de

la geometŕıa en el plano y el espacio, como lo muestran los siguientes teoremas.

Teorema 1.7. (de Pitágoras) Si x, y ∈ E son ortogonales entre śı, x ⊥ y, entonces

(1.28) ‖ x + y ‖2 = (x + y, x + y) = ‖ x ‖2 + ‖ y ‖2

(en un triángulo rectángulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a

la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos). ¤
Su generalización: Si los vectores {x1, x2, . . . , xk} son ortogonales entre śı, xi ⊥

xj para i 6= j, entonces

(1.29) ‖ x1 + · · ·+ xk ‖2 = ‖ x1 ‖2 + · · ·+ ‖ xk ‖2 .

Teorema 1.8. (desigualdades triangulares) Dados x, y ∈ E, se tiene que

(1.30)
∣∣∣ ‖ x ‖ − ‖ y ‖

∣∣∣ ≤ ‖ x + y ‖ ≤ ‖ x ‖ + ‖ y ‖
(la longitud de un lado de un triángulo no supera a la suma de las longitudes de

los otros dos lados, ni es menor que su diferencia en valor absoluto).

En efecto, consideremos el producto escalar

(1.31) ‖ x + y ‖2 = (x + y, x + y) = ‖ x ‖2 + 2<(x, y) + ‖ y ‖2 .
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La desigualdad de Cauchy - Schwarz permite escribir

(1.32)

| <(x, y)| ≤ |(x, y)| ≤ ‖ x ‖ ‖ y ‖ ⇒

(
‖ x ‖ − ‖ y ‖

)2

≤ ‖ x + y ‖2 ≤
(
‖ x ‖ + ‖ y ‖

)2

,

de donde resulta (1.30). ¤

Por otra parte, es sabido que en un espacio eucĺıdeo En de dimensión finita n

siempre es posible seleccionar un sistema completo de n vectores ortonormales,

(1.33) {e1, e2, . . . , en} | (ei, ej) = δij ,

respecto del cual todo vector x ∈ En puede ser representado como una combinación

lineal de la forma

(1.34) x = ξ1 e1 + · · ·+ ξn en ,

donde los ξi son llamados coeficientes de Fourier de x relativos a la base con-

siderada. Ellos están dados por

(1.35) ξi = (ei, x), i = 1, . . . , n.

Similarmente, dado y ∈ En, y = η1 e1 + · · · + ηn en, tenemos para el producto

escalar

(1.36) (x, y) =
n∑

i,j=1

ξ∗i ηj(ei, ej) =
n∑

i=1

ξ∗i ηi ,

y para la norma

(1.37) ‖ x ‖ =
√
|ξ1|2 + · · ·+ |ξn|2 .

Nótese que en estos resultados nada nos permite distinguir entre el espacio

En considerado y el espacio Cn, en el cual hubiéramos seleccionado los vectores

x̄ =




ξ1

ξ2

...

ξn




e ȳ =




η1

η2

...

ηn




. En efecto,

(1.38) (x̄, ȳ)Cn =
n∑

i=1

ξ∗i ηi , ‖ x̄ ‖Cn=
√
|ξ1|2 + · · ·+ |ξn|2 .
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Definición 1.9. Dos espacios eucĺıdeos, E y E′, se dicen isomorfos si es posible

establecer entre sus elementos una correspondencia biuńıvoca que preserve las

operaciones lineales y los productos escalares:

(1.39)

∀x, y ∈ E ∃x′, y′ ∈ E′ tal que si x ↔ x′, y ↔ y′ ⇒

⇒





α x + β y ↔ α x′ + β y′ , ∀α, β ∈ C (o R) ,

(x, y)E = (x′, y′)E′ .

Evidentemente, el isomorfismo de espacios eucĺıdeos establece una relación de

equivalencia.

Ejemplos:

• Dos espacios eucĺıdeos reales, de dimensión finita n, cualesquiera son isomorfos

entre śı (y, por lo tanto, isomorfos a Rn). Para mostrarlo basta con establecer una

correspondencia uno a uno entre los n vectores de dos de sus respectivas bases

ortonormales.

• Similarmente, todo espacio eucĺıdeo complejo de dimensión n es isomorfo a Cn.

¦

2. Formas lineales sobre espacios eucĺıdeos

Una función escalar (a valores numéricos) definida sobre un espacio eucĺıdeo E,

f : E → C (o R), es llamada forma o funcional lineal si satisface

(2.1) f(α x + β y) = α f(x) + β f(y), ∀ x, y ∈ E, ∀α, β ∈ C (o R) .

Evidentemente, para una forma lineal tenemos que f(0) = 0, y

(2.2) f

(
k∑

i=1

αk xk

)
=

k∑
i=1

αk f(xk) .

Ejemplos:

• En un espacio n-dimensional En, generado por la base {e1, . . . , en}, y para x =

ξ1 x1 + · · ·+ ξn en, tenemos

(2.3) f(x) =
n∑

i=1

ξi f(ei) =
n∑

i=1

c∗i ξi , con ci = f(ei)
∗ .

Por lo tanto, una funcional lineal en un espacio de dimensión finita queda deter-

minada por los valores que ella toma sobre los vectores de un sistema completo.
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Además, del isomorfismo entre En y el espacio de las n-uplas de números comple-

jos, resulta que f está representada en este último espacio por el producto escalar

por un vector fijo, c̄ :=




c1

...

cn


.

• El producto escalar por un vector fijo de un espacio eucĺıdeo arbitrario define

una funcional lineal sobre ese espacio. En efecto, si z ∈ E,

(2.4) f(x) := (z, x), ∀x ∈ E

define una forma lineal como consecuencia de la linealidad del producto escalar.

• En particular, si z(t) es una función continua en el intervalo [a, b], entonces

(2.5) f(x) :=

∫ b

a

z(t)∗ x(t) dt

define una funcional lineal sobre C2(a, b).

• Pero no toda funcional lineal en un espacio de dimensión infinita puede ser

representada en la forma de un producto escalar por un vector fijo del espacio. En

efecto, consideremos nuevamente el espacio C2(a, b), y sea t0 ∈ [a, b]. El valor que

x(t) ∈ C2(a, b) toma en el punto t0 define una forma lineal,

(2.6) f(x) := x(t0) .

Téngase en cuenta que no existe ninguna función continua δ(t, t0) tal que

(2.7)

∫ b

a

δ(t, t0) x(t) dt = x(t0), ∀x(t) ∈ C2(a, b) .

¦

Definición 2.1. Una funcional f(x) se dice acotada si existe es una constante

0 ≤ K < ∞ tal que

(2.8) |f(x)| ≤ K ‖ x ‖ , ∀x ∈ E .

3. Operadores lineales sobre espacios eucĺıdeos

Un operador sobre un espacio eucĺıdeo E es una función a valores vectoriales

definida sobre E, A : E → E.

Un operador A se dice lineal si

(3.1) A (α x + β y) = α A x + β A y, ∀ x, y ∈ E, ∀α, β ∈ C (o R) .
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Para un operador lineal se cumple que A0 = 0, y

(3.2) A

k∑
i=1

αk xk =
k∑

i=1

αk Axk .

Ejemplos:

• El operador nulo, Ox = 0, ∀ x ∈ E, es un operador lineal.

• El operador identidad, Ix = x, ∀x ∈ E, es un operador lineal.

• Consideremos un subespacio de dimensión finita n de un espacio eucĺıdeo arbi-

trario, En ⊂ E, y sea {e1, . . . , en} un sistema ortonormal y completo en En. Se

define el operador de proyección sobre el subespacio En por la relación

(3.3) P x =
n∑

i=1

ei (ei, x) .

Se trata de un operador lineal idempotente: P (P x) = P x , ∀x ∈ E. En efecto,

como P ei = ei, tenemos

(3.4) P (P x) = P

n∑
i=1

ei (ei, x) =
n∑

i=1

(ei, x) P ei = P x, ∀x ∈ E .

El proyector sobre el complemento ortogonal de En está dado por P̄ = I − P .

En efecto, ∀x ∈ E y ∀ i = 1, . . . , n,

(3.5)
(
ei, (I− P )x

)
= (ei, x)−

n∑
j=1

(ei, ej) (ej, x) = 0 .

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.1. dado un subespacio de dimensión finita de un espacio eucĺıdeo, todo

vector puede ser representado como la suma de dos vectores ortogonales entre śı,

(3.6) x = u + v, donde u = P x ∈ En, y v = (I− P )x ⊥ En .

• En un espacio de dimensión finita En generado por el sistema ortonormal y

completo {e1, . . . , en}, un operador lineal tal que

(3.7) Aek = λk ek, k = 1, . . . , n ,

con λk números dados, se dice diagonal. Esos números, llamados autovalores de

A, definen completamente su acción sobre un vector arbitrario:

(3.8) Ax = A(ξ1 e1 + · · ·+ ξn en) = λ1 ξ1 e1 + · · ·+ λn ξn en .
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• La multiplicación de elementos de C2(a, b) por una función continua fija ϕ(t)

define un operador lineal,

(3.9) ∀x(t) ∈ C2(a, b), A x(t) := ϕ(t) x(t) ∈ C2(a, b) .

• El operador integral de Fredholm, A : C2(a, b) → C2(a, b), está definido por

(3.10) y(t) = Ax(t) :=

∫ b

a

K(t, s) x(s) ds, ∀ x(t) ∈ C2(a, b) ,

donde el núcleo del operador, K(t, s), es una función continua de sus dos variables.

• Los operadores de los dos ejemplos anteriores están definidos sobre todo el es-

pacio C2(a, b). Pero eventualmente es necesario considerar operadores definidos

únicamente sobre ciertos subespacios de C2(a, b). Un ejemplo es el operador dife-

rencial

(3.11) D x(t) := x′(t) ,

definido sólo sobre el conjunto de aquellas funciones de C2(a, b) que tienen una

derivada primera continua, x′(t) ∈ C2(a, b). ¦

Definición 3.2. El núcleo (kernel) o subespacio nulo de un operador lineal A,

Ker (A), es el conjunto de vectores x ∈ E que son aplicados en el vector nulo por

la acción de A,

(3.12) Ax = 0 , ∀x ∈ Ker (A) ⊂ E

(mostrar que se trata de un subespacio).

Definición 3.3. El rango o imagen de un operador lineal A, Rank (A), es el

conjunto de vectores y ∈ E que son la imagen por A de algún vector de x ∈ E,

(3.13) ∀ y ∈ Rank (A) ⊂ E , ∃x ∈ E | y = Ax .

Un operador lineal definido sobre un espacio eucĺıdeo de dimensión finita queda

determinado completamente por los valores que toma sobre una base ortonormal

de ese espacio. En efecto, consideremos un espacio de dimensión n, En, generado

por un sistema ortonormal completo {e1, . . . , en}. El operador A aplica los vectores

de la base en una combinación lineal de esos mismos vectores,

(3.14) Aei =
n∑

j=1

ej Aj i , i = 1, . . . , n ,
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mientras que para un vector arbitrario x = ξ1 e1 + · · ·+ ξn en tenemos

(3.15) Ax =
n∑

i=1

ξi Aei =
n∑

j=1

ej

n∑
i=1

Aj i ξi .

El vector imagen y = Ax = η1 e1 + · · · + ηn en tiene por coeficientes de Fourier

a ηj =
∑n

i=1Aj i ξi, o bien, en notación matricial,

(3.16)




η1

...

ηn


 =



A1 1 . . . A1 n

...
...

An 1 . . . An n







ξ1

...

ξn


 .

En consecuencia, haciendo uso del isomorfismo que existe entre el espacio com-

plejo (real) En y el espacio Cn (Rn), vemos que todo operador lineal A puede

ser representado por una matriz A de n × n (operador lineal sobre el espacio de

la n-uplas), cuyos elementos de matriz (relativos a la base considerada) están

dados por Ai j = (ei, A ej).

Inversamente, dada una base ortonormal en En, toda matriz de n× n define un

operador lineal sobre dicho espacio mediante la relación (3.15). En consecuencia,

existe una correspondencia biuńıvoca entre operadores lineales sobre En y matrices

de n× n (operadores lineales sobre el espacio de la n-uplas).

Dos operadores lineales A y B definidos sobre un espacio eucĺıdeo E son iguales

si Ax = B x , ∀x ∈ E.

Al igual que con las matrices, es posible definir operaciones de suma y multipli-

cación por números de operadores lineales sobre un espacio eucĺıdeo.

En efecto, sean A,B, C operadores lineales sobre E, y λ, λ1, λ2 números; las

siguientes operaciones definen nuevos operadores lineales sobre E:

la suma o adición de dos operadores lineales, C = A+B, es un operador

lineal definido por

(3.17) C x := Ax + B x , ∀x ∈ E ;

la multiplicación o producto de un operador lineal A por un número λ

es un operador lineal definido por

(3.18) (λA)x := λ(Ax) , ∀ x ∈ E ;

(mostrar en ambos casos que el operador resultante es lineal).

Si O es el operador nulo, y −A = (−1)A, como consecuencia de las operaciones

lineales definidas sobre vectores se verifica de inmediato que
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A + B = B + A ,

(A + B) + C = A + (B + C) ,

A + O = A ,

A + (−A) = O ,

1 A = A ,

λ1(λ2 A) = (λ1 λ2)A ,

(λ1 + λ2)A = λ1 A + λ2 A ,

λ(A + B) = λA + λB .

Esto muestra que el conjunto de todos los operadores lineales definidos sobre un

espacio eucĺıdeo E forman ellos mismos un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo

que E.

También es posible introducir un producto o composición de operadores li-

neales, que corresponde al producto usual de matrices. Si A,B son operadores

lineales sobre E, la composición C = AB es el operador lineal definido por

(3.19) C x = (AB)x := A(B x) , ∀x ∈ E .

En efecto, el producto AB aśı definido es lineal:

(3.20) (AB)(α x + β y) = A (α B x + β B y) = α(AB) x + β(AB) y .

Con esta definición también se verifica que

A(B C) = (A B)C ,

A(B + C) = AB + AC ,

(A + B)C = AC + B C ,

λ(AB) = (λA)B = A(λB) ,

pero en general

AB 6= B A .

Esto es, la composición de operadores es asociativa, distributiva y no conmutativa

(al igual que el producto de matrices cuadradas).

La asociatividad del producto permite definir potencias positivas de un operador

lineal,

(3.21) A1 := A , A2 := AA , . . . , An+1 := AAn , etc.

También se define A0 := I . De esto resulta que An Am = An+m, ∀n,m ∈ N.
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Definición 3.4. Un operador B que satisface B A = I se dice inverso a izquier-

da de A. Similarmente, si C satisface AC = I se dice inverso a derecha de

A.

Estos inversos en general no existen (similarmente a lo que ocurre en el caso de

las matrices cuadradas). Una condición necesaria para la existencia del inverso a

izquierda es que si Ax0 = 0 ⇒ x0 = 0. En efecto, B(Ax0) = B 0 = 0 = (B A)x0 =

Ix0 = x0 .

En el caso de espacios de dimensión finita, el problema de hallar el operador

inverso a izquierda de A se reduce al de invertir la matriz A asociada al ope-

rador, relativa a una base ortonormal del espacio eucĺıdeo. Eso requiere que el

determinante detA 6= 0, en cuyo caso el inverso a derecha coincide con el inverso

a izquierda, y ambos se denotan por A−1, operador correspondiente a la matriz

inversa A−1.

En el caso de espacios eucĺıdeos de dimensión infinita, el problema del inverso es

más delicado. En particular, la existencia de un inverso a izquierda no implica la

existencia de un inverso a derecha. De la misma manera, un inverso a izquierda no

necesariamente tiene a su vez un inverso a izquierda. Esto se ilustra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo:

• Consideremos el espacio lineal formado por el conjunto de los polinomios en t a

coeficientes reales, en el intervalo [−a, a],

(3.22) P2(−a, a) = {P (t) = a0 + a1 t + a2 t2 + · · ·+ an tn , n ∈ N , ak ∈ R} .

Como subespacio del espacio de las funciones continuas C2(−a, a), se trata de

un espacio eucĺıdeo, que tiene dimensión infinita como consecuencia de que las

potencias de t, {tn , n = 0, 1, 2, . . . } forman un conjunto linealmente independiente.

En este espacio, el operador integral A : P2(−a, a) → P2(−a, a) definido por

(3.23) AP (t) :=

∫ t

0

P (s) ds = a0 t + a1
t2

2
+ · · ·+ an

tn+1

n + 1
,

tiene por inversa a izquierda al operador diferencial D : P2(−a, a) → P2(−a, a)

definido por

(3.24) D P (t) := P ′(t) .

En efecto,

(3.25) D A P (t) =
d

dt

∫ t

0

P (s) ds = P (t) .
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De hecho, D tiene infinitas inversas a derecha,

(3.26) D

∫ t

t0

P (s) ds = P (t) .

Pero D no tiene una inversa a izquierda, puesto que

(3.27) D P (t) = 0 + a1 + 2a2 t + · · ·+ nan tn−1 , ∀ a0

(dicho de otro modo, D(a0 t0) = 0, ∀ a0 6= 0). ¦

4. Sistemas de vectores ortogonales

Teorema 4.1. Sea x1, x2, . . . , xk, . . . una secuencia (finita o infinita) de vectores

de un espacio eucĺıdeo E, y sea L(x1, . . . , xk) la variedad lineal generada por los k

primeros vectores de la secuencia. Entonces, siempre existe un sistema de vectores

y1, y2, . . . , yk, . . . tales que, ∀ k,

(4.1)





L(y1, . . . , yk) = L(x1, . . . , xk) ,

yk+1 ⊥ L(y1, . . . , yk) .

Este resultado puede demostrarse por inducción completa. En efecto, suponga-

mos que han sido construidos los primeros vectores y1, y2, . . . , yk con esas propie-

dades. En particular, para k = 1 basta con tomar y1 = x1 (si x1 6= 0).

Para un dado k, la variedad lineal L(y1, . . . , yk) es un subespacio de dimensión

finita de E, de modo que el vector xk+1 puede escribirse como la suma xk+1 =

uk+1 + vk+1, donde uk+1 ∈ L(y1, . . . , yk) y vk+1 ⊥ L(y1, . . . , yk) (ver Lema 3.1). En

consecuencia, tomando yk+1 = vk+1 se satisface la segunda condición.

Por otra parte, por hipótesis L(y1, . . . , yk) = L(x1, . . . , xk), mientras que xk+1 =

yk+1 + uk+1. Por lo tanto, L(x1, . . . , xk, xk+1) ⊂ L(y1, . . . , yk, yk+1).

Similarmente, dado que uk+1 ∈ L(x1, . . . , xk) y yk+1 = xk+1 − uk+1, entonces

L(y1, . . . , yk, yk+1) ⊂ L(x1, . . . , xk, xk+1).

Finalmente, si yk = 0 para algún k, eso significa que xk no es linealmente

independiente de los vectores {x1, . . . , xk−1}, y puede ser descartado de la secuencia

original. Además, los vectores yk 6= 0 pueden ser normalizados de modo de obtener

una secuencia ortonormal. ¤

Ejemplo:

• Consideremos la secuencia de funciones linealmente independientes {x0(t) =

1, x1(t) = t, . . . , xk(t) = tk, . . . } ∈ C2(−1, 1). En este caso, L(x0, . . . , xk) es el



20 H. Falomir

subespacio de polinomios P (t) de grado ≤ k, y las funciones ortogonales yk(t) =

Pk(t) que se obtienen son los polinomios de Legendre,

(4.2)

P0(t) = y0(t) = x0(t) = 1 ,

P1(t) = y1(t) = x1(t)− (y0, x1)

(y0, y0)
y0(t) = t ,

P2(t) = y2(t) = x2(t)− (y0, x2)

(y0, y0)
y0(t)− (y1, x2)

(y1, y1)
y1(t) = t2 − 1

3
,

...

Pk(t) = yk(t) = xk(t)− (y0, xk)

(y0, y0)
y0(t)− · · · − (yk−1, xk)

(yk−1, yk−1)
yk−1(t) .

5. Operadores acotados

Dado un operador lineal sobre un espacio eucĺıdeo, A : E → E, se define su

norma, ‖ A ‖, como la mı́nima cota superior o supremo de la funcional ‖ Ax ‖
tomada sobre el conjunto de vectores de longitud 1 (vectores unitarios) de ese

espacio,

(5.1) ‖ A ‖:= sup{x∈E | ‖x‖=1} ‖ Ax ‖ .

Si ‖ A ‖< ∞, el operador A se dice acotado.

Definición 5.1. Todo vector unitario x0 ∈ E para el cual esa cota es alcanzada

se dice vector máximo de A.

Ejemplos:

• El operador identidad, I, tiene norma ‖ I ‖= 1,

(5.2) ‖ I ‖= sup{‖x‖=1} ‖ Ix ‖= sup{‖x‖=1} ‖ x ‖= 1 ,

y todo vector unitario es un vector máximo de I.

• Consideremos un operador diagonal en un espacio de dimensión finita n, Aei =

λi ei, y sea λmax el autovalor de máximo módulo, |λi| ≤ |λmax|, para i = 1, . . . , n ,
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correspondiente al vector unitario emax de la base ortonormal considerada. Enton-

ces,

(5.3)

‖ A ‖2= sup{‖x‖=1} ‖ Ax ‖2 =

= sup{|ξ1|2+···+|ξn|2=1}

n∑
i=1

|λi|2 |ξi|2 ≤ |λmax|2 .

Por otra parte, ‖ Aemax ‖= |λmax|. Por lo tanto, ‖ A ‖= |λmax| y emax es un

vector máximo de A.

• El operador nulo O tiene norma nula,

(5.4) ‖ O ‖= sup{‖x‖=1} ‖ 0 ‖= 0 .

Inversamente, si A tiene norma nula y ‖ x ‖= 1,

(5.5) ‖ A ‖= 0 ⇒ 0 ≤‖ Ax ‖≤ 0 ⇒ Ax = 0 , ∀x ∈ E .

Por lo tanto, ‖ A ‖= 0 ⇔ A = O. ¦

Lema 5.2. En un espacio eucĺıdeo de dimensión finita, todo operador lineal resulta

acotado y tiene un vector máximo.

En efecto, consideremos el caso de un espacio real de dimensión finita n, En,

donde un vector genérico tiene el desarrollo x = ξ1 e1 + · · · + ξn en, con ξi ∈ R,

respecto de cierta base ortonormal. La funcional

(5.6) F (x) :=‖ Ax ‖2≥ 0

se reduce a (ver ec. (3.15))

(5.7) F (x) =
n∑

k=1

(Ak l ξl)
2 = f(ξ1, . . . , ξn) ∈ R ,

donde f(ξ1, . . . , ξn) es una función cuadrática de n variables reales1. Esta es una

función continua que debe ser analizada en la esfera de radio 1 de En, donde

ξ2
1 + · · ·+ ξ2

n = 1, lo que corresponde a una región acotada y cerrada de Rn.

Ahora bien, toda función continua en una región acotada y cerrada de Rn

está acotada, y como todo conjunto acotado de números reales tiene un supre-

mo, entonces existe ‖ A ‖≥ 0 tal que F (x) ≤‖ A ‖2.

Por otra parte, toda función continua f(ξ1, . . . , ξn) en una región acotada y

cerrada alcanza un valor máximo (que naturalmente coincide con su supremo).

1El caso de un espacio complejo de dimensión n es enteramente similar, resultando f(ξ) una

función real, cuadrática en 2n variables reales.
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Supongamos que ello ocurre en un punto de coordenadas ξ0
1 , . . . , ξ

0
n. Ese punto de

Rn define un vector unitario x0 = ξ0
1 e1 + · · ·+ ξ0

n en ∈ En para el cual es

(5.8) ‖ Ax0 ‖2= f(ξ0
1 , . . . , ξ

0
n) =‖ A ‖2

y, en consecuencia, es un máximo de A. ¤

A diferencia de lo que ocurre en dimensión finita, en el caso de espacios de

dimensión infinita los operadores pueden ser no acotados (de norma no finita) o,

siéndolo, pueden no tener un vector máximo.

Ejemplo:

• Consideremos el operador diferencial de la ec. (3.11) y una función de la forma

eλ t ∈ C2(a, b), entonces

(5.9) ‖ D eλ t ‖=‖ (
eλ t

)′ ‖=‖ λ eλ t ‖= |λ| ‖ eλ t ‖ ,

donde λ ∈ C. En consecuencia, ‖ D x(t) ‖ no está acotado sobre la esfera de radio

1 del subespacio de funciones diferenciables de C2(a, b).

¦

Sea A un operador lineal acotado sobre E, y x ∈ E un vector no nulo. Entonces

y = x/ ‖ x ‖ es un vector unitario, de modo que

(5.10)

∥∥∥∥A
x

‖ x ‖

∥∥∥∥ =
1

‖ x ‖ ‖ Ax ‖≤‖ A ‖⇒‖ Ax ‖≤‖ A ‖ ‖ x ‖ .

Por otra parte, si x = 0, ‖ A x ‖= 0 = ‖ A ‖ ‖ x ‖ . En consecuencia, tenemos la

siguiente

Propiedad 5.3. Si A es un operador lineal acotado sobre un espacio eucĺıdeo E,

(5.11) ‖ Ax ‖≤‖ A ‖ ‖ x ‖ , ∀ x ∈ E .

Propiedad 5.4. La norma de un operador acotado A puede definirse equivalente-

mente como

(5.12) M := sup{x,y unitarios} |(y, Ax)| .

En efecto, para todo par de vectores unitarios x, y ∈ E tenemos

(5.13) |(y, A x)| ≤ ‖ y ‖ ‖ Ax ‖≤‖ A ‖ ‖ x ‖= ‖ A ‖ ,
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donde hemos empleado la propiedad (5.11). Entonces, M ≤ ‖ A ‖ . Por otra parte,

∀ x unitario tal que Ax 6= 0, y con y = ‖ Ax ‖−1 Ax (también unitario y paralelo

a x), resulta

(5.14) |(y, A x)| =‖ y ‖ ‖ Ax ‖= ‖ Ax ‖≤ M ,

de modo que sup{‖x‖=1} ‖ Ax ‖= ‖ A ‖≤ M . Por lo tanto, M = ‖ A ‖ .

Sean A,B operadores lineales acotados sobre un espacio eucĺıdeo E. Su suma es

también un operador acotado,

(5.15) ‖ A + B ‖≤‖ A ‖ + ‖ B ‖ ,

como consecuencia de la desigualdad triangular para la norma de los vectores en

E,

(5.16) ‖ (A + B) x ‖≤‖ A x ‖ + ‖ B x ‖ , ∀x ∈ E .

Esto significa que el conjunto de los operadores lineales acotados sobre E constituye

un subespacio del espacio vectorial de los operadores lineales.

Además, la norma de operadores acotados satisface las siguientes propiedades:

(5.17)

‖ A ‖≥ 0 , y ‖ A ‖= 0 ⇔ A = O ,

‖ λA ‖= |λ| ‖ A ‖ , ∀λ ∈ C .

Las ecs. (5.15) y (5.17) muestran que los operadores lineales acotados sobre un

espacio eucĺıdeo forman un espacio normado o espacio de Banach2.

Por otra parte,

(5.19) ‖ AB ‖≤‖ A ‖ ‖ B ‖ ,

dado que

(5.20) ‖ (AB) x ‖≤‖ A ‖ ‖ B x ‖≤‖ A ‖ ‖ B ‖ ‖ x ‖ , ∀x ∈ E .

2Un espacio de Banach F es un espacio lineal que tiene definida una norma que, ∀ψ, φ ∈ F ,

satisface las siguientes propiedades:

(5.18)





‖ ψ ‖≥ 0, y ‖ ψ ‖= 0 ⇔ ψ = 0 (elemento neutro de F) ,

‖ λψ ‖= |λ| ‖ ψ ‖ , ∀λ ∈ C ,

‖ ψ + φ ‖≤‖ ψ ‖ + ‖ φ ‖ .

Un espacio eucĺıdeo es automáticamente un espacio de Banach, dado que el producto escalar

permite definir una norma con esas propiedades.
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6. El operador adjunto

Dado un operador lineal acotado A, definido sobre todo un espacio eucĺıdeo

E, A : E → E, se define su operador adjunto, A†, como aquel operador que

satisface

(6.1)
(
y,A† x

)
= (Ay, x) = (x,A y)∗ , ∀x, y ∈ E .

En el caso de un espacio eucĺıdeo de dimensión finita, generado por la base

ortonormal {e1, . . . , en}, la matriz asociada al operador adjunto, A′, tiene por

elementos de matriz a

(6.2) (A′)ij =
(
ei, A

† ej

)
= (Aei, ej) = (ej, A ei)

∗ = (A)∗j i =
(A†)

ij
.

Es decir, la matriz asociada al operador adjunto A† es la matriz adjunta (tras-

puesta y conjugada) de aquella asociada al operador A: A′ = A† = (At)
∗
.

Si A es un operador acotado, la norma del operador adjunto coincide con la

norma de A. En efecto,

(6.3) ‖ A† ‖= sup{x,y unitarios}
∣∣(x,A† y

)∣∣ = sup{x,y unitarios} |(y, A x)∗| =‖ A ‖ .

Si x0 (unitario) es un vector máximo de A 6= O (es decir, ‖ Ax0 ‖= ‖ A ‖> 0),

entonces y0 = Ax0/ ‖ A ‖ (también unitario) es un vector máximo de A†. En

efecto,

(6.4)

‖ A ‖2=‖ Ax0 ‖2=
(
x0, A

† Ax0

) ≤‖ x0 ‖ ‖ A† Ax0 ‖≤

≤‖ A† ‖ ‖ Ax0 ‖= ‖ A† ‖ ‖ A ‖= ‖ A ‖2 ⇒

⇒ ‖ A† y0 ‖= ‖ A† ‖ .

Definición 6.1. Un operador acotado A definido sobre un espacio eucĺıdeo E se

dice simétrico si

(6.5) (Ax, y) = (x,A y) , ∀x, y ∈ E .

Dado que

(6.6) (Ax, y) = (y, Ax)∗ = (A† y, x)∗ = (x,A† y) ,
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un operador simétrico acotado coincide con su adjunto. En efecto, de (6.5) y (6.6)

resulta que

(6.7)
(
x,

(
A† − A

)
y
)

= 0 , ∀ x ∈ E ,

y en particular, para x =
(
A† − A

)
y. En consecuencia,

(6.8) ‖ (
A† − A

)
y ‖= 0 , ∀ y ∈ E ,

de modo que, por el tercer axioma del producto escalar (ec. (1.3)), es A† y =

Ay , ∀ y ∈ E . Es decir, A† = A.

Definición 6.2. Un operador que coincide con su adjunto se dice autoadjunto.3

Los elementos de matriz de un operador simétrico A en un espacio eucĺıdeo de

dimensión finita, generado por la base ortonormal {e1, . . . , en}, satisfacen

(6.9) (Aei, ej) = (ej, A ei)
∗ = A∗

j i = (ei, A ej) = Aij .

En consecuencia, la matriz asociada a A es autoadjunta (coincide con su tras-

puesta conjugada), A† = A.

7. Subespacios invariantes. Autovectores y autovalores

Un subespacio de un espacio eucĺıdeo, E′ ⊂ E, se dice invariante frente a la

acción del operador A : E → E si

(7.1) ∀x ∈ E′ , A x ∈ E′ .

Ejemplos:

• Los subespacios triviales E y {0} son invariantes frente a la acción de todo

operador lineal sobre E.

• Todo subespacio de E es invariante frente a la acción de O y de I.

• El operador de proyección P sobre un subespacio de dimensión finita En ⊂ E

(definido en la ec. (3.3)) deja invariante al subespacio En y a su complemento

ortogonal E⊥
n . En efecto,

(7.2) P u = u ∈ En , ∀u ∈ En , P v = 0 ∈ E⊥
n , ∀ v ⊥ En .

• El operador diagonal de la ec. (3.7) deja invariante el subespacio generado por

cualquier subconjunto de vectores de la base.

3La diferencia entre los términos simétrico y autoadjunto se pondrá en evidencia más adelante,

al considerar operadores no acotados.
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• El operador de multiplicación de la ec. (3.9), definido sobre C2(a, b) como Ax(t) =

ϕ(t) x(t), con ϕ(t) continua, deja invariante el subespacio de las funciones continuas

en [a, b] que se anulan idénticamente en el intervalo ∆ ⊂ [a, b].

• El conjunto de las combinaciones lineales de las funciones cos t y sin t,

L{cos t, sin t} ⊂ C2(−π, π), es un subespacio invariante frente a la acción del ope-

rador diferencial D x(t) = x′(t). ¦

Definición 7.1. Los subespacios unidimensionales invariantes respecto de un ope-

rador lineal A juegan un papel especial. Todo vector no nulo de esas direcciones

invariantes es un autovector de A.

Dado un autovector x ∈ E, A x es necesariamente colineal con x,

(7.3) Ax = λx , para un λ ∈ C .

Todo otro vector y de esa dirección invariante es también colineal con x, y puede

escribirse como y = c x, con c ∈ C. Entonces, Ay = A(c x) = cA x = λ y, de

modo que el número λ, llamado autovalor de A correspondiente al autovector x,

es independiente del vector no nulo seleccionado, siendo una caracteŕıstica de ese

subespacio unidimensional invariante.

Ejemplos:

• Todo vector no nulo x ∈ E es un autovector de los operadores O e I,

(7.4) Ox = 0 x , Ix = 1 x .

• Para el operador de proyección tenemos

(7.5) P u = 1 u , ∀u ∈ En , P v = 0 v , ∀ v ⊥ En .

• El operador de multiplicación por una función ϕ(t) real monótona no tiene

autovectores.

En efecto, consideremos la ecuación de autovalores

(7.6) Ax(t) = ϕ(t) x(t) = λx(t) .

Si x(t) ∈ C2(a, b) es no nula en un punto t = t0, entonces es no nula en todo un

entorno de dicho punto ∆ ⊂ (a, b). En consecuencia, ∀ t ∈ ∆ debe ser ϕ(t) = λ,

ecuación que no tiene solución para λ si ϕ(t) es monótona creciente o decreciente.
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Por lo tanto, no existe ninguna función continua x(t), no idénticamente nula, que

satisfaga la ec. (7.6).

• Para el operador diferencial D x(t) = x′(t), definido sobre el subespacio de las

funciones diferenciables en (a, b), la ecuación de autovalores tiene solución ∀λ ∈ C:

(7.7) x′(t) = λ x(t) ⇒ x(t) ∼ eλ t .

Si −∞ < a < b < ∞, tenemos que ‖ eλ t ‖< ∞, y ese es un vector del espacio

∀λ ∈ C.

En consecuencia, este operador tiene un conjunto infinito de autovectores co-

rrespondientes a autovalores diferentes. ¦

8. Propiedades de los autovectores

Teorema 8.1. Los autovectores x1, x2, . . . , xm, . . . de un operador lineal A, co-

rrespondientes a autovalores distintos λ1, λ2, . . . , λm, . . . , son linealmente indepen-

dientes.

La prueba se hace inductivamente, por reducción al absurdo. Supongamos que

los m−1 primeros autovectores son linealmente independientes, pero que podemos

formar una combinación lineal nula con los m primeros autovectores,

(8.1) c1 x1 + c2 x2 + · · ·+ cm−1 xm−1 + cm xm = 0 ,

con no todos los coeficientes ck nulos. Aplicando el operador (A − λm I) a ambos

miembros de esta ecuación obtenemos

(8.2) (λ1−λm) c1 x1 + (λ2−λm) c2 x2 + · · ·+ (λm−1−λm) cm−1 xm−1 + 0 xm = 0 ,

lo que requiere que ck = 0 para k = 1, 2, . . . , m− 1. Pero entonces, de (8.1) resulta

que cm xm = 0, en contradicción con la hipótesis. ¤

De aqúı resulta, en particular, que un operador lineal definido sobre un espacio

de dimensión finita n no puede tener más de n autovectores correspondientes a

autovalores distintos.

Teorema 8.2. Los autovectores de un operador lineal A correspondientes a un

mismo autovalor λ conforman un subespacio lineal Eλ ⊂ E.

En efecto, si

(8.3) A x1 = λx1 , A x2 = λx2 ⇒ A(c1 x1 + c2 x2) = λ(c1 x1 + c2 x2) .

¤
Eλ es llamado subespacio caracteŕıstico correspondiente al autovalor λ.
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En el caso de operadores simétricos, también valen los siguientes resultados.

Teorema 8.3. Los autovalores de un operador lineal simétrico A son reales.

En efecto, supongamos que Ax = λx; entonces

(8.4) λ ‖ x ‖2= (x,A x) = (Ax, x) = λ∗ ‖ x ‖2 ⇒ λ∗ = λ .

¤

Teorema 8.4. Los autovectores de un operador lineal simétrico A correspondientes

a autovalores diferentes son ortogonales entre śı.

Supongamos que Ax = λx y Ay = λ y, con λ 6= µ. Entonces,

(8.5) (λ− µ)(y, x) = (y,A x)− (Ay, x) = 0 ⇒ (y, x) = 0 .

Por lo tanto, x ⊥ y si λ 6= µ. ¤

Teorema 8.5. Sea E′ un subespacio invariante frente a la acción de un operador

lineal simétrico A, definido sobre un espacio eucĺıdeo E. Entonces, el complemento

ortogonal de E′, E′′, es también un subespacio invariante frente a A.

En efecto, por hipótesis tenemos que Ax′ ∈ E′, ∀x′ ∈ E′. Entonces, ∀x′ ∈ E′ y

∀x′′ ∈ E′′,

(8.6) (x′′, A x′) = 0 ⇒ (Ax′′, x′) = 0 ,

dado que A es simétrico. Por lo tanto, A x′′ ⊥ E′, ∀x′′ ∈ E′′. ¤

Los siguientes resultados establecen condiciones suficientes para la existencia de

autovectores de operadores simétricos acotados definidos sobre espacios eucĺıdeos

de cualquier dimensión.

Lema 8.6. Sea A un operador simétrico y e un vector unitario. Entonces,

(8.7) ‖ Ae ‖2≤‖ A2 e ‖ ,

donde vale la igualdad sólo si e es un autovector de A2 con autovalor λ =‖ Ae ‖2.

En efecto, de la desigualdad de Cauchy - Schwarz obtenemos

(8.8) ‖ Ae ‖2 = (Ae, A e) = (e, A2 e) ≤‖ e ‖ ‖ A2 e ‖= ‖ A2 e ‖ ,

donde la desigualdad se reduce a una igualdad únicamente cuando ambos vectores

en el producto escalar son colineales, es decir, si

(8.9) A2 e = λ e .
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En ese caso, (e, A2 e) = λ = ‖ Ae ‖2. ¤

Lema 8.7. Si e0 es un vector (unitario) máximo de un operador simétrico acotado

A, entonces e0 es un autovector de A2 correspondiente al autovalor λ = ‖ A ‖2.

Si e0 es un vector máximo de A, entonces ‖ Ae0 ‖= ‖ A ‖.
Del Lema anterior, y del hecho de que A es acotado, podemos escribir que

(8.10) ‖ A ‖2 = ‖ Ae0 ‖2≤‖ A2 e0 ‖≤‖ A ‖ ‖ A e0 ‖= ‖ A ‖2 ,

de modo que las desigualdades en (8.10) se reducen a igualdades.

Por el Lema 8.6, sabemos entonces que e0 es un autovector de A2 con autovalor

λ = ‖ Ae0 ‖2,

(8.11) A2 e0 = λ e0 , λ = ‖ Ae0 ‖2 = ‖ A ‖2 .

¤

Lema 8.8. Si el operador simétrico acotado A tiene un vector máximo e0, entonces

A también tiene un autovector con autovalor µ = ‖ A ‖ o µ = − ‖ A ‖.
Del Lema anterior sabemos que

(8.12) A2 e0 = ‖ A ‖2 e0 ⇒
(
A− ‖ A ‖ I

)(
A + ‖ A ‖ I

)
e0 = 0 .

Sea x0 =
(
A + ‖ A ‖ I

)
e0. Tenemos dos posibilidades,

(8.13) x0 = 0 ⇒ Ae0 = − ‖ A ‖ e0 ,

o bien

(8.14) x0 6= 0 ⇒ Ax0 = ‖ A ‖ x0 .

En cualquier caso, existe un vector e 6= 0 tal que Ae = µ e, con |µ| = ‖ A ‖. ¤

De hecho, ya hemos visto que en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita todo

operador lineal es acotado y tiene un vector máximo (ver Lema 5.2). En ese caso

puede establecerse el siguiente teorema.

Teorema 8.9. Todo operador simétrico A, definido sobre un espacio eucĺıdeo En

de dimensión finita n, tiene n autovectores ortogonales entre śı.

En efecto, por el Lema 5.2 sabemos que existe en En un vector unitario que es

un máximo de A. Y, siendo A simétrico, por el Lema 8.8 sabemos que entonces

tiene un autovector e1 correspondiente a un autovalor λ1, Ae1 = λ1 e1, tal que

|λ1| = M1 = ‖ A ‖.
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Ahora bien, el subespacio generado por e1, L{e1}, es invariante frente a la acción

de A. Por lo tanto (ver Teorema 8.5), también lo es su complemento ortogonal,

En−1 = (L{e1})⊥,

(8.15) A : En−1 → En−1 .

Esto permite considerar la acción del operador A restringida al subespacio En−1,

de dimensión n − 1, donde también define un operador simétrico y acotado. Su

”norma”en este subespacio,

(8.16) M2 := sup{x∈En−1, unitario} ‖ Ax ‖≤ sup{x∈En, unitario} ‖ Ax ‖= M1 ,

no supera a la norma de A en el espacio completo.

El mismo argumento que antes permite concluir que existe en En−1 un segundo

autovector de A, e2 (ortogonal a e1 por construcción), Ae2 = λ2 e2, correspondiente

a un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M1, |λ2| = M2 ≤ |λ1| = M1.

Si ahora consideramos el subespacio lineal generado por esos dos autovectores,

L{e1, e2}, vemos que es invariante, al igual que su complemento ortogonal En−2 =

(L{e1, e2})⊥, de dimensión n − 2. Podemos repetir la construcción anterior para

obtener un tercer autovector de A, ortogonal a los dos anteriores, correspondiente

a un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M2.

Este proceso puede repetirse hasta obtener n (máximo número de vectores lineal-

mente independientes en un espacio de dimensión n) autovectores de A ortogonales

entre śı, ordenados de modo que el valor absoluto de sus autovalores forme una

secuencia no creciente:

(8.17)

Aek = λk ek , k = 1, 2, . . . , n ,

con ei ⊥ ej , para i 6= j , y ‖ A ‖= |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λn| .
¤

Corolario 8.10. Todo operador simétrico A definido sobre un espacio eucĺıdeo de

dimensión finita n es diagonal, es decir, existe una base ortonormal del espacio

formada por autovectores de A.

Nótese que la matriz asociada a A referida a dicha base es diagonal, Aij =

(ei, A ej) = λi δij.

El polinomio caracteŕıstico de A, P (λ) = det (A− λ), sólo puede tener ráıces

reales. Toda ráız de multiplicidad 1 < r ≤ n corresponde a r autovectores dege-

nerados (linealmente independientes y correspondientes al mismo autovalor) del

operador A.
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A diferencia de lo que ocurre en espacios de dimensión finita, un operador

simétrico en un espacio de dimensión infinita puede o no tener autovectores, como

lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplos:

• Ya hemos visto que el operador A de multiplicación por una función real, continua

y monótona ϕ(t) no tiene autovectores (ver ec. (7.6)). No obstante, se trata de un

operador acotado y simétrico en C2(a, b). En efecto,

(8.18) ‖ Ax ‖2 =

∫ b

a

ϕ2(t) |x(t)|2 dt ≤ M2

∫ b

a

|x(t)|2 dt ,

si |ϕ(t)| ≤ M para t ∈ [a, b]. Por lo tanto, ‖ A ‖≤ M . Por otra parte, ∀x, y ∈
C2(a, b) tenemos

(8.19)

(y,A x) =
∫ b

a
y(t)∗

(
ϕ(t) x(t)

)
dt =

=
∫ b

a

(
ϕ(t) y(t)

)∗
x(t) dt = (Ay, x) .

En consecuencia, este operador no tiene un vector máximo.

El Lema 8.8 establece como condición suficiente para la existencia de autovec-

tores de un operador simétrico que éste sea acotado y tenga un vector máximo. Si

bien esta última condición se satisface automáticamente en el caso de dimensión

finita, este ejemplo muestra que ella no puede relajarse en el caso de operadores

en espacios de dimensión infinita.

• El operador integral de Fredholm, definido en la ec. (3.10), es simétrico si su

núcleo K(t, s) (continuo en ambas variables) es una función Hermı́tica, K(s, t) =

K(t, s)∗. En efecto,

(8.20)

(y,A x) =
∫ b

a
y(t)∗

∫ b

a
K(t, s) x(s) ds dt =

=
∫ b

a

(∫ b

a
K(s, t) y(t) dt

)∗
x(s) ds = (Ay, x) .

Veremos más adelante que este operador es acotado, tiene un vector máximo y un

conjunto infinito de autovectores linealmente independientes.

• El operador de Sturm - Liouville es un operador diferencial de segundo orden

definido sobre un subespacio D(L) ⊂ C2(a, b), que contiene funciones con derivadas

segundas continuas, de modo que

(8.21) z(t) = Lx(t) :=
(
p(t) x′(t)

)′
+ q(t) x(t) ∈ C2(a, b) ,

∀ x(t) ∈ D(L), donde p(t), p′(t) y q(t) son funciones reales y continuas.
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Está claro que L es un operador lineal. Si L es además simétrico en su dominio

de definición D(L), la diferencia

(8.22)

(y, L x)− (Ly, x) =

=

∫ b

a

{
y(t)∗

[(
p(t) x′(t)

)′
+ q(t) x(t)

]
−

−
[(

p(t) y′(t)
)′

+ q(t) y(t)

]∗
x(t)

}
dt =

=

∫ b

a

[
p(t)

(
y(t)∗ x′(t)− y′(t)∗ x(t)

)]′
dt =

= p(b)
[
y(b)∗ x′(b)− y′(b)∗ x(b)

]
− p(a)

[
y(a)∗ x′(a)− y′(a)∗ x(a)

]

ha de ser nula ∀x, y ∈ D(L).

Para una función p(t) arbitraria (aparte de ser continua en el intervalo cerrado

[a, b]) debe garantizarse que la contribución de cada ĺımite de integración sea nula

imponiendo condiciones de contorno locales (es decir, condiciones en cada

extremo de ese intervalo) a las funciones en D(L).

Consideremos, por ejemplo, la contribución del ĺımite inferior. Una posibilidad

es requerir simplemente que x(a) = 0 para toda x(t) ∈ D(L). Pero supongamos

que ese no sea el caso, y tomemos dos funciones en D(L) que no se anulen en a;

entonces podemos escribir

(8.23)
x′(a)

x(a)
=

(
y′(a)

y(a)

)∗
.

En particular, si tomamos y = x vemos que ese cociente debe ser real e indepen-

diente de la función considerada,

(8.24) x′(a) = c x(a) , c ∈ R , ∀x ∈ D(L) | x(a) 6= 0 .

Finalmente, si x(t) satisface esa condición, entonces toda otra función y(t) ∈
D(L) debe satisfacer que

(8.25)

y(a)∗ x′(a)− y′(a)∗ x(a) =
(
y(a) c− y′(a)

)∗
x(a) = 0 ⇒

⇒ y′(a) = c y(a) .
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Por lo tanto, el caso más general de condición de contorno local en t = a

corresponde a requerir de las funciones en D(L) que

(8.26) α x′(a) + β x(a) = 0 , con α, β ∈ R | α2 + β2 6= 0 .

En particular, α = 0 ⇒ x(a) = 0.

Similarmente, la condición de contorno local más general en t = b se expresa

como

(8.27) γ x′(b) + δ x(b) = 0 , con γ, δ ∈ R | γ2 + δ2 6= 0 .

Con las funciones en su dominio de definición sujetas a estas condiciones, el

operador L resulta simétrico. Como las condiciones de contorno son homogéneas,

el conjunto D(L) es un subespacio lineal de C2(a, b).

Más adelante veremos que este operador tiene un conjunto infinito de autovecto-

res linealmente independientes, no obstante ser no acotado. Este ejemplo muestra

que las condiciones del Lema 8.8 para la existencia de autovectores de operadores

simétricos son suficientes pero no necesarias.

• Un caso particular de operador de Sturm - Liouville con esas propiedades se

obtiene cuando la función p(t) toma el mismo valor en los extremos del intervalo

[a, b], p(b) = p(a). En ese caso L también resulta simétrico si se imponen condicio-

nes de contorno periódicas o antiperiódicas a las funciones en su dominio de

definición,

(8.28) x(b) = ±x(a) , x′(b) = ±x′(a) ,

como puede comprobarse fácilmente de (8.22).

• Finalmente, de la ec. (8.22) también se deduce que si p(t) se anula en un extremo

del intervalo [a, b], no es necesario imponer a las funciones condiciones de contorno

en ese punto para que L resulte simétrico. ¦

9. Distancia y ĺımite en espacios eucĺıdeos

Definición 9.1. En un espacio eucĺıdeo E se define la distancia entre dos vectores

x, y ∈ E como la norma de su diferencia,

(9.1) ρ(x, y) :=‖ x− y ‖ .

De las propiedades de la norma en E resulta que4, ∀x, y, z ∈ E,

4Un espacio métrico consiste en un conjunto de puntos x, y, z, . . . entre los cuales hay

definida una distancia ρ(x, y) que satisface los siguientes axiomas:
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ρ(x, y) = ρ(y, x) (simetŕıa),

ρ(y, x) ≥ 0 y ρ(x, y) = 0 ⇔ x = y (positividad),

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (desigualdad triangular).

Definición 9.2. Diremos que una secuencia de vectores {x1, x2, . . . , xk, . . . } ⊂ E

converge al vector x ∈ E si

(9.2) ĺım
k→∞

ρ(xk, x) = 0 ,

lo que también se indica por xk → x. Esto significa que, ∀ ε > 0, ∃N(ε) ∈ N tal

que si k > N(ε) entonces ρ(xk, x) = ‖ xk − x ‖< ε.

En ese caso, el vector x es llamado ĺımite de la secuencia.

Teorema 9.3. Si existe el ĺımite de una secuencia, entonces ese ĺımite es único.

En efecto, supongamos que existen dos vectores x e y que son el ĺımite de la

secuencia, xk → x y xk → y. Entonces, ∀ ε > 0 tenemos que ρ(xk, x) < ε/2 y

ρ(xk, y) < ε/2 si k es suficientemente grande. En consecuencia, de la desigualdad

triangular resulta que

(9.3) 0 ≤ ρ(x, y) ≤ ρ(x, xk) + ρ(xk, y) < ε .

Es decir, ρ(x, y) es menor que cualquier número positivo. Por lo tanto ρ(x, y) = ‖
x− y ‖= 0 ⇒ x = y. ¤

Ejemplos:

• Consideremos una secuencia convergente en un espacio eucĺıdeo de dimensión

finita n, generado por la base ortonormal {e1, . . . , en}. Entonces, los vectores de

la secuencia convergente pueden escribirse como {xk = ξ
(1)
k e1 + · · ·+ ξ

(n)
k en , k =

1, 2, . . . }, y tienen como ĺımite al vector x = ξ(1) e1 + · · ·+ ξ(n) en si

(9.4)

ρ(xk, x)2 =
∣∣∣
∣∣∣
(
ξ

(1)
k − ξ(1)

)
e1 + · · ·+

(
ξ

(n)
k − ξ(n)

)
en

∣∣∣
∣∣∣
2

=

=
n∑

i=1

∣∣∣ ξ
(i)
k − ξ(i)

∣∣∣
2

→ 0 cuando k →∞ .

ρ(x, y) = ρ(y, x),

ρ(y, x) > 0 para todo x 6= y, y ρ(x, x) = 0 para todo x,

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z).

De las propiedades de la norma resulta que todo espacio de Banach (y, por consiguiente, todo

espacio eucĺıdeo) es un espacio métrico.
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Siendo una suma de términos no negativos, esto exige que cada término tienda a

cero, es decir,

(9.5) ĺım
k→∞

ξ
(i)
k = ξ(i) , i = 1, 2, . . . , n .

Por lo tanto, la convergencia de una secuencia de vectores en un espacio eu-

cĺıdeo de dimensión finita equivale a la convergencia de cada una de las secuencias

numéricas formadas por los coeficientes de Fourier de los vectores referidos a un

sistema ortonormal y completo en ese espacio.

• En el espacio C2(a, b), la convergencia de la secuencia xk(t) → x(t) significa que

(9.6) ρ(xk, x)2 =‖ xk − x ‖2=

∫ b

a

|xk(t)− x(t)|2 dt → 0

cuando k →∞. En consecuencia, se trata de una convergencia en media. ¦
Recordemos que una secuencia de funciones continuas {xk(t), k = 1, 2 . . . }

converge uniformemente a la función (continua) x(t) en el intervalo [a, b] si

(9.7) ĺım
k→∞

{
sup{a≤t≤b} |xk(t)− x(t)|} = 0 .

Lema 9.4. Toda secuencia uniformemente convergente en un intervalo de longitud

finita, b− a < ∞, es también convergente en media.

En efecto, dado ε > 0, |xk(t)− x(t)|2 < ε ∀ t, si k es suficientemente grande, de

modo que

(9.8)

∫ b

a

|xk(t)− x(t)|2 dt < ε(b− a) .

En esas condiciones, la distancia ρ(xk, x) puede hacerse tan pequeña como se quiera

con sólo tomar k suficientemente grande5. ¤
5Nótese que este argumento sólo vale si la longitud del intervalo considerado es finita. En

efecto, la convergencia uniforme en toda la recta no implica convergencia en media, como lo

muestra el siguiente ejemplo: consideremos las funciones xk(t), pares y continuas, tales que

xk(t) =





1√
k

√
1− t

k , 0 ≤ t ≤ k ,

0 , t > k .

Esa secuencia converge uniformemente en toda la recta a la función idénticamente nula,

|xk(t)− 0(t)| ≤ 1√
k
→ 0 , cuando k →∞ ,

pero no converge en media a esa función,
∫ ∞

−∞
|xk(t)− 0(t)|2 dt =

2
k

∫ k

0

(
1− t

k

)
dt = 1 , ∀ k .
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Pero la rećıproca no vale: la convergencia en media no implica convergencia

uniforme. En realidad, ni siquiera implica convergencia puntual en ningún punto

del intervalo [a, b].

Por ejemplo, consideremos una secuencia de funciones reales y continuas xk(t),

que tomen valores entre 0 y 1 y sean nulas fuera de un subintervalo 4k ⊂ [a, b]

de longitud menor que 1/k, en un punto del cual alcancen el valor 1. En esas

condiciones, el cuadrado de la distancia entre xk(t) y el vector nulo,

(9.9)

∫ b

a

(
xk(t)− 0(t)

)2
dt =

∫

4k

x2
k(t) dt ≤ 1×

∫

4k

dt <
1

k
,

tiende a 0 cuando k → ∞. Por consiguiente, xk(t) → 0(t) en el sentido de la

convergencia en C2(a, b).

No obstante,

(9.10) sup{a≤t≤b} |xk(t)− 0(t)| = 1 , ∀ k ,

de modo que la secuencia no converge uniformemente a la función idénticamente

nula. De hecho, puede demostrarse que no converge uniformemente a ninguna

función continua.

Es más, los subintervalos 4k pueden ser elegidos de manera tal que la secuencia

{xk(t)} no sea puntualmente convergente para ningún valor de t (por ejemplo,

haciendo que ellos barran repetidas veces la distancia que media entre ambos

extremos de [a, b], de modo que para cada valor de t la secuencia numérica {xk(t)}
sea oscilante).

10. Continuidad en espacios eucĺıdeos

Definición 10.1. Una funcional f definida sobre un espacio eucĺıdeo E, f : E →
C, se dice continua en un punto x ∈ E si, para toda secuencia convergente xk → x,

se tiene que la secuencia numérica f(xk) → f(x).

Equivalentemente, f es continua en x si ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 tal que, si ρ(y, x) <

δ(ε), entonces |f(y)− f(x)| < ε.

Lema 10.2. Una funcional lineal continua en x = 0 es continua en todo x ∈ E.
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En efecto, xk → x ⇒ (xk − x) → 0, de modo que6

(10.1) ĺım
k→∞

|f(xk)− f(x)| = ĺım
k→∞

|f(xk − x)| = 0 .

¤

Lema 10.3. Una funcional lineal continua es acotada.

Si f(x) es continua, tenemos que

(10.2) |f(x)− f(0)| = |f(x)| < ε , ∀x | ‖ x ‖< δ(ε) .

Sea x 6= 0, y 0 < δ1 < δ(ε), entonces

(10.3)

∣∣∣∣f
(

δ1
x

‖ x ‖
)∣∣∣∣ =

δ1

‖ x ‖ |f (x)| < ε ⇒ |f (x)| < ε

δ1

‖ x ‖ .

Por lo tanto, tomando K = ε/δ1 tenemos

(10.4) |f (x)| ≤ K ‖ x ‖ , ∀ x ∈ E .

¤

Lema 10.4. Una funcional lineal acotada es continua.

En efecto, supongamos que |f(x)| ≤ K ‖ x ‖, para todo x ∈ E, y consideremos

una secuencia convergente xk → x. Entonces,

(10.5) |f(xk)− f(x)| = |f(xk − x)| ≤ K ‖ xk − x ‖→ 0

cuando k →∞. ¤

Teorema 10.5. Como consecuencia de los tres Lemas anteriores resulta que, pa-

ra una funcional lineal f(x) definida sobre un espacio eucĺıdeo E, los siguientes

enunciados son equivalentes:

f(x) es continua en x = 0,

f(x) es continua ∀x ∈ E,

f(x) es acotada en E.

6Si, en cambio, se sabe que f(x) es continua en un punto y 6= 0, teniendo en cuenta que

(xk − x + y) → y, la linealidad de la funcional nos permite escribir que

|f(xk)− f(x)| = |f(xk − x + y)− f(y)| → 0

cuando k →∞.



38 H. Falomir

Ejemplos:

• Ya sabemos que el producto escalar por un vector fijo del espacio, z ∈ E, define

una funcional lineal, f(x) := (z, x) , ∀x ∈ E. De la desigualdad de Cauchy -

Schwarz resulta que

(10.6) |f(x)| = |(z, x)| ≤‖ z ‖ ‖ x ‖ , ∀x ∈ E .

Por lo tanto, esa funcional es continua en E.

• Ya hemos dicho que toda funcional lineal en un espacio de dimensión finita

corresponde al producto escalar por un vector fijo de ese espacio. Por el resultado

anterior, vemos que toda funcional lineal en un espacio de dimensión finita es

continua.

• Pero también sabemos que en C2(a, b) existen funcionales lineales que no pueden

ser representadas mediante el producto escalar por un vector fijo del espacio, como

por ejemplo f [x(t)] = x(t0), con t0 ∈ (a, b) (ver ec. (2.6)). Esta funcional no es

continua, dado que la convergencia en media no implica convergencia puntual en

ningún punto. Por lo tanto, tampoco es acotada. ¦

Lema 10.6. En un espacio eucĺıdeo E, el producto escalar es una funcional conti-

nua de sus dos argumentos. Esto significa que si las secuencias de vectores xk → x

e yk → y, entonces

(10.7) ĺım
k→∞

(xk, yk) = (x, y) .

Para demostrarlo consideremos la diferencia

(10.8)

∣∣∣
(
x, y

)− (
xk, yk

)∣∣∣ =
∣∣∣
(
x, y

)− (
x− (x− xk), y − (y − yk)

)∣∣∣ =

=
∣∣∣
(
x, y − yk

)
+

(
x− xk, y

)− (
x− xk, y − yk

)∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣
(
x, y − yk

)∣∣∣ +
∣∣∣
(
x− xk, y

)∣∣∣ +
∣∣∣
(
x− xk, y − yk

)∣∣∣ ≤

≤‖ x ‖ ‖ y − yk ‖ + ‖ x− xk ‖ ‖ y ‖ + ‖ x− xk ‖ ‖ y − yk ‖→ 0

cuando k →∞. ¤

Propiedad 10.7. Como consecuencia del resultado anterior, la norma de un espa-

cio eucĺıdeo es una funcional continua: si xk → x entonces ‖ xk ‖→‖ x ‖.
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Definición 10.8. Un operador A, definido sobre un espacio eucĺıdeo E, se dice

continuo en un punto x ∈ E si ∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 tal que, si ρ(y, x) < δ(ε),

entonces ‖ Ay − Ax ‖< ε.

Lema 10.9. Todo operador lineal acotado A, definido sobre un espacio eucĺıdeo

E, es continuo.

En efecto, si xk → x entonces

(10.9) ‖ Axk − Ax ‖= ‖ A (xk − x) ‖≤‖ A ‖ ‖ xk − x ‖→ 0 ,

cuando k →∞. ¤

11. Conjuntos densos en espacios eucĺıdeos

Definición 11.1. Un elemento de un espacio eucĺıdeo, x ∈ E, se dice punto ĺımi-

te del conjunto F ⊂ E si existe una secuencia de vectores {x1, x2, . . . , xk, . . . } ⊂ F

que converge al elemento x.

Dicho de otro modo, x es un punto ĺımite de F si ∀ ε > 0 existe y ∈ F tal que

ρ(x, y) < ε.

Definición 11.2. Un conjunto F ⊂ E se dice cerrado si contiene a todos sus

puntos ĺımite.

Lema 11.3. El complemento ortogonal de un subespacio de un espacio eucĺıdeo

es siempre un subespacio cerrado.

Sea E′ ⊂ E, un subespacio de un espacio eucĺıdeo, y sea E′′ su complemento

ortogonal. Si x ∈ E es un punto ĺımite de E′′, entonces existe una secuencia de

vectores {x1, x2, . . . } ⊂ E′′ que converge a x, xk → x.

Ahora bien, para todo y ∈ E′ tenemos que (y, xk) = 0 , ∀ k. Y por la continuidad

del producto escalar,

(11.1) (y, x) = ĺım
k→∞

(y, xk) = 0 , ⇒ x ⊥ E′ .

Por lo tanto, x ∈ E′′. ¤

Definición 11.4. Dado un conjunto arbitrario de vectores de un espacio eucĺıdeo,

A ⊂ E, se llama clausura de A, y se denota por Ā , a la unión de A con el

conjunto de todos sus puntos ĺımite.
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Lema 11.5. La clausura de un conjunto A es un conjunto cerrado.

Sea a un punto ĺımite de Ā ; mostraremos que a ∈ Ā .

En efecto, ∀ ε > 0 existe x ∈ Ā tal que ρ(a, x) < ε/2. Pero siendo x un vector

de la clausura de A , tenemos que x ∈ A o bien x /∈ A pero śı es un punto ĺımite

de A. En cualquier caso, existe x ∈ A tal que ρ(x, x) < ε/2.

Finalmente, por la desigualdad triangular tenemos

(11.2) ρ(a, x) ≤ ρ(a, x) + ρ(x, x) < ε .

En consecuencia, a es un punto ĺımite del conjunto A y, por lo tanto, a ∈ Ā . ¤

Todo conjunto cerrado F ⊂ E que contenga al conjunto A debe también conte-

ner a su clausura,

(11.3) A ⊂ F ⇒ Ā ⊂ F .

En ese sentido, la clausura Ā es el conjunto cerrado más pequeño que contiene a

A.

Ejemplo:

• La clausura del conjunto de los números racionales Q sobre la recta es el conjunto

de los números reales R. De hecho, los números irracionales pueden ser introducidos

como los ĺımites de secuencias convergentes de racionales que no convergen a un

racional, como por ejemplo

3 ,
31

10
,
314

100
,
3141

1000
,
31415

10000
, · · · → π /∈ Q .

¦

Lema 11.6. Todo subespacio de dimensión finita de un espacio eucĺıdeo es un

conjunto cerrado.

En efecto, del Lema 3.1 sabemos que si F ⊂ E es un subespacio de dimensión

finita, todo vector x ∈ E puede escribirse como la suma de dos vectores ortogonales

entre śı, x = u + v, donde u ∈ F y v ⊥ F.

Entonces, para y ∈ F tenemos

(11.4) ρ(x, y)2 = ‖ (u + v)− y ‖2 = ‖ u− y ‖2 + ‖ v ‖2≥‖ v ‖2 .

Por lo tanto, ∀ y ∈ F es ρ(x, y) > 0 si x /∈ F (es decir, si v 6= 0). En consecuencia,

ningún vector que no pertenece a F es un punto ĺımite de ese subespacio. ¤
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Definición 11.7. Un conjunto B ⊂ E se dice denso en el conjunto A ⊂ E si A

está contenido en la clausura de B,

(11.5) B denso en A ⇒ A ⊂ B̄ .

Esto significa que todo elemento de A es un punto ĺımite de B, de modo que

puede representarse como el ĺımite de una secuencia convergente de vectores con-

tenidos en B,

(11.6) ∀ a ∈ A ∃ {b1, b2, . . . } ⊂ B
∣∣ a = ĺım

k→∞
bk .

Ejemplos:

• El conjunto de los números racionales Q es denso en el conjunto de los reales,

R ⊂ Q̄ = R.

• El subespacio de los polinomios a coeficientes reales,

(11.7) P2(a, b) = {P (t) = a0 + a1 t + a2 t2 + · · ·+ an tn , n ∈ N , ak ∈ R} .

es denso en el espacio de las funciones reales y continuas en [a, b], C<2 (a, b).

En efecto, el teorema de Weierstrass muestra que toda función real f(t), con-

tinua en un intervalo cerrado [a, b], es el ĺımite de una secuencia uniformemente

convergente de polinomios con coeficientes reales, {P1(t), P2(t) . . . , Pk(t), . . . } (ver,

por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1).

Esto implica (ver Lema 9.4) que toda función real y continua es el ĺımite en

media de una secuencia de polinomios a coeficientes reales, es decir, es un punto

ĺımite de P2(a, b). Por lo tanto,

(11.8) C<2 (a, b) ⊂ P2(a, b) .

¦

Lema 11.8. Si el conjunto B ⊂ E es denso en A ⊂ E, y a su vez A es denso en

E, entonces B es denso en E.

En efecto, si B es denso en A, entonces

(11.9) A ⊂ B̄ ⇒ Ā ⊂ B̄ .

Por otra parte, si A es denso en E, entonces

(11.10) E ⊂ Ā ⇒ E ⊂ B̄ .

Por lo tanto, B es denso en E. ¤
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Ejemplo:

• El conjunto de polinomios con coeficientes racionales,

(11.11) Q2(a, b) = {Q(t) = q0 + q1 t + q2 t2 + · · ·+ qn tn , n ∈ N , qk ∈ Q} ,

es denso en el espacio de los polinomios con coeficientes reales P2(a, b), que a su

vez es denso en C<2 (a, b). Por el lema anterior, Q2(a, b) es denso en C<2 (a, b).

Para mostrar que Q2(a, b) es denso en P2(a, b), consideremos un polinomio

P (t) = a0+a1 t+· · ·+an tn ∈ P2(a, b), y elijamos n números racionales q0, q1, . . . , qn

tales que |ak − qk| < ε/(2k+1 ‖ tk ‖), con ε > 0 (lo que siempre es posible, dado

que Q es denso en R).

Entonces, llamando Q(t) = q0 + q1 t + · · · + qn tn y empleando la desigualdad

triangular para la norma, tenemos

(11.12)

‖ P (t)−Q(t) ‖=

= ‖ (a0 − q0) t0 + (a1 − q1) t + · · ·+ (an − qn) tn ‖≤

≤ |a0 − q0| ‖ t0 ‖ +|a1 − q1| ‖ t ‖ + · · ·+ |an − qn| ‖ tn ‖<

<
ε

2

n∑

k=0

1

2k
<

ε

2

∞∑

k=0

1

2k
= ε .

El conjuntoQ2(a, b) tiene además la particularidad de ser numerable7 (es decir,

puede ser puesto en correspondencia uno a uno con el conjunto de los números

naturales). ¦

Definición 11.9. Un espacio eucĺıdeo que contiene un conjunto denso y numerable

se dice separable.

Ejemplo:

• El espacio C2(a, b) es separable. En efecto, sea x(t) = xR(t) + i xI(t), con

xR(t), xI(t) ∈ C<2 (a, b). Entonces podemos elegir dos polinomios con coeficientes

racionales QR(t) y QI(t) tales que ‖ xR,I(t)−QR,I(t) ‖< ε/2.

7Para demostrar esta propiedad debemos previamente mostrar que el conjunto de los números

racionales es numerable, aśı como ciertas propiedades de la unión de conjuntos numerables. Para

ello, ver Apéndice 28.
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En consecuencia, por la desigualdad triangular,

(11.13)

‖ x(t)− (QR(t) + iQI(t)) ‖≤

≤‖ xR(t)−QR(t) ‖ + ‖ xI(t)−QI(t) ‖< ε .

Finalmente, notemos que el conjunto de los polinomios de la forma QR(t) +

iQI(t) es numerable, dado que sus elementos están en correspondencia uno a

uno con los pares ordenados de elementos de un conjunto numerable, de la forma

〈QR(t), QI(t)〉 con QR,I(t) ∈ Q2(a, b), que también forman un conjunto numerable

(ver Lema 28.4). ¦

12. Secuencias de Cauchy en espacios eucĺıdeos

Una secuencia de vectores {x1, x2, . . . , xk, . . . } en un espacio eucĺıdeo E se dice

fundamental o de Cauchy si ∀ ε > 0 ∃N(ε) ∈ N tal que

(12.1) ρ(xk, xl) < ε , ∀ k, l > N(ε) ,

es decir, si

(12.2) ĺım
k,l→∞

ρ(xk, xl) = 0 .

Lema 12.1. Toda secuencia convergente es fundamental.

En efecto, supongamos que xk → x. Entonces, de la desigualdad triangular para

la distancia tenemos que

(12.3) ρ(xk, xl) ≤ ρ(xk, x) + ρ(x, xl) → 0

cuando k, l →∞. ¤

En la recta, el criterio de Cauchy establece que toda secuencia fundamental es

convergente. Pero en un espacio eucĺıdeo general puede haber secuencias de Cauchy

que no tengan ĺımite en ese espacio, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo:

• Consideremos una secuencia en C2(a, b) formada por funciones reales xk(t) que

tomen valores entre 0 y 1, y tales que, para todo δ > 0, converjan uniformemente

a 0 en el intervalo [a, c− δ] y a 1 en el intervalo [c + δ, b], con a < c < b.
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Consideremos la distancia entre dos elementos cualesquiera de esa secuencia,

(12.4)

ρ(xk, xl)
2 =

∫ b

a

|xk(t)− xl(t)|2 dt =

=

∫ c−δ

a

|xk(t)− xl(t)|2 dt +

∫ b

c+δ

|xk(t)− xl(t)|2 dt+

+

∫ c+δ

c−δ

|xk(t)− xl(t)|2 dt .

Como la secuencia es uniformemente convergente en [a, c−δ], dado ε1 > 0, podemos

tomar k y l suficientemente grandes como para que |xk,l(t)− 0| < ε1, para todo t

en ese intervalo. Entonces,

(12.5)

∫ c−δ

a

|xk(t)− xl(t)|2 dt ≤
∫ c−δ

a

(
|xk(t)|+ |xl(t)|

)2

dt <

< 4 ε2
1 (c− δ − a) < 4 ε2

1 (c− a) .

Similarmente, si |xk,l(t)− 1| < ε2 para t ∈ [c + δ, b], podemos escribir

(12.6)

∫ b

c+δ

|xk(t)− xl(t)|2 dt < 4 ε2
2 (b− c− δ) < 4 ε2

2 (b− c) .

Finalmente, para la última integral tenemos

(12.7)

∫ c+δ

c−δ

|xk(t)− xl(t)|2 dt ≤
∫ c+δ

c−δ

22 dt = 8 δ .

Por lo tanto, si llamamos

(12.8) ε2 = 4 ε2
1 (c− a) + 4 ε2

2 (b− c) + 8 δ ,

que puede hacerse tan pequeño como se quiera, tenemos

(12.9) ρ(xk, xl) < ε ,

para k, l suficientemente grandes, de modo que se trata de una secuencia funda-

mental.

No obstante, no existe ninguna función continua en [a, b] que sea el ĺımite en

media de esta secuencia de Cauchy. En efecto, si x(t) fuese el ĺımite en media de

la secuencia, tendŕıamos

(12.10)

∫ b

a

|xk(t)− x(t)|2 dt ≥
∫ c−δ

a

|xk(t)− x(t)|2 dt → 0

cuando k → ∞. Como las xk(t) convergen uniformemente a 0 en ese intervalo, y

la convergencia uniforme implica convergencia en media, la unicidad del ĺımite en
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media requiere que x(t) ≡ 0 , t ∈ [a, c− δ], para todo δ > 0. Idéntico razonamiento

permite concluir que x(t) ≡ 1 , t ∈ [c + δ, b], para todo δ > 0.

En consecuencia, independientemente del valor que tome en t = c, el ĺımite en

media de esa secuencia es una función discontinua en ese punto,

(12.11) x(t) =

{
0 , t ∈ [a, c) ,

1 , t ∈ (c, b] .

Esta función no es un elemento del espacio C2(a, b) en el que estamos trabajando.

¦

Lema 12.2. Toda secuencia fundamental es acotada.

Sea {xk , k = 1, 2, . . . } una secuencia de Cauchy, y sea z ∈ E un vector arbitrario

del espacio eucĺıdeo.

Para un dado ε > 0 existe un natural N tal que si k > N entonces ρ(xN , xk) < ε.

Si además llamamos M = máximo {ρ(z, xk) , k = 1, 2, . . . , N} tenemos

(12.12) ρ(z, xk) ≤ ρ(z, xN) + ρ(xN , xk) < M + ε , ∀ k > N ,

por lo que la secuencia es acotada. ¤

13. Espacios completos

Un espacio eucĺıdeo E se dice completo si toda secuencia fundamental en E es

convergente.

Ejemplo:

• Todo espacio eucĺıdeo de dimensión finita es completo. En efecto, consideremos

una secuencia de Cauchy arbitraria en un espacio de dimensión n, generado por

la base ortonormal {e1, . . . , en},

(13.1) xk = ξ
(1)
k e1 + · · ·+ ξ

(n)
k en , k ∈ N .

Entonces,

(13.2)

ρ(xk, xl)
2 =

n∑
j=1

∣∣∣ ξ
(j)
k − ξ

(j)
l

∣∣∣
2

≥

≥ <
{

ξ
(i)
k − ξ

(i)
l

}2

+ =
{

ξ
(i)
k − ξ

(i)
l

}2

, i = 1, 2, . . . , n .
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Por lo tanto, la secuencia de números complejos {ξ(i)
k , k ∈ N} es fundamental y,

por el criterio de Cauchy, tiene un ĺımite: ∃ ξ(i) ∈ C tal que

(13.3) ξ(i) = ĺım
k→∞

ξ
(i)
k , i = 1, 2, . . . , n .

Esos n números definen un vector

(13.4) x = ξ(1) e1 + · · ·+ ξ(n) en ∈ E ,

que es el ĺımite de la secuencia. En efecto,

(13.5) ρ(xk, x)2 =
n∑

j=1

∣∣∣ξ(j)
k − ξ(j)

∣∣∣
2

→ 0

cuando k → ∞ (dado que es una suma finita de términos que se anulan en ese

ĺımite).

Por lo tanto, toda secuencia fundamental en un espacio eucĺıdeo de dimensión

finita tiene ĺımite, de modo que ese espacio es completo.

• Por otra parte, hemos visto en la Sección 12 que el espacio C2(a, b) no es completo.

Esto plantea la pregunta acerca de la existencia de espacios completos de dimensión

infinita, que el ejemplo tratado en la siguiente Sección responde afirmativamente.

¦

14. El espacio L2

El espacio L2 se define como el conjunto de las secuencias de números reales

tales que la suma de sus cuadrados es una serie convergente,

(14.1) L2 :=

{
x = {ξ(i) , i ∈ N}

∣∣∣
∞∑
i=1

(
ξ(i)

)2
< ∞

}
.

Este conjunto resulta un espacio lineal respecto de las operaciones de suma y

producto definidas de modo que, para α ∈ R,

(14.2) x = {ξ(i) , i ∈ N}, y = {η(i) , i ∈ N} ,

con

(14.3)
∞∑
i=1

(
ξ(i)

)2
< ∞ ,

∞∑
i=1

(
η(i)

)2
< ∞ ,

entonces

(14.4)

α x := {α ξ(i) , i ∈ N} ,

x + y := {ξ(i) + η(i) , i ∈ N} .
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Es evidente que elementos de la forma xm = {ξ(i) = δi
m , i ∈ N}, con m ∈ N,

son linealmente independientes. En consecuencia, el espacio L2 no tiene dimensión

finita.

Este espacio resulta eucĺıdeo respecto del producto escalar

(14.5) (x, y) :=
∞∑
i=1

ξ(i) η(i) .

Para verificar que estas definiciones tienen sentido, consideremos primero la serie

que define el producto escalar. La diferencia en valor absoluto de dos de sus sumas

parciales,

(14.6)
∣∣∣SN+M − SN

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
N+M∑
i=N+1

ξ(i) η(i)

∣∣∣∣∣ ≤
{

N+M∑
i=N+1

(
ξ(i)

)2

}1/2 {
N+M∑
i=N+1

(
η(i)

)2

}1/2

,

como consecuencia de la desigualdad de Cauchy - Schwarz en RM . Ahora bien,

dentro de cada una de las llaves del miembro de la derecha de (14.6) aparece la

diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ver ec. (14.3)). Esas

sumas parciales forman una secuencia fundamental, de modo que el miembro de

la derecha tiende a 0 cuando N →∞, para todo M .

En esas condiciones, la sucesión de sumas parciales de la serie en (14.5) satisface

que

(14.7) ĺım
N→∞

(
SN+M − SN

)
= 0 , ∀M ∈ N ,

y, por el criterio de Cauchy, tiene ĺımite.

Por lo tanto, el producto escalar en (14.5) está definido para todo par de ele-

mentos de L2.

Este producto es simétrico y positivo definido. Además,

(14.8) (x, x) =
∞∑
i=1

(
ξ(i)

)2
= 0 ⇔ x = 0 = {ξ(i) = 0 , i ∈ N} ,

por ser una serie de términos no negativos.

Consideremos ahora la suma de elementos de L2 en (14.4). Tenemos que, para

todo M ,

(14.9)
N+M∑
i=N+1

(
ξ(i) + η(i)

)2
=

N+M∑
i=N+1

(
ξ(i)

)2
+ 2

N+M∑
i=N+1

ξ(i) η(i) +
N+M∑
i=N+1

(
η(i)

)2
,

donde el miembro de la derecha tiende a 0 cuando N →∞, dado que cada término

es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ec. (14.3) y (14.5)).
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En consecuencia, por el criterio de Cauchy, existe el ĺımite de la serie

(14.10)
∞∑
i=1

(
ξ(i) + η(i)

)2
< ∞ .

Por lo tanto, con la definición de (14.4), x + y ∈ L2 , ∀ x, y ∈ L2. Además, es

inmediato mostrar que también α x ∈ L2.

En conclusión, L2 es un espacio eucĺıdeo. En lo que sigue mostraremos que es

un espacio completo.

Consideremos una secuencia fundamental arbitraria en L2, {x1, x2, . . . , xk, . . . },
donde

(14.11) xk =
{

ξ
(i)
k , i ∈ N

}
.

Entonces,

(14.12) ρ(xk, xl)
2 =

∞∑
i=1

(
ξ

(i)
k − ξ

(i)
l

)2

→ 0 , k, l →∞ .

Dado que se trata de una serie de términos no negativos, debe ser

(14.13) ĺım
k,l→∞

(
ξ

(i)
k − ξ

(i)
l

)
= 0 , ∀ i ∈ N .

En consecuencia, para todo i = 1, 2, . . . , obtenemos la secuencia fundamental

{ξ(i)
k , k ∈ N} que, por el criterio de Cauchy, tiene ĺımite: ∃ ξ(i) ∈ R tal que

(14.14) ξ(i) = ĺım
k→∞

ξ
(i)
k .

Con esos ĺımites puede formarse la secuencia x = {ξ(i) , i ∈ N}.

Para mostrar que x aśı definido es un elemento de L2, recordemos que toda

secuencia de Cauchy es acotada. Por lo tanto, ∀ k tenemos

(14.15) ρ(xk,0)2 =
∞∑
i=1

(
ξ

(i)
k

)2

≤ K < ∞ ,

donde K no depende de k.

Entonces, ∀N ∈ N fijo resulta que

(14.16)
N∑

i=1

(
ξ

(i)
k

)2

≤ K , ∀ k ∈ N .

Tomando el ĺımite de esa suma finita para k →∞ obtenemos

(14.17) ĺım
k→∞

N∑
i=1

(
ξ

(i)
k

)2

=
N∑

i=1

(
ξ(i)

)2 ≤ K , ∀N ∈ N .
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Entonces, en el ĺımite N →∞ obtenemos

(14.18) ĺım
N→∞

N∑
i=1

(
ξ(i)

)2
=

∞∑
i=1

(
ξ(i)

)2 ≤ K < ∞⇒ x ∈ L2 .

Ahora mostraremos que este vector x ∈ L2 es el ĺımite de la secuencia funda-

mental en (14.11). Para ello, tengamos en cuenta que, dado ε > 0,

(14.19) ρ(xk, xl)
2 =

∞∑
i=1

(
ξ

(i)
k − ξ

(i)
l

)2

<
ε

2
,

para k, l suficientemente grandes. Tratándose de una serie de términos no negati-

vos, ella es mayor o igual que cualquiera de sus sumas parciales. Podemos entonces

escribir que

(14.20)
N∑

i=1

(
ξ

(i)
k − ξ

(i)
l

)2

<
ε

2
, ∀N ∈ N .

Si ahora, con N fijo, tomamos el ĺımite de esta suma finita para l →∞ resulta

(14.21) ĺım
l→∞

N∑
i=1

(
ξ

(i)
k − ξ

(i)
l

)2

=
N∑

i=1

(
ξ

(i)
k − ξ(i)

)2

≤ ε

2
, ∀N ∈ N ,

para todo k suficientemente grande.

Finalmente, tomando el ĺımite N →∞,

(14.22) ĺım
N→∞

N∑
i=1

(
ξ

(i)
k − ξ(i)

)2

=
∞∑
i=1

(
ξ

(i)
k − ξ(i)

)2

≤ ε

2
< ε ,

para todo k suficientemente grande.

Por lo tanto,

(14.23) ĺım
k→∞

ρ(xk, x) = 0 ,

y la secuencia de Cauchy considerada converge a un elemento de L2.

En conclusión, toda secuencia fundamental en L2 es convergente, de modo que

se trata de un espacio eucĺıdeo completo.

Veremos ahora que el espacio L2 es separable. Para ello tengamos en cuenta que,

si x = {ξ(i) , i ∈ N} ∈ L2, dado ε > 0,

(14.24)
∞∑
i=1

(
ξ(i)

)2
< ∞ ⇒

∞∑
i=N+1

(
ξ(i)

)2
<

ε

2

para N suficientemente grande.

Por otra parte, sea

(14.25) q = {q(1), q(2), . . . , q(N), 0, 0, . . . } ∈ L2 ,
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donde los racionales q(i) ∈ Q son elegidos de manera que

(14.26)
(
ξ(i) − q(i)

)2
<

ε

21+i
.

En esas condiciones,

(14.27)

ρ(x, q)2 =
N∑

i=1

(
ξ(i) − q(i)

)2
+

∞∑
i=N+1

(
ξ(i)

)2
<

<

N∑
i=1

ε

21+i
+

ε

2
<

ε

2

∞∑
i=0

1

2i
= ε .

Por lo tanto, el conjunto de elementos de la forma (14.25) es denso en L2.

Además, ese conjunto es numerable, dado que puede establecerse una relación

biuńıvoca entre sus elementos y los polinomios con coeficientes racionales,

(14.28) q ↔ Q(t) = q(1) t0 + q(2) t1 + · · ·+ q(N) tN−1 ,

los que forman un conjunto numerable.

En conclusión, L2 contiene un conjunto denso numerable, es decir, es separable.

Definición 14.1. Un espacio eucĺıdeo de dimensión infinita, completo y separable

es llamado espacio de Hilbert.

Ejemplo:

• El espacio L2 es un espacio de Hilbert. ¦

15. Completamiento de espacios eucĺıdeos

Definición 15.1. Dos secuencias de Cauchy, {xk , k = 1, 2, . . . }, {yk , k = 1, 2, . . . } ⊂
E, se dicen coterminales si

(15.1) ĺım
k→∞

‖ xk − yk ‖= 0 .

Si la secuencia fundamental {xk , k = 1, 2, . . . } es coterminal con la secuencia

{yk , k = 1, 2, . . . }, y ésta es coterminal con {zk , k = 1, 2, . . . }, entonces la primera

es coterminal con la segunda. En efecto,

(15.2) ρ(xk, zk) ≤ ρ(xk, yk) + ρ(yk, zk) .

Evidentemente, esto corresponde a una relación de equivalencia, en la que dos

secuencias están en la misma clase de equivalencia si y sólo si son coterminales.
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El conjunto Ē de las clases de equivalencia de secuencias coterminales en el

espacio eucĺıdeo E, X = {{xk , k = 1, 2, . . . } ⊂ E | coterminales}, se estructura

como un espacio lineal respecto de las operaciones lineales definidas a continuación:

Dados X, Y ∈ Ē, tomamos dos secuencias representativas,

{xk} ∈ X, {yk} ∈ Y , y con ellas formamos la secuencia {zk = xk + yk}.
Esta secuencia es también fundamental,

(15.3) ‖ zk − zl ‖≤‖ xk − xl ‖ + ‖ yk − yl ‖→ 0 , k, l →∞ ,

y en consecuencia pertenece a cierta clase Z ∈ Ē.

En esas condiciones, se define

(15.4) X + Y := Z .

Esta definición es uńıvoca, ya que si {x′k} ∈ X, {y′k} ∈ Y , la secuencia

{z′k = x′k + y′k} ∈ Z. En efecto,

(15.5) ‖ zk − z′k ‖≤‖ xk − x′k ‖ + ‖ yk − y′k ‖→ 0 , k, l →∞ .

Similarmente, λX ∈ Ē es aquella clase a la que pertenece la secuencia

fundamental {λxk}, donde {xk} ∈ X. Resulta inmediato verificar que esta

definición también es uńıvoca.

Queda como ejercicio verificar que en Ē se satisfacen los axiomas de espacio

vectorial.

En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la clase de secuencias

convergentes a 0, Ō. En efecto, si {xk} ∈ X y {yk} ∈ Ō, entonces

(15.6) ĺım
k→∞

‖ (xk + yk)− xk ‖= ĺım
k→∞

‖ yk ‖= 0 ⇒ {xk + yk} ∈ X .

El espacio lineal Ē puede estructurarse como un espacio eucĺıdeo si se introduce

un producto escalar entre clases X, Y ∈ Ē. Para ello consideremos secuencias

fundamentales representativas de cada una de esas clases, {xk} ∈ X, {yk} ∈ Y ,

y tomemos el producto escalar (en E) de sus elementos genéricos, {(xk, yk) k =

1, 2, . . . }. Estos números definen una secuencia de Cauchy que, en consecuencia,

tiene un ĺımite:

(15.7)

∣∣∣ (xk, yk)− (xl, yl)
∣∣∣ =

∣∣∣ (xk, yk − yl) + (xk − xl, yl)
∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣ (xk, yk − yl)

∣∣∣ +
∣∣∣ (xk − xl, yl)

∣∣∣ ≤

≤‖ xk ‖ ‖ yk − yl ‖ + ‖ xk − xl ‖ ‖ yl ‖→ 0 , k, l →∞ ,
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dado que toda secuencia fundamental es acotada.

El ĺımite de esta secuencia numérica sólo depende de las clases seleccionadas

en Ē, y no de las secuencias representativas consideradas. En efecto, sean dos

secuencias coterminales con las anteriores, {x′k} ∈ X y {y′k} ∈ Y ; entonces

(15.8)

∣∣∣ (xk, yk)− (x′k, y
′
k)

∣∣∣ =
∣∣∣ (xk, yk − y′k) + (xk − x′k, y

′
k)

∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣ (xk, yk − y′k)

∣∣∣ +
∣∣∣ (xk − x′k, y

′
k)

∣∣∣ ≤

≤‖ xk ‖ ‖ yk − y′k ‖ + ‖ xk − x′k ‖ ‖ y′k ‖→ 0 , k, l →∞ .

En esas condiciones, se define

(15.9)
(
X, Y

)
:= ĺım

k→∞
(xk, yk)

Es evidente que esta definición satisfacen los dos primeros axiomas del producto

escalar en un espacio eucĺıdeo. En cuanto al tercero, para {xk} ∈ X tenemos

(15.10) (xk, xk) ≥ 0 ⇒ (
X,X

) ≥ 0 ,

y si

(15.11)
(
X, X

)
= 0 ⇒ ĺım

k→∞
‖ xk ‖2= 0 ⇒ xk → 0 ⇒ {xk} ∈ Ō ,

es decir, X = Ō.

El espacio Eucĺıdeo Ē aśı conformado tiene las siguientes propiedades:

Ē contiene un subespacio E1 isomorfo a E.

En efecto, cada vector de E puede asociarse de manera uńıvoca con la

clase de secuencias coterminales que lo tienen por ĺımite,

(15.12) x ↔ Xx =
{{xk} | xk → x

}
, y ↔ Xy =

{{yk} | yk → y
}

.

Entonces

(15.13) α x + β y ↔ α Xx + β Xy ,

y el producto escalar

(15.14)
(
Xx, Xy

)
= ĺım

k→∞
(xk, yk) = (x, y) .
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El subespacio E1 es denso en Ē.

Consideremos una secuencia fundamental {xk} ∈ X ∈ Ē. Dado ε > 0,

∃N ∈ N tal que si k > N entonces ρ(xk, xN) < ε
2
.

Sea XxN
∈ E1 la clase de las secuencias que convergen a xN . En parti-

cular, XxN
contiene la secuencia {xN , xN , . . . }. Entonces

(15.15) ‖ X −XxN
‖= ĺım

k→∞
‖ xk − xN ‖≤ ε

2
< ε .

Por lo tanto, todo elemento de Ē es un punto ĺımite de E1.

El espacio Ē es completo.

Consideremos una secuencia fundamental
{
Xk

} ⊂ Ē,

(15.16) ‖ Xk −Xl ‖<
ε

2
, ∀ k, l > n0(ε) , ∀ ε > 0 .

Si {xk,r} ∈ Xk y {xl,r} ∈ Xl, con k, l > n0(ε),

(15.17) ĺım
r→∞

‖ xk,r − xl,r ‖<
ε

2
⇒ ‖ xk,r − xl,r ‖<

ε

2
, ∀ r > r0(ε) .

Sea yk = xk,k, y llamemos N(ε) = máximo {n0(ε), r0(ε)}. Entonces, si

k, l > N(ε),

(15.18) ‖ yk − yl ‖= ‖ xk,k − xl,l ‖<
ε

2
.

Por lo tanto, la secuencia {yk} es fundamental, y pertenece a cierta clase

Y ∈ Ē.

Ahora bien, si k > N(ε),

(15.19) ‖ Xk − Y ‖= ĺım
l→∞

‖ xk,l − yl ‖≤ ε

2
< ε , ∀ ε > 0 .

En consecuencia, Y = ĺımk→∞ Xk, lo que muestra que toda secuencia de

Cauchy en Ē tiene un ĺımite en ese espacio.

Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 15.2. Dado un espacio eucĺıdeo de dimensión infinita E (en general,

no completo), existe un espacio eucĺıdeo completo Ē, llamado completamiento

de E, que contiene un subespacio denso isomorfo a E.

Finalmente señalemos que, dados dos espacios eucĺıdeos isomorfos E y E′, sus

completamientos Ē y Ē′ también son isomorfos entre śı.
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16. La integral de Lebesgue

Hemos visto que el espacio C2(a, b) no es completo, en el sentido de que no

toda secuencia fundamental en C2(a, b) converge en media a una función continua.

No obstante, en virtud del Teorema 15.2, sabemos que es posible construir (de

manera abstracta) un completamiento para ese espacio, C2(a, b), que contiene un

subespacio denso isomorfo a C2(a, b).

Veremos que es posible dar a C2(a, b) un significado concreto, interpretándolo

como el conjunto de cierta clase de funciones.

En particular, la integral de Riemann (definida para funciones continuas) ha sido

una herramienta esencial para definir el producto escalar en C2(a, b). La necesidad

de incorporar al espacio funciones más generales hace necesario generalizar también

ese producto escalar, expresándolo en términos de la integral de Lebesgue.

El desarrollo de la teoŕıa de la integral de Lebesgue excede las posibilidades de

este curso (ver, por ejemplo, la bibliograf́ıa indicada), por lo que nos contentaremos

con dar aqúı sólo una presentación intuitiva de ese concepto.

Definición 16.1. Diremos que un conjunto de puntos 4 ⊂ [a, b] tiene medida

menor que un número ε > 0 si 4 puede ser contenido en un conjunto (finito o

infinito numerable) de intervalos cuya longitud total sea menor que ε.

Ejemplo:

• El conjunto de los números racionales tiene medida menor que cualquier número

positivo ε.

En efecto, siendo un conjunto numerable, Q = {q1, q2, . . . }, el k-ésimo racional

puede ser contenido en un intervalo de longitud < ε/2k, de manera tal que la

longitud total de esos intervalos será menor que

(16.1)
∞∑

k=1

ε

2k
= ε .

¦

Definición 16.2. Un conjunto de medida menor que cualquier número positivo

se dice de medida nula.

Definición 16.3. Una función f(t), definida en un intervalo [a, b], se dice medible

si, ∀ ε > 0, ella puede ser redefinida en un conjunto de medida menor que ε del

intervalo [a, b] de manera tal que la función resultante sea continua.

Ejemplos:
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• Una función con un número finito de discontinuidades aisladas es medible. Basta

con redefinir adecuadamente a la función en un entorno suficientemente pequeño

de cada punto de discontinuidad para obtener una función continua.

• Una función con una singularidad aislada, como

(16.2) f(t) =

{
t−α , para 0 < t ≤ 1 ,

0 , para t = 0 ,

con α > 0, es medible. Ella puede ser redefinida en el intervalo (0, ε), por ejemplo,

como una función lineal que se anule en el origen y tome el valor ε−α en t = ε. De

esa manera se obtiene una función continua en el intervalo [0, 1] para todo ε > 0.

• La función de Dirichlet, definida en el intervalo [0, 1] como

(16.3) χ(t) =

{
1 , ∀ t ∈ Q ,

0 , ∀ t /∈ Q ,

es una función medible. En efecto, el conjunto de los números racionales puede

ser contenido en un subconjunto de [0, 1] de medida menor que cualquier ε > 0.

Redefiniendo alĺı adentro a la función, por ejemplo, como tomando valores nulos

se obtiene una función continua, idénticamente nula. ¦

16.1. Integral de Lebesgue. Consideremos una función medible en el inter-

valo [a, b], f(t), que toma valores no negativos. Entonces, dada una secuencia de

números positivos εk → 0, para cada k podemos construir una función continua

fk(t), que también tome valores no negativos, y que sólo difiera de la anterior en

un conjunto de medida menor que εk.

Si esas funciones fk(t) pueden ser construidas de manera tal que sus integrales

(en el sentido de Riemann) tengan una cota superior común, entonces la función

f(t) se dice sumable o integrable en el sentido de Lebesgue.

En ese caso, se puede demostrar que las funciones fk(t) pueden ser elegidas de

modo que sus integrales formen una secuencia convergente cuyo ĺımite, no obstante,

puede depender de la esa elección.

En efecto, si la función f(t) ha sido modificada en un intervalo 4, de longitud

δ, a los efectos de obtener una función continua fk(t), nada impide sumarle a fk(t)

una función continua no negativa, que se anule fuera de 4 y cuya gráfica sea,

por ejemplo, un triángulo de base δ y altura 2c/δ, con c > 0. Esa modificación

incrementa en c el valor de su integral,

(16.4)

∫ b

a

fk(t) dt → c +

∫ b

a

fk(t) dt .
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Entonces, el ĺımite de la secuencia de integrales puede ser incrementado arbitra-

riamente. Pero la condición fk(t) ≥ 0 impide que pueda ser disminuido arbitraria-

mente.

En esas condiciones, se define la integral de Lebesgue de f(t) (y se la denota

por el mismo śımbolo que la integral de Riemann) como la mayor cota inferior o

ı́nfimo del conjunto de valores posibles para el limite de la secuencia de integrales

de las funciones fk(t),

(16.5)

∫ b

a

f(t) dt := Inf

{
ĺım
k→∞

∫ b

a

fk(t) dt

}
,

donde deben tenerse en cuenta todas las posibles elecciones de las funciones fk(t).

Con esa definición, se puede demostrar que si una función que toma valores no

negativos f(t) tiene una integral de Riemann (porque es continua), o una integral

de Riemann impropia (como es el caso de una función con una discontinuidad, o

con una singularidad integrable f(t) = t−α, con 0 < α < 1), entonces también

es sumable, y su integral de Lebesgue coincide con su integral en el sentido de

Riemann.

Similarmente, una función no negativa que tiene una singularidad no integrable,

f(t) = t−α, con α > 1, tampoco es integrable en el sentido de Lebesgue dado que,

en ese caso, las integrales de las funciones fk(t) no están acotadas.

No obstante, existen funciones que no tienen una integral de Riemann (ni propia

ni impropia) pero que śı son integrables en el sentido de Lebesgue.

Un ejemplo es la función de Dirichlet, ec. (16.3). Esta función no es integrable en

el sentido de Riemann, porque el ĺımite de las integrales de funciones escalonadas

que aproximan a χ(t) por arriba no coincide con el ĺımite de las que la aproximan

por abajo.

Pero esta función medible puede ser modificada en conjuntos de medida arbi-

trariamente pequeña, de modo de obtener una secuencia de funciones continuas

χk(t) cuyas integrales estén acotadas. La elección de estas funciones que conduce

a los mı́nimos valores posibles para sus integrales corresponde a tomar χk(t) ≡ 0

para todo k. Entonces,

(16.6)

∫ 1

0

χ(t) dt = Inf

{
ĺım
k→∞

∫ 1

0

χk(t) dt

}
= 0 .
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Propiedad 16.4. Si f(t) ≥ 0 es una función integrable de Lebesgue, y 0 ≤ g(t) ≤
f(t), entonces g(t) también es sumable y su integral satisface

(16.7) 0 ≤
∫ b

a

g(t) dt ≤
∫ b

a

f(t) dt .

Definición 16.5. Una función medible f(t), que toma valores tanto positivos

como negativos, se dice sumable si su valor absoluto |f(t)| es sumable.

En ese caso, por la propiedad anterior, las funciones

(16.8)

f+(t) = max {0, f(t)} ≤ |f(t)| ,

f−(t) = max {0,−f(t)} ≤ |f(t)| ,
que toman valores no negativos, son integrables de Lebesgue. Dado que f(t) =

f+(t)− f−(t), se define la integral de Lebesgue de esa función como

(16.9)

∫ b

a

f(t) dt :=

∫ b

a

f+(t) dt−
∫ b

a

f−(t) dt .

Si la función f(t) toma valores complejos, y su módulo |f(t)| es sumable, enton-

ces se define

(16.10)

∫ b

a

f(t) dt :=

∫ b

a

<{f(t)} dt + i

∫ b

a

={f(t)} dt .

Se puede demostrar que la integral de Lebesgue aśı definida tiene las mismas

propiedades de linealidad que la integral de Riemann,

(16.11)

∫ b

a

{α f(t) + β g(t)} dt = α

∫ b

a

f(t) dt + β

∫ b

a

g(t) dt .

17. El espacio L2(a, b)

Se llama L2(a, b) al espacio de las funciones f(t) medibles en el intervalo [a, b],

cuyos módulos al cuadrado son sumables,

(17.1)

∫ b

a

|f(t)|2 dt < ∞ .

Este conjunto se estructura como un espacio lineal respecto de las operaciones

usuales de suma de funciones,

(17.2) (f + g) (t) := f(t) + g(t) ,

y producto de funciones por números,
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(17.3) (α f) (t) := α f(t) .

Quisiéramos hacer de él un espacio eucĺıdeo introduciendo un producto escalar

similar al del espacio C2(a, b), pero empleando la integral de Lebesgue,

(17.4)
(
f(t), g(t)

)
:=

∫ b

a

f(t)∗ g(t) dt .

Primero verifiquemos que esa integral existe para todo par de funciones f(t), g(t) ∈
L2(a, b). Para ello tengamos en cuenta que

(17.5) 0 ≤
(
|f(t)| − |g(t)|

)2

⇒
∣∣∣ f(t) g(t)

∣∣∣ ≤ 1

2

(
|f(t)|2 + |g(t)|2

)
,

de donde resulta que
(
f(t)∗ g(t)

)
es sumable (ver Propiedad 16.4).

Si ahora consideramos la suma de dos funciones f(t), g(t) ∈ L2(a, b),

(17.6)

∣∣∣f(t) + g(t)
∣∣∣
2

=
∣∣∣f(t)2 + 2f(t) g(t) + g(t)2

∣∣∣ ≤

≤
∣∣∣f(t)

∣∣∣
2

+ 2
∣∣∣f(t) g(t)

∣∣∣ +
∣∣∣g(t)

∣∣∣
2

,

de donde resulta que (f +g)(t) ∈ L2(a, b), que es lo que debe ocurrir en un espacio

lineal.

En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la función idénticamente

nula 0(t).

Por otra parte, de la definición de producto escalar, ec. (17.4), y de las propieda-

des de linealidad de la integral de Lebesgue, ec. (16.11), resulta inmediato probar

que se satisfacen los dos primeros axiomas del espacio eucĺıdeo.

En cuanto al tercero,

(17.7)
∣∣∣f(t)

∣∣∣
2

≥ 0 ⇒
(
f(t), f(t)

)
=

∫ b

a

∣∣f(t)
∣∣2 dt ≥ 0 .

Pero si
(
f(t), f(t)

)
= 0, no podemos concluir de ello que f(t) = 0(t), puesto que

hemos visto que existen funciones a valores no negativos que (como la función de

Dirichlet) tienen una integral de Lebesgue nula a pesar de no ser idénticamente

nulas. Esto crea una dificultad con la segunda parte de este axioma.

Sin embargo, se puede demostrar que una función a valores no negativos, u(t) ≥
0 ∀ t, tiene una integral de Lebesgue nula śı y sólo si ella difiere de 0 en, a lo sumo,

un conjunto de medida nula,

(17.8)

∫ b

a

u(t) dt = 0 ⇔ u(t) = 0 , a.e.
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(donde la abreviatura a.e. significa en casi todo punto - almost everywhere).

En particular, esto implica que la “distancia” (derivada del “producto escalar”

definido en la ec. (17.4)) entre dos funciones f(t), g(t) ∈ L2(a, b) es cero si esas

funciones difieren sólo en un conjunto de medida nula,

(17.9) f(t) = g(t) , a.e. ⇒
∫ b

a

∣∣∣f(t)− g(t)
∣∣∣
2

dt = 0 .

A pesar de no ser idénticas, tales funciones debeŕıan ser consideradas como el

mismo vector del espacio eucĺıdeo.

Esto sugiere identificar a todas las funciones de (módulo) cuadrado integrable

que difieran unas de otras en, a lo sumo, un conjunto de medida nula con un

mismo elemento del espacio. En particular, toda función nula en casi todo punto

seŕıa entonces equivalente al vector nulo 0(t), con lo que también se satisfaŕıa el

tercer axioma del producto escalar.

Para ser más precisos: interpretamos a los elementos del espacio L2(a, b) no

como funciones individuales, sino como clases de equivalencia de funciones

de cuadrado sumable, donde dos funciones están en la misma clase si coinciden

en casi todo punto (es decir, si sólo difieren en un conjunto de medida nula).

Las operaciones lineales entre clases se definen a partir de las operaciones sobre

funciones representativas de cada clase, siendo la clase resultante independiente de

esta elección. En efecto, cambiar de funciones representativas produce un resultado

que coincide con el anterior en casi todo punto, y entonces pertenece a la misma

clase de equivalencia.

Finalmente, el producto escalar entre elementos de L2(a, b) se define como en

la ec. (17.4), a partir de dos funciones representativas de las clases. Esto también

resulta independiente de esa elección, dado que cambiar de función en una clase

corresponde a cambiar el integrando en, a lo sumo, un conjunto de medida nula,

lo que no altera el valor de la integral.

Con esta interpretación, L2(a, b) resulta un espacio eucĺıdeo.

Por otra parte, se puede demostrar que las funciones continuas, que participan

en la definición de la integral de Lebesgue

(17.10)

∫ b

a

∣∣f(t)
∣∣2 dt = Inf

{
ĺım
k→∞

∫ b

a

∣∣fk(t)
∣∣2 dt

}
, f(t) ∈ L2(a, b) ,

pertenecen a clases de equivalencia que forman un subespacio denso en L2(a, b).

Evidentemente, este subespacio es isomorfo a C2(a, b).
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Dado que C2(a, b) es un espacio eucĺıdeo de dimensión infinita y separable (con-

tiene un conjunto denso numerable), también lo es L2(a, b).

Finalmente, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 17.1. (de Riesz y Fischer) L2(a, b) es un espacio eucĺıdeo completo.

Por lo tanto, L2(a, b) es un espacio de Hilbert (espacio eucĺıdeo de dimensión

infinita, completo y separable), isomorfo al completamiento de C2(a, b).

Esta construcción puede ser generalizada al caso de varias variables.

Consideremos, por ejemplo, funciones de dos variables, f(t, s), definidas en la

región [a, b]× [c, d]. Un conjunto de puntos de ese rectángulo tiene medida menor

que ε > 0 si puede ser contenido en un conjunto finito o infinito numerable de

rectángulos de área total menor que ε.

La definición de funciones medibles y sumables es enteramente similar a la del

caso de una variable, aśı como la definición de integral de Lebesgue, que se denota

por el mismo śımbolo que la integral de Riemann,
∫ b

a

∫ d

c
f(t, s) dt ds.

El conjunto de las clases de equivalencia de funciones de (módulo) cuadra-

do sumable en la región [a, b] × [c, d] conforma un espacio de Hilbert llamado

L2 ((a, b)× (c, d)).

El siguiente resultado permite calcular integrales de Lebesgue dobles como in-

tegrales iteradas, como en el caso de integrales de Riemann dobles.

Teorema 17.2. (de Fubini) Sea f(t, s) una función sumable en el rectángulo a ≤
t ≤ b, c ≤ s ≤ d.

Entonces, para t fijo, f(t, s) es una función sumable de la variable s en el in-

tervalo [c, d], excepto posiblemente para un conjunto de medida nula de valores de

t. Su integral de Lebesgue

(17.11) F (t) =

∫ d

c

f(t, s) ds

(que existe en casi todo punto) es una función sumable de la variable t, cuya

integral coincide con el valor de la integral doble,

(17.12)

∫ b

a

F (t) dt =

∫ b

a

{∫ d

c

f(t, s) ds

}
dt =

∫ b

a

∫ d

c

f(t, s) dt ds .

Similarmente, la integral
∫ b

a
f(t, s) dt existe para casi todos los valores de s, y

define una función sumable tal que

(17.13)

∫ d

c

{∫ b

a

f(t, s) dt

}
ds =

∫ b

a

∫ d

c

f(t, s) dt ds .
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18. Complementos ortogonales

El Lema 3.1 muestra la existencia del complemento ortogonal de cualquier subes-

pacio de dimensión finita. En lo que sigue mostraremos que en un espacio eucĺıdeo

completo es posible realizar una descomposición similar respecto de un subespacio

arbitrario.

Lema 18.1. Si x ∈ E es un vector ortogonal a un subespacio F ⊂ E, entonces x

es también ortogonal a su clausura, x ⊥ F̄.

En efecto, si y ∈ F̄, entonces y = ĺımk→∞ yk, con yk ∈ F , ∀ k ∈ N. En esas

condiciones, por la continuidad del producto escalar,

(18.1) (x, y) = ĺım
k→∞

(x, yk) = 0 ,

dado que x ⊥ yk , ∀ k. Por lo tanto, x ⊥ y , ∀ y ∈ F̄, es decir, x ⊥ F̄. ¤
Esto implica, en particular, que no existe ningún vector no nulo que sea ortogonal

a un subespacio F denso en E. Eso es aśı porque, si x ⊥ F ⇒ x ⊥ E ⊂ F̄. Entonces,

x ⊥ x ⇒ x = 0.

En esas condiciones, será suficiente considerar subespacios cerrados (recorde-

mos que, en particular, todo subespacio de dimensión finita es cerrado). También

necesitaremos la siguiente propiedad.

Lema 18.2. (del paralelogramo) Dados dos vectores x, y ∈ E, vale la relación

(18.2) ‖ x + y ‖2 + ‖ x− y ‖2 = 2 ‖ x ‖2 + 2 ‖ y ‖2

(es decir, la suma de los cuadrados las longitudes de las diagonales de un parale-

logramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados).

En efecto,

(18.3)

‖ x + y ‖2 + ‖ x− y ‖2 = (x + y, x + y) + (x− y, x− y) =

= 2(x, x) + 2(y, y) = 2 ‖ x ‖2 + 2 ‖ y ‖2 .

¤

Lema 18.3. Consideremos un subespacio cerrado F de un espacio eucĺıdeo com-

pleto E. Todo vector x ∈ E puede ser expresado como la suma de dos vectores,

x = u + v, donde u ∈ F y v ⊥ F. Además, esos dos vectores están uńıvocamente

definidos.
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Sea

(18.4) d = Inf{y∈F} {ρ(x, y)} ≥ 0 .

Si d = 0, entonces x es un punto ĺımite de F ⇒ x ∈ F, por ser F cerrado.

Supongamos que x /∈ F ⇒ d > 0. Eso quiere decir que existen en F vectores

cuya distancia a x es mayor que d, pero tan próxima como se quiera a ese valor.

En esas condiciones, podemos construir una secuencia {yk , k ∈ N} ⊂ F, tal que

(18.5) ‖ x− yk ‖→ d cuando k →∞ .

Aplicando el Lema 18.2 podemos escribir

(18.6) 2 ‖ x− yk ‖2 +2 ‖ x− yl ‖2 = ‖ 2x− (yk + yl) ‖2 + ‖ yk − yl ‖2 ,

de donde resulta que, ∀ k, l ∈ N,

(18.7) 0 ≤‖ yk − yl ‖2≤ 2
{‖ x− yk ‖2 + ‖ x− yl ‖2

}− 4 d2 ,

donde hemos tenido en cuenta que

(18.8)

∣∣∣∣
∣∣∣∣ x− yk + yl

2

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

≥ d2 ,

dado que (yk + yl)/2 ∈ F.

Ahora bien, por construcción, el miembro de la derecha de la ec. (18.7) tiende

a 0 cuando k, l → ∞, de donde se concluye que la secuencia {yk , k ∈ N} es

fundamental. Y como E es un espacio completo y F es cerrado, existe en ese

subespacio el ĺımite de la secuencia

(18.9) u = ĺım
k→∞

yk ∈ F .

Sea v = x− u. Su norma es

(18.10) ‖ v ‖= ‖ x− u ‖= ĺım
k→∞

‖ x− yk ‖= d > 0 .

Tomemos ahora un vector arbitrario z ∈ F, y consideremos la combinación

u + λ z ∈ F, con λ ∈ C. Entonces, el cuadrado de su distancia respecto del vector

x = u + v es

(18.11)

‖ x− (u + λ z) ‖2 = ‖ v − λ z ‖2 =

= ‖ v ‖2 − 2<{λ (v, z)}+ |λ|2 ‖ z ‖2≥ d2 ,

de donde resulta que

(18.12) 2<{λ (v, z)} ≤ |λ|2 ‖ z ‖2 , ∀ z ∈ F , ∀λ ∈ C .
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Primero tomemos λ ∈ R. Entonces,

(18.13)





2<{(v, z)} ≤ λ ‖ z ‖2 , ∀λ > 0 ,

2<{(v, z)} ≥ λ ‖ z ‖2 , ∀λ < 0 ,




⇒ <{(v, z)} = 0 .

Si ahora tomamos λ = i µ, con µ ∈ R, tenemos

(18.14)





2={(v, z)} ≥ −µ ‖ z ‖2 , ∀µ > 0 ,

2={(v, z)} ≤ −µ ‖ z ‖2 , ∀µ < 0 ,




⇒ ={(v, z)} = 0 .

Por lo tanto,

(18.15) (v, z) = 0 , ∀ z ∈ F ⇒ v ⊥ F .

Finalmente, supongamos que x admite otra descomposición de la forma x =

u′ + v′, con u′ ∈ F y v′ ⊥ F. Entonces,

(18.16) 0 = ‖ (u + v)− (u′ + v′) ‖2 = ‖ u− u′ ‖2 + ‖ v − v′ ‖2 ,

de donde resulta que u′ = u y v′ = v, de modo que la descomposición es única. ¤

Recordemos que el conjunto de los vectores ortogonales a un subespacio dado

F ⊂ E forman el complemento ortogonal de F, que es un subespacio cerrado.

Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 18.4. Para todo subespacio cerrado F de un espacio eucĺıdeo completo

E, existe su complemento ortogonal F⊥, que es también un subespacio cerrado.

Además, todo vector x ∈ E admite una descomposición única de la forma x = u+v,

con u ∈ F y v ∈ F⊥.

19. Desarrollos ortogonales

Definición 19.1. Se dice que un conjunto ortonormal de vectores de un espacio

eucĺıdeo, {e1, e2, . . . , ek, . . . } ⊂ E, es un sistema completo si no existen en E

vectores no nulos que sean ortogonales a todos los vectores del sistema.

Esto es, el conjunto {e1, e2, . . . , ek, . . . } es un sistema completo en un espacio E

si las ecuaciones

(19.1) (ek, x) = 0 , ∀ k ∈ N ⇒ x = 0 .

Por el momento no sabemos si tales sistemas existen, ni como construirlos en

ese caso, pero śı podemos estudiar las consecuencias de su posible existencia.
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Supongamos que tenemos un conjunto numerable de vectores ortonormales,

(19.2) {e1, e2, . . . , ek, . . . } ⊂ E , con (ek, el) = δk l ,

y que un vector x ∈ E tiene un desarrollo de la forma

(19.3) x =
∞∑

k=1

ak ek .

En (19.3), la serie converge en el sentido de la distancia en E, es decir,

(19.4) ĺım
N→∞

‖ x− SN ‖= 0 ,

donde

(19.5) SN =
N∑

k=1

ak ek

es la N -ésima suma parcial de la serie.

Para N dado, consideremos el producto escalar

(19.6) (ek, SN) =
N∑

l=1

al (ek, el) =





ak , k ≤ N ,

0 , k > N .

Entonces,

(19.7) (ek, x) = ĺım
N→∞

(ek, SN) = ak .

Por lo tanto, los coeficientes ak de un desarrollo convergente como el de la ec.

(19.3) están uńıvocamente determinados como los coeficientes de Fourier del

vector x respecto del sistema ortonormal considerado.

Dado un sistema ortonormal de vectores como el de la ec. (19.2), siempre es

posible calcular los coeficientes de Fourier de un vector x ∈ E respecto de dicho

sistema, y con ellos formar las sumas parciales de su serie de Fourier generali-

zada,

(19.8) SN :=
N∑

k=1

ak ek , con ak := (ek, x) .

Consideremos la diferencia

(19.9) RN := x− SN .
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Este vector es ortogonal a los N primeros vectores del sistema, RN ⊥ ek , k =

1, 2, . . . , N . En efecto,

(19.10) (ek, RN) = (ek, x)− (ek, SN) = ak −
N∑

l=1

al δk,l = 0 , si k ≤ N .

En consecuencia, x = SN + RN es la suma de dos vectores ortogonales entre śı.

Por el teorema de Pitágoras tenemos

(19.11) ‖ x ‖2 = ‖ SN ‖2 + ‖ RN ‖2≥‖ SN ‖2 =
N∑

k=1

|ak|2 ,

de modo que

(19.12)
N∑

k=1

|ak|2 ≤‖ x ‖2 , ∀N ∈ N .

De aqúı resulta la siguiente propiedad:

Propiedad 19.2. Los coeficientes de Fourier de un vector x ∈ E relativos a un con-

junto numerable de vectores ortonormales entre śı, ak = (ek, x),∀ k ∈ N, satisfacen

la desigualdad de Bessel,

(19.13)
∞∑

k=1

|ak|2 ≤‖ x ‖2 .

Teorema 19.3. Sea {e1, e2, . . . , ek, . . . } un sistema ortonormal completo en un

espacio eucĺıdeo completo E. Todo vector x ∈ E tiene una serie de Fourier gene-

ralizada que converge a x en la métrica de ese espacio,

(19.14) x =
∞∑

k=1

ak ek , con ak = (ek, x) .

Consideremos la distancia entre dos sumas parciales de la serie de Fourier gene-

ralizada para x,

(19.15) ‖ SN+M − SN ‖2 =

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
N+M∑

k=N+1

ak ek

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣

2

=
N+M∑

k=N+1

|ak|2 .

Como consecuencia de la desigualdad de Bessel, la suma en el miembro de la

derecha es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente. Por lo

tanto, la sucesión de sumas parciales {Sk} es fundamental.
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Ahora bien, en un espacio eucĺıdeo completo, toda secuencia de Cauchy tiene

un ĺımite. Es decir, existe un vector S ∈ E que es el ĺımite de la serie,

(19.16) S = ĺım
k→∞

Sk =
∞∑

k=1

ak ek .

Los coeficientes de Fourier de S respecto del sistema ortonormal considerado

(uńıvocamente determinados) están dados por (ek, S) = ak. En consecuencia,

(19.17) (ek, x− S) = (ek, x)− (ek, S) = ak − ak = 0 , ∀ k ∈ N .

Finalmente, si el sistema {e1, e2, . . . , ek, . . . } es completo, la ec. (19.17) implica

que

(19.18) x− S = 0 ⇒ x = S .

En consecuencia, el vector x es el ĺımite de su serie de Fourier generalizada,

(19.19) x =
∞∑

k=1

(ek, x) ek .

¤

En las condiciones del Teorema 19.3, dos vectores cualesquiera x, y ∈ E pueden

ser representados como los ĺımites de sus respectivas series de Fourier,

(19.20) x =
∞∑

k=1

ak ek , y =
∞∑

k=1

bk ek .

Por la continuidad del producto escalar, podemos escribir

(19.21) (x, y) = ĺım
N→∞

(
N∑

k=1

ak ek,

N∑

l=1

bl el

)
= ĺım

N→∞

N∑

k=1

a∗k bk =
∞∑

k=1

a∗k bk .

En particular, tomando y = x obtenemos la igualdad de Parseval,

(19.22) ‖ x ‖2 = (x, x) =
∞∑

k=1

|ak|2 .

Esto muestra que, en un espacio eucĺıdeo completo, la desigualdad de Bessel

se reduce a una igualdad cuando el sistema ortonormal es completo. Esta es una

suerte de generalización del Teorema de Pitágoras al caso de dimensión infinita.

Para que valgan estas propiedades que acabamos de demostrar debemos contar

con un sistema ortonormal completo de vectores.

Ya conocemos un método general para ortogonalizar (y normalizar) una dada

secuencia de vectores, {x1, x2, . . . , xk, . . . }, pero el sistema ortonormal resultante

no será, en general, un sistema completo.
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Teorema 19.4. Una condición necesaria y suficiente para que el sistema

{e1, e2, . . . , ek, . . . }, obtenido por ortonormalización de la secuencia

{x1, x2, . . . , xk, . . . } ⊂ E, sea completo en un espacio eucĺıdeo completo E es que

la variedad lineal generada por los vectores xk, L{xk , k ∈ N}, sea un subespacio

denso en E.

Primero supongamos que el sistema {e1, e2, . . . , ek, . . . } sea completo. Enton-

ces, como E es completo, todo vector x ∈ E es el ĺımite de su serie de Fourier

generalizada

(19.23) x = ĺım
N→∞

SN , SN =
N∑

k=1

ak ek .

Teniendo en cuenta que cada uno de los vectores ek es, por construcción, una com-

binación lineal de un número finito de vectores xk (ver Teorema 4.1), concluimos

que existen combinaciones lineales de (un número finito de) estos vectores que

están tan cerca como se quiera del vector x.

Por lo tanto, si el sistema {e1, e2, . . . , ek, . . . } es completo en un espacio E com-

pleto, entonces L{xk , k ∈ N} es denso en E.

Supongamos ahora que L{xk , k ∈ N} sea denso en E. Podemos invertir la

relación entre los ek y los xk, de modo de expresar cada vector xk como una

combinación lineal de (un número finito de) vectores ek. Entonces, un vector x

ortogonal a todos los ek,

(19.24) (ek, x) = 0 , ∀ k ∈ N ,

es ortogonal a toda combinación lineal de los xk, es decir,

(19.25) x ⊥ L{x1, x2, . . . , xk, . . . } .

Y como no existen vectores no nulos ortogonales a un subespacio denso, debe ser

x = 0.

Por lo tanto, si L{xk , k ∈ N} es denso en E, entonces el sistema ortonormal

{e1, e2, . . . , ek, . . . } es completo en E. ¤

Ejemplos:

• La variedad lineal generada por las potencias de t en el intervalo [−1, 1], que es

el subespacio de los polinomios P2(−1, 1), es denso en el espacio C2(−1, 1) que, a

su vez, es denso en el espacio completo L2(−1, 1). Entonces, por el Teorema 19.4,

el conjunto de los polinomios de Legendre (que se obtienen por ortogonalización

de las potencias de t - ver ec. (4.2)) es un sistema ortogonal completo en L2(−1, 1).
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En consecuencia, toda función de cuadrado sumable en [−1, 1] puede ser des-

arrollada en una serie de polinomios de Legendre (debidamente normalizados), y

esa serie converge en media a la función.

• El sistema de las funciones trigonométricas, {cos(kt) , k = 0, 1, 2, . . . ; sin(lt) , l =

1, 2, 3, . . . }, es ortogonal y completo en L2(−π, π).

En efecto, es bien sabido que una función periódica de peŕıodo 2π, con una

derivada primera continua en toda la recta, tiene un desarrollo en serie de Fourier

que converge uniformemente a la función en toda la recta.

En consecuencia, el espacio lineal generado por las funciones del sistema trigono-

métrico es denso en un conjunto que llamaremos F, que contiene a todas aquellas

funciones definidas en el intervalo [−π, π] que pueden ser extendidas a toda la

recta como funciones 2π-periódicas y con una derivada primera continua:

(19.26) L{cos(kt) , k ≥ 0 ; sin(lt) , l ≥ 1} denso en F .

Este conjunto F contiene, en particular, funciones con una derivada primera

continua en (−π, π), y que se anulan idénticamente en intervalos de la forma

[−π,−π + δ] y [π − δ, π], con δ > 0.

Veremos que F es denso en el conjunto de los polinomios P2(−π, π), que a su

vez es denso en L2(−π, π).

En efecto, consideremos un polinomio P (t), y una secuencia de funciones reales

y diferenciables, {hk(t), k ∈ N}, tales que tomen valores entre 0 y 1 y satisfagan

(19.27) hk(t) =





0 , π − (
1
2

)k+1 ≤ |t| ≤ π ,

1 , |t| ≤ π − (
1
2

)k
.

Evidentemente, el producto hk(t) P (t) ∈ F , ∀ k. Y si |P (t)| ≤ M , ∀ t ∈ [a, b], su

distancia a P (t)

(19.28)

ρ
(
hk(t) P (t), P (t)

)2

=

∫ π

−π

(
hk(t)− 1

)2 ∣∣P (t)
∣∣2 dt ≤

≤ 22M2 2

(
1

2

)k

= 8M2

(
1

2

)k

→ 0

cuando k →∞.

Por lo tanto

(19.29) L{cos(kt) , k ≥ 0 ; sin(lt) , l ≥ 1} denso en L2(−π, π) .
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Como el sistema trigonométrico ya es ortogonal, normalizando esos vectores

obtenemos un sistema ortonormal y completo en L2(−π, π),

(19.30)

{
cos(kt)√

2π
, k ≥ 0 ;

sin(lt)√
2π

, l ≥ 1

}
,

de acuerdo con el Teorema 19.4.

En un espacio complejo también podemos tomar el sistema ortonormal completo

(19.31)

{
exp(ikt)√

2π
, k ∈ Z

}
.

• Los sistemas {cos(kt) , k = 0, 1, 2, . . . } y {sin(kt) , k = 1, 2, 3, . . . } son completos

en L2(0, π).

En efecto, las funciones de cuadrado sumable en [0, π] pueden ser extendidas

al intervalo [−π, π] como funciones pares o impares, cuyas series de Fourier se

reducen a series de cosenos y senos respectivamente.

La convergencia en media de la sucesión de sumas parciales (también pares o

impares, según el caso) a la función en el intervalo completo implica la convergencia

en media en [0, π],

(19.32)

∫ π

−π

|x(t)− SN(t)|2 dt = 2

∫ π

0

|x(t)− SN(t)|2 dt → 0

cuando N →∞.

• Por un razonamiento similar, se puede demostrar que el sistema ortogonal

{cos(kt) cos(ls) , k, l ≥ 0}, es completo en L2

(
(0, π)× (0, π)

)
.

¦

Teorema 19.5. Todo espacio de Hilbert real E es isomorfo al espacio L2.

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio eucĺıdeo infinito-dimensional,

completo y separable.

Todo espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal y completo de vectores.

En efecto, por ser separable, E contiene un conjunto denso numerable,

(19.33) F = {x1, x2, . . . , xk, . . . } denso en E .

En consecuencia, la variedad lineal generada por esos vectores es también densa

en E y, por el Teorema 19.4, el sistema ortonormal que se obtiene por ortonorma-

lización de la secuencia F, {e1, e2, . . . , ek, . . . }, es completo.
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Como el espacio es completo, todo vector x ∈ E es el ĺımite de su desarrollo de

Fourier respecto del sistema completo {ek , k ∈ N},

(19.34) x =
∞∑

k=1

ak ek , ak = (ek, x) ∈ R .

Además, como el sistema es completo la desigualdad de Bessel se reduce a la

igualdad de Parseval,

(19.35) ‖ x ‖2 =
∞∑

k=1

a 2
k < ∞ .

Estos coeficientes de Fourier permiten definir un elemento del espacio L2,

(19.36) x̄ =

{
ak , k ∈ N , con

∞∑

k=1

a 2
k < ∞

}
∈ L2 .

Inversamente, dados el sistema ortonormal {ek , k ∈ N} y un elemento x̄ ∈ L2

como en la ec. (19.36), puede asociarse a éste un vector de E dado por el ĺımite

de la serie de la ec. (19.34).

Dada la unicidad de los coeficientes de Fourier, esta relación establece una co-

rrespondencia biuńıvoca entre los elementos de E y los de L2. Se verifica de in-

mediato que esta correspondencia preserva las operaciones lineales y los productos

escalares.

Por ejemplo, si x, y ∈ E se corresponden con x̄ = {ak}, ȳ = {bk} ∈ L2 respecti-

vamente, tenemos que

(19.37) (x, y)E =
∞∑

k=1

ak bk = (x̄, ȳ)L2 .

Por lo tanto, E es isomorfo a L2. ¤

Similarmente, todo espacio de Hilbert complejo es isomorfo a la extensión

compleja8 del espacio L2.

8Este es un espacio eucĺıdeo complejo cuyos elementos se obtienen como sumas formales de la

forma x̄ + i ȳ, con x̄, ȳ ∈ L2, y donde el producto escalar se define por

(19.38) (x̄ + i ȳ, x̄′ + i ȳ′) := (x̄, x̄′) + (ȳ, ȳ′) + i (x̄, ȳ′)− i (ȳ, x̄′) .
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20. Funcionales lineales acotadas en espacios completos

Teorema 20.1. Toda funcional lineal acotada f(x) en un espacio eucĺıdeo comple-

to E puede ser representada como el producto escalar por un vector fijo del espacio,

f(x) ≡ (z, x) , z ∈ E.

Consideremos una funcional lineal acotada, |f(x)| ≤ K ‖ x ‖, ∀x ∈ E. Si

f es la funcional nula, ella corresponde al producto escalar por el vector nulo,

f(x) = 0 = (0, x) , ∀x ∈ E.

Supongamos que f no sea la funcional nula, y llamemos F al kernel o subespacio

nulo de la funcional,

(20.1) f(x) = 0 , ∀x ∈ F .

Este es un subespacio cerrado, puesto que si la secuencia fundamental {xk , ∀ k ∈
N} ⊂ F tiene por ĺımite al vector x, entonces

(20.2) f(x) = ĺım
k→∞

f(xk) = 0 ,

dado que toda funcional lineal acotada es continua (ver Teorema 10.5).

Por el Teorema 18.4, sabemos que en un espacio eucĺıdeo completo existe el

complemento ortogonal de este kernel, F⊥, que también es un subespacio cerrado.

Veremos que F⊥ es un subespacio unidimensional.

En efecto, sean dos vectores no nulos arbitrarios z1, z2 ∈ F⊥, de modo que

f(z1,2) 6= 0, y sea y = f(z1) z2 − f(z2) z1 ∈ F⊥. Entonces,

(20.3) f(y) = f(z1) f(z2)− f(z2) f(z1) = 0 ⇒ y ∈ F .

Por lo tanto, y ⊥ y ⇒ y = 0, y los vectores z1 y z2 son colineales.

Finalmente, sea e ∈ F⊥ un vector unitario que genere ese subespacio. Sabemos

que todo vector x ∈ E tiene una descomposición única de la forma x = u + v,

donde v ∈ F y

(20.4) u = λ e ∈ F⊥ , con λ = (e, u) = (e, u + v) = (e, x) .

En esas condiciones

(20.5) f(x) = λ f(e) + f(v) = f(e) (e, x) = (z, x) , con z = f(e)∗ e .

Este vector z es único, puesto que si también tenemos que f(x) = (z′, x) , ∀x ∈
E, entonces

(20.6) (z − z′, x) = 0 ,∀x ⇒ ‖ z − z′ ‖2 = 0 ⇒ z′ = z .

¤
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21. El operador integral de Fredholm

Ya hemos señalado que todo operador lineal acotado es continuo. Un ejemplo

importante de operador acotado en L2(a, b) es el operador integral de Fredholm

de núcleo de cuadrado sumable, definido por

(21.1) Ax(t) :=

∫ b

a

K(t, s) x(s) ds ,

donde el núcleo del operador integral, K(t, s), es una función de dos variables de

(módulo) cuadrado sumable en la región a ≤ t, s ≤ b,

(21.2) K2 =

∫ b

a

∫ b

a

|K(t, s)|2 dt ds < ∞ .

Esto equivale a decir que

(21.3) K(t, s) ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
,

y que su norma en ese espacio es

(21.4) ‖ K(t, s) ‖= K .

En esas condiciones, el Teorema de Fubini garantiza que la integral

(21.5) k(t)2 =

∫ b

a

|K(t, s)|2 ds

existe para casi todos los valores de t ∈ [a, b], y define una función sumable cuya

integral es

(21.6)

∫ b

a

k(t)2 dt = K2 .

Entonces, para casi todos los valores de t, K(t, s) puede ser considerada co-

mo una función de cuadrado sumable de la variable s ∈ [a, b], de norma k(t) =

+
√

k(t)2, y la acción del operador A sobre cualquier función x(s) ∈ L2(a, b) puede

ser representada como

(21.7) y(t) = Ax(t) =
(
K(t, s)∗, x(s)

)
, a. e.

De la desigualdad de Cauchy - Schwarz resulta que

(21.8) |y(t)|2 =
∣∣(K(t, s)∗, x(s)

)∣∣2 ≤ k(t)2 ‖ x ‖2 ,

y de la ec. (21.6) concluimos que y(t) = Ax(t) ∈ L2(a, b). En efecto,

(21.9) ‖ Ax ‖2 = ‖ y ‖2 =

∫ b

a

|y(t)|2 dt ≤ K2 ‖ x ‖2 .

Por lo tanto, un operador integral de Fredholm de núcleo de cuadrado integrable

como el de la ec. (21.1), es un operador acotado, definido sobre todo L2(a, b), cuya
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norma no supera a la norma de su núcleo como función de cuadrado sumable de

sus dos variables,

(21.10) ‖ A ‖≤ K =‖ K(t, s) ‖ .

22. Operadores completamente continuos

Definición 22.1. Un conjunto de elementos F de un espacio eucĺıdeo E se dice

compacto9 si todo subconjunto infinito F′ ⊂ F contiene al menos una secuencia

de Cauchy (construida con elementos distintos).

Ejemplos:

• Todo conjunto finito puede ser considerado compacto.

• Todo conjunto infinito acotado en la recta R es compacto, en virtud del Teorema

de Bolzano - Weierstrass.

Por el contrario, todo conjunto F no acotado en R es no compacto. En efecto,

en ese caso se puede seleccionar el subconjunto infinito {xk ∈ F , k ∈ N , tales que

‖xk‖ > k}, que no contiene ninguna secuencia fundamental.

• Similarmente, resulta inmediato mostrar que todo conjunto infinito de elementos

de un espacio de dimensión finita es compacto śı y sólo si es acotado. Ese es al

caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en el espacio.

• Si bien compacidad y acotamiento son caracteŕısticas equivalentes en todo

espacio de dimensión finita, en espacios eucĺıdeos de dimensión infinita existen

conjuntos acotados que no son compactos.

Ese es el caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en un espacio de Hilbert.

En efecto, por ser separable, este espacio contiene un conjunto ortogonal completo

de vectores unitarios, {e1, e2, . . . , ek, . . . }, que no contiene ninguna secuencia de

Cauchy dado que

(22.1) ρ(ek, el)
2 = ‖ ek − el ‖2 = 2 , ∀ k, l ∈ N .

¦

Lema 22.2. Todo conjunto compacto en un espacio eucĺıdeo E es acotado.

Supongamos que el conjunto F ⊂ E no sea acotado. Entonces, para todo k ∈ N
es posible encontrar un vector xk ∈ F tal que ‖ x ‖≥ k.

9También suele emplearse la denominación de localmente compacto, reservando el término

compacto para aquellos conjuntos cuyos subconjunto infinitos contienen al menos una secuencia

convergente.
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En esas condiciones, el conjunto F′ = {xk , k ∈ N} ⊂ F no contiene ninguna

secuencia fundamental formada con puntos distintos, dado que toda secuencia de

Cauchy es acotada.

Por lo tanto, si F es no acotado entonces es no compacto, lo que implica que si

F es compacto entonces es acotado. ¤

Definición 22.3. Un operador lineal A, definido sobre un espacio eucĺıdeo E, se

dice completamente continuo o compacto si aplica la esfera de radio 1 del

espacio en un conjunto compacto.

Ejemplos:

• Todo operador lineal A en un espacio eucĺıdeo de dimensión finita es compacto.

En efecto, en ese caso A es acotado y satisface que

(22.2) ‖ Ax ‖≤‖ A ‖ ‖ x ‖ .

Por lo tanto, A aplica la esfera de radio 1 en un conjunto acotado que, en un

espacio de dimensión finita, es también compacto.

• En un espacio de Hilbert, el operador identidad I (que es acotado) no es com-

pacto, puesto que aplica en śı misma a la esfera de radio 1 del espacio, que no es

una región compacta.

• Si A es un operador acotado que aplica un espacio de dimensión infinita E en

un subespacio de dimensión finita E′, entonces A es un operador compacto.

En efecto, tal operador aplica la esfera de radio 1 del espacio E en una región

acotada de E′, que es también compacta. ¦

Lema 22.4. Sea A1, A2, . . . , Ak, . . . una secuencia de operadores lineales definidos

sobre un espacio eucĺıdeo E, y supongamos que esa secuencia converge al operador

A (en el sentido de la distancia en el espacio de Banach de los operadores lineales

acotados sobre E),

(22.3) ĺım
k→∞

‖ Ak − A ‖= 0 .

En esas condiciones, si para todo k el operador Ak es compacto, entonces A es

también compacto.

Debemos mostrar que, dado un conjunto infinito de vectores unitarios F =

{x1, x2, . . . , xk, . . . } ⊂ E, siempre es posible hallar una secuencia fundamental

contenida en el conjunto de sus imágenes, A (F) = {Axk, k ∈ N}.
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Consideremos primero el conjunto A1 (F) = {A1 xk, k ∈ N}. Este es un conjunto

compacto, puesto que A1 es completamente continuo.

Por lo tanto, es posible hallar contenida en A1 (F) una secuencia de Cauchy (for-

mada por vectores diferentes), que corresponde a las imágenes de un subconjunto

(también infinito) de la secuencia original, F1 = {x(1)
1 , x

(1)
2 . . . , x

(1)
k , . . . } ⊂ F.

Tenemos entonces que la secuencia A1 (F1) = {A1 x
(1)
k , k ∈ N} es fundamental.

Consideremos ahora el conjunto A2 (F1) = {A2 x
(1)
k , k ∈ N}, también compacto

dado que A2 es completamente continuo. Entonces, siempre es posible hallar con-

tenida en A2 (F1) una secuencia de Cauchy, que corresponde a las imágenes de un

subconjunto infinito de la secuencia original, F2 = {x(2)
1 , x

(2)
2 . . . , x

(2)
k , . . . } ⊂ F1 ⊂

F.

Por construcción, tenemos que tanto la secuencia A2 (F2) = {A2 x
(2)
k , k ∈ N},

cuanto A1 (F2) = {A1 x
(2)
k , k ∈ N} son fundamentales (ya que F2 ⊂ F1).

Por idénticas consideraciones, vemos que siempre es posible seleccionar un sub-

conjunto infinito Fn = {x(n)
1 , x

(n)
2 . . . , x

(n)
k , . . . } ⊂ Fn−1 ⊂ · · · ⊂ F1 ⊂ F, tal que

Am (Fn) = {Am x
(n)
k , k ∈ N}, con m = 1, 2, . . . , n, sea una secuencia fundamental.

Formemos ahora el conjunto

(22.4) G = {y1 = x
(1)
1 , y2 = x

(2)
2 . . . , yk = x

(k)
k , . . . } ⊂ F .

Teniendo en cuenta que {yk , k ≥ n} ⊂ Fn, vemos que las secuencias An (G) =

{An yk , k ∈ N} son fundamentales para todo n.

Mostraremos que la secuencia A (G) = {Ayk, k ∈ N} es fundamental. Para ello,

dado ε > 0, tomemos n suficientemente grande como para que la norma

(22.5) ‖ A− An ‖<
ε

4
,

y sea m tal que

(22.6) ‖ An yk − An yl ‖<
ε

2
, ∀ k, l > m .



76 H. Falomir

Entonces,

(22.7)

‖ Ayk − Ayl ‖= ‖ A (yk − yl) ‖=

= ‖ (A− An) (yk − yl) + An (yk − yl) ‖≤

≤‖ (A− An) (yk − yl) ‖ + ‖ An (yk − yl) ‖≤

≤‖ A− An ‖ ‖ yk − yl ‖ + ‖ An yk − An yl ‖<

<
ε

4
× 2 +

ε

2
= ε .

En resumen, dado un conjunto numerable arbitrario de vectores unitarios, siem-

pre es posible extraer de él un subconjunto infinito que es aplicado por el operador

A en una secuencia de Cauchy.

Por lo tanto, A es un operador completamente continuo. ¤

Teorema 22.5. Todo operador integral de Fredholm de núcleo de cuadrado suma-

ble es compacto.

Consideremos primero el caso de un operador An de núcleo degenerado,

(22.8) Kn(t, s) =
n∑

k=1

ϕk(t) ψk(s)
∗ , con ϕk(t), ψk(t) ∈ L2(a, b) .

Nótese que siempre es posible suponer que las funciones ϕk(t) , k = 1, . . . , n son

linealmente independientes. En caso contrario, algunas de ellas pueden ser elimi-

nadas en favor de un subconjunto linealmente independiente, obteniéndose una

suma con un menor número de términos. Por la misma razón, puede suponerse

que las funciones ψk(t) , k = 1, . . . , n son linealmente independientes.

Como sabemos, la norma de este núcleo es una cota superior para la norma del

operador integral,

(22.9)

K2
n = ‖ Kn(t, s) ‖2 =

∫ b

a

∫ b

a

n∑

k,l=1

ϕk(t)
∗ ψk(s) ϕl(t) ψl(s)

∗ dt ds =

=
n∑

k,l=1

(
ϕk(t), ϕl(t)

) (
ψl(s), ψk(s)

) ≥‖ An ‖2 .

La acción del operador An sobre una función x(t) ∈ L2(a, b) se reduce a

(22.10) An x(t) =
n∑

k=1

(ψk, x) ϕk(t) ,
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de modo que An aplica todo el espacio L2(a, b) en el subespacio de dimensión finita

generado por las funciones ϕ1(t), . . . , ϕn(t).

En esas condiciones, todo operador integral de Fredholm de núcleo degenerado

es un operador completamente continuo.

Consideremos ahora un operador integral A de núcleo de cuadrado sumable

arbitrario, K(t, s) ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
. Este núcleo puede ser desarrollado en una

serie de Fourier generalizada (convergente en media) de la forma

(22.11) K(t, s) =
∞∑

k,l=0

Ck,l cos

(
kπ

t− a

b− a

)
cos

(
lπ

s− a

b− a

)
.

Las sumas parciales de esta serie,

(22.12) Kn(t, s) =
n∑

k,l=0

Ck,l cos

(
kπ

t− a

b− a

)
cos

(
lπ

s− a

b− a

)
∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
,

permiten definir una sucesión de operadores integrales de Fredholm de núcleo

degenerado, An, todos ellos compactos.

La diferencia
(
A− An

)
es también un operador integral,

(22.13)
(
A− An

)
x(t) = A x(t)− An x(t) =

∫ b

a

(
K(t, s)−Kn(t, s)

)
x(s) ds ,

cuyo núcleo es la diferencia
(
K(t, s)−Kn(t, s)

) ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
.

Ahora bien, como la norma del operador
(
A − An

)
está acotada por la norma

de su núcleo,

(22.14) ‖ A− An ‖≤‖ K(t, s)−Kn(t, s) ‖→ 0 cuando n →∞ .

Por lo tanto, la secuencia de operadores compactos An converge al operador

A en el sentido de la distancia en el espacio normado de los operadores lineales

acotados sobre L2(a, b). En virtud del Teorema 22.4, el operador integral A de

núcleo K(t, s) es también completamente continuo. ¤

Este resultado vale, en particular, cuando el núcleo K(t, s) es continuo en la

región compacta a ≤ t, s ≤ b. En este caso, el operador integral de Fredholm

aplica L2(a, b) → C2(a, b). En efecto, si

(22.15) y(t) =

∫ b

a

K(t, s) x(s) ds
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tenemos que

(22.16)

∣∣ y(t + δ)− y(t)
∣∣2 =

∣∣∣
(
K(t + δ, s)∗ −K(t, s)∗, x(s)

)∣∣∣
2

≤

≤‖ x ‖2

∫ b

a

∣∣∣K(t + δ, s)−K(t, s)
∣∣∣
2

ds ≤

≤‖ x ‖2 (b− a) maxa≤s≤b

{∣∣∣K(t + δ, s)−K(t, s)
∣∣∣
2
}
→ 0

cuando δ → 0.

23. autovectores y autovalores de operadores completamente

continuos

Lema 23.1. Todo operador lineal completamente continuo es acotado y, por lo

tanto, continuo.

En efecto, si A es compacto, la esfera de radio 1 del espacio E es aplicada por

A en un conjunto compacto, que necesariamente es acotado:

(23.1) ‖ A ‖= sup{‖x‖=1} ‖ Ax ‖< ∞ .

¤

Lema 23.2. Todo operador lineal simétrico y completamente continuo A, definido

sobre un espacio eucĺıdeo completo E, tiene un vector máximo.

Supongamos que A 6= O (en cuyo caso este enunciado vale trivialmente).

Como ‖ A ‖= sup ‖ Ax ‖ para x tomando valores en la esfera de radio 1 de E,

entonces es posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios F = {xk, k ∈ N}
tales que las normas de los vectores yk = Axk satisfagan que

(23.2) ĺım
k→∞

‖ yk ‖= ‖ A ‖> 0 .

Como A es completamente continuo, A (F) es un conjunto compacto. Entonces,

siempre podemos suponer que la secuencia {yk, k ∈ N} es fundamental (basta con

descartar aquellos vectores de la secuencia F cuyas imágenes no correspondan a

elementos de la secuencia de Cauchy que debe contener A (F)).

Ahora bien, si el espacio E es completo, existe un vector y ∈ E que es el ĺımite

de esa secuencia de Cauchy,

(23.3) y = ĺım
k→∞

yk = ĺım
k→∞

Axk .
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Además, por la continuidad de la norma tenemos

(23.4) ‖ y ‖= ĺım
k→∞

‖ yk ‖= ‖ A ‖ .

Mostraremos ahora que si A es simétrico, entonces el vector unitario z = y/‖ A ‖
es un vector máximo de A.

En efecto, tenemos

(23.5)

‖ yk ‖2 = ‖ Axk ‖2 =
(
xk, A

†yk

)
=

= (xk, A yk) ≤‖ xk ‖ ‖ Ayk ‖≤‖ A ‖ ‖ yk ‖ ,

de modo que, en el ĺımite k →∞, resulta

(23.6) ‖ A ‖2≤ ĺım
k→∞

‖ Ayk ‖= ‖ Ay ‖≤‖ A ‖2 .

Por lo tanto, ‖ Az ‖= ‖ A ‖, con ‖ z ‖= 1. ¤

Como consecuencia de los Lemas 23.1 y 23.2, y aplicando los resultados generales

obtenidos en el Lema 8.810, se demuestra de inmediato el siguiente Lema.

Lema 23.3. Todo operador simétrico completamente continuo A, definido sobre

un espacio eucĺıdeo completo E, tiene un autovector de autovalor λ = ‖ A ‖ o

λ = − ‖ A ‖.

Recurriendo al procedimiento empleado en la demostración del Teorema 8.9

(válido para el caso de dimensión finita), y teniendo en cuenta que el comple-

mento ortogonal es siempre cerrado, y que todo subespacio cerrado de un espacio

eucĺıdeo completo es también un espacio completo, podemos construir un conjunto

ortonormal de autovectores de A, {e1, e2, . . . , ek, . . . |A ek = λk ek ; (ek, el) = δkl}.
Por construcción, estos autovectores son obtenidos en orden no creciente de los

valores absolutos de sus autovalores, ‖ A ‖= |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λk| ≥ . . . .

Pero, a diferencia de lo que ocurre en dimensión finita, en un espacio de dimen-

sión infinita este procedimiento puede continuarse indefinidamente.

El siguiente Lema impone restricciones sobre la distribución que pueden adoptar

sobre la recta los autovalores de un operador simétrico compacto.

10Lema 8.8: Si el operador simétrico acotado A tiene un vector máximo, entonces A también

tiene un autovector con autovalor ‖ A ‖ o − ‖ A ‖.
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Lema 23.4. Sea A un operador simétrico completamente continuo en un espacio

eucĺıdeo completo. Entonces A tiene un conjunto finito de autovectores ortonor-

males entre śı correspondientes a autovalores que, en valor absoluto, superan a un

número δ > 0.

Supongamos que, por el contrario, contamos con un conjunto infinito de tales

autovectores,

(23.7) {e1, e2, . . . , ek, . . . }
∣∣ (ek, el) = δkl ; Aek = λk ek con |λk| > δ > 0 ,

y consideremos el conjunto de sus imágenes por A, {λk ek , k ∈ N}.
Este no es un conjunto compacto puesto que, siendo infinito, no contiene ninguna

secuencia de Cauchy. En efecto, la distancia entre dos cualesquiera de sus elementos

satisface

(23.8) ‖ Aek − Ael ‖2 = ‖ λk ek − λl el ‖2 = |λk|2 + |λl|2 > 2 δ2 , ∀ k 6= l .

En esas condiciones, resulta imposible seleccionar una subsecuencia fundamental,

lo que está en contradicción con la hipótesis de compacidad del operador A.

Por lo tanto, el conjunto de autovectores ortonormales de la ec. (23.7) ha de

contener un número finito de elementos. ¤

Propiedad 23.5. El Lema 23.4 implica que si un operador simétrico completa-

mente continuo tiene un número infinito de autovalores no nulos, ellos forman una

secuencia que converge al origen. Además, la degeneración de cualquier autova-

lor no nulo es finita (es decir, los subespacios caracteŕısticos correspondientes a

autovalores λ 6= 0 son de dimensión finita).

A partir de estos resultados podemos concluir que si un operador simétrico

completamente continuo A tiene un conjunto infinito de autovalores no nulos, éstos

pueden ser dispuestos en orden decreciente de sus valores absolutos, de modo que

formen una secuencia convergente a 0. Los correspondientes autovectores son, por

construcción, ortogonales entre śı, aún cuando correspondan al mismo autovalor.

En esas condiciones, obtenemos un conjunto numerable de autovectores orto-

normales, {e1, e2, . . . , ek, . . . }, cuyos autovalores, que satisfacen

(23.9) ‖ A ‖= |λ1| ≥ |λ2| ≥ · · · ≥ |λk| ≥ . . . ,

forman una secuencia que converge al origen, λk → 0.

Mostraremos ahora que todo vector z ortogonal a los autovectores ek aśı cons-

truidos satisface Az = 0.
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Lema 23.6. Si z ∈ E es ortogonal a todos los autovectores ek correspondientes

a autovalores no nulos de un operador simétrico completamente continuo A, de-

finido sobre un espacio eucĺıdeo completo E, entonces z es un autovector de A

correspondiente al autovalor 0.

Consideremos la variedad lineal generada por (todos) los autovectores de A

correspondientes a autovalores no nulos: L{e1, e2, . . . , ek . . . }, donde

(23.10) Aek = λk ek , λk 6= 0 .

Llamemos F a su clausura, F = L{e1, e2, . . . , ek . . . }, y F⊥ a su complemento

ortogonal.

Dado que A es simétrico y L{e1, e2, . . . , ek . . . } es invariante, F⊥ es un subespacio

cerrado invariante frente a la acción de A. En esas condiciones, podemos considerar

la restricción del operador A al subespacio F⊥, que es él mismo un espacio eucĺıdeo

completo.

Sea

(23.11) M := sup{
x∈F⊥

∣∣ ‖x‖=1

} ‖ Ax ‖ ,

la “norma” de la restricción de A al subespacio F⊥. Si M > 0, por el Lemma

23.3, sabemos que A tendŕıa un autovector de autovalor λ = ±M 6= 0. Pero,

por hipótesis, eso no ocurre, ya que todos los autovectores correspondientes a

autovalores no nulos están contenidos en F.

Por lo tanto, M = 0 ⇒ Az = 0 , ∀ z ∈ F⊥. ¤

Ahora bien, por el Teorema 18.4, sabemos que todo vector x ∈ E tiene una

descomposición única como la suma x = u + v, con u ∈ F y v ∈ F⊥.

Por otra parte, en las condiciones del Lema 23.6, el conjunto de autovectores

de A correspondientes a autovalores no nulos, {e1, . . . , ek . . . }, constituye (por

construcción) un sistema ortonormal y completo en F que, por ser un subespacio

cerrado de un espacio completo, es él mismo un espacio eucĺıdeo completo.

En consecuencia, todo vector u ∈ F es el ĺımite de su desarrollo de Fourier

respecto de dicho sistema ortonormal,

(23.12) u =
∑

{ek |λk 6=0}
ak ek , con ak = (ek, u) = (ek, x).

Estos resultados prueban el siguiente teorema:

Teorema 23.7. Sea A un operador simétrico completamente continuo definido

sobre un espacio eucĺıdeo completo E. Entonces, todo vector x ∈ E puede ser
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representado como la suma de dos vectores ortogonales entre śı, x = u + v, don-

de u es el ĺımite de una suma que se extiende sobre el conjunto de autovectores

ortonormales de A correspondientes a autovalores no nulos,

(23.13) u =
∑

{ek |λk 6=0}
ak ek con ak = (ek, x) ,

y donde v es un autovector de A correspondiente al autovalor nulo,

(23.14) Av = 0 = 0 v .

Si E es un espacio de Hilbert, es separable. Entonces E contiene un conjunto

denso numerable, G = {xk , k ∈ N} ⊂ E, cuyos elementos también tienen una

descomposición única como sumas de la forma xk = uk +vk, con uk ∈ F y vk ∈ F⊥.

Dado un vector arbitrario x ∈ E y un número ε > 0, siempre es posible encontrar

un vector xk ∈ G tal que

(23.15) ε2 > ‖ x− xk ‖2 = ‖ u− uk ‖2 + ‖ v − vk ‖2≥‖ v − vk ‖2 ,

de donde resulta que el conjunto numerable {vk , k ∈ N} es denso en F⊥. Entonces,

F⊥ es un espacio completo y separable.

En virtud del Teorema 19.4, por ortogonalización de la secuencia {vk , k ∈ N} se

obtiene un sistema ortonormal y completo en F⊥, cuyos elementos son autovectores

de A correspondientes todos ellos al autovalor nulo,

(23.16) {E1, E2, . . . , Ek, . . . }
∣∣ (Ek, El) = δkl ; A Ek = 0 Ek = 0 .

Por lo tanto, todo vector v ∈ F⊥ es el ĺımite de un desarrollo de Fourier de la

forma

(23.17) v =
∑

{Ek |λk=0}
bk Ek , donde bk = (Ek, v) = (Ek, x).

Estos resultados, junto con el Teorema 23.7, prueban el siguiente Teorema de

Hilbert:

Teorema 23.8. Todo operador simétrico y completamente continuo definido sobre

un espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal completo de autovectores.
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24. Autovectores de un operador de Fredholm

Consideremos un operador integral de Fredholm A de núcleo hermı́tico y de

cuadrado sumable,

(24.1) K(s, t) = K(t, s)∗ , K = ‖ K(t, s) ‖< ∞ .

Un operador con esas caracteŕısticas está definido sobre todo el espacio de Hil-

bert L2(a, b) (ver Sección 21), es simétrico (ver ec. (8.20)) y completamente con-

tinuo (ver Teorema 22.5). Entonces, tiene un sistema ortonormal y completo de

autovectores, y todo vector x(t) ∈ L2(a, b) es el ĺımite de su desarrollo de Fourier

respecto de ese sistema.

Los autovectores de A satisfacen

(24.2) Aek(t) =

∫ b

a

K(t, s) ek(s) ds = λk ek(t) .

En consecuencia, podemos escribir que

(24.3) λk ek(t)
∗ =

(
ek(s), K(t, s)∗

)
,

de modo que λk ek(t)
∗ puede ser considerado como el coeficiente de Fourier de (la

función de cuadrado sumable de la variable s) K(t, s)∗ correspondiente al vector

ek(s).

Entonces, la desigualdad de Bessel implica que, ∀N ,

(24.4)
N∑

k=1

λ2
k |ek(t)|2 ≤

∫ b

a

|K(t, s)|2 ds = k(t)2 ,

según la notación adoptada en la Sección 21. Integrando ambos miembros en t

entre a y b obtenemos

(24.5)
N∑

k=1

λ2
k ‖ ek(t) ‖2 =

N∑

k=1

λ2
k ≤

∫ b

a

k(t)2 dt = K2 , ∀N ∈ N .

Por lo tanto, la serie formada con los cuadrados de los autovalores de un operador

integral de Fredholm de núcleo hermı́tico y de cuadrado sumable es convergente,

(24.6)
∞∑

k=1

λ2
k ≤ K2 < ∞

(resultado que no es válido en general para otros operadores simétricos y compac-

tos).
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Una función en la imagen del operador es de la forma

(24.7) y(t) = Ax(t) = A

{ ∞∑

k=1

ak ek(t)

}
,

donde ak = (ek, x). Dado que la serie en el segundo miembro converge al vector x,

por la continuidad de A podemos escribir

(24.8) y(t) =
∞∑

k=1

ak Aek(t) =
∑

{ek |λk 6=0}
λk ak ek(t) .

Por lo tanto, una función y(t) ∈ Rank(A) es el ĺımite en media de un desarrollo

en serie de autovectores de A correspondientes a autovalores no nulos.

Teorema 24.1. Si el núcleo K(t, s), hermı́tico y de cuadrado sumable, satisface

la condición de Hilbert - Schmidt,

(24.9) k(t)2 =

∫ b

a

|K(t, s)|2 ds ≤ M2 ,

donde M es una constante independiente de t, entonces toda función y(t) en el

rango del operador integral A que define ese núcleo tiene un desarrollo en serie de

autofunciones de A que no sólo converge en media a y(t), sino también absoluta y

uniformemente.

Consideremos una suma parcial de la serie para y(t) en el miembro de la derecha

de la ec. (24.8),

(24.10)

∣∣∣∣∣
N∑

k=1

ak λk ek(t)

∣∣∣∣∣ ≤
N∑

k=1

|ak| |λk ek(t)| .

Teniendo en cuenta que, por la desigualdad de Bessel,

(24.11)
N∑

k=1

|ak|2 ≤‖ x ‖2 , ∀N ∈ N ,

y que, por hipótesis, de la ec. (24.4) tenemos

(24.12)
N∑

k=1

λ2
k |ek(t)|2 ≤ k(t)2 ≤ M2 , ∀N ∈ N , ∀ t ∈ [a, b] ,

aplicando la desigualdad de Bessel en RN obtenemos

(24.13)
N∑

k=1

|ak| |λk ek(t)| ≤ ‖ x ‖ M , ∀N ∈ N , ∀ t ∈ [a, b] .

Por lo tanto, si se satisface la condición de Hilbert - Schmidt, la serie en (24.8)

converge absoluta y uniformemente a la función y(t) en el intervalo [a, b]. ¤
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La condición de Hilbert - Schmidt se satisface, en particular, cuando el núcleo de

cuadrado sumable K(t, s) es continuo. En ese caso Rank(A) ⊂ C2(a, b) (ver ecua-

ciones (22.15-22.16)), lo que implica que las autofunciones del operador integral

correspondientes a autovalores no nulos son también continuas.

25. Ecuaciones integrales inhomogéneas

Consideremos la ecuación integral

(25.1) ϕ(t) = f(t) +

∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds ,

donde f(t) y K(t, s) son funciones conocidas, y la función incógnita ϕ(t) aparece

bajo el signo integral.

Si f(t) ∈ L2(a, b) y K(t, s) = K(s, t)∗ ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
, la anterior ecuación

integral puede ser interpretada como

(25.2) ϕ(t) = f(t) + Aϕ(t) ,

donde A es el operador integral de Fredholm cuyo núcleo (hermı́tico y de cuadrado

sumable) es K(t, s).

Como el operador A aśı definido es simétrico y compacto, tiene un sistema

ortonormal completo de autovectores, Aek(t) = λk ek(t) , k ∈ N.

Si existe una solución ϕ(t) ∈ L2(a, b) para la ec. (25.2), ella puede ser represen-

tada como el ĺımite de su desarrollo de Fourier respecto de ese sistema completo.

Por lo tanto, tiene sentido tratar de determinar sus coeficientes de Fourier.

Tomando el producto escalar de ambos miembros de la ec. (25.2) con el auto-

vector ek(t) obtenemos

(25.3)

(ek, ϕ) = (ek, f) + (ek, A ϕ) =

= (ek, f) + (Aek, ϕ) = (ek, f) + λk (ek, ϕ) ,

dado que A es simétrico. Resulta entonces que

(25.4) (1− λk) (ek, ϕ) = (ek, f) .

Esta ecuación sólo permite determinar uńıvocamente los coeficientes de Fourier

de ϕ(t) correspondientes a los (numerables) autovectores de autovalor distinto de
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la unidad:

(25.5)

ak = (ek, ϕ) =
(ek, f)

(1− λk)

= (ek, f) +
λk

(1− λk)
(ek, f) , λk 6= 1 .

Comprobemos que estos coeficientes de Fourier definen efectivamente un vector

de L2(a, b). Si llamamos

(25.6) M = max{λk 6=1}

{
1

|λk − 1|
}

(recordemos que los autovalores de un operador simétrico completamente conti-

nuo forman una secuencia que converge al origen - ver Propiedad 23.4), podemos

escribir

(25.7)

∑

{ek |λk 6=1}
|ak|2 =

∑

{ek |λk 6=1}

|(ek, f)|2
(1− λk)2

≤

≤ M2
∑

{ek |λk 6=1}
|(ek, f)|2 ≤ M2 ‖ f ‖2 ,

en virtud de la desigualdad de Bessel. Por lo tanto (ver Teorema 19.5), la serie

(25.8) φ(t) =
∑

{ek |λk 6=1}
ak ek(t)

converge a un vector del espacio L2(a, b).

Si λ = 1 no es un autovalor de A, el conjunto {ek |λk 6= 1} es un sistema

ortonormal completo en L2(a, b), y la ec. (25.2) tiene una única solución dada

por11

(25.9)

φ(t) =
∑

{ek |λk 6=1}

{
(ek, f) +

λk

(1− λk)
(ek, f)

}
ek(t) =

= f(t) +
∑

{ek |λk 6=0,1}

λk

(1− λk)
(ek, f) ek(t) .

11Nótese que con esta expresión sólo es necesario conocer las autofunciones de A correspon-

dientes a autovalores no nulos.
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En efecto, teniendo en cuenta la continuidad de los operadores acotados, pode-

mos escribir

(25.10)

(I− A) φ(t) = (I− A)
∑

{ek |λk 6=1}

(ek, f)

(1− λk)
ek(t) =

=
∑

{ek |λk 6=1}

(ek, f)

(1− λk)
(I− A) ek(t) =

∑

{ek |λk 6=1}
(ek, f) ek(t) = f(t) .

Por otra parte, si λ = 1 es autovalor de A, entonces el subespacio caracteŕısti-

co correspondiente, E(1), tiene dimensión finita (dado que A es completamente

continuo - ver Propiedad 23.4).

Sea {E1(t), . . . , En(t)} una base ortonormal de E(1). La ecuación (25.4) implica

que

(25.11) (1− 1) (Ek, ϕ) = 0 = (Ek, f) , k = 1, 2, . . . , n .

Esto es una contradicción a menos que f(t) ⊥ Ek(t) , k = 1, 2, . . . , n. En este

caso, el vector φ(t) (ec. (25.9)) es una solución particular de la ecuación (25.2).

Pero esa solución no es única12, dado que los n coeficientes de Fourier (Ek, ϕ)

quedan indeterminados.

La solución general de (25.2) se escribe como la suma de φ(t) y la solución

general de la ecuación homogénea:

(25.12)

ϕ(t) = φ(t) + φ1(t) =

= f(t) +
∑

{ek |λk 6=0,1}

λk

(1− λk)
ek(t) + φ1(t) ,

donde φ1(t) = c1 E1(t) + · · ·+ cn En(t) es un autovector arbitrario de A correspon-

diente al autovalor 1. Esto significa que la solución está determinada a menos de

la elección de n constantes arbitrarias.

Finalmente, si f(t) no es ortogonal al subespacio caracteŕıstico correspondiente

al autovalor 1 la ecuación integral (25.2) no tiene solución13.

12En efecto, si λ = 1 es autovalor de A, la ecuación homogénea (I−A)φ1 = 0 tiene soluciones

no triviales. Entonces, si existe una solución para la ecuación inhomogénea (I−A)φ = f , ella no

es única puesto que (I−A)(φ + φ1) = f .
13En efecto, si (I−A)ϕ = f , y (I−A)φ1 = 0, entonces

(25.13)
(
φ1, (I−A)ϕ

)
=

(
(I−A)φ1, ϕ

)
=

(
0, ϕ

)
= 0 =

(
φ1, f

)
.
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Nótese que
(
ϕ(t)− f(t)

)
= Aϕ(t) ∈ Rank(A), de modo que si el núcleo K(t, s)

satisface la condición de Hilbert - Schmidt, entonces la serie en el miembro de

la derecha de la ec. (25.9) no sólo converge en media, sino también absoluta y

uniformemente.

En particular, si el núcleo K(t, s) es continuo, entonces la diferencia
(
ϕ(t)−f(t)

)

es una función continua.

25.1. Cálculo de autofunciones y autovalores de un operador integral.

Hemos visto que la expresión de la solución de la ecuación integral (25.2) requiere

del conocimiento de las autofunciones del operador integral correspondientes a

autovalores no nulos (ver ec. (25.12)).

En lo que sigue veremos cómo calcular esas autofunciones en el caso de un

operador de Fredholm de núcleo degenerado (no necesariamente simétrico).

Consideremos un operador integral A definido por el núcleo

(25.14) K(t, s) =
n∑

k=1

ϕk(t) ψk(s)
∗ , ϕk(t), ψk(t) ∈ L2(a, b) ,

donde los conjuntos {ϕk , k = 1, . . . , n} y {ψk , k = 1, . . . , n} son linealmente inde-

pendientes.

Como el operador A aplica todo L2(a, b) en el subespacio de dimensión finita

generado por las funciones {ϕk , k = 1, . . . , n}, todo autovector correspondiente a

un autovalor no nulo deber estar contenido en ese subespacio.

Proponemos entonces para un autovector e(t) tal que

(25.15) Ae(t) = λ e(t) , con λ 6= 0 ,

una combinación lineal de la forma

(25.16) e(t) =
n∑

k=1

ck ϕk(t)

que, reemplazada en la ecuación de autovalores, conduce a

(25.17)

(
A− λ I

)
e(t) =

n∑

k=1

ϕk(t)
(
ψk, e

)− λ e(t) =

=
n∑

k=1

ϕk(t)

{
n∑

l=1

[(
ψk, ϕl

)− λ δkl

]
cl

}
= 0 .
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Dado que las funciones ϕk(t) son linealmente independientes, la ec. (25.17) se

reduce a un sistema de ecuaciones algebraicas,

(25.18) (M− λ1) c̄ = 0̄ , con c̄ =




c1

...

cn


 ,

donde Mkl = (ψk, ϕl) y 1 es la matriz identidad de n× n.

Este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales para aquellos valores de

λ que sean ceros del determinante det(M− λ1), que es un polinomio de grado n

en λ. Dichas soluciones determinan las autofunciones del operador A a través de

la ec. (25.16).

Si el núcleo K(t, s) es no degenerado, siempre puede ser aproximado (en la

métrica de L2

(
(a, b) × (a, b)

)
) por una suma parcial de su desarrollo de Fourier

respecto de algún sistema ortonormal y completo, Kn(t, s), que śı es un núcleo

degenerado. Los autovalores y autovectores de este último pueden ser determinados

por el método antes descrito.

Bajo ciertas condiciones de regularidad del núcleo K(t, s) (que no discutiremos

en este curso - ver, por ejemplo, Methods of Mathematical Physics - Vol. I, R.

Courant y D. Hilbert), estas aproximaciones convergen a los autovalores y auto-

funciones del núcleo original.

25.2. El método de Rayleigh y Ritz. Consideremos una funcional F [ϕ],

definida sobre un espacio eucĺıdeo E, que toma valores reales.

Los extremos de la funcional son aquellos vectores ϕ ∈ E para los cuales la

diferencia (F [ϕ + εh]− F [ϕ]) toma el mismo signo cualquiera que sea el vector

unitario h ∈ E, siempre que ε ∈ R sea suficientemente pequeño.

La primera variación de la funcional F [ϕ] se denota por δF [ϕ, εh] y se define

como la parte lineal en ε de la diferencia

(25.19) F [ϕ + εh]− F [ϕ] = δF [ϕ, εh] +O(ε2) , con h ∈ E .

Los extremos de F [ϕ] corresponden a aquellos vectores ϕ ∈ E que, para todo h,

anulan a su primera variación.

En efecto, como δF [ϕ, εh] es lineal en ε, si δF [ϕ, εh] 6= 0 para algún h unitario,

entonces hay vectores próximos de ϕ, de la forma (ϕ + εh) con |ε| ¿ 1, para

los cuales F [ϕ + εh] es mayor o menor que F [ϕ], según sea el signo de ε. En

consecuencia, la existencia de un extremo de F [ϕ] requiere que δF [ϕ, εh] = 0.
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Consideremos ahora un operador simétrico (no necesariamente acotado) A, defi-

nido sobre un dominio D(A) denso en un espacio eucĺıdeo completo E, y definamos

la funcional (real)

(25.20) F [ϕ] :=
(ϕ, Aϕ)

(ϕ, ϕ)
, ϕ ∈ E .

Para ϕ, h ∈ D(A) tenemos

(25.21)

δ(ϕ,A ϕ) = (εh, Aϕ) + (ϕ,A εh) =

= ε {(h,A ϕ) + (Aϕ, h)} = 2 ε<(h,A ϕ) ,

δ(ϕ, ϕ)−1 =
−1

(ϕ, ϕ)2
{(εh, ϕ) + (ϕ, εh)} =

−2 ε

(ϕ, ϕ)2
< (

h, ϕ
)
,

de modo que

(25.22) δF [ϕ, εh] =
2 ε

(ϕ, ϕ)
< (

h, Aϕ− F [ϕ] ϕ
)
.

Los extremos de la funcional corresponden a los vectores que satisfacen

(25.23) δF [ϕ, εh] = 0 , ∀h ⇒ Aϕ− F [ϕ] ϕ = 0 ,

dado que el dominio de definición de A es un subespacio denso (y no existen vecto-

res no nulos ortogonales a subespacios densos). Es decir, los extremos corresponden

a los autovectores de A,

(25.24) Aϕ = λϕ , con λ = F [ϕ] .

Si A es acotado, entonces

(25.25)
∣∣∣F [ϕ]

∣∣∣ =

∣∣∣∣
(ϕ,A ϕ)

(ϕ, ϕ)

∣∣∣∣ ≤
‖ Aϕ ‖
‖ ϕ ‖ ≤‖ A ‖ .

Y si además A es compacto, sabemos que existe un autovector e1 de autovalor λ1

tal que |λ1| = ‖ A ‖.
Por ejemplo, podemos intentar aproximar el autovalor de A de mayor valor

absoluto, cuyo autovector es el ĺımite de una secuencia de la forma

(25.26) e1 = ĺım
n→∞

ϕn , ϕn = ξ1 x1 + ξ2 x2 + · · ·+ ξn xn ,

donde ϕn es una suma parcial del desarrollo de Fourier de e1 referido a un sistema

{x1, x2, . . . , xk, . . . }, ortonormal y completo en el espacio E.

La funcional F [ϕ] evaluada en ϕn se reduce a una función de n variables,

(25.27) F [ϕn] = f(ξ1, . . . ξn) , tal que |f(ξ)| = |F [ϕn]| ≤ ‖ A ‖ .
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Entonces, cuando nos restringimos a ese subespacio n-dimensional, vemos que la

mejor aproximación al extremo de la funcional está determinada por un problema

de extremos de una función ordinaria,

(25.28)
∂f(ξ)

∂ξk

= 0 , k = 1, . . . , n ,

cuya solución permite determinar un vector

(25.29) ϕ̄n = ξ̄1 x1 + ξ̄2 x2 + · · ·+ ξ̄n xn

(que no necesariamente coincide con ϕn).

De ese modo, el autovalor de máximo valor absoluto puede obtenerse como

(25.30) λ1 = ĺım
n→∞

F [ϕ̄n] .

No obstante, el problema de la convergencia de la secuencia {ϕ̄n} al autovector

correspondiente e1 es mucho más delicado, pues depende de la apropiada elección

del sistema completo en E en relación al operador A considerado, y debe ser

analizado en cada caso particular (ver, por ejemplo, Methods of Mathematical

Physics - Vol. I, R. Courant y D. Hilbert).

26. Operadores no acotados con inversas completamente

continuas

Consideremos un operador lineal no acotado L, definido sobre un subespacio

D(L) de un espacio eucĺıdeo E.

Un operador lineal acotado A, definido sobre todo E, se dice inverso de L si se

satisfacen las siguientes condiciones:

∀x ∈ E se cumple que A x ∈ D(L) y LAx = x,

∀ y ∈ D(L) es ALy = y,

Es decir, A es el inverso de L si es su inverso tanto a izquierda como a derecha.

Ejemplo:

• Consideremos el operador diferencial

(26.1) D y(t) := y′(t) ,

definido sobre el conjunto D(D) formado por las funciones absolutamente con-

tinuas14 en [a, b], tales que y(a) = 0 y su derivada primera y′(t) ∈ L2(a, b).

Ya sabemos que las funciones diferenciables en (a, b) que se anulan indéntica-

mente en entornos de los extremos de ese intervalo forman un conjunto denso en

14Una función ϕ(t) se dice absolutamente continua, ϕ(t) ∈ AC(a, b), si es una función

continua en (a, b) cuya derivada (en el sentido de ĺımite de cociente incremental) existe en casi
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C2(a, b). Como esas funciones son absolutamente continuas, resulta que D(D) es

un subespacio denso de C2(a, b).

Veremos que el operador integral A definido como

(26.6) Ax(t) :=

∫ t

a

x(s) ds =

∫ b

a

Θ(t− s) x(s) ds ,

donde

(26.7) Θ(t− s) :=

{
1 , t ≥ s ,

0 , t < s ,

es el inverso de D. Tratándose de un operador de Fredholm de núcleo de cuadrado

sumable (siempre que (b− a) < ∞), A es completamente continuo y está definido

sobre todo L2(a, b).

Tengamos en cuenta que si x(t) ∈ L2(a, b), entonces x(t) es sumable en [a, b] (y,

por lo tanto, localmente sumable). En efecto, dado que 1(t) ≡ 1 ∈ L2(a, b) (para

(b− a) < ∞), tenemos que

(26.8)
(
1(t), |x(t)|) =

∫ b

a

1× |x(t)| dt ≤‖ 1 ‖ ‖ x ‖=
√

b− a ‖ x ‖ .

Por lo tanto,

(26.9)

∫ b1

a1

|x(t)| dt ≤
√

b− a ‖ x ‖ , ∀ a1, b1 ∈ [a, b] .

todo punto de ese intervalo y es una función localmente sumable:

(26.2) ϕ′(t) ∈ L(loc.)
1 (a, b) ⇒

∫ b1

a1

|ϕ′(t)| dt < ∞ , ∀ a1, b1

∣∣ a < a1 < b1 < b .

Las funciones absolutamente continuas forman un subespacio denso en el espacio C2(a, b),

dado que P2(a, b) ⊂ AC(a, b).

Se puede demostrar que estas funciones pueden ser reconstruidas a partir de su derivada

mediante la regla de Barrow:

(26.3) ϕ(t) ∈ AC(a, b) ⇒ ϕ′(t) ∈ L(loc.)
1 (a, b), y ϕ(t) =

∫ t

a1

ϕ′(s) ds + ϕ(a1) .

Para las funciones absolutamente continuas también vale la regla de integración por partes.

En efecto, si ϕ1(t), ϕ2(t) ∈ AC(a, b), entonces ϕ1(t)ϕ2(t) ∈ AC(a, b), la derivada del producto

es

(26.4) (ϕ1(t) ϕ2(t))′ = ϕ′1(t)ϕ2(t) + ϕ1(t)ϕ′2(t) ∈ L(loc.)
1 (a, b) ,

y

(26.5)
∫ t

a1

ϕ1(s) ϕ′2(s) ds = ϕ1(t)ϕ2(t)− ϕ1(a1) ϕ2(a1)−
∫ t

a1

ϕ′1(s)ϕ2(s) ds .
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En esas condiciones, x(t) tiene una primitiva y(t) ∈ AC(a, b),

(26.10) y(t) =

∫ t

a

x(s) ds + y(a) ,

cuya derivada es y′(t) = x(t) en casi todo punto. Si elegimos que y(a) = 0, entonces

y(t) ∈ D(D).

Por lo tanto, D : D(D) → L2(a, b), mientras que A : L2(a, b) → D(D). Además,

se satisface en casi todo punto que

(26.11)

• AD y(t) =
∫ t

a
y′(s) ds = y(t)− y(a) = y(t) , ∀ y(t) ∈ D(D) ,

• DA x(t) =
(∫ t

a
x(s) ds

)′
= x(t) , ∀x(t) ∈ L2(a, b) .

Es decir, A es el inverso de D. ¦

Lema 26.1. Supongamos que un operador lineal completamente continuo A, de-

finido sobre un espacio eucĺıdeo E, es el inverso de un operador lineal no acotado

L, definido sobre un subespacio D(L) ⊂ E. Entonces

los autovalores de A son todos no nulos,

los autovalores de L son todos no nulos,

todo autovector de A correspondiente al autovalor λ es también un auto-

vector de L correspondiente al autovalor µ = 1/λ.

Supongamos que Ax = 0, entonces x = (LA) x = L(Ax) = L0 = 0. Pero x = 0

no es un autovector de A.

Similarmente se prueba que si Ly = 0 ⇒ y = 0.

Supongamos ahora que Ax = λx, con λ 6= 0. Entonces, x = (LA) x = L(Ax) =

L(λx) = λL x ⇒ Lx = µx, con µ = 1/λ. ¤

Teorema 26.2. Sea L un operador lineal no acotado, definido sobre un subespa-

cio D(L) de un espacio de Hilbert E. Si L tiene por inversa a un operador lineal

simétrico y completamente continuo A, entonces L también tiene un sistema or-

tonormal y completo de autovectores correspondientes a autovalores no nulos. En

particular, L está densamente definido.

En efecto, si A es simétrico y compacto en un espacio de Hilbert, por el Teore-

ma 23.8 sabemos que tiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores.

Según el Lema 26.1, esos autovectores corresponden a autovalores no nulos, y son



94 H. Falomir

simultáneamente autovectores de L: para todo k ∈ N tenemos

(26.12) Aek = λk ek , λk 6= 0 ⇒ Lek = µk ek , con µk =
1

λk

.

En particular, ek = µk Aek ∈ D(L).

Por lo tanto, D(L) contiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores

de L correspondientes a autovalores no nulos. Por el Teorema 19.4, resulta que

D(L) es un subespacio denso en E.

27. El operador de Sturm - Liouville

Un operador de Sturm - Liouville definido sobre un espacio de funciones con

una derivada segunda continua, y′′(t) ∈ C2(a, b), donde −∞ < a < b < ∞, opera

de la forma

(27.1) L y(t) =
(
p(t) y′(t)

)′
+ q(t) y(t) = x(t) ,

con x(t) ∈ C2(a, b) si las funciones reales p(t), p′(t) y q(t) son continuas en [a, b].

Si p(a) 6= 0 6= p(b), este operador resulta simétrico si las funciones pertenecientes

a su domino de definición, D(L), satisfacen además condiciones de contorno locales

homogéneas de la forma

(27.2) α y(a) + β y′(a) = 0 , γ y(b) + δ y′(b) = 0 ,

con α2 + β2 6= 0 6= γ2 + δ2.

Un operador de esas caracteŕısticas se dice no singular si la ecuación Ly(t) =

0(t) no tiene en D(L) soluciones no triviales.

Supongamos que L sea no singular, y que la ecuación

(27.3) Ly(t) = x(t) ∈ C2(a, b)

tenga una solución y(t) ∈ D(L). Entonces esa solución es única, puesto si tenemos

que también es Lz(t) = x(t), con z(t) ∈ D(L), entonces

(27.4) L
(
y(t)− z(t)

)
= x(t)− x(t) = 0(t) ⇒ z(t) ≡ y(t) .

Mostraremos que para todo operador de Sturm - Liouville no singular L :

D(L) → C2(a, b) existe un operador integral de Fredholm A : C2(a, b) → D(L),

cuyo núcleo K(t, s) es una función real simétrica y continua, que tiene la propie-

dad de que para toda función continua x(t), la función

(27.5) y(t) = Ax(t) =

∫ b

a

K(t, s) x(s) ds
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tiene una derivada segunda continua y satisface las condiciones de contorno (27.2),

además de ser (la única) solución de la ecuación Ly(t) = x(t). En esas condiciones,

A es inverso de L a derecha:

(27.6) Ly(t) = LAx(t) = x(t) , ∀x(t) ∈ C2(a, b) .

Inversamente, si y(t) ∈ D(L) entonces Ly(t) = x(t) ∈ C2(a, b). Como la solución

de esta ecuación es única, y(t) puede ser representada como en (27.5), de modo

que A también resulta ser inverso de L a izquierda:

(27.7) Ax(t) = ALy(t) = y(t) , ∀ y(t) ∈ D(L) .

Para determinar el operador inverso de L, dada cualquier función continua x(t),

debemos hallar la solución de la ecuación diferencial inhomogénea

(27.8) L̂ y(t) = p(t) y′′(t) + p′(t) y′(t) + q(t) y(t) = x(t)

que satisfaga las condiciones de contorno locales especificadas en (27.2). En la

ecuación (27.8), L̂ es entendido sólo como un operador diferencial (sin un dominio

restringido más allá de la existencia de la derivada segunda de las funciones sobre

las que opera).

Para fijar ideas, en lo que sigue adoptaremos las condiciones de contorno de

Dirichlet15 en ambos extremos,

(27.10) y(a) = 0 , y(b) = 0 .

Toda ecuación diferencial homogénea de segundo orden con coeficientes con-

tinuos, como L̂ u(t) ≡ 0, tiene dos soluciones linealmente independientes, u1(t) y

u2(t) (funciones dos veces diferenciables). Estas pueden ser elegidas de manera que

satisfagan la condición de contorno (27.10) en uno de los extremos del intervalo

[a, b] (y sólo en uno, dado que estamos suponiendo que L es no singular),

(27.11) L̂ u1,2(t) = 0 , ∀ t ∈ (a, b) , u1(a) = 0 , u2(b) = 0 .

Para construir la solución de (27.8) podemos seguir el método de los coefi-

cientes indeterminados, y proponer

(27.12) y(t) = C1(t) u1(t) + C2(t) u2(t) ,

15La construcción del inverso para las condiciones de Neumann,

(27.9) y′(a) = 0 , y′(b) = 0 ,

o para las más generales condiciones de Robin, ec. (27.2), es enteramente similar.
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donde las funciones C1,2(t) son dos veces diferenciables. Esta expresión debe ser

reemplazada en (27.8), lo que da lugar a una primera ecuación que involucra a

estas dos funciones.

Para la derivada de y(t) tenemos

(27.13) y′(t) = C1(t) u′1(t) + C2(t) u′2(t) + C ′
1(t) u1(t) + C ′

2(t) u2(t) .

Como necesitamos una segunda ecuación para determinar las dos funciones C1(t)

y C2(t) (y a los efectos de simplificar los cálculos evitando la aparición de las

derivadas segundas de estas funciones), podemos imponer que

(27.14) C ′
1(t) u1(t) + C ′

2(t) u2(t) = 0 ,

de donde resulta que

(27.15) y′′(t) = C1(t) u′′1(t) + C2(t) u′′2(t) + C ′
1(t) u′1(t) + C ′

2(t) u′2(t) .

Reemplazando (27.12-27.15) en (27.8) obtenemos

(27.16)

L̂ y(t) = C1(t) L̂ u1(t) + C2(t) L̂ u2(t)+

+p(t)
(
C ′

1(t) u′1(t) + C ′
2(t) u′2(t)

)
= x(t) .

Entonces, de (27.11), (27.14) y (27.16) obtenemos un sistema de ecuaciones

algebraicas para las derivadas de las funciones que tratamos de determinar,

(27.17)

(
p(t) u′1(t) p(t) u′2(t)

u1(t) u2(t)

)(
C ′

1(t)

C ′
2(t)

)
=

(
x(t)

0

)
.

El discriminante del sistema,

(27.18)

det

(
p(t) u′1(t) p(t) u′2(t)

u1(t) u2(t)

)
=

= p(t)
{
u′1(t) u2(t)− u1(t) u′2(t)

}
= p(t) W [u1, u2](t) = C0

(donde W [u1, u2] es el Wronskiano de las dos soluciones linealmente independien-

tes de la ecuación homogénea), es una constante no nula, como puede verificarse

fácilmente tomando su derivada y empleando la ecuación (27.11), y teniendo en

cuenta que

(27.19) C0 = p(a) u′1(a) u2(a) = −p(b) u1(b) u′2(b) .
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En esas condiciones,

(27.20)

(
C ′

1(t)

C ′
2(t)

)
=

(
p(t) u′1(t) p(t) u′2(t)

u1(t) u2(t)

)−1 (
x(t)

0

)
=

=
1

C0

(
u2(t) −p(t) u′2(t)

−u1(t) p(t) u′1(t)

)(
x(t)

0

)
,

de donde resulta que

(27.21) C ′
1(t) =

u2(t) x(t)

C0

, C ′
2(t) = −u1(t) x(t)

C0

.

Ahora debemos elegir primitivas de estas funciones que garanticen que y(t)

satisfaga las condiciones de contorno requeridas, ec. (27.10). Esto se logra con

(27.22) C1(t) = −
∫ b

t

u2(s) x(s)

C0

ds , C2(t) = −
∫ t

a

u1(s) x(s)

C0

ds .

Por lo tanto, dada x(t) ∈ C2(a, b), la función dos veces diferenciable que es solu-

ción de la ec. (27.8) y que satisface las condiciones de contorno (27.10) está dada

por

(27.23)

y(t) = − 1

C0

{∫ b

t

u1(t) u2(s) x(s) ds +

∫ t

a

u1(s) u2(t) x(s) ds

}
=

=

∫ b

a

K(t, s) x(s) ds = Ax(t) ∈ D(L) ,

donde el núcleo del operador integral A,

(27.24) K(t, s) =





−u1(t) u2(s)

C0

, t ≤ s ,

−u1(s) u2(t)

C0

, t > s ,

es una función continua de sus dos variables, incluso en t = s.

Dado que K(t, s), con a ≤ t, s ≤ b, es real, simétrico y está acotado, A es un

operador integral de Fredholm simétrico y completamente continuo, que enton-

ces tiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores. Como el operador

aśı construido es el inverso de L, por el Teorema 26.2 concluimos que L tiene un

conjunto ortonormal y completo de autovectores que corresponden a autovalores

no nulos.
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Señalemos que, para t 6= s, el núcleo es una función dos veces diferenciable de

la variable t (puesto que u1(t) y u2(t) lo son), satisface la ecuación diferencial

(27.25) L̂K(t, s) = 0 , para t 6= s ,

(puesto que L̂ u1,2(t) = 0) y también las condiciones de contorno del problema,

(27.26) K(a, s) = −u1(a) u2(s)

C0

= 0 , K(b, s) = −u1(s) u2(b)

C0

= 0 .

Por otra parte, su derivada primera presenta una discontinuidad en t = s,

(27.27)

∂tK(t, s)
∣∣∣
{t=s+}

− ∂tK(t, s)
∣∣∣
{t=s−}

=

= −
(
u1(s) u′2(s)− u′1(s) u2(s)

)

C0

=
W [u1, u2](s)

C0

=
1

p(s)
.

Entonces, si adoptamos la regla usual de derivación de funciones diferenciables

a trozos que tienen discontinuidades de altura finita16, que prescribe sumar a la

derivada de la función una Delta de Dirac concentrada en cada punto de dis-

continuidad y multiplicada por la altura de esa discontinuidad, obtenemos

(27.28)

L̂K(t, s) = p(t)

(
δ(t− s)

p(s)
+ ∂2

t K(t, s)

)
+

+p′(t) ∂tK(t, s) + q(t) K(t, s) = δ(t− s) .

Esto muestra que el núcleo K(t, s) del operador integral inverso de L, ec. (27.24),

es la función de Green del problema de condiciones de contorno considerado.

Desde luego que toda función y(t) ∈ D(L) es el ĺımite (en media) de su desarrollo

de Fourier respecto del sistema ortonormal completo de autofunciones de L,

(27.29) y(t) = Ax(t) =
∞∑

k=1

λk (ek, x) ek(t) ,

donde x(t) = Ly(t).

Teniendo en cuenta que D(L) ⊂ Rank (A), y que el núcleo continuo K(t, s)

satisface la condición de Hilbert - Schmidt, ec. (24.9), vemos que la serie en (27.29)

también converge absoluta y uniformemente, de acuerdo con el Teorema 24.1.

Estos resultados permiten establecer el siguiente teorema.

16regla que justificaremos más adelante, cuando tratemos la teoŕıa de distribuciones.
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Teorema 27.1. Todo operador de Sturm - Liouville no singular tiene un conjunto

ortonormal completo de autofunciones ek(t) ∈ D(L) , k ∈ N. Además, toda función

dos veces diferenciable que satisfaga las condiciones de contorno que especifican el

dominio del operador, y(t) ∈ D(L), tiene un desarrollo de Fourier respecto de los

autovectores ek(t) que converge absoluta y uniformemente.

Ejemplo:

• Consideremos el operador L x(t) = x′′(t), definido sobre el subespacio de C2(0, π)

formado por las funciones dos veces diferenciables que satisfacen las condiciones

de contorno x(0) = 0, x(π) = 0.

Se trata de un operador de Sturm - Liouville no singular. En efecto, x′′(t) ≡
0 ⇒ x(t) = a + b t, pero x(0) = a = 0 y x(π) = b π = 0 requieren que x(t) ≡ 0.

Por lo tanto, L aśı definido tiene una inversa simétrica y completamente conti-

nua, y sus autofunciones, ek(t) = sin(kt) , k ∈ N, forman un sistema ortonormal y

completo en L2(0, π) (cosa que ya sab́ıamos).

Además, toda función dos veces diferenciable que se anula en t = 0, π tiene un

desarrollo en serie de senos que no sólo converge en media, sino también absoluta

y uniformemente. ¦

Consideremos ahora el caso de un operador de Sturm - Liouville singular, es

decir, un operador simétrico L, como el definido por las ecuaciones (27.1) y (27.2),

que tiene un autovalor nulo.

Teniendo en cuenta que autovectores de un operador simétrico correspondientes

a autovalores distintos son ortogonales entre śı, y que en un espacio de Hilbert,

como es L2(a, b), no puede haber más que una cantidad infinita numerable de

vectores ortogonales entre śı, vemos que no todo número real puede ser un autovalor

de L.

Supongamos que λ0 ∈ R no es autovalor de L, y definamos sobre el mismo

dominio un nuevo operador: L1 := L − λ0 I, con D(L1) = D(L). L1 es también

un operador de Sturm - Liouville simétrico, que difiere del anterior sólo en que

q(t) → (q(t)− λ0). Pero, a diferencia de L, L1 es no singular.

En esas condiciones, valen para L1 las propiedades antes descritas. En particular,

L1 tiene un conjunto ortonormal y completo de autofunciones correspondientes a

autovalores no nulos,

(27.30) L1 ek(t) = µk ek(t) ⇒ Lek(t) = (µk + λ0) ek(t) .

Pero entonces L también tiene un sistema ortonormal completo de autofunciones

ek(t) correspondientes a autovalores λk = µk + λ0, uno de los cuales es nulo. Y
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toda función y(t) ∈ D(L) tiene un desarrollo en serie de autofunciones de L que

converge absoluta y uniformemente.

Ejemplo:

• Los polinomios de Legendre son los autovectores del operador de Sturm - Liouvi-

lle definido sobre el subespacio de las funciones dos veces diferenciables en (−1, 1),

sobre las que actúa como

(27.31) Ly(t) =
d

dt

(
[t2 − 1]

dy

dt

)
.

En este caso tenemos que q(t) ≡ 0, mientras que p(t) = t2 − 1 se anula en los

extremos del intervalo. En esas condiciones, el operador es simétrico sin necesidad

de imponer condiciones de contorno adicionales.

Los polinomios de Legendre están dados por la expresión

(27.32) Pk(t) =
1

2k k!

dk

dtk

(
[t2 − 1]k

)

y satisfacen

(27.33) L Pk(t) = k(k + 1) Pk(t) , k = 0, 1, 2, . . . ,

lo que muestra que L es singular.

Supongamos que Ly(t) = µ y(t), con µ 6= k(k+1), para k = 0, 1, 2, . . . . Entonces

y(t) ⊥ Pk(t), ∀ k, porque L es simétrico. Pero esto implica que y(t) = 0(t), dado

que los polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal y completo.
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Por lo tanto, µ no es autovalor de L y L1 = L−µ I es no singular, de modo que

satisface las condiciones del Teorema 27.117.

En conclusión, toda función dos veces diferenciable en el intervalo (−1, 1) tiene

un desarrollo en serie de polinomios de Legendre que converge absoluta y unifor-

memente. ¦

28. Apéndice: Conjuntos numerables

En este Apéndice mostraremos que el conjunto de los polinomios con coeficientes

racionales y de grado arbitrario es numerable.

Lema 28.1. La unión de un conjunto finito o infinito numerable de conjuntos

numerables es también un conjunto numerable.

17En esas condiciones, L1 tiene una inversa simétrica y completamente continua, que puede

construirse de manera similar a la del caso en que p(t) no se anula en los extremos del intervalo

considerado. Por ejemplo, tomando µ = 1 6= k(k + 1) ,∀ k = 0, 1, 2, . . . , las dos soluciones

linealmente independientes de la ecuación diferencial homogénea

(27.34) L̂1 y(t) =
d

dt

(
[t2 − 1]

dy

dt

)
− y(t) = 0

pueden ser elegidas como las funciones de Legendre

(27.35) u1(t) = P√
5−1
2

(−t) , u2(t) = P√
5−1
2

(t) .

El comportamiento de las funciones de Legendre Px(t) cerca de los extremos del intervalo

[−1, 1] está dado por

(27.36) Px(t) =





1 + O(1− t) , t ≈ 1 ,

− log(1 + t) + O(1 + t)0 , t ≈ −1 ,

de modo que u1(t) es regular en t = −1 (mientras que u2(t) lo es en t = 1), presentado en el

extremo opuesto una singularidad integrable.

En esas condiciones, el núcleo del operador inverso de L1 está dado como en la ec. (27.24),

con u1(t) y u2(t) dadas en la ec. (27.35) y la constante C0 = 0,59335. La solución (continua y

dos veces diferenciable) de la ecuación inhomogénea

(27.37) L̂1 y(t) = x(t) ∈ C2(−1, 1) ,

está dada por (ver ec. (27.23))

(27.38) y(t) = − 1
C0

{
P√

5−1
2

(−t)
∫ 1

t

P√
5−1
2

(s) x(s) ds + P√
5−1
2

(t)
∫ t

−1

P√
5−1
2

(−s)x(s) ds

}
.
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Mostraremos esta propiedad para el caso de la unión de un conjunto numerable

de numerables. Para ello consideremos los conjuntos

(28.1)

S1 = {a11, a12, . . . , a1l, . . . } ,

S2 = {a21, a22, . . . , a2l, . . . } ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Sk = {ak1, ak2, . . . , akl, . . . } ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Podemos ordenar todos esos elementos en una única secuencia adoptando alguna

regla que nos permita asignar un número natural a cualquier elemento de uno

cualquiera de esos conjuntos. Por ejemplo, podemos formar la secuencia

(28.2)
a11, {a12, a22, a21}, {a13, a23, a33, a32, a31},

{a14, a24, a34, a44, a43, a42, a41}, . . . , {a1k, . . . , akk, . . . , ak1}, . . .
conviniendo en que elementos repetidos obtienen su posición en su primera apari-

ción, y son omitidos en las siguientes.

Lema 28.2. El conjunto de los números enteros es numerable.

En efecto, Z = {0, 1, 2, . . . } ∪ {−1,−2,−3, . . . }.

Lema 28.3. El conjunto de los números racionales (números de la forma p/q, con

p ∈ Z y q ∈ N), es numerable.

En efecto, el conjunto de los racionales sobre la recta, Q, es la unión de un

conjunto numerable de conjuntos numerables de fracciones de la forma

(28.3) Sq =

{
p

q
, p ∈ Z

}
con q = 1, 2, 3, . . .

Lema 28.4. El conjunto de pares ordenados formados con los elementos de dos

conjuntos numerables es también numerable.

Dados dos conjuntos numerables,

(28.4)
A = {a1, a2, . . . , ak, . . . } ,

B = {b1, b2, . . . , bk, . . . } ,

el conjunto de pares ordenados {〈ak, bl〉 , ∀ k, l}, es la unión de un conjunto nume-

rable de conjuntos numerables de la forma

(28.5) Sk = {〈ak, bl〉 , l = 1, 2, . . . } , con k = 1, 2, . . .

que, por el Lema 28.1, es numerable.
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Ahora bien, el conjunto de los polinomios de todo grado con coeficientes raciona-

les es la unión para todo n de los conjuntos de polinomios a coeficientes racionales

de grado menor o igual a n. Entonces, de acuerdo al Lema 28.1, basta con mostrar

que esos conjuntos son numerables.

Los polinomios a coeficientes racionales de grado cero son simplemente los núme-

ros racionales, que forman un conjunto numerable.

Los polinomios de grado 1 de la forma q0 + q1 t, con q0, q1 ∈ Q, están en corres-

pondencia uno a uno con los pares ordenados de la forma 〈q0, q1〉 que, de acuerdo

al Lema 28.4, forman un conjunto numerable.

Procedemos por inducción. Podemos mostrar que si el conjunto de los polino-

mios de grado ≤ n con coeficientes racionales, {Qk(t) , k ∈ N}, es numerable, el

conjunto de los polinomios a coeficientes racionales de grado ≤ n + 1 también lo

es. En efecto, los polinomios de la forma Qk(t) + ql t
n+1, con ql ∈ Q, están en

correspondencia biuńıvoca con los pares ordenados de la forma 〈Qk(t), ql〉, los que

forman un conjunto numerable de acuerdo con el Lema 28.4.
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NOTAS SOBRE ECUACIONES INTEGRALES

29. Autovalores de operadores compactos

Sea A un operador completamente continuo definido sobre un espacio eucĺıdeo

E. En particular, A es acotado, de modo que

(29.1) ‖ Ax ‖≤‖ A ‖ ‖ x ‖ , ∀x ∈ E .

Como no estamos suponiendo que este operador sea simétrico, sus autovalores (si

existen) serán, en general, números complejos. Y los autovectores correspondientes

a autovalores distintos no serán, en general, ortogonales entre śı.

Supongamos que F = {x1, x2, . . . , xk, . . . } ⊂ E sea un conjunto de autovectores

linealmente independientes de A correspondientes a autovalores que en módulo

superan a un número positivo δ,

(29.2) Axk = λk xk , con ‖ A ‖≥ |λk| > δ > 0 , ∀ k .

Mediante el proceso usual de ortonormalización de una secuencia podemos ge-

nerar el conjunto ortonormal {e1, e2, . . . , ek, . . . }, donde

(29.3) ek =
k∑

j=1

akj xj , con ek ⊥ xl , para l < k .

En esas condiciones, Aek puede escribirse como la suma de dos vectores orto-

gonales entre śı,

(29.4) Aek =
k∑

j=1

akj λj xj = λk ek +
k−1∑
j=1

akj (λj − λk) xj ,

lo mismo que la diferencia

(29.5) Aek − Ael = λk ek +

{
k−1∑
j=1

akj (λj − λk) xj −
l∑

j=1

alj λj xj

}

si l < k. Entonces,

(29.6)

‖ Aek − Ael ‖2 =

= ‖ λk ek ‖2 +
∣∣∣
∣∣∣∑k−1

j=1 akj (λj − λk) xj −
∑l

j=1 alj λj xj

∣∣∣
∣∣∣
2

≥

≥‖ λk ek ‖2 = | λk |2 > δ2 > 0 .
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Por lo tanto, el conjunto {Ae1, A e2, . . . , A ek, . . . } no contiene ninguna secuencia

de Cauchy. Entonces, como A es compacto, F debe ser un conjunto con un número

finito de elementos.

En consecuencia, los autovalores no nulos de un operador completamente conti-

nuo forman en el plano complejo, a lo sumo, una secuencia numerable que converge

al origen. Además, la multiplicidad de cualquier autovalor no nulo es finita.

30. Ecuaciones integrales de núcleo no simétrico

Consideremos la ecuación integral

(30.1) ϕ(t)−
∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds = f(t) ,

donde K(t, s) ∈ L2

(
(a, b) × (a, b)

)
y f(t) ∈ L2(a, b) son funciones conocidas y

ϕ(t) ∈ L2(a, b) es la incógnita.

El núcleo de cuadrado sumable K(t, s) define un operador integral de Fredholm

completamente continuo,

(30.2) Aϕ(t) =

∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds ,

que, en general, será no simétrico.

Como consecuencia del Teorema de Fubini (que autoriza a cambiar el orden

de integración cuando una integral doble existe), el operador adjunto A† resulta

definido como

(30.3) A†ψ(t) =

∫ b

a

K(s, t)∗ ψ(s) ds .

La ecuación integral (30.1) puede ser escrita como

(30.4) ϕ(t)− Aϕ(t) = f(t) ,

mientras que el problema equivalente para el operador adjunto seŕıa

(30.5) ψ(t)− A† ψ(t) = g(t) ,

con g(t) ∈ L2(a, b).

La existencia de soluciones no triviales para la problema adjunto homogéneo (es

decir, la existencia de autovectores de A† correspondientes al autovalor 1),

(30.6) ψ1(t)− A† ψ1(t) = 0(t) ,
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condiciona la existencia de soluciones para la ec. (30.4). En efecto, el producto

escalar de ψ1(t) por ambos miembros de (30.4) da lugar a la ecuación

(30.7) (ψ1, f) =
(
ψ1,

(
I− A

)
ϕ
)

=
((

I− A†)ψ1, ϕ
)

= (0, ϕ) = 0 ,

que es una contradicción a menos que la inhomogeneidad f(t) sea ortogonal al

subespacio caracteŕıstico de A† correspondiente al autovalor 1 (subespacio de di-

mensión finita, dado que A† es compacto). Si ese no es el caso, no existen soluciones

para la ecuación (30.4).

Por otra parte, la existencia de soluciones no triviales para la ecuación ho-

mogénea

(30.8) ϕ1(t)− Aϕ1(t) = 0(t)

(es decir, la existencia de autovectores del operador A correspondientes al auto-

valor 1, los que también forman un subespacio de dimensión finita dado que A es

compacto) implica que, de existir una solución para la ec. (30.4), ella no sea única.

En efecto, en ese caso también tenemos que

(30.9)
(
I− A

)[
ϕ(t) + ϕ1(t)

]
= f(t) .

Puede demostrarse el siguiente teorema:

Teorema 30.1. Consideremos la ecuación homogénea (30.8). Dos casos son po-

sibles:

I) esa ecuación tiene solución única, ϕ1(t) = 0(t),

II) o bien tiene una solución no trivial ϕ1(t) 6= 0(t).

En el caso I) la ecuación inhomogénea (30.4) tiene solución única

∀ f(t) ∈ L2(a, b), lo mismo que la ec. (30.5) ∀ g(t) ∈ L2(a, b).

En el caso II), las ecuaciones homogéneas (30.8) y (30.6) tienen el mismo núme-

ro finito n de soluciones linealmente independientes. La ecuación imhomogénea

(30.4) tiene solución si y sólo si f(t) es ortogonal a las n soluciones linealmente

independientes de (30.6), y en ese caso no es única, sino que está definida a menos

de una solución arbitraria de (30.8). (Evidentemente, algo similar vale para la ec.

(30.5).)

Para el caso de núcleos degenerados la demostración es inmediata, puesto que

los operadores A y A† aplican todo L2(a, b) en subespacios de dimensión finita,

y el problema se reduce a mostrar la existencia de soluciones para un sistema de

ecuaciones algebraicas.
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Núcleos de cuadrado sumable arbitrarios pueden ser aproximados en la métrica

de L2

(
(a, b) × (a, b)

)
por las sumas parciales de sus series de Fourier respecto de

algún sistema ortonormal y completo de funciones. La continuidad completa de

estos operadores permite establecer el resultado también en este caso (ver, por

ejemplo, The Theory of Linear Spaces, G. Ye. Shilov).

De este teorema se deduce el siguiente corolario:

Corolario 30.2. (de la alternativa de Fredholm) Si A es un operador integral de

Fredholm de núcleo de cuadrado sumable, entonces se tiene una de las siguientes

dos posibilidades excluyentes:

I) la ecuación ϕ(t) − A ϕ(t) = f(t) tiene una solución ∀ f(t) ∈ L2(a, b) (en

cuyo caso la solución es única),

II) o bien la ecuación homogénea ϕ1(t)−Aϕ1(t) = 0(t) tiene una solución no

trivial.

31. Ecuaciones integrales dependientes de un parámetro complejo

Consideremos una familia de ecuaciones integrales que incluyan un parámetro

complejo µ multiplicando al núcleo de cuadrado sumable K(t, s),

(31.1) ϕ(t)− µ

∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds =
(
I− µA

)
ϕ(t) = f(t) .

Por el corolario de la alternativa de Fredholm sabemos que, para cada µ ∈ C,

puede darse sólo una de las siguientes dos posibilidades:

I) la ecuación (31.1) tiene una solución ∀ f(t) ∈ L2(a, b) (en cuyo caso es única),

II) o bien la ecuación homogénea

(31.2)
(
I− µA

)
ϕ1(t) = 0(t)

tiene una solución no trivial, que corresponde a un autovector del operador A con

autovalor 1/µ,

(31.3) Aϕ1(t) =
1

µ
ϕ1(t) .

En el primer caso, µ es un valor regular de la ecuación (31.1), mientras que

en el segundo caso se dice que µ es un valor singular de esa ecuación.

Ya sabemos que los autovalores no nulos de un operador completamente continuo

forman, a lo sumo, una secuencia numerable que converge al origen del plano
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complejo, y que está contenida en un ćırculo de radio ‖ A ‖. Si A es un operador

integral de Fredholm de núcleo de cuadrado sumable, tenemos además que ‖ A ‖
≤‖ K(t, s) ‖= K.

En consecuencia, los valores singulares de la ecuación (31.1) forman, a lo sumo,

una secuencia numerable que diverge al infinito y está contenida en el exterior de

un ćırculo de radio (θ/K), con 0 < θ < 1. En particular, existe un entorno de

µ = 0 libre de valores singulares.

Ejemplo:

• Consideremos el núcleo

(31.4) K(t, s) =

{
sin(t) cos(s) , t ≤ s ,

cos(t) sin(s) , t ≥ s ,

con 0 ≤ t, s ≤ π, cuya norma es K = ‖ K(t, s) ‖= π/2, y la ecuación integral

(31.5) ϕ(t)− µ

∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds = f(t) .

Para determinar sus valores singulares tengamos en cuenta que este núcleo es

simétrico y continuo, satisface la ecuación diferencial

(31.6) −∂2
t K(t, s) = K(t, s) , para t 6= s ,

también las condiciones de contorno K(0, s) = 0, ∂tK(π, s) = 0, y su derivada

primera respecto de t tiene una discontinuidad en t = s de altura

(31.7) ∂tK(t, s)
∣∣
t=s+ − ∂tK(t, s)

∣∣
t=s− = − sin2(s)− cos2(s) = −1 .

Además, el Wroskiano W [sin(t), cos(t)] = 1.

En esas condiciones, K(t, s) puede ser considerado como la función de Green del

operador de Sturm - Liouville definido como

(31.8) Lψ(t) = −ψ′′(t)− ψ(t)

sobre el subespacio de las funciones dos veces diferenciables que satisfacen las

condiciones de contorno ψ(0) = 0 y ψ′(π) = 0.

Entonces, el operador integral A de núcleo K(t, s) tiene las mismas autofunciones

que el operador L, y los autovalores de éste coinciden con los valores singulares de

la ecuación integral (31.5):

(31.9)

Lψk(t) = −ψ′′k(t)− ψk(t) = µk ψk(t) , ψk(0) = 0 , ψ′k(π) = 0 ⇒

ψk(t) = sin
( (

k + 1
2

)
t
)

, con µk =
(
k + 1

2

)2 − 1 , k = 0, 1, 2, . . .



Ecuaciones Integrales 109

Nótese que, ∀ k , | µk | ≥ 3
4

> 1
K

= 2
π
, de modo que L es no singular, y existe un

ćırculo de radio < 3
4

en el plano complejo de la variable µ que no contiene valores

singulares.

Como A es simétrico y completamente continuo, tiene un conjunto ortonormal

y completo de autovectores, Aek(t) = λk ek(t) , para k = 0, 1, 2, . . . , donde

(31.10) ek(t) =
1√
π

sin
(
(k + 1/2) t

)
, con λk =

1

µk

=
1(

k + 1
2

)2 − 1
.

Entonces,

(31.11)

(
I− µA

)
ϕ(t) = f(t) ⇒

(1− µλk) (ek, ϕ) = (ek, f) =
1√
π

∫ π

0

sin
(
(k + 1/2) t

)
f(t) dt .

Por lo tanto, para todo valor regular µ 6= µk , ∀ k, la solución de (31.5) existe y

es única ∀ f(t) ∈ L2(0, π), y está dada por

(31.12) ϕ(t) = f(t) +
µ√
π

∞∑

k=0

λk (ek, f)

(1− µλk)
sin

(
(k + 1/2) t

)
,

donde la serie en el segundo miembro converge absoluta y uniformemente (dado

que el núcleo K(t, s) satisface la condición de Hilbert - Schmidt y la diferencia

(ϕ(t)− f(t)) ∈ Rank(A)). En particular, (ϕ(t)− f(t)) es continua.

Si, por el contrario, µ coincide con un valor singular µk0 , entonces la solución no

existe a menos que f(t) ⊥ ek0(t), en cuyo caso no es única. En efecto, si (ek0 , f) = 0

entonces

(31.13)

ϕ(t) = f(t)+

µ√
π

∑

k 6=k0

λk (ek, f)

(1− µλk)
sin

(
(k + 1/2) t

)
+

c√
π

sin
(
(k0 + 1/2) t

)
,

con c ∈ C arbitrario. ¦

32. Operador resolvente

Sea µ ∈ C un valor regular de la ecuación

(32.1)
(
I− µA

)
ϕ = f ,

donde A es un operador completamente continuo definido sobre un espacio de

Hilbert E. Entonces (32.1) tiene una solución única ∀ f ∈ E, de modo que existe

una correspondencia biuńıvoca entre la solución ϕ y la inhomogeneidad f .
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En esas condiciones existe el inverso de
(
I−µ A

)
, y podemos expresar la solución

de (32.1) como

(32.2) ϕ = Rµ f , donde Rµ =
(
I− µA

)−1
: E → E ,

llamado operador resolvente de A, está definido sobre todo el espacio de Hilbert

y su rango es Rank (A) = E.

El operador Rµ es evidentemente lineal, dado que la ecuación (32.1) es lineal.

En efecto, si
(
I− µA

)
ϕ1,2 = f1,2 entonces la solución de

(32.3)
(
I− µA

)
ϕ = α f1 + β f2

está dada por

(32.4) Rµ (α f1 + β f2) = ϕ = α ϕ1 + β ϕ2 = α Rµ f1 + β Rµ f2 .

Mostraremos que el operador Rµ es también acotado.

Para ello supongamos que Rµ, que sólo existe para valores regulares de µ, sea

no acotado. En ese caso es posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios

{fk ∈ E , k ∈ N} tales que las correspondientes soluciones de (32.1), ϕk = Rµ fk,

tengan normas ‖ ϕk ‖→ ∞ cuando k →∞.

Dada la linealidad de la ec. (32.1), para los vectores unitarios ek = ϕk/ ‖ ϕk ‖
tenemos

(32.5) ek = gk + µA ek ,

donde, por construcción, gk = fk/ ‖ ϕk ‖→ 0 cuando k →∞.

Como A es completamente continuo, el conjunto {Aek , k ∈ N} contiene una

secuencia fundamental. Descartando los vectores ek cuyas imágenes no pertenezcan

a esa secuencia, podemos suponer que {Aek , k ∈ N} es una secuencia convergente

en el espacio de Hilbert E.

En esas condiciones, la secuencia {ek , k ∈ N} es convergente en E: existe un

vector no nulo e ∈ E tal que

(32.6) e = ĺım
k→∞

ek , con ‖ e ‖= ĺım
k→∞

‖ ek ‖= 1 .

Como A es continuo,

(32.7) e = ĺım
k→∞

{gk + µA ek} = 0 + µA e 6= 0 .

Pero esto indicaŕıa que µ es un valor singular, en contradicción con la hipótesis de

la existencia de Rµ. Por lo tanto, Rµ es necesariamente un operador acotado.
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33. Construcción de Rµ en un entorno del origen

Dado que existe un entorno del origen en el plano complejo de la variable µ que

no contiene valores singulares, el operador resolvente existe para valores de | µ |
suficientemente pequeños. En lo que sigue daremos una expresión expĺıcita para

Rµ en esa región.

Consideremos el operador (no lineal) definido sobre E por la relación

(33.1) B ϕ = µA ϕ + f ,

y evaluemos la distancia entre las imágenes de dos vectores arbitrarios ϕ, ψ ∈ E,

(33.2) ‖ B ϕ−B ψ ‖= ‖ µ A (ϕ− ψ) ‖≤| µ |‖ A ‖ ‖ ϕ− ψ ‖ .

Tomando µ ∈ C tal que

(33.3) | µ | ‖ A ‖≤ θ < 1

obtenemos que

(33.4) ‖ B ϕ−B ψ ‖≤ θ ‖ ϕ− ψ ‖< ‖ ϕ− ψ ‖ .

Un operador B con estas propiedades se dice contractivo.

Mostraremos que todo operador contractivo tiene un único punto fijo, es decir,

un único vector ϕ ∈ E que satisface que

(33.5) B ϕ = ϕ .

En nuestro caso, este vector corresponderá a la única solución de la ec. (32.1) para

una inhomogeneidad f ,

(33.6) ϕ = B ϕ = µA ϕ + f .

Partiendo de un vector arbitrario ϕ0 ∈ E, formemos la secuencia

(33.7) ϕ0 , ϕ1 = B ϕ0 , ϕ2 = B ϕ1 = B2 ϕ0 , . . . , ϕk = B ϕk−1 = Bk ϕ0 , . . .

Veremos que ésta es una secuencia de Cauchy.

Para ello, primero tomemos la distancia entre dos elementos consecutivos,

(33.8)

‖ ϕk+1 − ϕk ‖= ‖ B ϕk −B ϕk−1 ‖≤ θ ‖ ϕk − ϕk−1 ‖≤

≤ θ2 ‖ ϕk−1 − ϕk−2 ‖≤ · · · ≤ θk ‖ ϕ1 − ϕ0 ‖ ,
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de donde se deduce que

(33.9)

‖ ϕk+l − ϕk ‖≤

≤‖ ϕk+l − ϕk+l−1 ‖ + ‖ ϕk+l−1 − ϕk+l−2 ‖ + · · ·+ ‖ ϕk+1 − ϕk ‖≤

≤ (
θk+l−1 + θk+l−2 + · · ·+ θk

) ‖ ϕ1 − ϕ0 ‖=

= θk

(
l−1∑
j=0

θj

)
‖ ϕ1 − ϕ0 ‖<

θk

1− θ
‖ ϕ1 − ϕ0 ‖ .

Por lo tanto,

(33.10) ĺım
k→∞

‖ ϕk+l − ϕk ‖= 0 , ∀ l .

Como E es un espacio completo, existe el ĺımite de esta secuencia,

(33.11) ϕ = ĺım
k→∞

ϕk .

Y como B es contractivo, este vector es un punto fijo de B. En efecto,

(33.12) ‖ B ϕ− ϕk+1 ‖= ‖ B ϕ−B ϕk ‖≤ θ ‖ ϕ− ϕk ‖→ 0

cuando k →∞, de modo que, por la unicidad del ĺımite en E, tenemos

(33.13) B ϕ = ĺım
k→∞

ϕk = ϕ .

Para ver que este punto fijo es único, supongamos que existe otro vector ψ ∈ E

que satisface B ψ = ψ. Entonces, si ‖ ϕ− ψ ‖ 6= 0,

(33.14) ‖ ϕ− ψ ‖= ‖ B ϕ−B ψ ‖≤ θ ‖ ϕ− ψ ‖ ⇒ θ ≥ 1 ,

en contradicción con la elección de µ, ec. (33.3). Por lo tanto, ψ = ϕ.

Finalmente, señalemos que esta construcción nos permite aproximar la solución

de la ec. (32.1) en el sentido de la distancia en el espacio E. En efecto, tomando

el ĺımite para l → ∞ en la ecuación (33.9) obtenemos para la distancia entre la

solución y el k-ésimo elemento de la secuencia (33.7)

(33.15) ‖ ϕ− ϕk ‖≤ θk

1− θ
‖ B ϕ0 − ϕ0 ‖ .

La solución de la ecuación (32.1) corresponde al único punto fijo del operador

contractivo B, que se obtiene como el ĺımite de la secuencia (33.7) cualquiera que

sea el vector inicial ϕ0 que se emplee para generarla.
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Si se elige ϕ0 = 0, entonces

(33.16)

ϕ1 = f ,

ϕ2 = µA f + f ,
...

ϕk =
∑k−1

l=0 µl Al f ,
... ,

de modo que la solución de (32.1) para f ∈ E arbitraria corresponde al ĺımite de

la serie

(33.17) ϕ =
∞∑

k=0

µk Ak f = ĺım
k→∞

{(
k∑

l=0

µl Al

)
f

}
,

cuya convergencia está garantizada para

(33.18) | µ | ≤ θ

‖ A ‖ , con 0 < θ < 1 .

De esta expresión surge que, en un entorno del origen del plano complejo µ, el

operador resolvente es el ĺımite de una serie de operadores,

(33.19) Rµ =
∞∑

k=0

µk Ak = ĺım
k→∞

k∑

l=0

µl Al ,

serie que converge en el sentido de la norma y que coincide con el desarrollo formal

de
(
I− µA

)−1
en serie de potencias de µ.

Para verificar la convergencia de esta serie debemos considerar la distancia que

media entre Rµ y una suma parcial en el espacio normado de los operadores aco-

tados. Para ello, tengamos en cuenta que para todo vector unitario f ∈ E es

(33.20)

∣∣∣
∣∣∣
(
Rµ −

∑k
l=0 µl Al

)
f
∣∣∣
∣∣∣ = ‖ ϕ− ϕk+1 ‖≤

≤ θk+1

1− θ
‖ f ‖=

θk+1

1− θ
,

donde ϕ es la solución de (32.1) correspondiente a una inhomogeneidad f , ϕk+1

es la (k + 1)-ésima aproximación a esa solución, y donde hemos empleado la cota

establecida en la ec. (33.15). Entonces,

(33.21)

∣∣∣
∣∣∣Rµ −

∑k
l=0 µl Al

∣∣∣
∣∣∣ =

= sup{
f∈E

∣∣ ‖f‖=1
} ∣∣∣

∣∣∣
(
Rµ −

∑k
l=0 µl Al

)
f
∣∣∣
∣∣∣ ≤ θk+1

1− θ
→ 0

cuando k →∞, dado que θ < 1.
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Podemos verificar que la serie en (33.19) converge efectivamente al inverso de(
I− µA

)
teniendo en cuenta que

(33.22)

(
I− µA

)
(

k−1∑

l=0

µl Al

)
=

(
k−1∑

l=0

µl Al

)
(
I− µA

)
=

= I− µk Ak → I

cuando k →∞, dado que µk Ak → O. En efecto,

(33.23) ‖ µk Ak ‖≤ | µ |k ‖ A ‖ ‖ Ak−1 ‖≤ · · · ≤ | µ |k ‖ A ‖k≤ θk → 0

cuando k →∞, pues 0 < θ < 1.

34. Extensión anaĺıtica de Rµ

El operador resolvente existe en casi todo punto del plano complejo de la variable

µ. Es únicamente para los valores singulares de µ, que forman (a lo sumo) una

secuencia numerable que diverge al infinito, que Rµ no está definido.

En la Sección anterior hemos mostrado que la condición | µ | ‖ A ‖≤ θ < 1

es suficiente para que Rµ pueda representarse como el ĺımite (en el sentido de

la distancia en el espacio de Banach de los operadores acotados) de una serie

de potencias en la variable µ. En esas condiciones, se puede decir que Rµ es una

función anaĺıtica de la variable µ (a valores operadores) en un entorno del origen.

Mostraremos que Rµ es una función anaĺıtica de µ en un entorno de todo valor

regular.

Sea µ0 un valor regular de un operador completamente continuo A. Entonces,

Rµ0 =
(
I − µ0 A

)−1
existe y es un operador acotado. Además, como los valores

singulares de A son puntos aislados, existe todo un entorno de µ0 libre de ellos.

Podemos entonces considerar el operador resolvente en un punto µ próximo de

µ0,

(34.1)

Rµ =
(
I− µA

)−1
=

(
I− µ0 A− (µ− µ0) A

)−1
=

= Rµ0

(
I− (µ− µ0) ARµ0

)−1
= Rµ0

∞∑

k=0

(µ− µ0)
k (ARµ0)

k ,

donde la serie en el miembro de la derecha converge en el sentido de la norma de

los operadores para

(34.2) | µ− µ0 | ‖ ARµ0 ‖≤ θ < 1 .
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Téngase en cuenta que ARµ0 es completamente continuo, dado que Rµ0 es acotado

y A es compacto. En consecuencia, valen para esta serie todas las consideraciones

hechas en la Sección anterior acerca de la convergencia del desarrollo del operador

resolvente en un entorno del origen.

Por lo tanto, Rµ existe como una función anaĺıtica de la variable µ (que toma

valores que son operadores sobre E) en toda una región abierta del plano complejo,

la que sólo excluye a los valores singulares de A (puntos aislados que corresponden

a las inversas de los autovalores de A).

En particular, si Rµ es conocido en cierta región abierta del plano complejo,

este operador puede ser prolongado anaĺıticamente desde alĺı, evitando los puntos

singulares.

También puede probarse fácilmente que el operador resolvente tomado para

distintos valores regulares conmuta.

En efecto, para λ, µ valores regulares de A compacto podemos escribir que

(34.3)

µRµ − λRλ = µRµ

(
I− λA

)
Rλ −Rµ

(
I− µA

)
λRλ =

= (µ− λ)RµRλ .

Entonces, si λ 6= µ,

(34.4) RµRλ =
µRµ − λRλ

µ− λ
= RλRµ .

35. Resolvente de operadores integrales

Consideremos un operador integral de Fredholm de núcleo de cuadrado sumable,

(35.1) Aϕ(t) =

∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds ,

con

(35.2) K2 = ‖ K(t, s) ‖2 =

∫ b

a

∫ b

a

|K(t, s)|2 dt ds < ∞ .

Dado que A es completamente continuo, y su norma

(35.3) ‖ A ‖≤ K ,

sabemos que el operador resolvente Rµ es el ĺımite de una serie de potencias en µ

de la forma

(35.4) Rµ = I +
∞∑

k=1

µk Ak ,
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convergente (en el sentido de la norma de los operadores acotados) en el ćırculo

|µ| ≤ θ/K, con 0 < θ < 1.

Mostraremos que en este caso el operador resolvente toma la forma

(35.5) Rµ = I + Γµ ,

donde Γµ es un operador integral de Fredholm de núcleo de cuadrado sumable,

que depende del parámetro µ.

Dado que Rµ en (35.4) está expresado en términos de potencias del operador A,

primero debemos estudiar la composición de operadores integrales.

Para ello, consideremos un segundo operador de Fredholm

(35.6) B ϕ(t) =

∫ b

a

L(t, s) ϕ(s) ds ,

con

(35.7) L2 = ‖ L(t, s) ‖2 =

∫ b

a

∫ b

a

|L(t, s)|2 dt ds < ∞ .

Su composición con A es, por definición,

(35.8)

AB ϕ(t) =
∫ b

a
K(t, s)

{∫ b

a
L(s, r) ϕ(r) dr

}
ds =

=
∫ b

a

{∫ b

a
K(t, s) L(s, r) ds

}
ϕ(r) dr ,

donde el cambio en el orden de las integrales está justificado por el Teorema de

Fubini, dado que todas las funciones que alĺı aparecen son de cuadrado sumable y

la integral doble existe.

En consecuencia, AB es también un operador integral cuyo núcleo es

(35.9) M(t, r) =

∫ b

a

K(t, s) L(s, r) ds .

Como K(t, s) y L(s, r) son funciones de cuadrado sumable de la variable s (para

casi todos los valores de t y de r), el núcleo M(t, r) puede ser interpretado como

el producto escalar

(35.10) M(t, r) =
(
K(t, s)∗, L(s, r)

)
.

Por aplicación de la desigualdad de Cauchy - Schwarz, esto permite escribir

(35.11) |M(t, r)|2 ≤ k(t)2 l(r)2 ,
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donde

(35.12)





k(t)2 =
∫ b

a
|K(t, s)|2 ds ⇒ ∫ b

a
k(t)2 dt = K2 ,

l(r)2 =
∫ b

a
|L(s, r)|2 ds ⇒ ∫ b

a
l(r)2 dr = L2 .

Por lo tanto, M(t, r) ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
, y su norma

(35.13) M2 =

∫ b

a

∫ b

a

|M(t, r)|2 dt dr ≤ K2 L2 ⇒ M ≤ K L .

Este resultado permite concluir que las potencias enteras positivas de un opera-

dor integral de Fredholm de núcleo de cuadrado sumable son también operadores

integrales de Fredholm,

(35.14) Ak ϕ(t) =

∫ b

a

Kk(t, s) ϕ(s) ds ,

cuyos núcleos, llamados núcleos iterados, se obtienen recursivamente de la rela-

ción

(35.15) Kk+1(t, s) =

∫ b

a

K(t, r) Kk(r, s) dr , K1(t, s) = K(t, s) ,

son de cuadrado sumable, y su norma satisface

(35.16) Kk = ‖ Kk(t, s) ‖≤ K ‖ Kk−1(t, s) ‖≤ · · · ≤ Kk .

En esas condiciones, cada suma parcial de la serie en el miembro de la derecha

de la ec. (35.4) corresponde a un operador integral de Fredholm,

(35.17) Sµ,n f(t) =
n∑

k=1

µk Ak f(t) =

∫ b

a

Sn(t, s; µ) f(s) ds ,

cuyo núcleo (de cuadrado sumable) está dado por la suma

(35.18) Sn(t, s; µ) =
n∑

k=1

µk Kk(t, s) ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
.

Ahora bien, la secuencia formada por los núcleos Sn(t, s; µ) es fundamental en

L2

(
(a, b)× (a, b)

)
. En efecto,

(35.19)

‖ Sn+m(t, s; µ)− Sn(t, s; µ) ‖=

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n+m∑

k=n+1

µk Kk(t, s)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤

≤
n+m∑

k=n+1

| µ |k ‖ Kk(t, s) ‖≤
n+m∑

k=n+1

| µ |k Kk ≤
n+m∑

k=n+1

θk <
θn+1

1− θ
→ 0

cuando n →∞, ∀m.
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Por lo tanto, existe el ĺımite de la serie

(35.20) Γ(t, s; µ) =
∞∑

k=1

µk Kk(t, s) ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
,

que es además una función anaĺıtica de la variable µ en un entorno del origen.

Esta función de cuadrado sumable permite definir un nuevo operador integral

de Fredholm,

(35.21) Γµ f(t) :=

∫ b

a

Γ(t, s; µ) f(s) ds ,

que resulta ser el ĺımite de la serie

(35.22) Γµ =
∞∑

k=1

µk Ak = ĺım
n→∞

Sµ,n .

En efecto, dado que tanto Γµ como Sµ,n son operadores integrales de Fredholm,

también lo es su diferencia, Γµ−Sµ,n. Y como la norma de tales operadores está aco-

tada por la norma de sus núcleos, tenemos que

(35.23) ‖ Γµ − Sµ,n ‖≤‖ Γ(t, s; µ)− Sn(t, s; µ) ‖ → 0

cuando n →∞. ¤

En consecuencia, la solución de una ecuación integral de la forma

(35.24) ϕ(t)− µ

∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds = f(t) ,

donde K(t, s) y f(t) son funciones de cuadrado sumable dadas, y µ ∈ C satisface

| µ | K ≤ θ < 1, puede escribirse como

(35.25) ϕ(t) = Rµ f(t) = f(t) +

∫ b

a

Γ(t, s; µ) f(s) ds ,

donde Γ(t, s; µ) ∈ L2

(
(a, b)× (a, b)

)
es una función anaĺıtica de µ que corresponde

al ĺımite de la serie de núcleos iterados, ec. (35.20).

Si la serie de núcleos iterados puede ser sumada a una función

Γ(t, s; µ), holomorfa en un ćırculo | µ | K ≤ θ < 1, ésta ha de admitir una

prolongación anaĺıtica (que es única) a todo el plano complejo de la variable µ,

la que sólo presentará singularidades aisladas en los valores singulares del núcleo

K(t, s).

Ejemplo:

• Consideremos el núcleo K(t, s) = et+s, con 0 ≤ t, s ≤ 1. Entonces,

(35.26) K2 = ‖ et+s ‖2 =

∫ 1

0

∫ 1

0

e2(t+s) dt ds =

(
e2 − 1

2

)2

,
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y los núcleos iterados son

(35.27)

K2(t, s) =
∫ 1

0
et+r er+s dr =

(
e2−1

2

)
et+s ,

K3(t, s) =
∫ 1

0
et+r K2(r, s) dr =

(
e2−1

2

)2

et+s ,
...

Kk(t, s) =
∫ 1

0
et+r Kk−1(r, s) dr =

(
e2−1

2

)k−1

et+s ,
...

Por lo tanto, para | µ | K = | µ |
(

e2−1
2

)
≤ θ < 1, tenemos

(35.28) Γ(t, s; µ) =
∞∑

k=1

µk Kk(t, s) =
∞∑

k=1

µk

(
e2 − 1

2

)k−1

et+s =
µ et+s

1− µ
(

e2−1
2

) .

La suma de esta serie es una función anaĺıtica de µ que admite una extensión

meromorfa al plano complejo, la que presenta como única singularidad un polo

simple en µ = 2
e2−1

. De ese modo, el operador integral de núcleo et+s tiene un

único valor singular en ese punto.

Eso se explica por el hecho de que este operador integral aplica todo L2(0, 1)

en el subespacio unidimensional generado por la función ψ(t) = et, de modo que

todo autovector correspondiente a un autovalor no nulo debe ser proporcional a

esa función,

(35.29) Aet =

∫ 1

0

et+s es ds =

(
e2 − 1

2

)
et ⇒ λ =

(
e2 − 1

2

)
.

En esas condiciones, si µ 6= 2
e2−1

la ecuación integral

(35.30) ϕ(t)− µ

∫ 1

0

et+s ϕ(s) ds = f(t)

tiene solución única ∀ f(t) ∈ L2(0, 1), la que está dada por

(35.31)

ϕ(t) = f(t) +
µ

1− µ
(

e2−1
2

)
∫ 1

0

et+s f(s) ds =

= f(t) +
µλ

(1− µλ)

et

‖ et ‖2

∫ 1

0

es f(s) ds .

Si, por el contrario, µ = 2
e2−1

, entonces la ecuación integral sólo tiene solución

si f(t) ⊥ et, en cuyo caso no es única,

(35.32) ϕ(t) = f(t) + c et , c ∈ C
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(donde hemos tenido en cuenta las propiedades de los núcleos simétricos - ver

Notas sobre Espacios Eucĺıdeos, ec. (25.12)). En efecto,

(35.33)

{
f(t) + c et

}− 2 et

e2 − 1

∫ 1

0

es {f(s) + c es} ds =

= f(t) + c et − c et = f(t) .

¦

La condición | µ | K ≤ θ < 1 ha sido obtenida como una condición suficiente

para la convergencia de la serie de núcleos iterados, pero hay situaciones en las

que su radio de convergencia es mayor. Y alĺı donde la serie (35.20) converge, ella

se suma al núcleo Γ(t, s; µ).

Un ejemplo de esta situación corresponde al caso en que algún núcleo iterado

se anule idénticamente, Kn+1(t, s) ≡ 0, lo que hace que todos los que le siguen

también sean nulos, Kk(t, s) ≡ 0 ,∀ k > n. En esas condiciones, la serie en la ec.

(35.20) se reduce a un polinomio de grado n en µ,

(35.34) Γ(t, s; µ) =
n∑

k=1

µk Kk(t, s) ,

que es una función entera (anaĺıtica en todo el plano complejo). En tal caso, el

operador integral de núcleo K(t, s) no tiene valores singulares.

Ejemplo:

• Esa situación ocurre, en particular, para núcleos degenerados de la forma

(35.35) K(t, s) =
n∑

k=1

pk(t) q∗k(s) , con pk(t) ⊥ ql(t) , k, l = 1, . . . , n .

En este caso, K2(t, s) ≡ 0, de modo que Γ(t, s; µ) = µK(t, s).

Ese es el caso de

(35.36) K(t, s) = sin(t− 2s) = sin(t) cos(2s)− cos(t) sin(2s) .

Evidentemente,

(35.37) K2(t, s) =

∫ π

−π

sin(t− 2r) sin(r − 2s) dr = 0 ,

de modo que

(35.38) Γ(t, s; µ) = µ sin(t− 2s) , ∀µ ∈ C ,
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y la ecuación integral

(35.39) ϕ(t)− µ

∫ π

−π

sin(t− 2s) ϕ(s) ds = f(t) ,

tiene solución única ∀ f(t) ∈ L2(a, b), dada por

(35.40) ϕ(t) = f(t) + µ

∫ π

−π

sin(t− 2s) f(s) ds .

¦

La serie para Γ(t, s; µ) también converge ∀µ ∈ C si las normas de los núcleos

iterados están acotadas por constantes de la forma

(35.41) ‖ Kk(t, s) ‖≤ c
Mk

k!
.

En este caso,

(35.42)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
n+m∑

k=n+1

µk Kk(t, s)

∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣ ≤
n+m∑

k=n+1

| µ |k ‖ Kk(t, s) ‖≤

≤ c

n+m∑

k=n+1

| µ |k Mk

k!
→ 0 cuando n →∞ , ∀m ∈ N .

Entonces, la serie de núcleos iterados

(35.43) Γ(t, s; µ) =
∞∑

k=1

µk Kk(t, s) ,

converge en L2(a, b) para todo complejo µ, y un núcleo con esas propiedades no

tiene valores singulares.

Esa situación se presenta, en particular, en el caso de operadores integrales

de Volterra de núcleo acotado,

(35.44) Aϕ(t) =

∫ t

a

K(t, s) ϕ(s) ds , | K(t, s) | ≤ M .

Se trata de un caso particular de operadores de Fredholm para los cuales el núcleo

K(t, s) = 0 para s ≥ t.

Consideremos el segundo núcleo iterado,

(35.45) K2(t, s) =

∫ b

a

K(t, r) K(r, s) dr =





∫ t

s

K(t, r) K(r, s) dr , t > s ,

0 , t ≤ s ,
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que es también un núcleo de Volterra acotado,

(35.46) | K2(t, s) | ≤
∫ t

s

| K(t, r) K(r, s) | dr ≤ M2 (t− s) ≤ M2 (b− a) .

Para el tercer núcleo iterado tenemos

(35.47) K3(t, s) =

∫ b

a

K(t, r) K2(r, s) dr =





∫ t

s

K(t, r) K2(r, s) dr , t > s ,

0 , t ≤ s ,

que es también un núcleo de Volterra acotado por

(35.48)

| K3(t, s) | ≤
∫ t

s

| K(t, r) K2(r, s) | dr ≤

≤
∫ t

s

M3 (r − s) dr ≤ M3 (t− s)2

2!
≤ M2 (b− a)2

2!
.

En general, tenemos

(35.49)

Kk(t, s) =

∫ b

a

K(t, r) Kk−1(r, s) dr =

=





∫ t

s

K(t, r) Kk−1(r, s) dr , t > s ,

0 , t ≤ s ,

que es también un núcleo de Volterra cuyo módulo está acotado por

(35.50)

| Kk(t, s) | ≤
∫ t

s

| K(t, r) Kk−1(r, s) | dr ≤

≤
∫ t

s

Mk (r − s)k−2

(k − 2)!
dr ≤ Mk (t− s)k−1

(k − 1)!
≤ Mk (b− a)k−1

(k − 1)!
.

En esas condiciones,

(35.51) ‖ Kk(t, s) ‖≤
[
M (b− a)

] Mk−1 (b− a)k−1

(k − 1)!
,

y la resolvente existe en todo el plano complejo.

El hecho de que los núcleos iterados estén uniformemente acotados (ver ec.

(35.50)) hace que la serie para Γ(t, s; µ) sea uniformemente convergente para a ≤
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t, s ≤ b y para µ tomando valores en cualquier región acotada del plano complejo,

| µ | ≤ Λ,

(35.52)
∞∑

k=1

| µk Kk(t, s) | ≤
∞∑

k=1

| µ |k Mk (b− a)k−1

(k − 1)!
≤ (Λ M) eΛ M(b−a) .

Esto implica, en particular, que Γ(t, s; µ) = 0 para t ≤ s, de modo que Γµ =

Rµ − I es también un operador integral de Volterra.

Por lo tanto, la ecuación integral

(35.53) ϕ(t)− µ

∫ t

a

K(t, s) ϕ(s) ds = f(t) , con | K(t, s) | ≤ M ,

tiene solución única ∀ f(t) ∈ L2(a, b) y ∀µ ∈ C, la que está dada por

(35.54) ϕ(t) = f(t) +

∫ t

a

Γ(t, s; µ) f(s) ds .

Ejemplo:

• Consideremos el núcleo de Volterra

(35.55) K(t, s) =

{
et2−s2

, t > s ,

0 , t ≤ s ,

donde a ≤ t, s ≤ b. Entonces,

(35.56) K2(t, s) =





∫ t

s

et2−r2

er2−s2

dr = (t− s) et2−s2

, t > s ,

0 , t ≤ s ,

(35.57) K3(t, s) =





∫ t

s

et2−r2

(r − s) er2−s2

dr =
(t− s)2

2!
et2−s2

, t > s ,

0 , t ≤ s ,

y en general

(35.58) Kk(t, s) =





∫ t

s

et2−r2 (r − s)k−2

(k − 2)!
er2−s2

dr =
(t− s)k−1

(k − 1)!
et2−s2

, t > s ,

0 , t ≤ s .
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En esas condiciones,

(35.59)

Γ(t, s; µ) =
∞∑

k=1

µk Kk(t, s) =

=





∞∑

k=1

µk (t− s)k−1

(k − 1)!
et2−s2

= µ eµ (t−s) et2−s2

, t > s ,

0 , t ≤ s ,

donde la serie converge ∀µ ∈ C. ¦

36. Método de los determinantes de Fredholm

En el caso general, la serie de los núcleos iterados, ec. (35.20), tiene un radio de

convergencia finito, fuera del cual sólo es posible obtener el núcleo Γ(t, s; µ) por

prolongación anaĺıtica de la suma de la serie en un entorno del origen.

En lo que sigue se presenta sin demostración una fórmula debida a Fredholm,

que da una expresión para el núcleo Γ(t, s; µ) para todo valor regular µ ∈ C. Esta

fórmula fue demostrada primero por Fredholm para el caso de núcleos K(t, s) conti-

nuos y acotados (ver, por ejemplo, Methods of Mathematical Physics, R. Courant

y D. Hilbert.), y luego extendida al caso de núcleos de cuadrado sumable arbi-

trarios (ver, por ejemplo, Mathematical Analysis, G. Ye. Shilov, y las referencias

alĺı citadas).

Definamos

(36.1) C0 := 1 , B0(t, s) := K(t, s) ,

e introduzcamos las relaciones de recurrencia

(36.2)

Cn :=

∫ b

a

Bn−1(s, s) ds ,

Bn(t, s) := Cn K(t, s)− n

∫ b

a

K(t, r) Bn−1(r, s) dr .
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Es fácil ver que

(36.3)

Bn(t, s) =

=

∫ b

a

. . .

∫ b

a

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

K(t, s) K(t, s1) . . . K(t, sn)

K(s1, s) K(s1, s1) . . . K(s1, sn)
...

... . . .
...

K(sn, s) K(sn, s1) . . . K(sn, sn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ds1 . . . dsn ,

lo que le da su nombre al método.

Con estos coeficientes se definen las series de potencias

(36.4) D(t, s; µ) := K(t, s) +
∞∑

n=1

(−1)n

n!
Bn(t, s) µn

y

(36.5) D(µ) := 1 +
∞∑

n=1

(−1)n

n!
Cn µn ,

que convergen en todo el plano complejo de la variable µ, sumándose a las funciones

enteras D(t, s; µ), llamada menor de Fredholm, y D(µ), llamada determinante

de Fredholm.

En esas condiciones, los ceros de D(µ) coinciden con los valores singulares del

núcleo K(t, s), y el núcleo del operador integral Γµ = Rµ − I está dado por el

cociente

(36.6) Γ(t, s; µ) =
D(t, s; µ)

D(µ)
.

Entonces, para todo valor regular µ (para el cual D(µ) 6= 0) y ∀ f(t) ∈ L2(a, b),

la ecuación integral

(36.7) ϕ(t)− µ

∫ b

a

K(t, s) ϕ(s) ds = f(t)

tiene una única solución que puede ser expresada como

(36.8) ϕ(t) = f(t) +

∫ b

a

D(t, s; µ)

D(µ)
f(s) ds .

Ejemplo:

• Son raras aquellas situaciones en las que es posible sumar expĺıcitamente las

series (36.4) y (36.5). Un ejemplo corresponde al caso en que uno de los núcleos

Bn(t, s) se anula idénticamente, lo que hace que esas series se reduzcan a sumas

finitas.
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Tomemos el núcleo degenerado K(t, s) = t es, con 0 ≤ t, s ≤ 1. Tenemos que

(36.9) C1 =

∫ 1

0

s es ds = 1 ,

y

(36.10) B1(t, s) = t es −
∫ 1

0

t er r es dr = t es − t es = 0 ,

de modo que Cn = 0 y Bn(t, s) ≡ 0 para n ≥ 2.

Por lo tanto,

(36.11)





D(t, s; µ) = t es ,

D(µ) = 1− µ ,

lo que implica que el núcleo K(t, s) = t es tiene un único valor singular en µ = 118.

Para el núcleo Γ(t, s; µ) tenemos

(36.12) Γ(t, s; µ) =
t es

1− µ
, para µ 6= 1 .

¦

Bibliograf́ıa:

The Theory of Linear Spaces, G. Ye. Shilov.

Mathematical Analysis, G. Ye. Shilov.

Elementos de la Teoŕıa de Funciones y del Análisis Funcional, A.N. Kol-

mogorov y S.V. Fomin

Ecuaciones Integrales, M. Krasnov, A. Kiseliov, G. Macarenko.

Methods of Mathematical Physics, R. Courant y D. Hilbert.

Methods of Modern Mathematical Physics, M. Reed y B. Simon.

18En efecto, por tratarse de un operador integral de núcleo degenerado que proyecta todo el

espacio L2(0, 1) en un subespacio unidimensional, vemos que todo autovector correspondiente

a un autovalor no nulo es proporcional a e(t) = t. Y teniendo en cuenta la integral en (36.9),

concluimos que el autovalor correspondiente es λ = 1.



La transformación de Fourier 127

NOTAS SOBRE LA

TRANSFORMACIÓN DE FOURIER EN L2(R)

37. Espacios Lp

El conjunto de funciones

(37.1) Lp(a, b) :=

{
ϕ(x) :

∫ b

a

|ϕ(x)|p < ∞
}

,

para p ≥ 1, constituye un espacio normado (de Banach) respecto de la norma

(37.2) ||ϕ(x)||p :=

{∫ b

a

|ϕ(x)|p
} 1

p

,

que a su vez determina la distancia

(37.3) ρ(ϕ, ψ) := ||ϕ− ψ||p .

Desde luego que estas definiciones requieren la identificación de aquellas funciones

que coinciden en casi todo punto con un mismo vector del espacio.

El teorema de Riesz y Fischer establece que Lp(a, b) es un espacio completo

respecto de esa distancia.

38. Transformación de Fourier en L1(R)

Dada una función ϕ ∈ L1(R), se define su transformada de Fourier como

(38.1) F [ϕ](σ) = ψ(σ) :=

∫ ∞

−∞
e−iσx ϕ(x)

dx√
2π

,

que es una función acotada, continua y que tiende a 0 cuando |σ| → ∞ (Lema de

Riemann - Lebesgue).

En efecto:

Para todo σ ∈ R,

(38.2) |ψ(σ)| ≤
∫ ∞

−∞
|ϕ(x)| dx√

2π
=

1√
2π
||ϕ||1 ,

de modo que la integral en (38.1) converge absoluta y uniformemente en

σ.
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Si ϕn → ϕ en L1(R) (es decir, si ||ϕn − ϕ||1 → 0 para n → ∞), entonces

sus transformadas de Fourier satisfacen

(38.3) |ψn(σ)− ψ(σ)| ≤ 1√
2π
||ϕn − ϕ||1 → 0

para n → ∞ y ∀σ ∈ R. En consecuencia, la sucesión de transformadas

de Fourier converge uniformemente en toda la recta a la transformada de

Fourier de la función ĺımite.

Sea χ[a,b](x) ∈ L1(a, b) la función caracteŕıstica del intervalo [a, b],

(38.4) χ[a,b](x) =

{
1, para −∞ < a ≤ x ≤ b < ∞,

0, en todo otro caso.

Su transformada de Fourier es

(38.5) ψ(σ) =

∫ b

a

e−iσx dx√
2π

=
i

σ
√

2π

(
e−iσb − e−iσa

)
,

que es continua en toda la recta y tiende a 0 para |σ| → ∞. Lo mismo

vale para la transformada de Fourier de toda función escalonada en L1(R)

(combinación lineal de un número finito de funciones caracteŕısticas).

Puede demostrarse que el conjunto de las funciones escalonadas absoluta-

mente integrables en la recta es denso en L1(R), de modo que toda función

ϕ(x) ∈ L1(R) es el ĺımite de una secuencia de funciones escalonadas. En

consecuencia, su transformada de Fourier es el ĺımite de una secuencia

uniformemente convergente de funciones continuas que tienden a 0 en el

infinito.

Por lo tanto, la transformada de Fourier de toda función en L1(R) es

continua y tiende a 0 para σ → ±∞.

También puede demostrarse que si la transformada de Fourier ψ(σ) de una

función ϕ(x) ∈ L1(R) es nula para todo σ, ψ(σ) ≡ 0, entonces ϕ(x) = 0 en casi

todo punto.

Esto hace que la transformación de Fourier sea uńıvoca. En efecto, si ϕ1(x),

ϕ2(x) ∈ L1(R) tienen la misma transformada de Fourier ψ(σ), entonces, por ser

F lineal, ϕ1(x) = ϕ2(x) en casi todo punto.

Aśı definida, la transformación de Fourier es una aplicación lineal de L1(R) en

el espacio de las funciones continuas que se anulan en el infinito. Pero no toda

función con esas caracteŕısticas es la transformada de Fourier de una función en

L1(R) (es decir, F no es sobreyectiva en ese espacio).
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La transformación de Fourier inversa corresponde a

(38.6) F−1[ψ](x) = ϕ(x) = ĺım
N→∞

∫ N

−N

eiσx ψ(σ)
dσ√
2π

,

definición que sólo vale bajo ciertas condiciones de regularidad sobre ϕ(x).

Como la integral que define ψ(σ) en (38.1) converge absoluta y uniformemente

en σ, el teorema de Fubini permite escribir

(38.7)

ϕN(x) :=

∫ N

−N

eiσx ψ(σ)
dσ√
2π

=

∫ ∞

−∞

{∫ N

−N

eiσ(x−y) dσ

}
ϕ(y)

dy

2π
=

=
1

π

∫ ∞

−∞

sin(Nt)

t
ϕ(x + t) dt =

= ϕ(x) +
1

π

∫ ∞

−∞

sin(Nt)

t
[ϕ(x + t)− ϕ(x)] dt ,

dado que

(38.8)
1

π

∫ ∞

−∞

sin(Nt)

t
dt = 1 .

La última integral en (38.7) puede escribirse como la suma (A + B), donde

(38.9)

A =

∫

|t|≤T

sin(N t)

t
[ϕ(x + t)− ϕ(x)] dt ,

B =

∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
ϕ(x + t) dt− ϕ(x)

∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
dt .

Es evidente que, para casi todo x ∈ R,

(38.10) |B| ≤
∣∣∣∣
∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
ϕ(x + t) dt

∣∣∣∣ +

∣∣∣∣ϕ(x)

∫

|t|≥T

sin(Nt)

t
dt

∣∣∣∣

resulta tan pequeño como se quiera con sólo tomar T suficientemente grande (da-

do que ambas integrales son convergentes sobre toda la recta), y eso ∀N > N0

arbitrario.
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Por su parte, A → 0 cuando N → ∞ si, por ejemplo, la función ϕ(x) satisface

la condición de Dini19:

(38.13)

∫ δ

−δ

|ϕ(x + t)− ϕ(x)|
|t| dt < ∞ ,

para un δ > 0. Esta condición es satisfecha, en particular, por las funciones dife-

renciables (en virtud del teorema del valor medio).

En esas condiciones, ĺımN→∞ ϕN(x) = ϕ(x) en casi todo punto.

39. Subespacios densos en L2(R)

No toda función de L2(R) tiene una transformada de Fourier en el sentido antes

descrito, ya que no toda función de ese espacio es absolutamente integrable en la

recta. Por ejemplo, si

(39.1) ϕ(x) =
1√

1 + x2
,

entonces ϕ ∈ L2(R) pero ϕ /∈ L1(R).

Pero śı es cierto que toda función de soporte compacto y cuadrado sumable tiene

una transformada de Fourier en el sentido usual.

En efecto, si ϕ(x) ∈ L2(a, b), con −∞ < a < b < ∞, y ϕ(x) = 0 ,∀x /∈
[a, b], teniendo en cuenta que la función caracteŕıstica χ[a,b](x) ∈ L2(a, b), podemos

escribir que

(39.2) ||ϕ||1 = (χ[a,b](x), |ϕ(x)|) ≤ ||χ[a,b](x)||2 ||ϕ(x)||2 =
√

b− a ||ϕ(x)||2 ,

19En efecto, si f(t) es sumable en un intervalo [a, b], entonces
∫ b

a
f(t) sin(Nt) dt → 0 cuando

N →∞.

Para demostrarlo, consideremos primero la función caracteŕıstica de un intervalo [c, d] ⊂ [a, b],

que es una función sumable. Tenemos que

(38.11)
∫ b

a

χ[c,d](t) sin(Nt) dt =
cos(Nd)− cos(Nc)

N
→ 0 cuando N →∞ .

Lo mismo vale para cualquier función escalonada h(t) ∈ L1(a, b), por ser una combinación lineal

de un número finito de funciones caracteŕısticas.

Finalmente, si f(t) ∈ L1(a, b), teniendo en cuenta que el conjunto de las escalonadas es

denso en L1(a, b), sabemos que ∀ ε > 0 existe una función escalonada h(t) ∈ L1(a, b) tal que

||f(t)− h(t)||1 < ε/2. Entonces,

(38.12)

∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(t) sin(Nt) dt

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(t)− h(t)| dt +

∣∣∣∣∣
∫ b

a

h(t) sin(Nt) dt

∣∣∣∣∣ <
ε

2
+

ε

2
= ε

si N es suficientemente grande.
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en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

De hecho, las funciones de soporte compacto y cuadrado sumable forman un

conjunto denso en L2(R).

En efecto, dada ϕ(x) ∈ L2(R) definimos

(39.3) ϕN(x) :=





ϕ(x), |x| ≤ N ,

0, |x| > N .

Evidentemente, ϕN(x) ∈ L2(R), ||ϕN ||2 ≤ ||ϕ||2, y ||ϕN ||2 → ||ϕ||2 cuando N →∞.

Además, ϕN → ϕ en L2(R), ya que

(39.4) ||ϕN − ϕ||22 =

∫ ∞

−∞
|ϕN(x)− ϕ(x)|2 dx = ||ϕ||22 − ||ϕN ||22 → 0 .

Recordemos que el espacio formado por los polinomios de todo grado es un

conjunto denso en L2(−N, N).

Consideremos la función definida por

(39.5) φε(x) :=





e

( −ε

N2 − x2

)

, |x| < N ,

0, |x| ≥ N ,

con ε > 0. Esta función es de soporte compacto (contenido en [−N, N ]) y tiene

derivadas continuas de todo orden: φε(x) ∈ C∞0 (R). Además, toma valores entre 0

y 1 (0 ≤ φε(x) < 1) y converge uniformemente a 1 cuando ε → 0 en todo intervalo

cerrado de la forma [−N + δ,N − δ], con δ > 0.

Sea P (x) un polinomio y M = max{|P (x)|} para −N ≤ x ≤ N . Llamemos

Pε(x) = P (x)φε(x) ∈ C∞0 (R). La distancia entre esas dos funciones de L2(−N, N)

es

(39.6)

||P (x)− Pε(x)||22 =
∫ N

−N
|P (x)− Pε(x)|2 dx ≤

≤ M2
{∫ −N+δ

−N
1 dx +

∫ N−δ

−N+δ
|1− φε(x)|2 dx +

∫ N

N−δ
1 dx

}
,

que puede hacerse tan pequeña como se quiera con sólo tomar δ y ε suficientemente

pequeños.

Por lo tanto, es posible encontrar en C∞0 (R) funciones tan próximas como se

quiera a una dada función de soporte compacto y cuadrado sumable. Dado que

éstas forman un conjunto denso en L2(R), resulta que C∞0 (R) es denso en L2(R).
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40. El espacio de Schwartz

El espacio de Schwartz S es el conjunto de las funciones con derivadas de todo

orden continuas y de decrecimiento rápido (es decir, que se anulan en el infinito

más rápido que cualquier potencia de x−1),

(40.1) ϕ(x) ∈ S ⇒





ϕ(x) ∈ C∞(R) ,

∣∣xkϕ(q)(x)
∣∣ ≤ Kk,q[ϕ] , ∀ k, q .

Nótese que, ∀ϕ ∈ S, resulta de (40.1) que xϕ(x) ∈ S y ϕ′(x) ∈ S. Entonces, ∀k, q,

xkϕ(q)(x) ∈ S.

Evidentemente, C∞0 (R) ⊂ S y, en consecuencia, S es denso en L2(R).

Además, S ⊂ L1(R), de modo que toda función en S tiene una transformada

de Fourier en el sentido usual,

(40.2) F [ϕ](σ) = ψ(σ) =

∫ ∞

−∞
e−iσx ϕ(x)

dx√
2π

,

que es continua y tiende a 0 en el infinito.

Por otra parte, las funciones xkϕ(x) ∈ S para todo k ∈ N, de modo que las

integrales

(40.3)

∫ ∞

−∞
e−iσx (−i x)kϕ(x)

dx√
2π

convergen absoluta y uniformemente en toda la recta σ ∈ R, correspondiendo en

consecuencia a las derivadas k-ésimas de ψ(σ), ψ(k)(σ). En efecto, tenemos por

ejemplo que

(40.4)
∣∣xk+2ϕ(x)

∣∣ ≤ Kk+2,0 ⇒
∣∣xkϕ(x)

∣∣ ≤ Kk+2,0

x2
.

Pero entonces ψ(k)(σ) es la transformada de Fourier de una función en S, de

donde resulta que es continua y tiende a 0 en el infinito.

En consecuencia, ψ(σ) tiene derivadas de todo orden continuas, ψ(σ) ∈ C∞(R).

Como las funciones (−i x)kϕ(x) ∈ S, podemos integrar por partes para escribir

(40.5)

(i σ)q ψ(k)(σ) =

∫ ∞

−∞

[(−d

dx

)q

e−iσx

]
(−i x)kϕ(x)

dx√
2π

=

=

∫ ∞

−∞
e−iσx

[(
d

dx

)q

(−i x)kϕ(x)

]
dx√
2π

.
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Y como
[(

d
dx

)q
(−i x)kϕ(x)

] ∈ S ⊂ L1(R), resulta que su transformada de Fourier

está acotada,

(40.6)
∣∣σq ψ(k)(σ)

∣∣ ≤ Kq,k[ψ] ,

lo que es válido ∀ q, k ∈ N.

En consecuencia, las derivadas de todo orden de ψ(σ) son de decrecimiento

rápido.

En conclusión, la transformación de Fourier es una aplicación de S en ese mismo

espacio, F : S → S.

Como las funciones en S son diferenciables y de decrecimiento rápido, satisfacen

la condición de Dini y para ellas existe el ĺımite doble en la expresión que define

la transformada inversa (38.6),

(40.7) F−1[ψ](x) = ϕ(x) =

∫ ∞

−∞
eiσx ψ(σ)

dσ√
2π

.

La ecuación anterior sólo difiere de la definición de la transformación directa en

el signo del argumento de la exponencial. En consecuencia, similares conclusiones

se obtienen respecto de la transformación inversa, que también está definida sobre

todo S.

Finalmente, sean ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ S ⊂ L2(R). Su producto escalar es

(40.8)

(ϕ1(x), ϕ2(x)) =

∫ ∞

−∞
ϕ1(x)∗

{∫ ∞

−∞
eiσx ψ2(σ)

dσ√
2π

}
dx =

=

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
e−iσxϕ1(x)

dx√
2π

}∗
ψ2(σ) dσ = (ψ1(x), ψ2(x)) ,

donde el cambio en el orden de integración está justificado por el teorema de Fubini,

puesto que la integral doble converge absolutamente ya que ambas funciones están

en S ⊂ L1(R).

En consecuencia, la transformación de Fourier sobre S preserva los productos

escalares. En particular, tomando ambas funciones iguales en la ecuación anterior,

se tiene que ∀ϕ(x) ∈ S

(40.9) ||ϕ(x)||2 = ||ψ(x)||2 ,

es decir, la transformación de Fourier sobre S preserva la norma ||.||2.
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Puesto que F es un operador acotado sobre S, resulta continuo. En efecto, si

ϕN → ϕ en L2(R), con ϕN , ϕ ∈ S, entonces sus transformadas de Fourier satisfacen

(40.10) ||ψN − ψ||2 = ||ϕN − ϕ||2 → 0, para N →∞ .

Supongamos que ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ S tienen la misma transformada de Fourier,

F [ϕ1](σ) = F [ϕ2](σ). Como la transformación es lineal, en virtud de (40.9) tene-

mos

(40.11) F [ϕ1 − ϕ2](σ) ≡ 0 ⇒ ||ϕ1 − ϕ2||2 = 0 ⇒ ϕ1(x) ≡ ϕ2(x) .

En consecuencia, F es una aplicación biuńıvoca de S en S, cuya inversa es la

transformación inversa (40.7).

Aunque F no es completamente continuo20, tiene un conjunto completo de auto-

funciones en S. Esto es aśı porque tiene los mismos autovectores que el operador

de Sturm - Liouville no singular definido sobre S (denso en L2(R)) como

(40.13) Lϕ(x) :=

{
− d2

dx2
+ x2

}
ϕ(x) .

Los autovectores de L son las funciones de Hermite,

(40.14)

ϕn(x) = Hn(x) e−
x2

2 ,

Hn(x) = (−1)nex2 (
d
dx

)n
e−x2

,

que forman un sistema ortogonal y completo, y satisfacen la ecuación

(40.15) Lϕn(x) = −ϕ′′n(x) + x2 ϕn(x) = (2n + 1)ϕn(x) ,

donde los autovalores (2n + 1), con n = 0, 1, 2, . . . , son no degenerados.

En efecto, aplicando F a ambos miembros de la ecuación anterior, y tenien-

do en cuenta que integrando por partes resulta que F [ϕ(2)(x)](σ) = −σ2ψ(σ) y

F [x2ϕ(x)](σ) = −ψ(2)(σ), tenemos

(40.16) σ2 ψn(σ)− ψ′′n(σ) = (2n + 1)ψn(σ) .

20En efecto, supongamos que {ϕk , k ∈ N} es una secuencia de vectores ortonormales contenida

en S. Entonces, de 40.9 resulta que

(40.12) ||ψn − ψm||22 = ||ϕn − ϕm||22 = 2 , para n 6= m,

de modo que el conjunto de sus transformadas de Fourier, {ψk , k ∈ N}, no contiene ninguna

secuencia fundamental.
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Esto significa que F deja invariantes los subespacios caracteŕısticos del operador

L. Y como éstos son unidimensionales, resulta que ϕn(x) es un autovector de F ,

F [ϕn(x)](σ) = µn ϕn(σ).

Por otra parte, como F2[ϕ(x)] = ϕ(−x), se tiene que F4 = I. En consecuencia,

los autovalores de F son ráıces cuartas de la unidad, µ4
n = 1.

41. Teorema de Plancherel

Consideremos primero una función ϕ(x) ∈ L2(R) de soporte compacto [a, b].

Como ϕ(x) ∈ L1(R), tiene una transformada de Fourier en el sentido usual, que

es una función continua y que tiende a 0 cuando |σ| → ∞.

La función ϕ(x) puede ser aproximada (en media) por una secuencia de funciones

ϕn(x) ∈ C∞0 (R), con soporte también contenido en el intervalo [a, b]:

(41.1) ϕn → ϕ en L2(a, b) , con ϕn(x) = 0 para x /∈ (a, b) .

En esas condiciones, ϕn → ϕ en L1(a, b), puesto que

(41.2) ||ϕn − ϕ||1 ≤
√

b− a ||ϕn − ϕ||2 → 0 para n →∞ .

Por lo tanto, (como esas funciones son nulas fuera del intervalo [a, b]) se tiene

que ϕn → ϕ en L1(R) y, en consecuencia, sus transformadas de Fourier convergen

uniformemente en toda la recta a la transformada del ĺımite:

(41.3) ψn(σ) → ψ(σ) = F [ϕ](σ), uniformemente en R .

Esto garantiza también la convergencia en media de ψn(σ) → ψ(σ) en todo com-

pacto sobre la recta σ.

Por otra parte, como ϕn(x) ∈ C∞0 (R) ⊂ S, entonces ψn(σ) ∈ S y se cumple que

∀n,m es

(41.4) ||ψn||2 = ||ϕn||2, y ||ψn − ψm||2 = ||ϕn − ϕm||2 .

En consecuencia, las transformadas {ψn} también forman una secuencia fundamen-

tal en L2(R). Como este espacio es completo, existe una función ψ(σ) ∈ L2(R)

que es el ĺımite de esa secuencia, ψ = ĺımn→∞ ψn, y que (por la continuidad de la

norma) satisface

(41.5) ||ψ||2 = ĺım
n→∞

||ψn||2 = ĺım
n→∞

||ϕn||2 = ||ϕ||2 .

Ahora bien, como la convergencia en media en toda la recta implica convergen-

cia en media en todo compacto, y como el ĺımite en media es único, la función

ψ(σ) debe coincidir en todo compacto (salvo medida nula) con la transformada



136 H. Falomir

de Fourier de ϕ(x) como función de L1(R), ψ(σ), que es una función continua

que tiende a 0 en el infinito. Por otra parte, como ψ(σ) es de cuadrado sumable,

también debe tender a 0 en el infinito, por lo que ψ(σ) y ψ(σ) coinciden en toda

la recta.

En resumen, si ϕ(x) ∈ L2(R) es de soporte compacto, su transformada de Fourier

como función de L1(R) es una función de cuadrado sumable en toda la recta,

F [ϕ](σ) = ψ(σ) ∈ L2(R), cuya norma es ||ψ||2 = ||ϕ||2.

Consideremos ahora el caso de una función arbitraria ϕ(x) ∈ L2(R). Ella pue-

de ser representada como el ĺımite (en media) de una secuencia convergente de

funciones de soporte compacto ϕN(x), como las definidas en (39.3).

Por el resultado anterior, sus transformadas de Fourier F [ϕN ] = ψN ∈ L2(R),

y sus normas son tales que ||ψN ||2 = ||ϕN ||2. Por otra parte, ellas forman una

secuencia fundamental en L2(R), dado que

(41.6) ||ψN+M − ψN ||2 = ||ϕN+M − ϕN ||2 → 0, para N →∞, ∀M ,

como consecuencia de la linealidad de F y de que la diferencia (ϕN+M − ϕN) es

de soporte compacto.

En esas condiciones, existe una función ψ(σ) ∈ L2(R) que es el ĺımite de esa

secuencia,

(41.7) ψ(σ) := ĺım
N→∞

ψN(σ) = ĺım
N→∞

∫ N

−N

e−iσxϕ(x)
dx√
2π

,

a la que se define como la transformada de Fourier de ϕ ∈ L2(R). Por la conti-

nuidad de la norma, también se cumple que

(41.8) ||ψ||2 = ĺım
N→∞

||ψN ||2 = ĺım
N→∞

||ϕN ||2 = ||ϕ||2 .

Si además la función ϕ(x) ∈ L1(R), ella tiene una transformada de Fourier en

el sentido usual, ψ̃(σ), que es continua y tiende a 0 en el infinito. Por construcción

(ver ecuación (39.3)), ϕN(x) ∈ L1(R) ∀N , su norma ||ϕN ||1 → ||ϕ||1, y se tiene

que

(41.9) ||ϕN − ϕ||1 =

∫ ∞

−∞
|ϕN(x)− ϕ(x)| dx = ||ϕ||1 − ||ϕN ||1 → 0 .

Entonces, ϕN → ϕ en L1(R) y, por lo tanto, sus transformadas convergen uni-

formemente en toda la recta a la transformada del ĺımite, ψN(σ) → ψ̃(σ). Pero

ese ĺımite uniforme coincide con el ĺımite en media, ψ(σ), en todo compacto sobre
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R, resultando éste una función continua. Y como tanto ψ(σ) como ψ̃(σ) tienden a

cero para |σ| → ∞, ambas coinciden como elementos de L2(R).

En resumen, si ϕ(x) ∈ L2(R), existe en L2(R) el ĺımite

(41.10) F [ϕ(x)](σ) := ψ(σ) = ĺım
N→∞

∫ N

−N

e−iσxϕ(x)
dx√
2π

que, por definición, es la transformada de Fourier de ϕ(x). Aśı definido, F :

L2(R) → L2(R) es un operador acotado que preserva la norma, ||ψ||2 = ||ϕ||2.
Si además ϕ(x) ∈ L1(R), entonces existe el ĺımite doble en la integral del segundo

miembro de (41.10), que naturalmente coincide con la definición de la trasformada

de Fourier en L1(R).

Un razonamiento similar al que conduce a la ecuación (40.11) muestra que esta

aplicación es uńıvoca. En efecto, supongamos que ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ L2(R) tienen la

misma transformada de Fourier, entonces

(41.11) F [ϕ1 − ϕ2](σ) = 0 , a.e. ⇒ ||ϕ1 − ϕ2||2 = 0 ⇒ ϕ1(x) = ϕ2(x) , a.e.

Consideremos un par de funciones ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ L2(R). Entonces, ∀α ∈ C se

tiene

(41.12)

||ϕ1 + α ϕ2||22 = ||ψ1 + α ψ2||22 ⇒

⇒ (ϕ1, ϕ2) = (F ϕ1,F ϕ2) =
(
ϕ1,F †F ϕ2

)
.

En consecuencia, F †F = I, donde el operador adjunto F † está definido en todo

L2(R) (por ser F acotado).

Por otra parte, el rango de F es todo el espacio de Hilbert, Rank(F) = L2(R).

En efecto, dada una función arbitraria ψ(σ) ∈ L2(R), ella puede ser represen-

tada como ψ(σ) = ĺımn→∞ ψn(σ), con ψn ∈ S, ∀n. Teniendo en cuenta que

(por (40.9)) la secuencia ϕn = F−1[ψn] ∈ S es fundamental, vemos que existe

ϕ(x) = ĺımn→∞ ϕn(x) ∈ L2(R).

Ahora bien, esta función ϕ(x) tiene una transformada de Fourier que satisface

(41.13) ||F [ϕ]− ψn||2 = ||ϕ− ϕn||2 → 0

cuando n →∞, de modo que

(41.14) F [ϕ] = ĺım
n→∞

ψn = ψ .

Por lo tanto, ψ ∈ Rank(F).
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En esas condiciones, para todo par de funciones ψ1(x), ψ2(x) ∈ L2(R) tenemos

(41.15)
(
ψ1,FF † ψ2

)
=

(F ϕ1,FF †F ϕ2

)
= (F ϕ1,F ϕ2) = (ψ1, ψ2)

y, en consecuencia, FF † = I.

En conclusión, existe la inversa de F , operador que está definido sobre todo

L2(R) y coincide con el operador adjunto, F−1 = F †.

42. Sistemas completos en L2(R)

Sea ϕ0(x) ∈ L2(a, b), con −∞ ≤ a < b ≤ ∞, tal que ϕ0(x) 6= 0 a.e. y

(42.1) |ϕ0(x)| ≤ K e−A|x|, ∀x ,

con A > 0. Entonces, el sistema de funciones

(42.2) ϕn(x) = xnϕ0(x), n = 0, 1, 2, . . .

es completo en L2(a, b).

Para ver que esto es aśı tengamos en cuenta que, para τ ∈ R, de (42.1) resulta

(42.3) |xneτxϕ0(x)| ≤ K |x|n e−(A−|τ |)|x| ,

de modo que la función

(42.4) xneτxϕ0(x) ∈ L2(a, b), ∀ τ : |τ | < A .

Entonces, ∀ f ∈ L2(a, b), la función

(42.5) h(x) := f(x)∗xneτxϕ0(x) ∈ L1(R) , ∀ τ : |τ | < A ,

donde f(x) y ϕ0(x) son entendidas como nulas fuera del intervalo [a, b], en caso de

que éste no fuese acotado.

La transformada de Fourier de h(x) es una función continua de la variable com-

pleja s = σ + iτ en la franja |=(s)| = |τ | ≤ τ0 < A,

(42.6) g(s) = g(σ + iτ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−i(σ+iτ)xf(x)∗ϕ0(x) dx ,

lo mismo que sus derivadas de todo orden, las que están dadas por

(42.7) g(n)(s) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−isx(−ix)nf(x)∗ϕ0(x) dx

dado que, en virtud de (42.3), esas integrales convergen absoluta y uniformemente

en dicha región del plano complejo s:

(42.8)

∫ ∞

−∞
|f(x)| |eτx xn ϕ0(x)| dx ≤ K

∫ ∞

−∞
|f(x)| |xn| e−(A−τ0)|x| dx < ∞ .
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En consecuencia, g(s) es una función anaĺıtica de la variable s en la región

|=(s)| ≤ τ0 < A, con τ0 > 0.

Supongamos ahora que f(x) ⊥ ϕn(x), ∀n ≥ 0. Entonces, de (42.6) y (42.7)

resulta que g(n)(0) = 0, ∀n ≥ 0 ⇒ que la función anaĺıtica g(s) ≡ 0.

En particular,

(42.9) g(σ) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
e−iσxf(x)∗ϕ0(x) dx ≡ 0 ⇒ f(x)∗ϕ0(x) = 0, a.e.

Y como, por hipótesis, ϕ0(x) 6= 0, a.e. ⇒ f(x) = 0, a.e.

Esto muestra que el sistema ϕn(x), n = 0, 1, 2, . . . es completo en L2(a, b).

Ejemplos:

• Las funciones ϕn(x) = xn e−x/2, n = 0, 1, 2, . . . , forman un sistema completo en

L2(R+). Por ortogonalización se obtienen las funciones de Laguerre, Ln(x) e−x/2/n!,

con

(42.10) Ln(x) =
1

n!
ex dn

dxn

(
xne−x

)
=

n∑
m=0

(−1)m

(
n

n−m

)
xm

m!
.

• Similarmente, las funciones ϕn(x) = xne−x2/2, n = 0, 1, 2, . . . , forman un sistema

completo en L2(R). Por ortogonalización se obtienen las funciones de Hermite de

la ecuación (40.14). ¦
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NOTAS SOBRE OPERADORES NO ACOTADOS

43. Extensiones de operadores lineales

• Sea A un operador lineal acotado definido sobre un dominio D(A) de un espacio

de Hilbert H, y sea u ∈ D(A). El vector u siempre puede ser representado como

el ĺımite de una secuencia fundamental {un} contenida en D(A). Y como A es

acotado21, tenemos

(43.2) ‖Aun − Aum‖ = ‖A (un − um)‖ ≤ ‖A‖ ‖un − um‖ → 0

para n,m →∞. Es decir, {Aun} es también una secuencia fundamental.

Entonces, como H es completo, existe un vector v ∈ H tal que

(43.3) v = ĺım
n→∞

Aun.

Este ĺımite es independiente de la secuencia convergente a u considerada. En efecto,

si {un} y {u′n} ⊂ D(A) son coterminales, entonces

(43.4) ‖Aun − Au′n‖ = ‖A (un − u′n)‖ ≤ ‖A‖ ‖un − u′n‖ → 0

para n →∞.

En esas condiciones, se puede extender de manera única la definición del opera-

dor acotado A a todo D(A), introduciendo un operador A de modo que ∀u ∈ D(A)

(43.5) Au := v = ĺım
n→∞

Aun,

donde {un} ⊂ D(A) y u = ĺımn→∞ un. Aśı definido, este operador es lineal y

acotado22.

21La norma de A es, por definición,

(43.1) ‖A‖ = Sup{u∈D(A), ‖u‖=1} ‖Au‖ .

22En efecto, si dos secuencias en D(A) tienen por ĺımite a u = ĺımun y u′ = ĺımu′n respecti-

vamente, entonces

(43.6) A (αu + βu′) = ĺımA (αun + βu′n) = α ĺımAun + β ĺımAu′n = αAu + βAu′.

En cuanto a su norma, tenemos por un lado que

(43.7)
∥∥A

∥∥ = Sup{u∈D(A), ‖u‖=1}
∥∥Au

∥∥ ≥ Sup{u∈D(A), ‖u‖=1}
∥∥Au

∥∥ = ‖A‖ .

Por otra parte, por la continuidad de la norma, para cualquier secuencia en D(A) convergente a

un vector unitario u tenemos

(43.8) ‖Aun‖ ≤ ‖A‖ ‖un‖ ⇒
∥∥Au

∥∥ ≤ ‖A‖ ‖u‖ = ‖A‖ ,
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• En particular, un operador lineal acotado A, definido sobre un dominio D(A)

denso en un espacio de Hilbert H, tiene una única extensión lineal y acotada sobre

todo H, denominada su clausura y denotada por A, cuya norma es igual a ‖A‖.

• Sea A un operador lineal definido en todo el espacio de Hilbert H. Se puede

demostrar que A es acotado ⇔ ∀ {un} → u tal que la secuencia {Aun} → v, es

v = Au.

• Pero si T es un operador no acotado definido en un dominio D(T ), y {un}
es una secuencia fundamental en D(T ), la secuencia {Tun} no será, en general,

convergente en H. Incluso si, para dos secuencias coterminales {un} y {u′n} ⊂
D(T ), sucede que {Tun} y {Tu′n} son fundamentales, en general, ellas no serán

coterminales.

• Supongamos que para u 6∈ D(T ) ocurre que para toda secuencia {un} con-

vergente a u y contenida en el dominio de T , la secuencia {Tun} tiene un ĺımite

fijo:

(43.9) ĺım
n→∞

Tun = v ∈ H, ∀ {un} ∈ D(T ) | ĺım
n→∞

un = u.

En esas condiciones, se puede extender la definición de T incorporando al punto

u de modo que

(43.10) Tu := ĺım
n→∞

Tun = v.

• Si ∀ secuencia fundamental {un} ⊂ D(T ) tal que {Tun} es también de Cauchy

se cumple que

(43.11) ĺım
n→∞

un = u ∈ D(T ), y ĺım
n→∞

Tun = Tu,

entonces T se dice cerrado.

• Dado un espacio de HilbertH, el producto directoH⊗H es también un espacio de

Hilbert respecto del producto escalar definido a continuación: si los pares ordenados

(43.12) 〈ϕ1, ψ1〉 , 〈ϕ2, ψ2〉 ∈ H ⊗H,

con ϕ1, ϕ2, ψ1, ψ2 ∈ H, el producto escalar está dado por

(43.13)
(
〈ϕ1, ψ1〉 , 〈ϕ2, ψ2〉

)
H⊗H

= (ϕ1, ϕ2)H + (ψ1, ψ2)H .

lo que implica que
∥∥A

∥∥ ≤ ‖A‖. En definitiva,
∥∥A

∥∥ = ‖A‖.
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• La gráfica de un operador lineal T es el conjunto de pares ordenados

(43.14) Γ(T ) := {〈ϕ, Tϕ〉 , ϕ ∈ D(T )} ⊂ H ⊗H.

Si T es cerrado, entonces Γ(T ) es un conjunto cerrado23.

• Sea T1 un operador lineal definido sobre un dominio D(T1) ⊂ H. Si Γ(T ) ⊂ Γ(T1)

se dice que T1 es una extensión de T en H, lo que se denota por T ⊂ T1.

Dicho de otro modo,

(43.16) T ⊂ T1 ⇔





D(T ) ⊂ D(T1),

T1ϕ = Tϕ, ∀ϕ ∈ D(T ).

Ejemplo 43.1. - Sea D(T ) = C∞0 (R), con Tϕ(x) = −i ϕ′(x), y sea D(T1) = C1
0(R),

con T1ϕ(x) = −i ϕ′(x). En esas condiciones, T ⊂ T1. ¦

• Un operador T se dice clausurable si tiene una extensión cerrada. Si T1 es una

extensión cerrada de T , entonces Γ(T ) ⊂ Γ(T1), que es un conjunto cerrado de

H⊗H. En esas condiciones, la clausura de la gráfica de T también está contenida

en la de T1, Γ(T ) ⊂ Γ(T1), y, por lo tanto, corresponde a la gráfica de un operador.

Nótese que si 〈0, ψ〉 ∈ Γ(T ), entonces ψ = 0, puesto que 〈0,0〉 es el único par de

esa forma contenido en Γ(T1). Esto significa que en este caso, si 〈ϕ, ψ〉 ∈ Γ(T ),

entonces ψ está uńıvocamente determinado.

• Si T es clausurable, se define su clausura T como el operador cuya gráfica es

Γ(T ) = Γ(T ). Su dominio es

(43.17) D(T ) =
{

ϕ | 〈ϕ, ψ〉 ∈ Γ(T ), ψ ∈ H
}

,

y su acción corresponde a Tϕ = ψ, donde ψ es el único vector de H tal que

〈ϕ, ψ〉 ∈ Γ(T ).

Por su definición, T es cerrado, constituyendo una extensión cerrada de T . Por

otra parte, T ⊂ T1, donde T1 es cualquier extensión cerrada de T . Por lo tanto,

todo operador clausurable tiene una extensión cerrada mı́nima, que es su clausura

T .

23La clausura en H⊗H de la gráfica de T , Γ(T ), no corresponde en general a la gráfica de un

operador. Una condición necesaria para que Γ(T ) sea la gráfica de un operador es que si

(43.15) 〈ϕ,ψ1〉 , 〈ϕ,ψ2〉 ∈ Γ(T ) ⇒ ψ1 = ψ2,

lo que en general no se cumple.
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• Sea T un operador lineal cerrado con dominio D(T ) denso en un espacio de Hil-

bert H. Un complejo λ pertenece al conjunto resolvente de T , ρ(T ), si (T − λI)

es una biyección de D(T ) sobre (onto) H con una inversa acotada.

Si λ ∈ ρ(T ) ⇒ existe el operador acotado Rλ(T ) := (T − λI)−1, llamado resol-

vente de T .

• ρ(T ) es un subconjunto abierto del plano complejo C, sobre el cual Rλ(T ) es una

función anaĺıtica de λ, cuyos valores son operadores acotados que conmutan entre

śı y satisfacen

(43.18) Rλ(T )−Rµ(T ) = (λ− µ)Rλ(T )Rµ(T ), ∀λ, µ ∈ ρ(T )

(propiedades idénticas a las de la resolvente de operadores acotados).

• Se define el espectro de T como

(43.19) σ(T ) := C \ ρ(T ) = {λ ∈ C | λ 6∈ ρ(T )} .

• Si λ es un autovalor de T , entonces

(43.20) ∃u ∈ D(T ) | Tu = λu ⇒ (T − λI) u = 0 ,

con u 6= 0. Por lo tanto, (T − λI) no es una biyección ⇒ λ 6∈ ρ(T ).

El conjunto de los autovalores de T constituye el espectro puntual de T ,

σp(T ) ⊂ σ(T ).

• Si λ no es un autovalor de T , pero Rank(T − λI) no es denso en H ⇒ λ 6∈ ρ(T ).

En ese caso se dice que λ pertenece al espectro residual de T , σr(T ) ⊂ σ(T ).

• Finalmente, un complejo λ pertenece al espectro continuo de T , σc(T ) ⊂ σ(T ),

si (T − λI) tiene una inversa no acotada con dominio Rank(T − λI) denso en H.

44. El operador adjunto

• Sea T un operador lineal definido sobre un dominio D(T ) denso en H. Sea

D(T †) el conjunto de los vectores ψ ∈ H para los cuales (ψ, Tϕ) es una funcional

lineal y continua24 de ϕ ∈ D(T ) (respecto de la distancia en H). Entonces, para

24O, equivalentemente, una funcional lineal y acotada, es decir, tal que

(44.1) |(ψ, Tϕ)| ≤ K ‖ϕ‖ , ∀ϕ ∈ D(T ) ,

para cierta constante fija K ≥ 0.
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cada ψ ∈ D(T †) existe un vector χ ∈ H tal que dicha funcional corresponde al

producto escalar

(44.2) (ψ, Tϕ) = (χ, ϕ) , ∀ϕ ∈ D(T ).

Puesto que D(T ) es denso en H, χ está uńıvocamente determinado por ψ. En

efecto, si (χ1 − χ2, ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ D(T ), ⇒ χ1 − χ2 = 0.

Entonces, la acción del operador adjunto T † sobre ψ ∈ D(T †) se define por

(44.3) T †ψ := χ.

• Dado que una funcional lineal es continua si y sólo si ella es acotada, para

ψ ∈ D(T †) es necesario que

(44.4) |(ψ, Tϕ)| ≤ K ‖ϕ‖, ∀ϕ ∈ D(T ).

Si T es acotado, en virtud de la desigualdad de Cauchy - Schwarz tenemos

(44.5) |(ψ, Tϕ)| ≤ ‖ψ‖ ‖Tϕ‖ ≤ ‖ψ‖ ‖T‖ ‖ϕ‖, ∀ψ ∈ H,

de modo que el adjunto de un operador acotado está definido en todo el espacio

de Hilbert, D(T †) = H.

• Por el contrario, el adjunto de un operador no acotado puede no estar densamente

definido, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 44.1. - Sea f(x) 6∈ L2(R), una función localmente sumable, y sea

D(T ) = C∞0 (R) (denso en L2(R)) el dominio de un operador T definido por

(44.6) Tϕ(x) := ϕ0(x)

∫ ∞

−∞
f(y)∗ϕ(y) dy,

donde ϕ0(x) ∈ L2(R) es un vector fijo, y la integral en el segundo miembro converge

por ser ϕ(x) acotada y de soporte compacto. Entonces, si ψ(x) ∈ D(T †), existe

χ(x) ∈ L2(R) tal que

(44.7) (ψ, Tϕ) = (ψ, ϕ0)

∫ ∞

−∞
f(y)∗ϕ(y) dy = (χ, ϕ) , ∀ϕ ∈ C∞0 (R).

Pero eso requiere que (ψ, ϕ0)
∗ f(x) = χ(x) ∈ L2(R), lo que sólo es posible si

(ψ, ϕ0) = 0 y χ(x) = 0(x).

Por lo tanto, D(T †) = {ψ ∈ L2(R) | ψ ⊥ ϕ0} (que no es un conjunto denso), y

T †ψ = 0, ∀ψ ∈ D(T †). ¦
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• Si S ⊂ T ⇒ T † ⊂ S†. En efecto, si S ⊂ T ⇒ D(S) ⊂ D(T ), y ∀ϕ ∈ D(S), Sϕ =

Tϕ. Sea ψ ∈ D(T †). Entonces ∃χ ∈ H tal que

(44.8)

(ψ, Tϕ) = (χ, ϕ), ∀ϕ ∈ D(T ) ⇒

⇒ (ψ, Sϕ) = (χ, ϕ), ∀ϕ ∈ D(S) ⇒ ψ ∈ D(S†).

Por lo tanto, D(T †) ⊂ D(S†), y ∀ψ ∈ D(T †) es T †ψ = S†ψ. Es decir, T † ⊂ S†.

• Si D(T †) es denso en H, se puede definir su adjunto, (T †)† = T ††.

• Teorema I: Sea T un operador lineal densamente definido en un espacio de

Hilbert H. Entonces

a) T † es cerrado;

b) T es clausurable ⇔ D(T †) es denso en H, en cuyo caso T = T ††;

c) si T es clausurable ⇒ (T )† = T †.

Para probar el punto a) introduzcamos un operador V definido sobre el espacio

producto directo H⊗H como

(44.9) V 〈φ, ψ〉 := 〈−ψ, φ〉 ,∀φ, ψ ∈ H .

Aśı definido, V es un operador unitario25 que satisface V 2 = −I. En efecto,

(44.12) ‖V 〈φ, ψ〉 ‖2 = ‖ 〈−ψ, φ〉 ‖2 = ‖ψ‖2 + ‖φ‖2 = ‖ 〈φ, ψ〉 ‖2 .

Entonces, el par 〈φ, χ〉 ∈ (V [Γ(T )])⊥ si y sólo si

(44.13) (〈φ, χ〉 , 〈−Tϕ, ϕ〉) = − (φ, Tϕ) + (χ, ϕ) = 0 ,∀ϕ ∈ D(T ) .

Pero en ese caso

(44.14) φ ∈ D(T †) y T †φ = χ ,

de manera que

(44.15) 〈φ, χ〉 =
〈
φ, T †φ

〉 ∈ Γ
(
T †) .

25Se dice que un operador U definido sobre un espacio de Hilbert H es unitario si

(44.10) (Uϕ,Uψ) = (ϕ,ψ) , ∀ϕ,ψ ∈ H.

En esas condiciones, U es acotado, U† = U−1 y la imagen por U del complemento ortogonal

de cierto subespacio G ⊂ H, U
(G⊥)

, es el complemento ortogonal de la imagen de G por U ,

(U(G))⊥. En efecto, φ ∈ (U(G))⊥ si y sólo si

(44.11) (φ,Uψ) = 0 ,∀ψ ∈ G ⇔ (
U†φ, ψ

)
= 0 ,∀ψ ∈ G ⇔ U†φ ∈ G⊥ ⇔ φ ∈ U

(G⊥)
,

de modo que (U(G))⊥ = U
(G⊥)

.
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En consecuencia, Γ
(
T †) = (V [Γ(T )])⊥, que siempre es un conjunto cerrado. Por

lo tanto, T † es cerrado.

Para probar el punto b) señalemos que, debido a la linealidad de T , Γ(T ) es un

subespacio lineal de H⊗H. Entonces, para la clausura de la gráfica tenemos

(44.16)

Γ(T ) =
(
[Γ(T )]⊥

)⊥
=

(
V 2 [Γ(T )]⊥

)⊥
=

(
V [V Γ(T )]⊥

)⊥
=

(
V Γ

(
T †))⊥ .

Por lo tanto, de acuerdo a la prueba de a), si T † está densamente definido (con-

dición necesaria para la existencia de su adjunto) entonces Γ(T ) es la gráfica del

operador T ††.

Finalmente, si T es clausurable, por a) y b) sabemos que T † es cerrado y den-

samente definido, mientras que su adjunto, T †† = T , también está densamente

definido. Entonces,

(44.17) T † = T † =
(
T †)†† =

(
T ††)† =

(
T

)†
,

lo que prueba c). ¤

Ejemplo 44.2. - Consideremos el conjunto de las funciones absolutamente con-

tinuas26 en el intervalo [0, 1], AC(0, 1), tales que su derivada ϕ′(x) sea de cuadrado

integrable en ese intervalo. Sea T1 definido de manera que

(44.21)





D(T1) := {ϕ(x) ∈ AC(0, 1) | ϕ′(x) ∈ L2(0, 1)} ,

T1 ϕ(x) := −i ϕ′(x),

26Si ϕ(x) ∈ AC(a, b), entonces ϕ(x) es una función continua en (a, b) cuya derivada (en

el sentido de ĺımite de cociente incremental) existe en casi todo punto de ese intervalo, y es

una función localmente sumable. La función puede ser reconstruida a partir de su derivada

mediante la regla de Barrow,

(44.18) ϕ(x) ∈ AC(a, b) ⇒ ϕ′(x) ∈ L(loc.)
1 (a, b), y ϕ(x) =

∫ x

a

ϕ′(y) dy + ϕ(a).

Para las funciones absolutamente continuas también vale la regla de integración por partes.

En efecto, si ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ AC(a, b), entonces ϕ1(x) ϕ2(x) ∈ AC(a, b), la derivada del producto

es

(44.19) (ϕ1(x) ϕ2(x))′ = ϕ′1(x) ϕ2(x) + ϕ1(x) ϕ′2(x) ∈ L(loc.)
1 (a, b),

y

(44.20)
∫ x

a

ϕ1(y)ϕ′2(y) dy = ϕ1(x)ϕ2(x)− ϕ1(a)ϕ2(a)−
∫ x

a

ϕ′1(y)ϕ2(y) dy.
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y T2 de modo que

(44.22)





D(T2) := {ϕ(x) ∈ AC(0, 1) | ϕ′(x) ∈ L2(0, 1), ϕ(0) = 0} ,

T2 ϕ(x) := −i ϕ′(x),

Evidentemente, T1 es una extensión de T2, T2 ⊂ T1.

Dado que D(T1) ⊃ D(T2) ⊃ C∞0 (0, 1), que es denso en L2(0, 1), ambos dominios

de definición son densos.

Por otra parte, de la ec. (44.20) resulta evidente que los dominios de los ope-

radores adjuntos D(T †
1,2) ⊃ C∞0 (0, 1), por lo que también ellos son densos. En

consecuencia, por el teorema anterior, ambos operadores son clausurables.

Ahora determinaremos el operador adjunto de T1. Si ψ(x) ∈ D(T †
1 ) entonces

∃χ(x) ∈ L2(0, 1) tal que

(44.23) (ψ, T1ϕ) =

∫ 1

0

ψ(x)∗(−i)ϕ′(x) dx =

∫ 1

0

χ(x)∗ϕ(x) dx = (χ, ϕ) ,

para toda ϕ(x) ∈ D(T1). Esto requiere que sea posible integrar por partes en

la primera de esas integrales, por lo que debemos suponer que ψ(x) ∈ AC(0, 1).

Haciendo uso de la propiedad (44.20), podemos escribir que

(44.24) (−i)ψ(x)∗ϕ(x)
∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

(− i ψ′(x)
)∗

ϕ(x) dx =

∫ 1

0

χ(x)∗ϕ(x) dx .

Teniendo en cuenta que una funcional continua respecto de la convergencia en

media no puede depender del valor que su argumento tome en un punto particular

del intervalo [0, 1], y dado que los valores que las funciones ϕ(x) toman en x = 0, 1

son arbitrarios, vemos que debemos imponer además la condición de contorno

ψ(0) = 0 = ψ(1).

En esas condiciones, dado que D(T1) es denso en L2(0, 1), la igualdad (44.24)

implica que χ(x) = −i ψ′(x) ∈ L2(0, 1).

En definitiva, el operador T †
1 está definido de modo que

(44.25)





D(T †
1 ) := {ψ(x) ∈ AC(0, 1) | ψ′(x) ∈ L2(0, 1) , ψ(0) = 0 = ψ(1)} ,

T †
1 ψ(x) := −i ψ′(x) .

Nótese que, en este caso, T1 es una extensión de T †
1 , T †

1 ⊂ T1.

Siguiendo el mismo procedimiento resulta inmediato mostrar que T ††
1 = T1 = T1,

que entonces es un operador cerrado.
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Similarmente, se obtiene que

(44.26)





D(T †
2 ) := {ψ(x) ∈ AC(0, 1) | ψ′(x) ∈ L2(0, 1), ψ(1) = 0} ,

T †
2 ψ(x) := −i ψ′(x) ,

y que T ††
2 = T2 = T2, que también es cerrado. Además, se ve que T †

1 ⊂ T †
2 . ¦

• En general, la elección de un dominio de definición para un operador diferencial

tiene una influencia determinante sobre su espectro, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 44.3. - Consideremos la ecuación

(44.27) −i ϕ′(x) = λϕ(x), con ϕ(x) ∈ AC(0, 1) .

Esa igualdad implica que

(44.28)

ϕ′(x) ∈ AC(0, 1) ⇒ ϕ(2)(x) ∈ AC(0, 1) ⇒ . . .

· · · ⇒ ϕ(x) ∈ C∞(0, 1) .

En esas condiciones, la ecuación de autovalores para los operadores T1,2 del

ejemplo 44.2 se reduce a una ecuación diferencial ordinaria, cuya solución es

(44.29) ϕ(x) = eiλxϕ(0) ∈ AC(0, 1) ⊂ L2(0, 1).

Pero mientras que todo número complejo λ ∈ C es un autovalor de T1, la condi-

ción de contorno para T2, ϕ(0) = 0 ⇒ ϕ(x) ≡ 0.

Entonces, σp(T1) = C, mientras que T2 no tiene autovectores y su espectro

puntual es vaćıo, σp(T2) = ∅. ¦

• Sea T un operador lineal densamente definido en un espacio de Hilbert H. Si

λ ∈ σr(T ) ⇒ λ∗ ∈ σp(T
†).

En efecto, en ese caso Rank(T − λI) no es denso en H, de modo que ∃ψ 6= 0 |
(ψ, (T − λI)ϕ) = 0,∀ϕ ∈ D(T )27. Pero eso significa que (ψ, Tϕ) = λ (ψ, ϕ) es una

funcional lineal y continua de ϕ ⇒ ψ ∈ D(T †).

En esas condiciones, podemos escribir que
(
(T † − λ∗I)ψ, ϕ

)
= 0, ∀ϕ ∈ D(T )

denso en H, de modo que T †ψ = λ∗ψ.

27Para ver que esto es aśı, llamemos F = Rank(T − λI). Sabemos que todo vector ψ ∈ H
puede escribirse como ψ = u + v, con u ∈ F y v ∈ F⊥. En esas condiciones, si {ψ ⊥ F ⇒
ψ = v = 0}, entonces F⊥ = {0} y F es denso en H. En consecuencia, si F no es denso en

H ⇒ ∃ψ 6= 0 | ψ ⊥ F .
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• Por otra parte, si λ ∈ σp(T ) ⇒ λ∗ ∈ σ(T †) (en el espectro puntual o en el

residual).

En efecto, si Tϕ = λϕ, con ϕ 6= 0, entonces, ∀ψ ∈ D(T †) tenemos que

(ψ, (T − λI)ϕ) =
(
(T † − λ∗I)ψ, ϕ

)
= 0 ⇒ Rank(T † − λ∗I) no es denso en H ⇒

λ∗ 6∈ ρ(T †) ∪ σc(T
†).

En esas condiciones, λ∗ ∈ σr(T
†), a menos que exista en D(T ) un vector ψ 6=

0 | (T † − λ∗I)ψ = 0, en cuyo caso λ∗ ∈ σp(T
†).

Ejemplo 44.4. - Consideremos nuevamente el operador T1 del ejemplo 44.2. He-

mos visto en el ejemplo 44.3 que el espectro puntual de T1 es todo el plano com-

plejo, σp(T1) = C. Entonces el espectro de T †
1 es también todo el plano complejo,

σ(T †
1 ) = C.

Por otra parte, resulta inmediato mostrar que las condiciones de contorno que

pesan sobre las funciones en D(T †
1 ), ec. (44.25), hacen que este operador no tenga

autovectores, σp(T
†
1 ) = ∅. En consecuencia, el espectro residual de T †

1 es todo el

plano complejo, σr(T
†
1 ) = C. ¦

45. Operadores simétricos

• Un operador lineal T , densamente definido sobre un espacio de Hilbert H, se

dice simétrico si28 T ⊂ T †. Es decir, si

(45.2)





D(T ) ⊂ D(T †),

∀ϕ ∈ D(T ), T †ϕ = Tϕ.

En particular, en este caso el operador adjunto T † también está densamente defi-

nido.

• Toda extensión simétrica S de T está contenida en T †. En efecto, si T ⊂ S ⊂
S† ⇒ S ⊂ S† ⊂ T †. Por lo tanto, T ⊂ S ⊂ S† ⊂ T †.

• Un operador se dice autoadjunto29 si T † = T , es decir, si T es simétrico y

D(T †) = D(T ).

28Equivalentemente, T es simétrico si ∀ϕ1, ϕ2 ∈ D(T ) es

(45.1) (ϕ1, Tϕ2) = (Tϕ1, ϕ2) .

29Los observables de la Mecánica Cuántica están representados por operadores autoadjuntos

en un espacio de Hilbert.
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• Un operador simétrico (densamente definido) es siempre clausurable. En efecto,

T ⊂ T †, que es cerrado (ver Teorema I). Por lo tanto, T tiene una extensión

cerrada.

• Por otra parte, T ⊂ T † ⇒ D(T ) ⊂ D(T †), que entonces es denso en H. Por el

Teorema I, T es clausurable y su clausura es T = T ††. En consecuencia,

(45.3) T ⊂ T = T †† ⊂ T †.

• Si T es simétrico y cerrado,

(45.4) T = T = T †† ⊂ T †.

• Si T es autoadjunto,

(45.5) T = T = T †† = T †

y, en consecuencia, T es cerrado.

• Un operador T simétrico y cerrado es autoadjunto si y sólo si su adjunto T † es

simétrico.

En efecto, si T es autoadjunto ⇒ T = T †† = T † ⇒ T † es simétrico: T † ⊂ T ††.

Por otra parte, si T † es simétrico, T † ⊂ T †† = T ⊂ T † ⇒ T es autoadjunto:

T = T †.

• Si T es un operador autoadjunto, entonces

a) el espectro residual de T es vaćıo, σr(T ) = ∅,
b) el espectro de T es un subconjunto de los reales, σ(T ) ⊂ R,

c) autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales entre

śı.

Para ver que esto es aśı, primero consideremos la aplicación

(45.6) [T − (λ + i µ) I] : D(T ) −→ Rank [T − (λ + i µ) I] ⊂ H ,

donde λ, µ ∈ R. Tenemos que

(45.7) ‖ [T − (λ + i µ) I] ϕ ‖2=‖ (T − λ I) ϕ ‖2 + µ2 ‖ ϕ ‖2≥ µ2 ‖ ϕ ‖2

∀ϕ ∈ D(T ). En consecuencia, (λ + i µ) /∈ σp(T ) si µ 6= 0.
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Además, para µ 6= 0, [T − (λ + i µ) I] es una biyección de D(T ) en

Rank[T − (λ + i µ) I] con inversa acotada. En efecto, si ϕ1 y ϕ2 tienen la misma

imagen, entonces

(45.8) 0 =‖ [T − (λ + i µ) I] (ϕ1 − ϕ2) ‖≥ | µ | ‖ ϕ1 − ϕ2 ‖ ,

lo que implica que ϕ1 = ϕ2. Por otra parte, de (45.7) también resulta que

(45.9)
‖ ϕ ‖

‖ [T − (λ + i µ) I] ϕ ‖ ≤
1

| µ | ,

desigualdad que muestra que la inversa de [T − (λ + i µ) I] es acotada en

Rank[T − (λ + i µ) I].

En esas condiciones, si Rank[T − (λ + i µ) I] no es denso en H, entonces (λ +

i µ) ∈ σr(T ) ⇒ (λ − i µ) ∈ σp(T
† = T ), lo que hemos visto que no es posible si

µ 6= 0.

Por lo tanto, Rank[T − (λ + i µ) I] es denso en H y (λ + i µ) ∈ ρr(T ) para todo

µ 6= 0, lo que prueba que σ(T ) ⊂ R.

Finalmente, si un real λ ∈ σr(T ) ⇒ λ∗ = λ ∈ σp(T
† = T ), lo que no es posible

porque (por definición) se trata de conjuntos disjuntos. Por lo tanto, σr(T ) = ∅. ¤

46. Extensiones autoadjuntas de operadores simétricos

• Un operador simétrico T se dice esencialmente autoadjunto si su clausura T

es un operador autoadjunto.

• Si T es esencialmente autoadjunto, entonces T tiene una única extensión auto-

adjunta30.

En efecto, supongamos que S es una extensión autoadjunta de T . Entonces,

S = S† es cerrado. Y como T ⊂ S ⇒ T = T †† ⊂ S. En consecuencia, para los

adjuntos de esos dos operadores tenemos que S† = S ⊂ T
†

= T . Por lo tanto,

S = T

• Si T es clausurable, entonces T es esencialmente autoadjunto si y sólo si T † es

autoadjunto.

En efecto, por el Teorema I, si T es clausurable ⇒ T
†
= T †. Ahora bien, si T

es esencialmente autoadjunto ⇒ T † = T
†
= T = T ††, es decir, T † es autoadjunto.

30En general se debe tratar con operadores T simétricos no cerrados. Si se puede establecer

que T es esencialmente autoadjunto, entonces T está uńıvocamente asociado a un operador

autoadjunto T = T ††
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Inversamente, si T † es autoadjunto, entonces T † = T †† = T ⇒ T es autoadjunto.

Por lo tanto, T es esencialmente autoadjunto.

• Si T es autoadjunto, T † = T , entonces T es cerrado. Además, λ = ±i no es un

autovalor de T †.

En efecto, sea ϕ± ∈ D(T †) = D(T ) tal que T †ϕ± = ±i ϕ± = Tϕ±. Entonces,

(46.1)
(
T †ϕ±, ϕ±

)
= ∓i‖ϕ±‖2 = (ϕ±, Tϕ±) = ±i‖ϕ±‖2 ⇒ ‖ϕ±‖ = 0.

Inversamente, si T es simétrico y cerrado, y las ecuaciones T †ϕ± = ±i ϕ± no

tienen soluciones no triviales, entonces T es autoadjunto como consecuencia del

siguiente teorema.

• Teorema II: Sea T un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es autoadjunto,

b) T es cerrado y Ker(T † ∓ i I) = {0},
c) Rank(T ± i I) = H.

Por una parte, es evidente que a) ⇒ b).

Para ver que b) ⇒ c) supongamos que Rank (T ± i I) no sea denso en H. En-

tonces, existen vectores no nulos ψ± ∈ H tales que

(46.2) (ψ±, (T ± i I)ϕ) = 0 , ∀ϕ ∈ D(T ) denso en H .

Esos productos escalares definen funcionales lineales y continuas (idénticamente

nulas) de ϕ, de modo que ψ± ∈ D(T †), y podemos escribir

(46.3)
((

T † ∓ i I
)
ψ±, ϕ

)
= 0 , ∀ϕ ∈ D(T ) ⇒ T † ψ± = ±i ψ± .

En consecuencia, Ker
(
T † ∓ i I

) 6= {0}.
Por lo tanto,

(46.4) Ker
(
T † ∓ i I

)
= {0} ⇒ Rank (T ± i I) denso en H .

Si, además, T es cerrado se puede demostrar que el rango de T es también

cerrado, de modo que Rank (T ± i I) = H (ver M. Reed y B. Simon, Methods of

Modern Mathematical Physics, Vol. I, Theorem VIII.3, pag. 256). Por lo tanto, b)

⇒ c).

Por otra parte, si Ker
(
T † ∓ i I

) 6= {0} es porque existen vectores no nulos

ψ± ∈ D(T †) tales que T † ψ± = ±i ψ±. Entonces,

(46.5)
((

T † ∓ i I
)
ψ±, ϕ

)
= (ψ±, (T ± i I) ϕ) = 0 , ∀ϕ ∈ D(T ) ,
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de modo que Rank (T ± i I) no es denso en H.

Por lo tanto,

(46.6) Rank (T ± i I) denso en H ⇒ Ker
(
T † ∓ i I

)
= {0} .

Finalmente, supongamos que Rank (T±i I) = H. Entonces, ∀ψ ∈ D(T †) existen

vectores ϕ± ∈ D(T ) tales que

(46.7)
(
T † ± i I

)
ψ = (T ± i I) ϕ± ⇒

(
T † ± i I

)
(ψ − ϕ±) = 0 ,

dado que T es simétrico. Pero, en esas condiciones, la implicación (46.6) requiere

que ψ = ϕ±, de modo que D(T †) ⊂ D(T ).

En consecuencia, T † = T , y c) ⇒ a). ¤

• Corolario I: Sea T un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es esencialmente autoadjunto,

b) Ker(T † ∓ i I) = {0},
c) Rank(T ± i I) es denso en H.

• El resultado anterior establece el criterio básico para determinar cuándo un

operador simétrico tiene una única extensión autoadjunta.

Ejemplo 46.1. - Para describir el impulso en la Mecánica Cuántica se introduce

el operador diferencial en la recta Pϕ(x) = −iϕ′(x), que es simétrico sobre el

dominio D(P ) = C∞0 (R).

Si ψ(x) ∈ D(P †), entonces ∃χ(x) ∈ L2(R) tal que

(46.8) (ψ, Pϕ) = (ψ,−i ϕ′) =

∫

Sop(ϕ)

ψ(x)∗ (−i ϕ′(x)) dx = (χ, ϕ) ,

∀ϕ ∈ D(P ). Esto requiere que ψ(x) ∈ AC(R) ∩ L2(R), con una derivada primera

ψ′(x) ∈ L2(R), en cuyo caso tenemos χ(x) = −i ψ′(x).

En consecuencia,

(46.9)





D(P †) = {ψ(x) ∈ AC(R) ∩ L2(R) | ψ′(x) ∈ L2(R)} ,

P †ψ(x) = −i ψ′(x).

Como D(P †) ⊃ C∞0 (R), D(P †) es denso en L2(R) y puede definirse P †† = P .

Un razonamiento similar al anterior muestra que D(P ††) = D(P †), con P ††ψ(x) =

−i ψ′(x). Es decir, P †† = P = P †.

En consecuencia,
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a) Como P es autoadjunto ⇒ P es esencialmente autoadjunto.

b) Consideremos la ecuación de autovalores

(46.10) P †ψ±(x) = ±i ψ±(x) = −i ψ′±(x).

Como ψ±(x) ∈ AC(R), resulta que ψ±(x) ∈ C∞(R) y entonces debemos resolver

la ecuación diferencial ordinaria

(46.11) ψ′±(x) = ∓ψ±(x) ⇒ ψ±(x) = e∓x 6∈ L2(R).

Por lo tanto, Ker
(
P † ∓ i I

)
= {0}.

c) Finalmente, ya sabemos que esta última condición implica que Rank(P ± iI) es

denso en L2(R). ¦

• El siguiente ejemplo muestra que un operador simétrico puede admitir muchas

extensiones autoadjuntas31.

Ejemplo 46.2. - Sea T definido sobre D(T ) = C∞0 (0, 1) como Tϕ(x) = −i ϕ′(x).

Este operador es claramente simétrico pues, integrando por partes, tenemos

(46.12) (Tϕ1, ϕ2) = (ϕ1, Tϕ2) , ∀ϕ1, ϕ2 ∈ C∞0 (0, 1).

Si ψ(x) ∈ D(T †) ⊂ L2(0, 1), entonces ∃χ ∈ L2(0, 1) tal que

(46.13) (ψ, Tϕ) = (ψ,−i ϕ′) = (χ, ϕ) , ∀ϕ ∈ C∞0 (0, 1).

Esto requiere32 que ψ(x) ∈ AC(0, 1), para que sea posible integrar por partes, de

donde resulta que χ(x) = −i ψ′(x) ∈ L2(0, 1). Por lo tanto,

(46.14) D(T †) = {ψ(x) ∈ AC(0, 1) ⊂ L2(0, 1) | ψ′(x) ∈ L2(0, 1)} ,

y el operador adjunto actúa según

(46.15) T †ψ(x) = −i ψ′(x).

Ahora bien, las ecuaciones de autovalores

(46.16) T †ψ±(x) = −i ψ′±(x) = ±i ψ±(x) ∈ AC(0, 1)

se reducen a ecuaciones diferenciales ordinarias que tienen soluciones no triviales,

(46.17) ψ±(x) = e∓x ∈ C∞(0, 1) ⊂ AC(0, 1).

31Como veremos más adelante, también puede no admitir ninguna extensión autoadjunta.
32La condición (46.13) también puede interpretarse como estableciendo que la derivada de ψ

como distribución es localmente sumable (ver Notas sobre Teoŕıa de Distribuciones), de donde

resulta que ψ(x) es absolutamente continua.
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En consecuencia, T no es esencialmente autoadjunto.

Como AC(0, 1) ⊃ C∞0 (0, 1), D(T †) es un conjunto denso en L2(0, 1) y puede

definirse (T †)†.

Si φ(x) ∈ D(T ††), entonces ∃χ ∈ L2(0, 1) tal que

(46.18)
(
φ, T †ψ

)
= (φ,−i ψ′) = (χ, ψ) .

Para que ese producto escalar sea una funcional lineal y continua de ψ ∈ AC(0, 1),

debe ser posible integrar por partes, lo que requiere que φ(x) tenga una derivada

en L2(0, 1). En consecuencia, φ(x) ∈ AC(0, 1) con φ′(x) ∈ L2(0, 1), y

(46.19)

∫ 1

0

φ(x)∗(−i ψ′(x)) dx = −i φ(x)∗ψ(x)
∣∣∣
1

0
+

∫ 1

0

(−iφ′(x))∗ψ(x) dx.

Pero una funcional continua respecto de la distancia en L2(0, 1) no puede depender

del valor de su argumento ψ(x) en los puntos particulares x = 0, 1 (región de

medida nula donde un dado vector de L2(0, 1) puede tomar valores arbitrarios).

Por lo tanto, las funciones en D(T ††) deben satisfacer además las condiciones de

contorno φ(0) = 0 = φ(1).

En definitiva, T †† = T , la mı́nima extensión cerrada de T , está definido en un

dominio denso por

(46.20)





D(T ††) = {φ(x) ∈ AC(0, 1) | φ′(x) ∈ L2(0, 1), φ(0) = 0 = φ(1)} ,

T ††φ(x) = −i φ′(x).

Nótese que T ⊂ T ⊂ T †, con T 6= T † (T † no es autoadjunto). Dado que T
†
= T † ⊃

T , la clausura es una extensión simétrica (no autoadjunta) cerrada de T .

Veamos ahora que T admite extensiones autoadjuntas. En efecto, para cada

α ∈ C de módulo 1, consideremos el operador definido por

(46.21)





D(Tα) = {ϕ(x) ∈ AC(0, 1) | ϕ′(x) ∈ L2(0, 1), ϕ(1) = α ϕ(0)} ,

Tαϕ(x) = −i ϕ′(x).

Siguiendo el mismo razonamiento que antes, si ψ(x) ∈ D(T †
α), entonces ψ(x) debe

ser absolutamente continua de modo que el producto escalar

(46.22) (ψ, Tαϕ) = −i

∫ 1

0

ψ(x)∗ϕ′(x) dx = −i ψ(x)∗ϕ(x)
∣∣∣
1

0
+ (−i ψ′, ϕ)
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sea una funcional lineal y continua de ϕ(x) ∈ D(Tα). Pero esto requiere además

que, ∀ϕ(x) ∈ D(Tα), sea

(46.23) ψ(1)∗ϕ(1)− ψ(0)∗ϕ(0) = (ψ(1)∗ − α∗ψ(0)∗) α ϕ(0) = 0 .

Como el valor de ϕ(0) es arbitrario, debe ser ψ(1)−α ψ(0) = 0. Es decir, D(T †
α) =

D(Tα) y T †
αψ(x) = −i ψ′(x).

En conclusión, T †
α = Tα para cada complejo α de módulo 1. En esas condiciones,

existe toda una familia (dependiente de un parámetro) de extensiones autoadjuntas

de T (todas ellas, naturalmente, contenidas en T †.)

Finalmente, señalemos que:

1) ∀α = ei γ, con γ ∈ [0, 2π), tenemos T ⊂ Tα = T †
α ⊂ T †.

2) El operador T no tiene autovectores,

(46.24) −i ϕ′(x) = λϕ(x), con ϕ(x) ∈ C∞0 (0, 1) ⇒ ϕ(x) ≡ 0 ,

de modo que σp(T ) = ∅.
3) El operador T tampoco tiene autovectores,

(46.25) −i ϕ′(x) = λ ϕ(x), con ϕ(x) ∈ AC(0, 1), ϕ(0) = 0 ⇒ ϕ(x) ≡ 0 ,

de modo que σp(T ) = ∅.
4) Todo número complejo es autovalor de T † con degeneración 1,

(46.26) −i ϕ′(x) = λϕ(x) ⇒ ϕ(x) = eiλxϕ(0) ∈ AC(0, 1), ∀λ ∈ C .

Por lo tanto, σp(T
†) = C

(⇒ σ(T ††) = σr(T ) = C
)
.

5) Tα tiene un conjunto (numerable) ortogonal y completo de autofunciones cuyos

autovalores (reales y no degenerados) dependen del parámetro α,

(46.27)

−i ϕ′(x) = λϕ(x), con ϕ(x) ∈ AC(0, 1), y ϕ(1) = α ϕ(0) ⇒

⇒ ϕn(x) = eiλnxϕ(0), con λn = 2πn− i log α = 2πn + γ ,

con n ∈ Z, y (ϕn, ϕm) = δn,m.

En este caso, σp(Tα) = {λn , n ∈ Z} ⊂ R, y σr(Tα) = ∅. ¦
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47. Teoŕıa de von Neumann

• Teorema III: Sea T un operador simétrico cerrado, densamente definido en un

espacio de Hilbert H. Entonces:

1- a) dimKer(T † − λ I) es constante en el semiplano abierto superior del

plano complejo λ,

b) dimKer(T † − λ I) es constante en el semiplano abierto inferior del

plano complejo λ,

2- el espectro de T es uno de los posibles subconjuntos del plano complejo λ

que se enumeran a continuación:

a) el semiplano superior cerrado,

b) el semiplano inferior cerrado,

c) todo el plano complejo,

d) un subconjunto del eje real,

3- T es autoadjunto ⇔ su espectro es un subconjunto del eje real,

4- T es autoadjunto ⇔ dim Ker(T † − λ I) = 0, ∀λ 6∈ R.

Para la demostración, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical

Physics, Vol. II, Theorem X.1, pag. 136.

• Corolario II: Si un operador simétrico cerrado T tiene al menos un número

real en su conjunto resolvente ⇒ T es autoadjunto.

En efecto, como ρ(T ) es abierto, si contiene un número real ⇒ contiene todo un

entorno de ese real, el cual contiene tanto puntos del semiplano superior como del

inferior. Entonces, por el teorema anterior, T es autoadjunto.

• Se definen los subespacios de deficiencia de un operador simétrico como

(47.1) K± := Ker
(
T † ∓ i I

) ⊂ D(T †),

siendo los ı́ndices de deficiencia sus respectivas dimensiones,

(47.2) n±(T ) := dimK± = dim Ker
(
T † ∓ i I

)

• Los ı́ndices de deficiencia pueden tomar cualquier valor natural, e incluso ser ∞,

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 47.1. - Supongamos que los operadores Tn, n = 1, 2, . . . son simétri-

cos sobre los dominios D(Tn) ⊂ Hn. Sea D(T ) el conjunto de vectores de H :=
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⊕∞
n=1Hn de la forma Φ = (ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, . . . ), donde sólo un número finito de

vectores ϕn ∈ D(Tn) son no nulos.

En esas condiciones, el operador T :=
⊕∞

n=1 Tn es simétrico en D(T ), y sus

ı́ndices de deficiencia son

(47.3) n±(T ) =
∞∑

n=1

n±(Tn).

¦

• Teorema IV: Sea T un operador simétrico y cerrado con ı́ndices de deficiencia

n±(T ). Las extensiones simétricas y cerradas de T están en correspondencia uno

a uno con el conjunto de isometŕıas parciales (en el sentido del producto escalar

usual) de K+ → K−.

Si U es una tal isometŕıa con dominio D(U) ⊂ K+ (de dimensión dimD(U)

≤ n+(T )), entonces la correspondiente extensión cerrada y simétrica de T , TU ,

tiene por dominio

(47.4) D(TU) = {χ = ϕ + ψ+ + Uψ+ | ϕ ∈ D(T ), ψ+ ∈ D(U)} ⊂ D(T †).

Siendo TU la restricción de T † a ese dominio, su acción está dada por

(47.5) TUχ = T †χ = Tϕ + i ψ+ − i Uψ+.

Si n±(T ) < ∞⇒ los ı́ndices de deficiencia de TU están dados por

(47.6) n±(TU) = n±(T )− dimD(U).

Para la demostración, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical

Physics, Vol. II, Theorem X.2, pag. 140.

• Corolario III: Sea T un operador simétrico cerrado con ı́ndices de deficiencia

n+(T ) y n−(T ). Entonces

a) T es autoadjunto ⇔ n+(T ) = 0 = n−(T ),

b) T admite extensiones autoadjuntas ⇔ n+(T ) = n−(T ) > 0. En ese caso,

existe una correspondencia uno a uno entre las extensiones autoadjuntas

de T y las aplicaciones unitarias U : K+ → K−.

c) Si n+(T ) = 0 6= n−(T ) ó n+(T ) 6= 0 = n−(T ), el operador T no admite

extensiones simétricas no triviales. Esos operadores ya son máximamente

simétricos.

• El siguiente ejemplo muestra que el impulso radial no corresponde a un observable

de la Mecánica Cuántica.
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Ejemplo 47.2. - Consideremos el operador Pr := −i ∂
∂r

simétrico sobre el dominio

D(Pr) = C∞0 (R+) denso en L2(R+).

Si ψ ∈ D(P †
r ) ⇒ ∃χ ∈ L2(R+) tal que

(47.7) (ψ, Prϕ) = (ψ,−i ϕ′) = (χ, ϕ) , ∀ϕ ∈ C∞0 (R+).

Entonces D(P †
r ) = {ψ(r) ∈ AC(R+) ∩ L2(R+) | ψ′(r) ∈ L2(R+)}, y P †

r ψ(r) =

−i ψ′(r).

Buscamos ahora soluciones de

(47.8) P †
r ψ±(r) = −i ψ′±(r) = ±i ψ±(r), con ψ±(r) ∈ D(P †

r ).

Esa ecuación diferencial tiene soluciones ψ±(r) = e∓rψ±(0) ∈ C∞(R+). Pero de

ellas, sólo ψ+(r) ∈ L2(R+). En consecuencia, n+(Pr) = 1 6= n−(Pr) = 0 ⇒ Pr no

admite extensiones autoadjuntas.

Por lo tanto, Pr no corresponde a un observable33. ¦

• El siguiente ejemplo, un caso particular de operador de Sturm - Liouville con

coeficientes regulares, muestra que estos operadores admiten extensiones autoad-

juntas que están determinadas por condiciones de contorno locales en los extremos

del intervalo.

Ejemplo 47.3. - Sea el operador diferencial L := − d2

dx2 definido sobre el dominio

denso D(L) = C∞0 (R+), en el cual es simétrico.

Su adjunto está definido sobre el dominio denso

(47.10) D(L†) =
{
ψ(x) ∈ L2(R+) | ψ′(x) ∈ AC(R+), ψ′′(x) ∈ L2(R+)

}
,

sobre el cual actúa según

(47.11) L†ψ(x) = −ψ′′(x).

Similarmente, el operador clausura L = L†† está definido sobre el dominio

(47.12)

D(L††) = {φ(x) ∈ L2(R+) | φ′(x) ∈ AC(R+),

φ′′(x) ∈ L2(R+), φ(0) = 0 = φ′(0)} ⊂ D(L†) ,

33En un espacio de dimensión D debe considerarse el operador

(47.9) Pr := −i [∂r + (D − 1)/2r] = r−
D−1

2 (−i∂r) r
D−1

2 ,

simétrico respecto de la medida rD−1dr, para el cual se obtienen similares resultados.

En efecto, si ψ±(r) = r−
D−1

2 e∓r tenemos [∂r + (D − 1)/2r]ψ±(r) = ∓ψ±(r), pero sólo

ψ+(r) ∈ L2(R+; rD−1 dr).
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funciones sobre las cuales también actúa como el operador diferencial

(47.13) L††φ(x) = −φ′′(x).

La ecuación de autovalores

(47.14) L†ψ±(x) = −ψ′′±(x) = ±i ψ±(x) ∈ C1(R+) ∩ L2(R+)

implica que ψ±(x) ∈ C∞(R+), reduciéndose a una ecuación diferencial ordinaria

cuyas soluciones en L2(R+) son

(47.15) ψ±(x) = e
−

(
1∓ i√

2

)
x

ψ±(0) ⇒ n+(L) = 1 = n−(L),

y los subespacios de deficiencia son unidimensionales.

En consecuencia, existe una familia de extensiones autoadjuntas de L dependien-

te de un parámetro continuo, correspondientes a las isometŕıas Uψ+(x) = eiγψ−(x),

con γ ∈ [0, 2π), donde ‖ψ+‖ = ‖ψ−‖.
Cada extensión autoadjunta Lγ es la restricción de L† al domino

(47.16)

D(Lγ) =

=
{
χ(x) = φ(x) + A [ψ+(x) + eiγψ−(x)] | φ(x) ∈ D(L††), A ∈ C}

,

actuando sobre esas funciones según

(47.17) Lγχ(x) = L†χ(x) = −φ′′(x) + i A
[
ψ+(x)− eiγψ−(x)

]
.

Ese dominio también puede ser caracterizado mediante condiciones de con-

torno locales en x = 0. En efecto, para x → 0+ tenemos

(47.18)

χ(0) = 0 + A [1 + eiγ] = 2Aeiγ/2 cos (γ/2) ,

χ′(0) = 0 + iA
[
−

(
1−i√

2

)
+ eiγ

(
1+i√

2

)]
=

= − A√
2

eiγ/2 {2 cos (γ/2) + 2 sin (γ/2)},

de donde, para A 6= 0, resulta la relación

(47.19)

√
2 cos (γ/2) χ′(0) = − (cos (γ/2) + sin (γ/2)) χ(0)

⇒ α(γ) χ(0) + β(γ) χ′(0) = 0 .

Esta igualdad también se satisface para A = 0, puesto que en ese caso χ(x) ∈
D(L††).
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En (47.19), las constantes α(γ), β(γ) ∈ R y no se anulan simultáneamente, dado

que

(47.20) α(γ)2 + β(γ)2 = 2 + cos γ + sin γ > 0 , ∀ γ ∈ [0, 2π) .

¦

• Teorema V: Sea A un operador cerrado densamente definido sobre el dominio

D(A) ⊂ H, y sea

(47.21) D(A†A) =
{
ϕ ∈ D(A) | Aϕ ∈ D(A†)

}
.

Entonces, definiendo el operador A†A sobre D(A†A) mediante

(47.22) (A†A)ϕ := A†(Aϕ),

resulta que A†A es autoadjunto.

Para la demostración, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical

Physics, Vol. II, Theorem X.25, pag. 180.

• Para el caso de operadores no acotados, el resultado anterior es absolutamente

no trivial ya que, a priori, no es evidente que pueda haber vectores no nulos en

D(A†A), ni mucho menos que ese dominio sea denso en H.

Ejemplo 47.4. - Consideremos el operador con dominio

(47.23) D(A) = {ϕ(x) ∈ AC(0, 1) | ϕ′(x) ∈ L2(0, 1), ϕ(0) = 0 = ϕ(1)} ,

y tal que Aϕ(x) = −i ϕ′(x). Este operador es cerrado, ya que coincide con la

clausura del operador T del ejemplo 46.2.

Su adjunto (ver ejemplo 46.2) tiene por dominio a

(47.24) D(A†) = {ψ(x) ∈ AC(0, 1) | ψ′(x) ∈ L2(0, 1)} ,

donde actúa según A†ψ(x) = −i ψ′(x).

Del Teorema V resulta que A†A corresponde a la extensión autoadjunta de

L := − d2

dx2 con condiciones de contorno locales dadas por ϕ(0) = 0 = ϕ(1).

Similarmente AA† corresponde a la extensión autoadjunta de L con condiciones

de contorno ψ′(0) = 0 = ψ′(1). ¦

Bibliograf́ıa:
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M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, Volúmenes

I y II.
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NOTAS SOBRE TEORÍA DE DISTRIBUCIONES

48. El espacio K
Al considerar el espacio de las funciones continuas en [a, b], hemos visto que cier-

tas funcionales lineales resultan continuas respecto de la convergencia uniforme,

pero no respecto de la convergencia en media. Similarmente, al estudiar el com-

pletamiento de ese espacio respecto de la distancia derivada de la convergencia

en media, hemos visto que ciertas funcionales lineales que es posible definir sobre

C2(a, b) ya no tienen sentido sobre L2(a, b).

De ese modo, al ampliar el conjunto de las funciones consideradas, o al relajar

el sentido de convergencia, ocurre una reducción en el conjunto de funcionales

lineales y continuas que es posible definir sobre ese espacio.

En particular, toda funcional lineal y continua (acotada) en L2(R) está uńıvo-

camente asociada con el producto escalar por un vector fijo de ese mismo espacio.

En esa condiciones, es vez de intentar incrementar aún más el conjunto de fun-

ciones relajando las condiciones que sobre ellas pesan, o de relajar el sentido de

convergencia en ese espacio (con la consiguiente reducción del conjunto de fun-

cionales), podemos asignar a las funcionales lineales y continuas un sentido de

funciones generalizadas e imponer fuertes restricciones sobre el espacio de funcio-

nes, buscando incrementar el conjunto de esas funcionales.

Por ejemplo, podemos trabajar sobre el espacio métrico KN , formado por el

conjunto de las funciones de soporte34 compacto y con derivadas continuas hasta

el orden N , CN
0 (R), estructurado con una distancia que implica la convergencia

uniforme de las N primeras derivadas de toda secuencia convergente,

(48.1)

ρN(ϕ, ψ) := maxx∈R {| ϕ(x)− ψ(x) | + | ϕ′(x)− ψ′(x) | +

+ · · ·+ | ϕ(N)(x)− ψ(N)(x) |} .

Nótese que, como conjuntos, KN ⊂ KM si N > M , mientras que toda secuencia

convergente en KN también lo es KM .

En lo que sigue, estaremos interesados en la intersección de todos esos espacios,

K =
⋂

N KN , donde no podremos definir una distancia, pero śı un sentido de

convergencia compatible con ρN(ϕ, ψ) para todo N ∈ N.

34El soporte de una función ϕ(x) (definida en casi todo punto), Sop(ϕ(x)), es la clausura del

conjunto de puntos donde la función toma valores no nulos.
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El conjunto de las funciones que tienen derivadas continuas de todo orden y

se anulan idénticamente fuera de un intervalo de longitud finita35 constituye el

espacio lineal C∞0 (R). Como sabemos, C∞0 (R) es denso en L2(R). En ese sentido,

se puede decir que L2(R) es el completamiento de C∞0 (R) respecto de la distancia

derivada de la norma || ||2.
En ese espacio lineal introducimos el siguiente sentido de convergencia.

Definición 48.1. Diremos que la sucesión {ϕn(x)} ⊂ C∞0 (R) converge a la función

ϕ(x) ∈ C∞0 (R) si:

∃ un intervalo de longitud finita [a, b] fuera del cual las funciones ϕ(x) y

{ϕn(x)} se anulan idénticamente,

∀k ∈ N, la secuencia de derivadas de orden k, {ϕ(k)
n (x)} converge unifor-

memente a la correspondiente derivada del ĺımite, ϕ(k)(x).

Aśı estructurado, ese espacio lineal se denota por K, y es llamado espacio básico

o de funciones de base o de prueba (test-functions).

Nótese que tanto la derivación, como la multiplicación por funciones en C∞(R) y

las traslaciones sobre la recta, dejan invariante al espacio K. En efecto, ∀ϕ(x) ∈ K
tenemos que

(48.3)

ϕ′(x) ∈ K ,

α(x)ϕ(x) ∈ K ,∀α(x) ∈ C∞(R) ,

ϕ(x + h) ∈ K ,∀h ∈ R .

Puede mostrarse fácilmente que todas esas operaciones son continuas respecto

del sentido de convergencia adoptado. Por ejemplo, si ϕn(x) → ϕ(x) en K, entonces

ϕ′n(x) → ϕ′(x) en K, dado que sus soportes están contenidos en un mismo com-

pacto sobre la recta, y sus derivadas de cualquier orden convergen uniformemente

a la correspondiente derivada del ĺımite.

35El siguiente ejemplo muestra que tales funciones existen:

(48.2) ϕ(x) = e

−1
(x− a)2 e

−1
(x− b)2 , for a < x < b, ϕ(x) ≡ 0, para x 6∈ (a, b) .
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49. Distribuciones sobre K
Se llama distribución (o función generalizada) definida sobre la recta a toda

funcional lineal y continua sobre el espacio K,

(49.1) f : K −→ C .

Ejemplos: Sea f(x) una función definida sobre la recta, tal que resulte absolu-

tamente integrable en todo intervalo compacto (localmente sumable), f(x) ∈
L

(loc.)
1 (R). Se puede definir una distribución (que denotamos por la misma letra)

mediante la expresión

(49.2) f [ϕ] :=

∫ ∞

−∞
f ∗(x)ϕ(x) ,

que converge ∀ϕ(x) ∈ K. Toda distribución que puede ser representada de esa

manera se dice regular.

En efecto, f [ϕ] aśı definida es evidentemente lineal. Además, si ϕn(x) → ϕ(x)

en K entonces, en particular, ϕn(x) → ϕ(x) uniformemente. En consecuencia,

(49.3) |f [ϕn]− f [ϕ]| ≤
∫ b[ϕ]

a[ϕ]

|f(x)| |ϕn(x)− ϕ(x)| dx ≤ εn

∫ b[ϕ]

a[ϕ]

|f(x)|dx → 0

cuando n →∞. Por lo tanto, f [ϕ] es también continua.

Si f(x) ∈ L2(R) ⇒ f(x) ∈ L1(a, b), para todo intervalo compacto [a, b]. Por lo

tanto, f(x) ∈ L
(loc.)
1 (R) y define una distribución regular,

(49.4) f [ϕ] =

∫ ∞

−∞
f ∗(x)ϕ(x) = (f, ϕ)L2(R) ,

que puede expresarse en términos del producto escalar en L2(R). Es por ello que

usualmente se adopta la notación (f, ϕ) := f [ϕ].

Un ejemplo de distribución singular (no regular) corresponde a la delta de

Dirac:

(49.5) (δ(x− x0), ϕ(x)) := ϕ(x0) .

En efecto, esta funcional es evidentemente lineal. Para ϕn(x) → ϕ(x) en K, tene-

mos

(49.6) ϕn(x0) → ϕ(x0) ,

de modo que también es continua,

(49.7) (δ(x− x0), ϕn(x)) = ϕn(x0) −→ ϕ(x0) = (δ(x− x0), ϕ(x)) .
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Otro ejemplo corresponde al valor principal de 1/x. La función 1/x no es

integrable en ningún intervalo que contenga al origen, de modo que no define una

funcional regular. Pero para toda función ϕ(x) ∈ K existe la integral en valor

principal

(49.8)

(
VP

1

x
, ϕ(x)

)
:= limε→0+

{∫ −ε

−∞
+

∫ ∞

ε

}
ϕ(x)

x
dx .

En efecto, supongamos que ϕ(x) = 0 para |x| > a > 0, donde a = a[ϕ]; entonces

(49.9)

(
VP

1

x
, ϕ(x)

)
= limε→0+

{∫ −ε

−a

+

∫ a

ε

}
ϕ(x)− ϕ(0) + ϕ(0)

x
dx =

=

∫ a

−a

ϕ(x)− ϕ(0)

x
dx + ϕ(0) limε→0+ {log(ε/a) + log(a/ε)} ,

donde el último término se anula.

Esta funcional es claramente lineal. Para ver que también es continua conside-

remos una secuencia ϕn(x) → ϕ(x) en K. Por el teorema del valor medio, tenemos

(49.10)

(
VP

1

x
, [ϕn(x)− ϕ(x)]

)
=

∫ a

−a

[ϕn(x)− ϕ(x)]− [ϕn(0)− ϕ(0)]

x
dx =

=

∫ a

−a

x [ϕ′n(c(x))− ϕ′(c(x))]

x
dx ,

donde c(x) está entre x y 0. Entonces,

(49.11)

∣∣∣∣
(

VP
1

x
, [ϕn(x)− ϕ(x)]

)∣∣∣∣ ≤ 2 a εn → 0 ,

puesto que ϕ′n(x) → ϕ′(x) uniformemente en [−a, a]. De ese modo, VP 1
x

define

una distribución singular.

50. Propiedades locales de las distribuciones

Como aplicaciones de K en C, las distribuciones no tienen un sentido puntual.

Pero śı es posible asignarles propiedades locales en el siguiente sentido.

Se dice que una distribución es nula en un conjunto abierto de la recta si

∀ϕ(x) ∈ K cuyo soporte está contenido en ese conjunto es (f, ϕ) = 0. Por ejemplo,

δ(x) es nula en algún entorno de todo punto x 6= 0.

Si f es no nula en todo entorno de un punto x0, se dice que x0 es un punto

esencial de f . Por ejemplo, x0 es un punto esencial de δ(x − x0). Similarmente,

x = 0 es un punto esencial de la distribución regular correspondiente a la función

f(x) = x2 (a pesar de que f(0) = 0).
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El conjunto de los puntos esenciales de una distribución constituye su sopor-

te, Sop(f). Por ejemplo, el soporte de δ(x − x0) está concentrado en un punto,

Sop(δ(x−x0)) = {x0}. En el caso de una funcional regular f definida por una fun-

ción localmente sumable f(x) (definida en casi todo punto), Sop(f) es la clausura

del conjunto de puntos donde f(x) 6= 0.

Si una función de prueba ϕ0(x) ∈ K se anula idénticamente en un abierto que

contiene al soporte de una distribución f , entonces (f, ϕ0) = 0. De ese modo, es

posible modificar la función de prueba fuera del soporte de una distribución sin

modificar el valor que esta toma, (f, ϕ + ϕ0) = (f, ϕ).

51. El espacio dual: K∗

Sobre el conjunto de las distribuciones se definen las operaciones de adición y

multiplicación por números de manera que

(51.1) (αf + βg, ϕ) := α∗ (f, ϕ) + β∗ (g, ϕ) , ∀ϕ(x) ∈ K ,

con lo que evidentemente se obtienen funcionales lineales y continuas. Para el caso

de funcionales regulares, esto se reduce a las operaciones usuales sobre las funciones

que las definen,

(51.2)

α∗
∫ ∞

−∞
f(x)∗ϕ(x) dx + β∗

∫ ∞

−∞
g(x)∗ϕ(x) dx =

=

∫ ∞

−∞
[αf(x) + βg(x)]∗ ϕ(x) dx .

Aśı estructurado, el conjunto de las distribuciones sobre K constituye un espacio

lineal, llamado espacio dual de K y denotado por K∗.
En el espacio K∗ se introduce el siguiente sentido de convergencia: se dice que

una secuencia de distribuciones {fn} converge débilmente a f ∈ K∗ si

(51.3) ĺım
n→∞

(fn, ϕ) = (f, ϕ) , ∀ϕ(x) ∈ K .

Si el ĺımite de una secuencia de distribuciones existe, entonces es único. En

efecto, si {fn} → f y {fn} → g enK∗ entonces, para toda función ϕ(x) ∈ K se tiene

que (f, ϕ) = (g, ϕ), de donde resulta que (como aplicaciones) las distribuciones f

y g son iguales.

Por otra parte, la operación de pasaje al ĺımite es lineal: si {fn} → f y {gn} → g

en K∗, se tiene que

(51.4) ĺım
n→∞

(αfn + βgn, ϕ) = ĺım
n→∞

{α∗ (fn, ϕ) + β∗ (gn, ϕ)} = (αf + βg, ϕ) ,
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para toda función ϕ(x) ∈ K. En consecuencia,

(51.5) ĺım
n→∞

[αfn + βgn] = αf + βg .

En particular, si una distribución es el ĺımite de una serie en K∗,

(51.6) f =
∞∑

k=1

hk ⇒ (f, ϕ) = ĺım
n→∞

(
n∑

k=1

hk, ϕ

)
=

∞∑

k=1

(hk, ϕ) , ∀ϕ(x) ∈ K .

La convergencia en L2(R) implica convergencia débil en K∗. En efecto, si una

secuencia de funciones de cuadrado sumable converge en media, {fn} → f , para

la secuencia de funcionales regulares que ellas definen tenemos que

(51.7) (fn, ϕ) = (fn, ϕ)L2(R) →n→∞ (f, ϕ)L2(R) = (f, ϕ) ,

para toda función ϕ(x) ∈ K ⊂ L2(R), en virtud de la continuidad del producto

escalar en ese espacio de Hilbert.

En el caso de funcionales regulares, la convergencia débil también estará asegura-

da toda vez que pueda conmutarse el ĺımite con la integral que define la funcional.

Ese es el caso de secuencias de funciones localmente sumables que convergen uni-

formemente en todo intervalo cerrado. En efecto, si fn(x) → f(x) uniformemente

en todo conjunto compacto,

(51.8) (fn − f, ϕ) =

∫ b[ϕ]

a[ϕ]

[fn(x)− f(x)]∗ ϕ(x) dx →n→∞ 0 .

El pasaje al ĺımite bajo el signo integral es también posible bajo condiciones menos

restrictivas, como por ejemplo cuando

fn(x) → f(x) en casi todo punto y |fn(x)| ≤ g(x), ∀n, donde g(x) es

localmente sumable,

fn(x) → f(x) monótonamente, siendo f(x) localmente sumable.

Ejemplos: Sea

(51.9) fε(x) :=





1

x
, |x| > ε ,

0 , |x| ≤ ε .

Esta función permite definir una funcional regular que tiene por ĺımite en K∗ a

una distribución singular,

(51.10) ĺım
ε→0

fε = VP
1

x

(en este caso no es posible intercambiar el ĺımite con la integral).
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Otro ejemplo de una secuencia de funcionales regulares que converge a una

distribución singular es

(51.11) ft(x) =
e−

x2

4t√
4πt

→t→0+ δ(x) .

En efecto,

(51.12)

(
e−

x2

4t√
4πt

, ϕ(x)

)
=

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

e−
x2

4t√
4πt

[ϕ(0) + ϕ(x)− ϕ(0)] dx =

ϕ(0)
1√
π

∫ a[ϕ]√
4t

−a[ϕ]√
4t

e−z2

dz +
1√
π

∫ a[ϕ]√
4t

−a[ϕ]√
4t

e−z2
[
ϕ(z

√
4t)− ϕ(0)

]
dz → ϕ(0)

para t → 0+, puesto que ϕ(z
√

4t) − ϕ(0) = z
√

4t ϕ′(c(z, t)), con c(z, t) entre 0 y

z
√

4t, en virtud del teorema del valor medio, mientras que ϕ′(x) está uniforme-

mente acotada en toda la recta. ¦

Se puede demostrar de manera general que toda funcional singular es el ĺımite

débil de una secuencia de distribuciones regulares, que incluso pueden ser elegidas

como definidas por funciones del espacio C∞(R).

Similarmente, toda distribución de soporte compacto es el ĺımite débil de una

secuencia de distribuciones regulares definidas por funciones del espacio C∞0 (R).

También es posible mostrar que K∗ es completo en el sentido de que, si existe el

ĺımite de las secuencias numéricas ĺımn→∞(fn, ϕ), ∀ϕ(x) ∈ K, entonces el conjunto

de esos ĺımites define una funcional lineal y continua sobre K,

(51.13) (f, ϕ) := ĺım
n→∞

(fn, ϕ) .

Tratándose de aplicaciones de K en el cuerpo de los complejos, no existe una

operación de producto o composición de distribuciones que, en el caso de funcio-

nales regulares, corresponda al producto usual (punto a punto) de funciones. Pero

śı es posible definir el producto de distribuciones por funciones en C∞(R) de la

siguiente manera.

Definición 51.1. Dada f ∈ K∗ y α(x) ∈ C∞(R) se define la funcional αf mediante

la relación

(51.14) (αf, ϕ) := (f, α∗ϕ) ,

lo que tiene sentido puesto que, para toda función ϕ(x) ∈ K, α(x)∗ϕ(x) ∈ K.

Aśı definida, αf es una funcional lineal y continua.
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La linealidad de αf es evidente. Para verificar la continuidad consideremos una

secuencia convergente en K, ϕn → ϕ. Las funciones α(x)∗ϕn(x) son idénticamente

nulas fuera de un mismo intervalo acotado, dentro del cual la secuencia de sus de-

rivadas k-ésimas converge uniformemente, (α(x)∗ϕn(x))(k) → (α(x)∗ϕ(x))(k). Por

lo tanto, la secuencia α(x)∗ϕn(x) → α(x)∗ϕ(x) en K. Entonces, como consecuencia

de la continuidad de f tenemos

(51.15) (αf, ϕn) = (f, α∗ϕn) → (f, α∗ϕ) = (αf, ϕ) .

52. La derivación en K∗

Consideremos primero una funcional regular definida por una función f(x) ab-

solutamente continua en la recta, (f, ϕ) =
∫∞
−∞ f(x)∗ϕ(x) dx. Como su derivada

f ′(x) existe en casi todo punto y es localmente integrable, podemos definir otra

funcional regular como

(52.1) (f ′, ϕ) =

∫ ∞

−∞
f ′(x)∗ϕ(x) dx = −

∫ ∞

−∞
f(x)∗ϕ′(x) dx = − (f, ϕ′) ,

donde (para integrar por partes) hemos tenido en cuenta que ϕ ∈ K es diferencia-

ble y de soporte compacto, y (en el último paso) que la derivación es una aplicación

de K → K (ver (48.3)).

Nótese que en el miembro de la derecha en (52.1) ya no aparece la derivada de

la función f(x). De hecho, dado que ϕ′(x) ∈ K, esa expresión tiene sentido para

toda funcional f ∈ K∗. Esto sugiere la siguiente definición.

Definición 52.1. Dada una distribución sobre K, f ∈ K∗, se define su derivada

como la funcional cuyos valores están dados por

(52.2) (f ′, ϕ) := − (f, ϕ′) , ∀ϕ(x) ∈ K .

Aśı definida, f ′ es una funcional lineal y continua. En efecto, f ′ es lineal como

consecuencia de que la derivación sobre funciones de K es lineal. En cuanto a la

continuidad, nótese que si ϕn(x) → ϕ(x) en K, de la definición de convergencia en

K (ver Sección 48) resulta que la secuencia de sus derivadas también converge en

ese espacio a la derivada del ĺımite, ϕ′n(x) → ϕ′(x). Entonces, como consecuencia

de la continuidad de f tenemos

(52.3) (f ′, ϕn) = − (f, ϕ′n) → − (f, ϕ′) = (f ′, ϕ) .

De esa definición surgen las siguientes propiedades:
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• La derivación en K∗ es una operación lineal, pues ∀ϕ(x) ∈ K

(52.4)

((f + g)′, ϕ) = − (f + g, ϕ′) = − (f, ϕ′)− (g, ϕ′) =

= (f ′, ϕ) + (g′, ϕ) = (f ′ + g′, ϕ) .

• Toda función generalizada admite derivadas de todo orden. En efecto, para toda

función ϕ(x) ∈ K ⇒ ϕ(n)(x) ∈ K, ∀n. Entonces

(52.5)
(
f (n), ϕ

)
= (−1)n

(
f, ϕ(n)

)
.

• La operación de derivación es continua en K∗. Supongamos que la secuencia de

funciones generalizadas {fn} converge a f en K∗. Entonces, ∀ϕ(x) ∈ K se tiene

(52.6) (f ′n, ϕ) = − (fn, ϕ
′) → − (f, ϕ′) = (f ′, ϕ) .

Por lo tanto, f ′n → f ′ en K∗.
• Como consecuencia de la continuidad de la derivación, toda serie convergente de

funciones generalizadas puede ser derivada término a término cualquier número

de veces,

(52.7) f =
∞∑

k=1

hk ⇒ f (n) =
∞∑

k=1

h
(n)
k .

Esto representa una libertad que no se tiene cuando se trata de series de funciones,

ya que en ese caso se deben requerir condiciones adicionales, como la convergencia

uniforme de la serie de las derivadas, para poder asegurar que ésta converge a la

derivada de la suma de la serie.

Ejemplos: La secuencia de distribuciones regulares
{

sin(νx)
ν

}
tiende a la distri-

bución nula 0 ∈ K∗ cuando ν →∞, dado que la secuencia de funciones converge

uniformemente a 0 en toda la recta,

(52.8) ĺım
ν→∞

(
sin(νx)

ν
, ϕ(x)

)
=

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

ĺım
ν→∞

(
sin(νx)

ν

)
ϕ(x) dx = 0 ,

∀ϕ(x) ∈ K.

Entonces, dado que la derivación es una operación continua en K∗,

(52.9)

(
ĺım

ν→∞
sin(νx)

ν

)′
= ĺım

ν→∞

(
sin(νx)

ν

)′
= ĺım

ν→∞
cos(νx) = 0 .

Similarmente, ĺımν→∞ sin(νx) = 0. Y tomando sucesivas derivadas,

(52.10) ĺım
ν→∞

[νn cos(νx)] = 0 = ĺım
ν→∞

[νn sin(νx)] .
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Consideremos la función discontinua

(52.11) θ(x) :=

{
1, x ≥ 1

0, x < 0

y la distribución regular que ella define,

(52.12) (θ(x), ϕ(x)) =

∫ ∞

0

ϕ(x) dx .

Su derivada resulta

(52.13) (θ′(x), ϕ(x)) = − (θ(x), ϕ′(x)) = −
∫ ∞

0

ϕ′(x) dx = ϕ(0) = (δ(x), ϕ(x)) ,

para toda ϕ ∈ K. En consecuencia, θ′(x) = δ(x).

Similarmente,

(52.14) (δ′(x), ϕ(x)) = − (δ(x), ϕ′(x)) = −ϕ′(0) .

¦

Sea f(x) una función continua en R, cuya derivada es continua a trozos, con

discontinuidades aisladas de altura finita en los puntos {ak}. Ella define una dis-

tribución regular (que denotamos por f) cuya derivada está dada por

(52.15)

(f ′, ϕ) = −
∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

f(x)∗ϕ′(x) dx =

=
∑

k

∫ ak+1

ak

f ′(x)∗ϕ(x) dx−

−
∑

k

{f(ak+1 − 0)∗ϕ(ak+1)− f(ak + 0)∗ϕ(ak)} ,

donde la primera suma en el miembro de la derecha es finita en razón de que ϕ

es de soporte compacto, y la segunda es nula porque f(x) es continua. Entonces,

la derivada de la distribución f es una funcional regular definida por la función

f ′(x) (este es un caso particular de distribución regular definida por una función

absolutamente continua, que ya hemos considerado al principio de esta Sección -

ver ec. (52.1)).

Sea ahora f(x) una función continua y diferenciable a trozos, con discontinui-

dades aisladas (sin puntos de acumulación) de altura finita en los puntos {ak},
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donde f(ak + 0)− f(ak − 0) = hk. La derivada de la distribución regular que ella

define satisface

(52.16)

(f ′, ϕ) = −
∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

f(x)∗ϕ′(x) dx =

=
∑

k

∫ ak+1

ak

f ′(x)∗ϕ(x) dx +
∑

k

[f(ak + 0)∗ − f(ak − 0))∗] ϕ(ak)

=

∫ ∞

−∞

df

dx

∗
ϕ(x) dx +

∑

k

h∗k ϕ(ak) ,

para toda ϕ ∈ K. En consecuencia, la derivada de f es una funcional singular dada

por

(52.17) f ′ =
df

dx
+

∑

k

hk δ(x− ak) ,

donde hemos llamado df
dx

a la distribución regular definida por la función f ′(x)

(que, por hipótesis, existe en casi todo punto y es localmente integrable). Téngase

en cuenta que la serie en el segundo miembro es convergente en K∗ puesto que,

aplicada a una función de soporte compacto, siempre se reduce a una suma finita.

Ejemplo: Consideremos ahora la función definida como

(52.18) f(x) =
π − x

2
, 0 < x < π ,

y extendida a toda la recta como función impar de peŕıodo 2π. Esta es una función

discontinua en los puntos xk = 2πk con k ∈ Z, con una discontinuidad de altura

h = π en todos ellos. Excepto en los puntos de discontinuidad, esta función es

diferenciable y su derivada es f ′(x) = −1/2.

Por el resultado anterior, podemos escribir la derivada de la función generalizada

que ella define como

(52.19) f ′ = −1

2
+ π

∞∑

k=−∞
δ(x− 2πk) ,

donde la serie del segundo miembro es una funcional bien definida ya que su valor

en una función ϕ(x) ∈ K se reduce a una suma finita.

La función f(x) también puede ser representada mediante su serie de Fourier,

(52.20) f(x) ∼
∞∑

k=1

sin(kx)

k
,
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que converge puntualmente al valor de f(x) para todo x 6= 2πk y converge a 0 en

los puntos de discontinuidad de f(x). Como la convergencia no es uniforme, esto

no es suficiente para concluir que esta serie converge en K∗ a la distribución f .

Para ver que esa serie también converge débilmente36, recordemos primero que la

serie de Fourier de una función continua a trozos en el intervalo (−π, π) puede ser

integrada término a término, resultando en una serie que converge puntualmente

en ese intervalo a la integral de la función (que es alĺı una función continua).

En nuestro caso, la serie

(52.21) F (x) = −
∞∑

k=1

cos(kx)

k2

converge absoluta y uniformemente en toda la recta a una primitiva de f(x), que

es continua y 2π-periódica: F ′(x) = f(x) excepto en los puntos de discontinuidad

de f(x). Por lo tanto, el segundo miembro de la ecuación (52.21), entendida como

serie de distribuciones regulares, también converge en el espacio K∗ a la funcional

regular F definida por la función (continua en R y diferenciable a trozos) F (x).

En esas condiciones, la continuidad de la derivación en K∗ nos permite derivar

esa serie término a término para obtener

(52.22) F ′ = f =
∞∑

k=1

sin(kx)

k
.

Pero como esta serie converge en K∗, puede ser nuevamente derivada término a

término para obtener de (52.19) y (52.22)

(52.23) f ′ =
∞∑

k=1

cos(kx) = −1

2
+ π

∞∑

k=−∞
δ(x− 2πk) .

De esta igualdad se deduce el siguiente desarrollo de Fourier para la δ-periódica:

(52.24)
∞∑

k=−∞
δ(x− 2πk) =

1

2π

∞∑

k=−∞
eikx .

¦
Un razonamiento similar permite asignar un sentido como distribución a la suma

de series de la forma
∑∞

k=−∞ Cke
ikx, donde los coeficientes satisfacen relaciones

|Ck| ≤ Mkn−2, con M constante y n ∈ N.

Entendidas como series de funciones, ellas son claramente divergentes. Pero como

series de funcionales regulares resultan convergentes, dado que son la derivada

n-ésima como distribución de una serie que converge uniformemente en toda la

36La convergencia débil también está garantizada por la convergencia en media de la serie de

Fourier en todo compacto.
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recta a un ĺımite continuo y 2π-periódico (y que, por lo tanto, también converge

débilmente):

(52.25) F (x) =
∞∑

k=−∞

Ck

(ik)n
eikx ⇒ F (n) =

∞∑

k=−∞
Cke

ikx .

De hecho, se puede demostrar que toda distribución (regular o singular) es la

derivada de cierto orden de una distribución regular definida por una función

continua.

En particular, consideremos una distribución f ∈ K∗ de soporte compacto,

Sop (f) ⊂ [−a, a], con a > 0. Para un dado ε > 0, tomemos una función real

hε(x) ∈ C∞0 (R) que satisfaga

(52.26) hε(x) =





1 ,∀ |x| ≤ a ,

0 ,∀ |x| ≥ a + ε .

En esas condiciones, ∀ϕ(x) ∈ K tenemos que

(52.27) (f, ϕ) = (f, hε ϕ) + (f, [1− hε] ϕ) = (f, hε ϕ) ,

dado que Sop(f)∩ Sop[1− hε(x)] = ∅.
Ahora bien, como f puede representarse como f

(n)
0 , donde f0 una distribución

regular definida por una función continua f0(x) y n ∈ N, podemos escribir

(52.28)

(f, ϕ) =
(
f

(n)
0 , hε ϕ

)
= (−1)n

(
f0, (hε ϕ)(n)

)

= (−1)n
∑n

k=0

(
n

k

) (
f0, h

(n−k)
ε ϕ(k)

)

=
∑n

k=0(−1)n−k

(
n

k

)((
h

(n−k)
ε f0

)(k)

, ϕ

)
.

Por lo tanto, ∀ ε > 0 existe un conjunto de funciones continuas

(52.29) fε,k(x) = (−1)n−k

(
n

k

)
hε(x)(n−k) f0(x) , k = 0, 1, . . . , n ,

con soporte contenido en el intervalo cerrado [−(a + ε), a + ε], tales que la distri-

bución de soporte compacto f puede escribirse como

(52.30) f =
n∑

k=0

(
fε,k(x)

)(k)
.
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Si f ∈ K∗ tiene soporte concentrado en un punto x0 ∈ R, un razonamiento

similar permite mostrar que en este caso la funcional es de la forma

(52.31) f =
n∑

k=0

ak δ(k)(x− x0) ,

para algún n ∈ N.

Vemos entonces que las ŕıgidas restricciones que hemos impuesto sobre las fun-

ciones del espacio K (que, no obstante, es denso en L2(R)), nos permiten obtener

un conjunto muy amplio de funciones generalizadas (toda restricción del espacio

conlleva una ampliación del espacio dual) sobre las cuales aplicar con gran libertad

las operaciones de paso al ĺımite y diferenciación antes definidas.

53. Ecuaciones diferenciales en K∗

Consideraremos ahora el problema de reconstruir una función generalizada a

partir de su derivada.

Primero mostraremos que sólo las distribuciones (regulares definidas por fun-

ciones) constantes tienen por derivada a la distribución nula. La igualdad y′ = 0

implica que, para toda ϕ(x) ∈ K, es

(53.1) (y′, ϕ) = − (y, ϕ′) = 0 .

Esta ecuación sólo define a la funcional y en el subespacio de K formado por las

funciones ϕ(x) que son la derivada de una función de prueba.

Una condición necesaria y suficiente para que ϕ0(x) ∈ K sea la derivada de una

función ψ(x) ∈ K es que
∫∞
−∞ ϕ0(x) dx = 0. En efecto, si ϕ0(x) = ψ′(x),

(53.2) ψ(x) =

∫ x

−∞
ϕ0(x) dx ⇒

∫ ∞

−∞
ϕ0(x) dx = 0 .

Inversamente, si ϕ0(x) satisface esa condición, tenemos que la integral∫ x

−∞ ϕ0(x
′) dx′ = 0 para todo x tal que |x| > a[ϕ0] > 0 (con a finito, ya que

ϕ0(x) es de soporte compacto). Entonces, la primitiva

(53.3) ψ(x) =

∫ x

−∞
ϕ0(x

′) dx′ ∈ C∞0 (R) .

Ahora bien, dada una función ϕ(x) ∈ K, en general
∫∞
−∞ ϕ(x) dx = (1, ϕ) =

C 6= 0 (donde 1 corresponde a la distribución regular definida por una función
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idénticamente igual a 1, y C = C[ϕ]). Sea ϕ1(x) ∈ K tal que
∫∞
−∞ ϕ1(x) dx =

(1, ϕ1) = 1. Entonces la diferencia ϕ0(x) = ϕ(x)− Cϕ1(x) satisface que

(53.4)

∫ ∞

−∞
ϕ0(x) dx = C − C = 0 ,

de modo que ϕ0(x) es la derivada de una función de K como en (53.3), ϕ0(x) =

ψ′(x).

En consecuencia, podemos escribir que

(53.5) (y, ϕ) = (y, ϕ0 + Cϕ1) = 0 + C (y, ϕ1) = α∗ (1, ϕ) ,

donde la constante α = (y, ϕ1)
∗.

Por lo tanto, la solución de la ecuación y′ = 0 es una distribución constante,

y = α 1, donde α queda determinado por el valor que la funcional toma sobre una

función particular ϕ1(x) ∈ K.

De esto resulta que si dos distribuciones tienen la misma derivada, f ′ = g′,

entonces sólo difieren en una constante, f = g + α 1.

Ahora mostraremos que toda f ∈ K∗ tiene una primitiva, que es solución de

y′ = f . Esta ecuación significa que, para toda ϕ(x) ∈ K,

(53.6) (y′, ϕ) = − (y, ϕ′) = (f, ϕ) ,

lo que sólo define a la funcional y sobre el subespacio de las funciones de K que

son la derivada de un elemento de K.

Como mostramos anteriormente, podemos escribir una función arbitraria de K
como ϕ(x) = ϕ0(x) + Cϕ1(x), donde ϕ0(x) = ψ′(x), con ψ(x) definida en (53.3),

C = (1, ϕ), y ϕ1(x) es una función fija de K tal que (1, ϕ1) = 1. Entonces, de

(53.6) resulta que

(53.7) (y, ϕ) = (y, ϕ0 + Cϕ1) = − (f, ψ) + C (y, ϕ1) = − (f, ψ) + α∗ (1, ϕ) ,

lo que determina la funcional y en todo K, a menos de una (distribución) constante

aditiva. Esta constante es fijada por el valor que toma la funcional sobre una

función particular, α = (y, ϕ1)
∗.

Se puede ver que el último miembro de (53.7) define una funcional lineal y con-

tinua sobre K. Su primer término determina una solución particular de la ecuación

inhomogénea y′ = f (la correspondiente a α = 0), mientras que la constante es la

solución general de la ecuación homogénea y′ = 0.

La linealidad de y en (53.7) es evidente. Para mostrar su continuidad, considere-

mos una secuencia de funciones ϕ(n)(x) → ϕ(x) en K, cuyos soportes estén conteni-

dos en el intervalo [−a, a], y formemos la secuencia ϕ(n),0(x) = ϕ(n)(x)−Cn ϕ1(x),
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donde Cn = (1, ϕ(n)). Esta secuencia converge a ϕ0(x) = ϕ(x)−C ϕ1(x) en K, con

C = (1, ϕ).

Entonces,

(53.8)

|ψn(x)− ψ(x)| =
∣∣∣
∫ x

−∞
(
ϕ(n),0(y)− ϕ0(y)

)
dy

∣∣∣ ≤

≤ ∫ a

−a
|ϕn(y)− ϕ(y)| dy + |(1, ϕn − ϕ)| ∫∞

−∞ |ϕ1(y)| dy <

< 2 a εn + δn , ∀ x ,

donde el miembro de la derecha puede hacerse tan pequeño como se quiera con

sólo tomar n suficientemente grande.

En esas condiciones, la secuencia {ψn(x)} también converge a ψ(x) en K, y

podemos escribir

(53.9) (y, ϕn − ϕ) = − (f, ψn − ψ) + α∗ (1, ϕn − ϕ) → 0

cuando n →∞.

En particular, si la inhonogeneidad f es regular, ella está definida por una

función f(x) localmente sumable, de la cual F (x) =
∫ x

0
f(x′) dx′ es una primitiva

(absolutamente continua). Entonces, integrando por partes y teniendo en cuenta

que ψ(x) es de soporte compacto, tenemos

(53.10)

− (f, ψ) = −
∫ ∞

−∞
F ′(x)∗ψ(x) dx =

∫ ∞

−∞
F (x)∗ϕ0(x) dx =

=

∫ ∞

−∞
F (x)∗ [ϕ(x)− Cϕ1(x)] dx = (F − β 1, ϕ) ,

donde β = (F, ϕ1)
∗. Esto corresponde a una funcional regular definida por una

primitiva de f(x).

Más generalmente, la ecuación diferencial

(53.11) an(x)y(n) + an−1(x)y(n−1) + · · ·+ a0(x)y = 0 ,

donde ak(x) ∈ C∞(R) , k = 0, 1, . . . , n, no tiene otras soluciones en K∗ que las

correspondientes a las soluciones clásicas de esa ecuación en C∞(R), a menos que

an(x) tenga ceros. En ese caso pueden existir nuevas soluciones cuyas derivadas

tienen soporte concentrado en los ceros de an(x)37. También puede ocurrir que las

37Puede demostrarse que toda distribución con soporte concentrado en un punto x0 es una

combinación lineal de la funcional δ(x − x0) y de un número finito de sus derivadas (ver ec.

(52.31)).
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soluciones clásicas no permitan definir una distribución. Esto se muestra en los

siguientes ejemplos.

Ejemplos: Consideremos la ecuación x y′ = 0. Sus únicas soluciones en el espacio

de funciones C∞(R) son las constantes. En el espacio K∗ ella implica

(53.12) (xy′, ϕ(x)) = − (
y, [x ϕ(x)]′

)
= 0 ,

∀ϕ(x) ∈ K. Esta relación sólo define a la funcional y sobre el subespacio de las

funciones de prueba que son la derivada de una función de K que se anula en x = 0.

Siempre podemos seleccionar dos funciones ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ K tales que

(53.13)

(1, ϕ1(x)) =

∫ ∞

−∞
ϕ1(x) dx = 1 , (1− θ(x), ϕ1(x)) =

∫ 0

−∞
ϕ1(x) dx = 0 ,

(1, ϕ2(x)) =

∫ ∞

−∞
ϕ2(x) dx = 0 , (1− θ(x), ϕ2(x)) =

∫ 0

−∞
ϕ2(x) dx = 1 .

Dada ϕ(x) ∈ K arbitraria, llamemos

(53.14) C1 = (1, ϕ(x)) =

∫ ∞

−∞
ϕ(x) dx, C2 = (1− θ(x), ϕ(x)) =

∫ 0

−∞
ϕ(x) dx .

La función ϕ0(x) = ϕ(x)− C1ϕ1(x)− C2ϕ2(x) satisface

(53.15)

(1, ϕ0(x)) =

∫ ∞

−∞
ϕ0(x) dx, = C1 − C1 − 0 = 0 ,

(1− θ(x), ϕ0(x)) =

∫ 0

−∞
ϕ0(x) dx = C2 − 0− C2 = 0 .

En consecuencia, su primitiva ψ(x), definida como en (53.3), es una función de K
que se anula en el origen. Por lo tanto, por (53.12) tenemos que para toda ϕ(x) ∈ K
es

(53.16)

(y, ϕ) = (y, ψ′(x) + C1ϕ1(x) + C2ϕ2(x)) =

= 0 + C1 (y, ϕ1(x)) + C2 (y, ϕ2(x)) = (α1 + β(1− θ(x)), ϕ) ,

donde α = (y, ϕ1)
∗ y β = (y, ϕ2)

∗.

Vemos entonces que hay dos soluciones linealmente independientes para la e-

cuación x y′ = 0: y1 = 1 y y2 = θ(x). Esto es evidente para la primera, y es fácil

de verificar para la segunda,

(53.17) (x θ′(x), ϕ(x)) = (δ(x), x ϕ(x)) = [xϕ(x)]x=0 = 0 .

Esto también muestra que x δ(x) = 0.
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Consideremos ahora la ecuación diferencial x3y′+2y = 0. La solución clásica en

el espacio de funciones corresponde a

(53.18)
d

dx
log y(x) =

d

dx
x−2 ⇒ y(x) = C e1/x2

.

Pero como esta función no es integrable en ningún intervalo que contenga a x = 0,

ella no permite definir una funcional regular. Más aún, dado que presenta una sin-

gularidad esencial en el origen, tampoco admite una regularización que permita

definir una distribución singular (al estilo de VP 1
x
). De ese modo, la única solución

en K∗ es la trivial, y = 0. ¦

54. La distribución xλ
+

Consideremos la función

(54.1) xλ
+ :=





0, para x ≤ 0 ,

xλ, para x > 0 ,

para −1 < λ < 0. Como es localmente integrable, permite definir una distribución

regular como

(54.2) (xλ
+, ϕ) =

∫ ∞

0

xλϕ(x) dx, −1 < λ < 0 .

Su derivada como función,

(54.3)
d xλ

+

dx
=





0, para x < 0 ,

λ xλ−1, para x > 0 ,

no es integrable en ningún intervalo que contenga al origen, y no corresponde a

una distribución regular.

Pero, naturalmente, su derivada como distribución existe y está dada por

(54.4)

(
(xλ

+)′, ϕ
)

= − (
xλ

+, ϕ′
)

= −
∫ 1

0

xλϕ′(x) dx−
∫ ∞

1

xλϕ′(x) dx =

= − (
xλ[ϕ(x)− ϕ(0)]

)∣∣1
0
+

∫ 1

0

λxλ−1[ϕ(x)− ϕ(0)] dx

− (
xλϕ(x)

)∣∣∞
1

+

∫ ∞

1

λxλ−1ϕ(x) dx =

=

∫ 1

0

λxλ−1[ϕ(x)− ϕ(0)] dx +

∫ ∞

1

λxλ−1ϕ(x) dx + ϕ(0) ,
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para todo −1 < λ < 0. Esta expresión define una funcional singular que, para

funciones de prueba que se anulan en x = 0, se reduce a tomar la integral

(54.5)

∫ ∞

0

λxλ−1ϕ(x) dx .

Para funciones de prueba arbitrarias, ϕ(0) 6= 0, y la última ĺınea de la ecuación

(54.4) constituye una regularización de la integral en (54.5), que en ese caso es

divergente.

Teniendo en cuenta (54.3), resulta natural definir la funcional xλ
+, para −2 <

λ < −1, a partir de la ecuación (54.4) como

(54.6) xλ
+ :=

(
xλ+1

+

λ + 1

)′
,

que evidentemente es lineal y continua en K.

En esas condiciones, para −2 < λ < 0, λ 6= −1 y ∀ϕ ∈ K, tenemos

(54.7)
(
xλ

+, ϕ
)

=

∫ 1

0

xλ[ϕ(x)− ϕ(0)] dx +

∫ ∞

1

xλϕ(x) dx +
ϕ(0)

λ + 1
,

expresión que se reduce a (54.2) para −1 < λ < 0.

Extendiendo de ese modo la definición de xλ
+, hemos obtenido una expresión

para los valores que esa funcional toma sobre funciones de K que tiene sentido en

una región más amplia del parámetro λ, y que se reduce a la expresión original para

−1 < λ < 0. De hecho, el segundo miembro de (54.7) constituye una extensión

anaĺıtica en λ del segundo miembro de (54.2).

En efecto, para toda ϕ(x) ∈ K, F (λ∗) := (xλ
+, ϕ) es una función anaĺıtica de λ∗

en la región −1 < <(λ) < 0 (donde la funcional es regular). Su derivada está dada

por dF
dλ∗ =

∫∞
0

ln xxλ∗ϕ(x) dx, ya que esta integral es absoluta y uniformemente

convergente para esos valores de λ. La extensión anaĺıtica de F (λ∗) permite definir

la funcional xλ
+ para todo valor de λ donde aquella existe.
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En ese sentido, para −1 < λ < 0 podemos escribir (xλ
+, ϕ) de la forma38

(54.10)

(
xλ

+, ϕ
)

=

∫ 1

0

xλ

[
ϕ(x)−

n−1∑

k=0

xk

k!
ϕ(k)(0)

]
dx +

+

∫ ∞

1

xλϕ(x) dx +
n−1∑

k=0

ϕ(k)(0)

k!(λ + 1 + k)
.

Ahora bien, como funciones de λ, la primer integral en el miembro de la derecha de

(54.10) converge para <(λ) > −n− 1, la segunda converge ∀λ complejo, mientras

que la última suma presenta polos simples en λ = −1,−2, ...,−n, cuyos residuos

son

(54.11) Res (xλ
+, ϕ)

∣∣
λ=−k−1

=
ϕ(k)(0)

k!
=

(−1)k

k!

(
δ(k)(x), ϕ(x)

)
.

38Este procedimiento es similar al que permite extender anaĺıticamente la definición de la

función Γ(λ): para λ > −1 se tiene

(54.8)

Γ(λ + 1) :=
∫ ∞

0

xλe−x dx =
∫ 1

0

xλ

[
e−x −

n∑

k=0

(−1)kxk

k!

]
dx +

∫ ∞

1

xλe−x dx +

+
n∑

k=0

(−1)k

k!(λ + 1 + k)
,

expresión que se extiende anaĺıticamente a <(λ) > −n − 1, y presenta polos simples en λ =

−1,−2, ..., con residuos dados por

(54.9) Res Γ(λ + 1)|λ=−k−1 =
(−1)k

k!
.
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Podemos decir entonces que la distribución xλ
+ se extiende anaĺıticamente39 a

todo el plano complejo del parámetro λ, presentando polos simples en los puntos

λ = −1,−2, ...,−n, con residuos dados por las distribuciones

(54.16) Res xλ
+

∣∣
λ=−k−1

=
(−1)k

k!
δ(k)(x) .

Nótese que ∀ϕ(x) ∈ K con soporte contenido en la semirrecta x < 0, la función

(xλ
+, ϕ) es idénticamente nula para <(λ) ∈ (−1, 0). En consecuencia, su extensión

anaĺıtica al resto del plano toma también valores nulos para tales funciones de

prueba. Es decir, el soporte de la extensión anaĺıtica de xλ
+ también está contenido

en el semieje positivo x ≥ 0.

Finalmente, señalemos que xλ−1
+ y Γ(λ) presentan polos simples para los mismos

valores de λ ( λ = −k, con k ∈ N). Entonces, la distribución Φλ := xλ−1
+ /Γ(λ), que

es regular para <(λ) > 0, existe por extensión anaĺıtica en todo el plano complejo

del parámetro λ como una distribución con soporte en R+. En particular, de (54.16)

y (54.9) tenemos que

(54.17) ĺım
λ→−k

Φλ =
Res xλ−1

+

∣∣
λ=−k

Res Γ(λ)|λ=−k

=
(−1)kδ(k)(x)/k!

(−1)k/k!
= δ(k)(x) ,

para k = 0, 1, 2, . . . .

39Este procedimiento de definición de funcionales por extensión anaĺıtica en un parámetro es

conocido como proceso de regularización de integrales divergentes, y suele ser muy usado

en F́ısica por conveniencia de cálculo. Por ejemplo, la integral

(54.12) I =
∫ ∞

0

x−3/2
(
e−ax − e−bx

)
dx

puede ser entendida como el valor en λ = −3/2 de la función anaĺıtica definida por

(54.13) I(λ) =
∫ ∞

0

xλ
(
e−ax − e−bx

)
dx ,

integral que converge para <(λ) > −2. Pero para <(λ) > −1, I(λ) puede ser escrita como

(54.14) I(λ) =
∫ ∞

0

xλe−ax dx−
∫ ∞

0

xλe−ax dx =
(
a−(λ+1) − b−(λ+1)

)
Γ(λ + 1) ,

ya que cada integral es convergente. En virtud de la unicidad de la extensión anaĺıtica, esa

igualdad vale ∀λ 6= −1,−2, .... En particular,

(54.15) I(−3/2) =
(
a1/2 − b1/2

)
Γ(−1/2) = −

(√
a−

√
b
)

2
√

π .

¦
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55. Transformación de Fourier en K. El espacio Z.

Recordemos que el conjunto C∞0 (R) es un subespacio denso del espacio de Sch-

wartz40. Sea ϕ(x) ∈ K ⊂ S. Entonces, su transformada de Fourier es también una

función del espacio de Schwartz, dado que F : S ↔ S.

Pero como esa función es de soporte compacto tenemos

(55.1) F [ϕ](σ) = ψ(σ) =
1√
2π

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

e−iσxϕ(x) dx ,

donde ϕ(x) = 0 ∀x /∈ (−a[ϕ], a[ϕ]). En esas condiciones, ψ(s) puede ser definida

para valores complejos de su argumento, s = σ + iτ . En efecto, la integral

(55.2) ψ(s) =
1√
2π

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

e−iσxeτxϕ(x) dx

existe para todo s ∈ C, puesto que

(55.3) |ψ(s)| ≤ e|τ |a ||ϕ(x)||1√
2π

.

Similarmente, las derivadas de todo orden de ψ(s) también existen en todo el

plano complejo. Ellas están dadas por

(55.4) ψ(n)(s) =
1√
2π

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

e−isx(−ix)nϕ(x) dx ,

dado que esas integrales convergen absoluta y uniformemente en s para todo n ∈ N:

(55.5)
∣∣ψ(n)(s)

∣∣ ≤ eTa ||xn ϕ(x)||1√
2π

, para |=(s)| ≤ T, con T > 0 .

Por lo tanto, la transformada de Fourier de una función del espacio K es una

función anaĺıtica entera (holomorfa en todo el plano - sin singularidades, excepto

en el infinito).

Ya sabemos que dicha transformada de Fourier es también una función de de-

crecimiento rápido sobre el eje real. Para s complejo tenemos

(55.6)

F [ϕ(q)](s) =
1√
2π

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

e−isxϕ(q)(x) dx =

=
1√
2π

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

(is)q e−isxϕ(x) dx = (is)q ψ(s) .

para todo q, de donde resulta que

(55.7) |sqψ(s)| ≤ e|=(s)| a||ϕ(q)||1√
2π

.

40Ver las Notas sobre la transformación de Fourier.
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En consecuencia, ψ(s) es una función de decrecimiento rápido sobre toda recta

horizontal (=(s) = constante).

Inversamente, toda función anaĺıtica entera ψ(s) que verifica desigualdades de

la forma

(55.8) |sqψ(s)| ≤ Kq[ψ] e|=(s)| a[ψ], ∀ q ∈ N
(donde las constantes Kq y a dependen de ψ(s)) es la transformada de Fourier de

una función ϕ(x) ∈ C∞0 (R) que se anula idénticamente para |x| ≥ a.

El conjunto de las funciones anaĺıticas enteras que verifican (55.8) constituye

un espacio lineal, denotado por Z. De ese modo, la transformación de Fourier

establece una correspondencia biuńıvoca entre los espacios K y Z,

(55.9) F : K ↔ Z .

Restringiendo los argumentos de las funciones contenidas en Z a valores reales,

tenemos que Z ⊂ S es un subespacio denso de L2(R). En efecto, sea χ(σ) ∈ L2(R),

y supongamos que χ(σ) ⊥ Z. Entonces,

(55.10)

(χ, ψ)L2(R) = 0, ∀ψ(σ) ∈ Z ⇒

⇒ (F−1[χ](x), ϕ(x))L2(R) = 0, ∀ϕ(x) ∈ K .

Y como K = C∞0 (R) es denso en L2(R), es F−1[χ] = 0 ⇒ χ = 0. Por lo tanto,

todo vector de L2(R) está contenido en Z.

La ecuación (55.4) muestra que si ψ(s) ∈ Z ⇒ ψ(q)(s) ∈ Z, dado que

[(−ix)nϕ(x)] ∈ K. Es decir,

(55.11)
d

ds
: Z → Z .

Evidentemente, el espacio Z también es invariante frente al producto por fun-

ciones anaĺıticas enteras de crecimiento polinomial sobre rectas horizontales (en

particular, polinomios): si P (s) es una función entera que, para ciertas constantes

C > 0 y m ≥ 0 y b > 0, satisface

(55.12) |P (s)| ≤ C (1 + |s|m) e|=(s)|b ⇒ P (s)ψ(s) ∈ Z, ∀ψ(s) ∈ Z .

También es posible trasladar las funciones de Z sin sacarlas de ese espacio. En

efecto, si ψ(s) ∈ Z ⇒ ψ(s + h) ∈ Z,∀h ∈ C.

Por lo dicho anteriormente, vemos que la transformación de Fourier establece

una correspondencia (lineal) biuńıvoca entre el espacio K y el espacio Z, F : K ↔
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Z. Esto permite introducir en Z un sentido de convergencia a partir de la

convergencia en K.

Definición 55.1. Se dice que ψn(s) → ψ(s) en Z si ϕn(x) = F−1[ψn](x) →
ϕ(x) = F−1[ψ](x) en K.

Esto implica, en particular, la convergencia uniforme en toda región acotada

del plano complejo de la secuencia de las derivadas ψ
(k)
n (s) a la correspondiente

derivada del ĺımite, ψ(k)(s). En efecto41, como |ϕn(x)− ϕ(x)| < εn , ∀x, tenemos

que

(55.14)

∣∣ψ(k)
n (s)− ψ(k)(s)

∣∣ =
1√
2π

∣∣∣∣
∫ a

−a

e−isx(−ix)k [ϕn(x)− ϕ(x)]

∣∣∣∣ ≤

≤ ak e|=(s)| a
√

2π
||ϕn(x)− ϕ(x)||1 ≤ ak eT a

√
2π

2 a εn ,

∀ |=(s)| ≤ T , lo que puede hacerse tan pequeño como se quiera con sólo tomar n

suficientemente grande.

Por otra parte, como ψ(s) ∈ Z es una función anaĺıtica entera, su series de

Taylor converge en todo el plano complejo. Entonces, para la función trasladada

podemos escribir

(55.15) ψ(s + h) =
∞∑

k=0

hk

k!
ψ(k)(s), ∀h ∈ C .

Esta serie también converge en el sentido de la convergencia en el espacio Z, pues

(55.16)

F−1

[
n∑

k=0

hk

k!
ψ(k)(s)

]
(x) =

n∑

k=0

hk

k!
F−1

[
ψ(k)(s)

]
(x) =

=
n∑

k=0

hk

k!
(−ix)k ϕ(x) −→n→∞ e−ihxϕ(x)

en el sentido de la convergencia en K.

41Similarmente,

(55.13)

∣∣∣(is)q
[
ψ(k)

n (s)− ψ(k)(s)
]∣∣∣ =

1√
2π

∣∣∣∣
∫ a

−a

e−isx
{
(−ix)k [ϕn(x)− ϕ(x)]

}(q)
∣∣∣∣ ≤

≤ 1√
2π

e|=(s)| a ||{xk [ϕn(x)− ϕ(x)]
}(q) ||1 → 0

cuando n →∞.
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56. Distribuciones sobre Z
De forma similar a como se hizo con el espacio K, se introducen las funcionales

lineales y continuas sobre el espacio Z. Estas distribuciones, que pueden ser

regulares o singulares (con el mismo significado que antes), conforman el espacio

dual Z∗ respecto de operaciones lineales definidas de la misma manera que antes.

Además, se define la convergencia débil en Z∗ de modo que

(56.1) gn → g si (gn, ψ) → (g, ψ) , ∀ψ(σ) ∈ Z .

También se define una operación de derivación sobre elementos de Z∗ de modo

que, para toda función ψ(σ) ∈ Z, la distribución derivada satisface

(56.2) (g′, ψ) = − (g, ψ′) .

Al igual que la derivación en K∗, ésta es una operación continua: si gn → g en Z∗,

entonces (g′n, ψ) = −(gn, ψ
′) → −(g, ψ′) = (g′, ψ).

En particular, L2(R) ⊂ Z∗. En efecto, si g(σ) ∈ L2(R), ella permite definir una

distribución regular sobre Z como el producto escalar

(56.3) (g, ψ) := (g, ψ)L2(R) .

Esta funcional es evidentemente lineal. Para ver que también es continua, tomemos

una secuencia ψn(σ) → ψ(σ) en Z. Esto significa que sus antitransformadas de

Fourier ϕn(x) → ϕ(x) en K y, por lo tanto, también convergen en media. En

esas condiciones, siendo f(x) = F−1[g](x) (en el sentido de L2(R)), y teniendo

en cuenta las propiedades de F y la continuidad del producto escalar en L2(R),

tenemos

(56.4)

(g, ψn) = (g, ψn)L2(R) = (f, ϕn)L2(R) →n→∞

→ (f, ϕ)L2(R) = (g, ψ)L2(R) = (g, ψ) .

57. Transformada de Fourier en K∗

Hemos visto que la transformada de Fourier establece una correspondencia bi-

uńıvoca entre los elementos de los espacios K y Z, que preserva las operaciones

lineales y la convergencia de secuencias. Es posible establecer una correspondencia

similar entre los respectivos espacios duales, K∗ y Z∗, que generaliza la correspon-

dencia inducida por F entre sus subespacios L2(R).
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En efecto, para toda f(x) ∈ L2(R), cuya transformada g(σ) = F [f ](σ) ∈ L2(R),

y para toda función ϕ(x) ∈ K, cuya transformada ψ(σ) = F [ϕ](σ) ∈ Z, tenemos

(57.1) (f, ϕ)K = (f, ϕ)L2(R) = (g, ψ)L2(R) = (g, ψ)Z ,

donde hemos incluido como sub́ındice el espacio en que actúa cada funcional.

Definición 57.1. Dada f ∈ K∗ diremos que g ∈ Z∗ es su transformada de

Fourier si, para toda ψ(σ) ∈ Z, se cumple que

(57.2) (g, ψ)Z = (f, ϕ)K ,

donde ϕ(x) = F−1[ψ](x) ∈ K. Esta relación puede entenderse como una generali-

zación de la igualdad de Parseval.

Cada distribución f ∈ K∗ define, a través de esa relación, una funcional lineal

y continua sobre Z, que denotamos por F [f ]:

(57.3) (F [f ], ψ)Z :=
(
f,F−1[ψ]

)
K .

En efecto, es evidente que F [f ] aśı definida es lineal. Veamos que también es

continua. Consideremos una secuencia convergente ϕn(x) → ϕ(x) en K; sus trans-

formadas de Fourier ψn(σ) → ψ(σ) en Z. Entonces, de (57.3) resulta que

(57.4) (F [f ], ψn)Z = (f, ϕn)K → (f, ϕ)K = (F [f ], ψ)Z ,

dada la continuidad de f .

En ese sentido, toda distribución sobre K tiene una transformada de Fourier,

que es un elemento de Z∗,

(57.5) F : K∗ → Z∗ .

Además, si f1, f2 ∈ K∗ tienen la misma transformada, F [f1] = F [f2] ∈ Z∗ ⇒ f1 =

f2.

Inversamente, toda distribución sobre Z define, a través de (57.2), una distribu-

ción sobre K de la que es su transformada de Fourier. En consecuencia, F es una

aplicación biuńıvoca de K∗ sobre Z∗, F : K∗ ↔ Z∗. Su inversa, F−1 : Z∗ → K∗,
satisface que

(57.6)
(F−1[g], ϕ

)
K = (g,F [ϕ])Z , ∀ϕ(x) ∈ K ,

y se tiene que F−1 [F [f ]] = f, ∀ f ∈ K∗ y F [F−1[g]] = g, ∀ g ∈ Z∗.
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La transformación de Fourier F : K∗ → Z∗ es una aplicación continua (respecto

de la convergencia débil de funcionales). En efecto, si fn → f en el espacio K∗
entonces, para toda ψ(σ) ∈ Z, se tiene

(57.7) (F [fn], ψ)Z = (fn, ϕ)K → (f, ϕ)K = (F [f ], ψ)Z ,

donde ϕ(x) = F−1[ψ](x). Por lo tanto, también se tiene que F [fn] → F [f ] en Z∗.

Similarmente, su inversa F−1 : Z∗ → K∗ es también una aplicación continua.

Puede comprobarse fácilmente que son válidas las mismas fórmulas que para las

transformadas y antitransformadas de Fourier de derivadas de funciones en S:

(57.8)

F [f ]′ = F [−ix f ] ⇒ F [P (x) f ] = P (i d
dσ

)F [f ] ,

F [f ′] = iσF [f ] ⇒ P (σ)F [f ] = F [P (−i d
dx

) f ] .

Por ejemplo,

(57.9)

(F [f ]′, ψ(σ))Z = − (F [f ], ψ′(σ))Z = − (f,−ixϕ(x))K =

= (−ixf, ϕ(x))K = (F [−ixf ], ψ(σ))Z , ∀ψ(σ) ∈ Z .

Ejemplos: La trasformada de Fourier de la distribución δ(x) está dada por

(57.10)

(F [δ(x)], ψ(σ))Z = (δ(x), ϕ(x))K = ϕ(0) =

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
ψ(σ) dσ =

(
1√
2π

, ψ(σ)

)

Z
, ∀ψ(σ) ∈ Z .

Por lo tanto, F [δ(x)] = 1/
√

2π.

Similarmente, para la transformada de Fourier de una constante tenemos

(57.11)

(F [1], ψ(σ))Z = (1, ϕ(x))K =

∫ ∞

−∞
ϕ(x) dx =

√
2π ψ(0) =

=
(√

2π δ(σ), ψ(σ)
)
Z

para toda ψ(σ) ∈ Z. Entonces, F [1] =
√

2π δ(σ).

Consideremos ahora un polinomio P (x) (/∈ L2(R)). Tenemos

(57.12) F [P (x)] = F [P (x)1] = P

(
i

d

dσ

)
F [1] =

√
2π P

(
i

d

dσ

)
δ(σ) ,

que es una distribución con soporte concentrado en el origen.
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Similarmente,

(57.13) F
[
P

(
−i

d

dx

)
δ(x)

]
= P (σ)F [δ(x)] =

1√
2π

P (σ) .

La función ebx ∈ C∞(R) define una distribución regular y, en ese sentido, tiene

una transformada de Fourier. Tenemos

(57.14)

(F [eb x], ψ(σ)
)
Z =

(
eb x 1, ϕ(x)

)
K =

(
1, eb∗x ϕ(x)

)
K =

(√
2π δ(σ), ψ (σ − (ib)∗)

)
Z

=
√

2π ψ (−(ib)∗) =

=
√

2π
∞∑

k=0

((−ib)∗)k

k!
ψ(k)(0) =

=
√

2π
∞∑

k=0

((−ib)∗)k

k!

(
(−1)kδ(k)(σ), ψ(σ)

)
,

para toda función (entera) ψ(σ) ∈ Z. Entonces,

(57.15) δ(σ + ib) := F [eb x](σ) =
∞∑

k=0

(ib)k

k!
δ(k)(σ) ,

donde la serie (formalmente una serie de Taylor) converge débilmente a una distri-

bución que toma valores nulos sobre toda función de Z que se anule en s = (−ib)∗.

¦

En el caso general, el hecho de que las funciones del espacio Z sean anaĺıticas

enteras permite definir funcionales trasladadas, g(σ) → g(σ + h), mediante la

relación

(57.16) (g(σ + h), ψ(σ))Z := (g(σ), ψ(σ − h∗))Z , ∀ψ(σ) ∈ Z ,

lo que evidentemente corresponde a una funcional lineal y continua.

Teniendo en cuenta que la serie de Taylor para ψ(σ) también converge en Z, y

que g es continua, tenemos

(57.17)

(g(σ + h), ψ(σ))Z =
∞∑

k=0

(−h∗)k

k!

(
g(σ), ψ(k)(σ)

)
Z =

= ĺım
n→∞

(
n∑

k=0

hk

k!
g(k)(σ), ψ(σ)

)

Z
,
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de donde resulta la convergencia débil de la serie

(57.18) g(σ + h) =
∞∑

k=0

hk

k!
g(k)(σ) .

En ese sentido, las distribuciones sobre Z son anaĺıticas enteras.

Consideremos ahora una distribución f ∈ K∗ de soporte compacto contenido en

[−a, a]. Ya sabemos que, ∀ ε > 0, tales funcionales pueden ser representadas como

sumas de derivadas de distribuciones regulares definidas por funciones continuas

fε,k(x) con soporte contenido en [−(a + ε), a + ε] (ver ec. (52.30)),

(57.19) f =
n∑

k=0

(
fε,k(x)

)(k)
.

Su transformada de Fourier está dada por

(57.20)

(F [f ], ψ)Z = (f,F−1[ψ])K =

=
∑n

k=0(−1)k
(
fε,k(x), (F−1[ψ](x))

(k)
)
K

=

=
∑n

k=0(−1)k
(F [fε,k(x)], (i σ)kψ(σ)

)
Z =

=
(∑n

k=0(i σ)kgε,k(σ), ψ(σ)
)
Z ,

donde

(57.21) gε,k(s) := F [fε,k(x)](s) =

∫ a+ε

−(a+ε)

e−i s xfε,k(x) dx ,

la transformada de Fourier de una función continua de soporte compacto, es una

función anaĺıtica entera de su argumento que satisface

(57.22)
∣∣∣g(q)

ε,k(s)
∣∣∣ ≤ e|=(s)|(a+ε) (a + ε)q

√
2π

‖ fε,k(x) ‖1 .

En consecuencia, ∀ ε > 0, la transformada de Fourier de una distribución de

soporte compacto puede ser representada como una distribución regular definida

por una función anaĺıtica entera de crecimiento polinomial (sobre el eje real),

(57.23) F [f ] = g(σ) =
n∑

k=0

(i σ)kgε,k(σ) .

Ejemplo: Finalmente obtendremos la transformada de Fourier de la distribución

xλ
+. Para ello tendremos en cuenta que F : K∗ → Z∗ es una aplicación continua.
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Consideremos la función (localmente integrable) e−τxxλ
+, con τ > 0 y λ > 0,

que converge uniformemente a xλ
+ en todo intervalo cerrado [a, b], para τ → 0+.

Entonces, también converge débilmente:

(57.24) ĺım
τ→0+

e−τxxλ
+ = xλ

+ en K∗ ⇒ ĺım
τ→0+

F [
e−τxxλ

+

]
= F [

xλ
+

]
en Z∗ .

Ahora bien, para τ > 0 y λ > 0, e−τxxλ
+ ∈ L2(R), por lo que su transformada

de Fourier como distribución es una funcional regular determinada por su trans-

formada como función. Teniendo en cuenta que, además, e−τxxλ
+ ∈ L1(R), dicha

transformada está dada por la integral

(57.25) F [
e−τxxλ

+

]
(σ) =

1√
2π

∫ ∞

0

e−i(σ−iτ)xxλ dx .

Cambiando la variable de integración por ξ = (σ − iτ)x, y corriendo el camino

de integración de la recta [0, (σ− iτ)∞) al semieje imaginario negativo, [0,−i∞),

tenemos

(57.26)

F [
e−τxxλ

+

]
(σ) =

1√
2π

(σ − iτ)−λ−1

∫ −i∞

0

e−iξξλ dξ =

=
e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ − iτ)−λ−1

∫ ∞

0

e−ηηλ dη =

=
Γ(λ + 1) e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ − iτ)−λ−1 .

En esas condiciones,

(57.27) F [
xλ

+

]
=

Γ(λ + 1) e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ − i0)−λ−1 ,

donde

(57.28) (σ − i0)−λ−1 := ĺım
τ→0+

(σ − iτ)−λ−1 .

Por otra parte, para toda ψ(σ) ∈ Z y ∀λ > 0,

(57.29)
(F [xλ

+], ψ
)
Z =

(
xλ

+, ϕ
)
K ,

donde ϕ(x) = F−1[ψ](x). Pero ya hemos visto que el miembro de la derecha se

extiende anaĺıticamente (de manera única) a todo el plano complejo de la variable

λ, presentando polos simples en λ = −1.− 2, . . . Por lo tanto, la funcional F [
xλ

+

]

también se extiende anaĺıticamente a todo el plano λ, presentando los mismos

polos. De (57.29) resulta que dicha extensión representa la transformada de Fourier

de la extensión anaĺıtica de xλ
+ para todo λ 6= −1,−2, . . . .
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En particular, la funcional Φλ+1 := xλ
+/Γ(λ+1) existe en todo el plano complejo

λ, y tiene por transformada de Fourier a

(57.30) F [Φλ+1] = F
[

xλ
+

Γ(λ + 1)

]
=

e−i(λ+1)π/2

√
2π

(σ − i0)−λ−1 .

¦

58. Distribuciones temperadas

El conjunto de las funcionales lineales y continuas (respecto de la convergencia

uniforme de las derivadas de todo orden en toda la recta) definidas sobre el espacio

de Schwartz, S ⊃ K, constituye el espacio de las distribuciones temperadas,

S∗ ⊂ K∗42.

El nombre se justifica por el hecho de que este subespacio de K∗ no contiene

distribuciones regulares de crecimiento rápido, como eb x con <(b) 6= 0, que śı tienen

sentido sobre K.

Las definiciones de las operaciones lineales, de derivación y pasaje al ĺımite en

S∗ son enteramente similares a las dadas anteriormente, y no serán repetidas aqúı.

También se puede definir el producto de distribuciones temperadas por funciones

con derivadas de todo orden de crecimiento polinomial: h(x) ∈ C∞(R) tales que

(58.1)
∣∣h(q)(x)

∣∣ ≤ Cq (1 + |x|)kq , q = 0, 1, 2, . . . ,

para ciertas constantes Cq y kq que dependen de h(x).

Se puede demostrar que toda distribución sobre el espacio S es la derivada

de cierto orden de una distribución regular definida por una función continua de

crecimiento polinomial.

Por otra parte, dado que F : S ↔ S, resulta que las transformadas de Fourier

de distribuciones sobre S son también funcionales sobre ese mismo espacio. De

hecho, F es una aplicación biuńıvoca sobre S∗,

(58.2) F : S∗ ↔ S∗ .

59. Producto directo de distribuciones

Sea ϕ(x, y) ∈ C∞0 (R2). Puede definirse una funcional lineal y continua (respecto

de la convergencia uniforme de las derivadas parciales de todo orden) sobre ese

espacio mediante el producto directo de dos distribuciones en una variable:

(59.1) (f(x)× g(y), ϕ(x, y)) := (f(x), (g(y), ϕ(x, y))) .

42Nótese que, como Z ⊂ S ⇒ S∗ ⊂ Z∗
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En efecto, para x fijo, ϕ(x, y) ∈ Ky, de modo que tiene sentido tomar

(59.2) χ(x) := (g(y), ϕ(x, y)) ,

lo que define una función de soporte compacto (dado que ϕ(x, y) es de soporte

compacto en R2, y se anula para |x| ≥ a[ϕ], ∀ y).

Por otra parte, dado que ϕ(x, y) ∈ C∞, por el teorema del valor medio podemos

escribir

(59.3)

∣∣∣∣∣
∂k

yϕ(x + ε, y)− ∂k
yϕ(x, y)

ε
− ∂x∂

k
yϕ(x, y)

∣∣∣∣∣ =

=
∣∣∂x∂

k
yϕ(x + ε1, y)− ∂x∂

k
yϕ(x, y)

∣∣ =
∣∣ε1 ∂2

x∂
k
yϕ(x + ε2, y)

∣∣ <

< |ε|Mk[ϕ] →ε→0 0, ∀x, y ∈ R,∀ k ∈ N ,

donde |ε| > |ε1| > |ε2| > 0.

Entonces,

(59.4) ĺım
ε→0

ϕ(x + ε, y)− ϕ(x, y)

ε
= ∂xϕ(x, y) , en Ky, ∀x ∈ R

(donde ∂xϕ(x, y) ∈ C∞0 (R2)). En consecuencia, como g es una funcional continua,

∀x ∈ R tenemos

(59.5) χ′(x) = ĺım
ε→0

(
g(y),

ϕ(x + ε, y)− ϕ(x, y)

ε

)
= (g(y), ∂xϕ(x, y)) .

Con el mismo argumento vemos que, en general,

(59.6) χ(n)(x) = (g(y), ∂n
xϕ(x, y)) .

Por lo tanto, χ(x) ∈ C∞0 (R), y el producto directo está bien definido:

(59.7) (f(x)× g(y), ϕ(x, y)) = (f(x), χ(x)) .

60. Producto de convolución en L1(R)

Sean f(x), g(x) ∈ L1(R). La función definida por la convolución de f(x) y

g(x),

(60.1) h(x) = (f ∗ g) (x) :=

∫ ∞

−∞
f(x− y) g(y) dy ∈ L1(R) .
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En efecto,

(60.2)

||h||1 =

∫ ∞

−∞
|h(x)| dx ≤

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x− y)| |g(y)| dy dx =

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
|f(x)| |g(y)| dx dy = ||f ||1 ||g||1 ,

donde se ha cambiado el orden de integración (lo que está justificado por el teo-

rema de Fubini, ya que la integral doble existe), y se ha cambiado la variable de

integración x → x + y.

Aśı definido, el producto de convolución es asociativo y conmutativo,

(60.3) (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h) , f ∗ g = g ∗ f .

Por ejemplo,

(60.4) (f ∗ g)(x) =

∫ ∞

−∞
f(x− y) g(y) dy =

∫ ∞

−∞
f(z) g(x− z) dz = (g ∗ f)(x),

donde se ha cambiado la variable de integración por z = x− y.

La convolución (f ∗ g) (x) ∈ L1(R) permite definir una distribución regular sobre

K,

(60.5) (f ∗ g, ϕ) =

∫ ∞

−∞

{∫ ∞

−∞
f(x− y) g(y) dy

}∗
ϕ(x) dx ,

donde ϕ(x) ∈ K. Como esta función es acotada, la integral doble existe; entonces

se puede cambiar el orden de las integrales y la variable de integración x → x + y,

para obtener

(60.6)

(f ∗ g, ϕ) =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x− y)∗ g(y)∗ϕ(x) dx dy =

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f(x)∗ g(y)∗ϕ(x + y) dx dy =

∫ ∞

−∞
f(x)∗ (g(y), ϕ(x + y)) dx ,

ya que la función desplazada ϕ(x + y) ∈ Ky.

En la Sección anterior hemos visto que la función

(60.7) χ(x) = (g(y), ϕ(x + y)) ∈ C∞(R)

como consecuencia de la continuidad de g y de que ϕ(x + y) ∈ C∞(R2). Pero,

en general, χ(x) no es una función de soporte compacto en la recta debido a que

ϕ(x + y) no es de soporte compacto en el plano, sino que toma valores constantes

sobre las rectas x + y = constante.
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No obstante, existen ciertos casos en los que

(60.8) (f ∗ g, ϕ) =

∫ ∞

−∞
f(x)∗χ(x) dx

puede interpretarse como el valor que la distribución f toma sobre una función del

espacio K.

Por ejemplo, supongamos que la función g(y) sea de soporte compacto en la

recta y. Como ϕ(x + y) también lo es, y su soporte se desplaza a medida que se

vaŕıa x, se ve que para |x| suficientemente grande la intersección de ambos soportes

es vaćıa. En esas condiciones, χ(x) ∈ C∞0 (R) y

(60.9) (f ∗ g, ϕ) = (f, χ) .

Como el producto de convolución es simétrico, la misma conclusión se obtiene

si f(x) es de soporte compacto, intercambiando los roles de g(x) y f(x).

Supongamos ahora que el soporte de g(y) sólo esté acotado de un lado, digamos

por abajo. Como el soporte de ϕ(x + y) se desplaza hacia la izquierda cuando x

crece, para x suficientemente grande la intersección de ambos soportes es vaćıa.

En consecuencia, existe un a[ϕ] tal que si x ≥ a[ϕ], entonces la función χ(x) = 0.

Es decir, en este caso χ(x) ∈ C∞(R), y su soporte está acotado por arriba.

Ahora bien, si el soporte de la función f(x) también está acotado por abajo, la

intersección de los soportes de f(x) y χ(x), Sop(f(x))
⋂

Sop(χ(x)), es un compac-

to. La integral en el segundo miembro de (60.8) sólo es sensible a los valores de

χ(x) en esa intersección, y su valor no cambia si cambiamos la función χ(x) por

otra función de C∞0 (R) que coincida con ella en el soporte de f(x):

(60.10) χ(x) → χ̂(x) ∈ K, tal que χ̂(x) = χ(x), ∀x ∈ Sop(f(x)) .

En esas condiciones,

(60.11) (f ∗ g, ϕ) =

∫ ∞

−∞
f(x)∗χ(x) dx =

∫ ∞

−∞
f(x)∗χ̂(x) dx = (f, χ̂) .

Similares conclusiones se obtienen para el caso en que los soportes de f(x) y

g(x) estén ambos acotados por arriba.

Vemos entonces que, al menos cuando

una de las funciones f(x) o g(x) tiene soporte compacto,

ambas funciones tienen soporte acotado del mismo lado,
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la distribución regular definida por el producto de convolución f ∗ g puede descri-

birse como

(60.12) (f ∗ g, ϕ) = (f, χ̂) (ó (g, χ̂)) ,

donde χ̂(x) ∈ K es tal que

(60.13) χ̂(x) = χ(x) = (g(y), ϕ(x + y)) , ∀x ∈ Sop(f(x)) .

Nótese que en ambos casos la intersección

(60.14) Sop(f(x)× g(y)) ∩ Sop(ϕ(x + y))

es un compacto en el plano. Con un razonamiento similar al anterior, también

podŕıamos cambiar

(60.15)

ϕ(x + y) → ϕ̂(x, y) ∈ C∞0 (R2), tal que

ϕ̂(x, y) = ϕ(x + y), ∀ 〈x, y〉 ∈ Sop(f(x)× g(y)) ,

y representar a la distribución f ∗ g como un producto directo de distribuciones,

(60.16) ((f ∗ g)(x), ϕ(x)) = (f(x)× g(y), ϕ̂(x, y)) .

61. Producto de convolución en K∗

Teniendo en cuenta que para mostrar que χ(x) = (g(y), ϕ(x + y)) ∈ C∞(R)

sólo hemos recurrido a la continuidad de la funcional g, vemos que las mismas

consideraciones hechas en la Sección anterior valen para todo par de distribuciones

f, g ∈ K∗.
Entonces, cuando la intersección de los soportes

(61.1) Sop(f(x)× g(y)) ∩ Sop(ϕ(x + y))

es un compacto en el plano, lo que ocurre al menos cuando

f ó g es de soporte compacto,

f y g tienen soporte acotado del mismo lado,

podemos definir el producto de convolución de esas distribuciones como un

producto directo:

Definición 61.1. ∀ϕ(x) ∈ K,

(61.2) ((f ∗ g)(x), ϕ(x)) := (f(x)× g(y), ϕ̂(x, y)) ,

donde ϕ̂(x, y) ∈ C∞0 (R2) tal que

(61.3) ϕ̂(x, y) = ϕ(x + y), ∀ 〈x, y〉 ∈ Sop(f(x)× g(y)) .
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En esas condiciones, se puede demostrar que el producto de convolución de

distribuciones tiene las mismas propiedades de asociatividad y conmutatividad

que la convolución de funciones en L1(R), ecuación (60.3).

Ejemplo: Si f y g son distribuciones regulares definidas por funciones localmente

sumables, f(x) y g(x), que tienen su soporte contenido en la semirrecta x ≥ 0,

tenemos

(61.4)

(f ∗ g, ϕ) =
(
f(x), ̂(g(y), ϕ(x + y))

)
=

=

∫ ∞

0

f(x)∗
∫ ∞

0

g(y)∗ϕ(x + y) dy dx =

=

∫ a[ϕ]

0

f(x)∗
∫ a[ϕ]

x

g(y − x)∗ϕ(y) dy dx =

=

∫ a[ϕ]

0

{∫ y

0

f(x) g(y − x) dx

}∗
ϕ(y) dy =

=

(∫ y

0

f(x) g(y − x) dx, ϕ(y)

)
,

donde ϕ(x) ∈ K tal que ϕ(x) = 0, ∀x > a[ϕ]. Entonces, la convolución f ∗ g es la

distribución regular dada por la función

(61.5) (f ∗ g)(x) =

∫ x

0

f(ξ) g(x− ξ) dξ =

∫ x

0

f(x− ξ) g(ξ) dξ .

¦

La funcional δ(x − a) es de soporte compacto, al igual que sus derivadas de

todo orden, de modo que existe su convolución con todo otro elemento de K∗:
∀ϕ(x) ∈ K se tiene

(61.6)

(δ(x− a) ∗ f(x), ϕ(x)) = (f(x) ∗ δ(x− a), ϕ(x)) =

= (f(x) (δ(y − a), ϕ(x + y))) = (f(x), ϕ(x + a)) .

Recordando que

(61.7) (f(x− a), ϕ(x)) := (f(x), ϕ(x + a))

vemos que

(61.8) δ(x− a) ∗ f(x) = f(x) ∗ δ(x− a) = f(x− a) .
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En particular, para a = 0,

(61.9) δ(x) ∗ f(x) = f(x) ∗ δ(x) = f(x) ,

lo que muestra que δ(x) es la unidad respecto del producto de convolución.

Si Dx es un operador diferencial a coeficientes constantes, tenemos

(61.10)

(Dxδ(x) ∗ f(x), ϕ(x)) = (f(x), (Dyδ(y), ϕ(x + y))) =

=
(
f(x),

(
δ(y), D∗

yϕ(x + y)
))

= (f(x), (δ(y), D∗
xϕ(x + y))) =

= (f(x), D∗
xϕ(x)) = (Dxf(x), ϕ(x)) .

Por lo tanto,

(61.11) Dxδ(x) ∗ f(x) = Dxf(x) .

Además,

(61.12)

(Dx(f ∗ g)(x), ϕ(x)) = ((f ∗ g)(x), D∗
xϕ(x)) =

=
(
f(x), ̂(

g(y), D∗
x+yϕ(x + y)

))
=

(
f(x), ̂(Dyg(y), ϕ(x + y))

)
=

= (f(x) ∗Dxg(x), ϕ(x))

de modo que

(61.13) Dx(f ∗ g)(x) = f(x) ∗Dxg(x) = Dxf(x) ∗ g(x) .

Entonces, un operador diferencial a coeficientes constantes aplicado sobre un pro-

ducto de convolución actúa sobre uno cualquiera de los factores.

Lema 61.2. De la convergencia fn → f en K∗ se deduce la convergencia de

fn ∗ g → f ∗ g en, al menos, las siguientes condiciones:

los soportes de las distribuciones {fn} están contenidos en un mismo con-

junto compacto,

g es de soporte compacto,

los soportes de {fn} y g están acotados del mismo lado y de manera inde-

pendiente de n.

En esos casos, el producto de convolución es continuo en K∗,
(61.14) ĺım

n→∞
(fn ∗ g) =

(
ĺım

n→∞
fn

)
∗ g .
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Corolario 61.3. Si la funcional ft depende de un parámetro t y existe su deri-

vada débil respecto de t,

(61.15) (∂tft(x), ϕ(x)) := ĺım
ε→0

(
ft+ε(x)− ft(x)

ε
, ϕ(x)

)
,

entonces

(61.16) ∂t (ft ∗ g) = ∂tft ∗ g

en cualquiera de las siguientes condiciones:

las funcionales ft tienen sus soportes contenidos en un mismo conjunto

compacto, independiente de t,

g es de soporte compacto,

ft y g tienen soportes acotados del mismo lado, y de manera independiente

de t.

Es sabido que la transformada de Fourier de un producto de convolución de

funciones sumables en la recta, f1(x), f2(x) ∈ L1(R), está dado por el producto de

sus transformadas de Fourier, F [f1 ∗ f2](σ) =
√

2πF [f1](σ)F [f2](σ). Veremos que

esta propiedad se extiende al producto de convolución de distribuciones sobre el

espacio K cuando uno de los factores es una funcional de soporte compacto.

En efecto, si f1, f2 ∈ K∗, y f2 es de soporte compacto, el producto de convolución

f1 ∗ f2 está definido por

(61.17) (f1 ∗ f2, ϕ) = (f1, χ) ,

donde

(61.18) χ(x) = (f2(y), ϕ(x + y)) ∈ C∞0 (R) .

Ya sabemos que la transformada de Fourier de una distribución de soporte com-

pacto puede ser representada como una distribución regular sobre el espacio Z, de-

finida por una función anaĺıtica entera de crecimiento polinomial (ver ec. (57.23)),

F [f2](σ) = g2(σ). En esas condiciones,

(61.19)

χ(x) = (f2(y), ϕ(x + y))K = (F [f2(y)],F [ϕ(x + y)])Z =

= (g2(σ), ei σ xψ(σ))Z =
∫∞
−∞ ei σ xg∗2(σ) ψ(σ) dσ =

=
√

2πF−1 [g∗2(σ) ψ(σ)] (x) ,

donde ψ(σ) = F [ϕ(x)](σ), y donde hemos tenido en cuenta que el producto

g∗2(σ) ψ(σ) ∈ Z.
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En consecuencia,

(61.20)

(f1 ∗ f2, ϕ)K =
(
f1,
√

2πF−1 [g∗2(σ) ψ(σ)]
)
K =

(F [f1],
√

2π g∗2(σ) ψ(σ)
)
Z =

(√
2π g2(σ)F [f1], ψ(σ)

)
Z =

= (F [f1 ∗ f2], ψ)Z , ∀ψ(σ) ∈ Z .

Por lo tanto,

(61.21) F [f1 ∗ f2] =
√

2πF [f1]F [f2] ,

donde una de las distribuciones tiene soporte compacto y su transformada de

Fourier es una función anaĺıtica entera de crecimiento (a lo sumo) polinomial.

62. Aplicaciones del producto de convolución

Ecuaciones eĺıpticas: Sea ρ(x) ,x ∈ R3, una densidad de masa continua y de

soporte compacto. El potencial gravitatorio que produce satisface la ecuación di-

ferencial de Poisson,

(62.1) 4v(x) = ρ(x) ,

cuya solución es una función con derivadas continuas de segundo orden dada por

la integral

(62.2) v(x) =
−1

4π

∫

R3

ρ(y)

‖ x− y ‖ d3y .

Ahora bien, esa expresión tiene el aspecto de una convolución (en tres dimen-

siones):

(62.3) v = G ∗ ρ ,

donde la función de Green del Laplaciano43, G =
−1

4 π r
con r = ‖ x ‖, es una

distribución regular definida sobre C∞0 (R3) que satisface

(62.9) 4G(x) = δ(x) .

43La función de Green del Laplaciano en un espacio de dimensión n es la solución de la

ecuación diferencial inhomogénea

(62.4) 4G = δ ⇒ G =
− r2−n

(n− 2) Ωn
, n > 2 ,

donde Ωn =
2 πn/2

Γ(n/2)
es la superficie de la esfera de radio 1 en dicho espacio.
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Consideremos ahora una distribución arbitraria de soporte compacto, ρ ∈ C∞0 (R3)∗.

La distribución definida por la convolución v =
( −1

4 π r

) ∗ ρ satisface la ecuación de

Poisson,

(62.10) 4v = 4
( −1

4 π r
∗ ρ

)
=

(
4 −1

4 π r

)
∗ ρ = δ ∗ ρ = ρ .

¦

En general, dada una ecuación diferencial eĺıptica a coeficientes constantes,

(62.11) Lu = f ,

ella puede ser estudiada en el espacio de distribuciones (tomando por inhomoge-

neidad f a una distribución de soporte compacto).

La función de Green de L es una distribución que satisface

(62.12) LG = δ .

Ella está definida a menos de una solución de la ecuación homogénea. Si G es

conocida, una solución particular de la ecuación inhomogénea (62.11) puede ser

En efecto, como r2−n es una distribución regular (respecto de la medida de integración dnx =

rn−1 dr dΩ), para ϕ(r,Ω) ∈ C∞0 (Rn) tenemos

(62.5)

(4rn−2, ϕ
)

=
(
rn−2,4ϕ

)
= ĺım

ε→0+

∫

r≥ε

r2−n4ϕ(x) dnx =

= ĺım
ε→0+

∫

r≥ε

{−→∇ ·
[
r2−n−→∇ϕ(x)− ϕ(x)

−→∇r2−n
]

+ ϕ(x)4r2−n
}

dnx .

Teniendo en cuenta que r2−n es una función homogénea de grado (2−n), se verifica que 4r2−n =

0. Entonces,

(62.6)

(4rn−2, ϕ
)

= ĺım
ε→0+

∫

r=ε

{−ε2−n ∂rϕ(x) + ϕ(x) (n− 2) ε1−n
}

εn−1 dΩn

= ĺım
ε→0+

{
−ε

∫

r=ε

∂rϕ(x) dΩn + (n− 2)
∫

r=ε

ϕ(x) dΩn

}
=

= 0 + (2− n)Ωn ϕ(0) = (2− n)Ωn (δ(x), ϕ(x)) ,

para toda ϕ(x) ∈ C∞0 (Rn).

En consecuencia,

(62.7) 4
(

r2−n

(2− n)Ω

)
= δ(x) ,

para n ≥ 3. Para dimensión n = 2, un cálculo enteramente similar muestra que

(62.8) 4
(

log r

2π

)
= δ(x) .

¦
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escrita como u = G ∗ f . En efecto,

(62.13) Lu = L (G ∗ f) = LG ∗ f = δ ∗ f = f .

Ecuaciones parabólicas: En la teoŕıa de la transmisión del calor, la temperatura

de una barra infinita evoluciona según la ecuación

(62.14)
∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
,

donde u(x, t) tiene una derivada primera respecto de t y una derivada segunda

respecto de x continuas para t > 0. Si la distribución inicial de temperatura en

la barra está dada por la función u(x, t = 0) = µ(x), la solución de (62.14) para

t > 0 es

(62.15) u(x, t) =
1√
4πt

∫ ∞

−∞
e
−(x− y)2

4t µ(y) dy .

Si µ(x) ∈ L1(R), esta integral (que existe para una clase más amplia de funciones)

puede ser escrita como la convolución

(62.16) u(x, t) =
e
−x2

4t√
4πt

∗ µ(x) .

En el caso general, podemos suponer que µ(x) es una distribución arbitraria de

soporte compacto, mientras que u(x, t) en (62.16) es una distribución en la variable

x que también depende del parámetro t.

La derivada débil de u(x, t) respecto de ese parámetro está dada por

(62.17) ∂tu(x, t) = ∂t




e
−x2

4t√
4πt

∗ µ(x)


 = ∂t




e
−x2

4t√
4πt


 ∗ µ(x) ,

en razón de las propiedades de continuidad de la convolución antes mencionadas.

Po otra parte,

(62.18) ∂2
xu(x, t) = ∂2

x




e
−x2

4t√
4πt

∗ µ(x)


 = ∂2

x




e
−x2

4t√
4πt


 ∗ µ(x) .

Finalmente, teniendo en cuenta que e−
x2

4t√
4πt

∈ C∞ (R× (R+\{0})), de modo que

sus derivadas como distribución y derivada débil coinciden con las respectivas
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derivadas parciales como función de ambas variables44, y dado que

(62.20)

{
∂

∂t
− ∂2

∂x2

}
e
−x2

4t√
4πt

= 0 ,

vemos que u(x, t) satisface la ecuación diferencial

(62.21)

{
∂

∂t
− ∂2

∂x2

}
u(x, t) = 0 .

Además, para t → 0+ también satisface la condición inicial,

(62.22) ĺım
t→0+




e
−x2

4t√
4πt

∗ µ(x)


 = ĺım

t→0+




e
−x2

4t√
4πt


 ∗ µ(x) = δ(x) ∗ µ(x) = µ(x)

(ver ecuación (51.11)). ¦

En el caso general, dada la ecuación diferencial a coeficientes constantes

(62.23)
∂u

∂t
= P

(
∂

∂x

)
u ,

donde u(x, t) es una distribución en la variable x que depende además del paráme-

tro t, el problema de Cauchy consiste en hallar una solución que se reduzca a una

distribución dada µ(x) para t → 0+.

La solución de esa ecuación para la cual la condición inicial es µ(x) = δ(x),

G(x, t), es llamada solución fundamental. Una vez conocida G(x, t), la solución

del problema de Cauchy se expresa como

(62.24) u(x, t) = G(x, t) ∗ µ(x) ,

suponiendo que la convolución en el miembro de la derecha esté bien definida. En

efecto, para t > 0 tenemos

(62.25)

{
∂

∂t
− P

(
∂

∂x

)}
u(x, t) =

=

{
∂

∂t
− P

(
∂

∂x

)}
G(x, t) ∗ µ(x) = 0 ∗ µ(x) = 0 ,

44En efecto,

(62.19) ∂t

(
e−

x2
4t√

4πt
, ϕ(x)

)
=

∫ a[ϕ]

−a[ϕ]

∂t

(
e−

x2
4t√

4πt

)
ϕ(x) dx ,

puesto que esta integral converge uniformemente para t > 0.
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mientras que

(62.26) ĺım
t→0+

u(x, t) = ĺım
t→0+

G(x, t) ∗ µ(x) = δ(x) ∗ µ(x) = µ(x) .

Ecuaciones hiperbólicas: Una solución fundamental de la ecuación de las

ondas en una dimensión,

(62.27)
∂2u

∂t2
− ∂2u

∂x2
= 0 ,

está dada por

(62.28) G(x, t) =
1

2
{θ(x + t)− θ(x− t)} .

En efecto, es inmediato mostrar que45

(62.31)
∂2G

∂t2
− ∂2G

∂x2
= 0 .

En cuanto a la condición inicial, es evidente que

(62.32)

ĺım
t→0+

G(x, t) = 0,

ĺım
t→0+

∂tG(x, t) = ĺım
t→0+

1

2
{δ(x + t) + δ(x− t)} = δ(x) .

Llamemos Ġ(x, t) a la derivada débil de G(x, t) respecto de t,

(62.33) Ġ(x, t) := ∂tG(x, t) =
1

2
{δ(x + t) + δ(x− t)} .

Ella constituye una segunda solución fundamental, que difiere de la primera en las

condiciones iniciales que satisface.

En efecto, también resulta inmediato verificar que

(62.34)
∂2Ġ

∂t2
− ∂2Ġ

∂x2
= 0 .

Por otra parte,

(62.35)

ĺım
t→0+

Ġ(x, t) = ĺım
t→0+

∂tG(x, t) = δ(x) ,

ĺım
t→0+

∂tĠ(x, t) = ĺım
t→0+

∂2
t G(x, t) = ĺım

t→0+
∂2

xG(x, t) = 0 ,

45La derivada débil de θ(x− t) respecto de t está definida por

(62.29) ∂t (θ(x− t), ϕ(x)) = ∂t

∫ ∞

t

ϕ(x) dx = −ϕ(t) = − (δ(x− t), ϕ(x)) ,

de modo que ∂tθ(x− t) = −δ(x− t). Similarmente,

(62.30) ∂t (δ(x− t), ϕ(x)) = ∂tϕ(t) = ϕ′(t) = (−δ′(x− t), ϕ(x)) ,

de donde ∂tδ(x− t) = −δ′(x− t).
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ya que

(62.36) ĺım
t→0+

(
∂2

xG(x, t), ϕ(x)
)

= ĺım
t→0+

(
G(x, t), ∂2

xϕ(x)
)

= 0

por (62.32).

En esas condiciones, la solución de (62.27) que satisface las condiciones iniciales

u(x, t = 0) = u0(x), ∂tu(x, t = 0) = u1(x), está dada por

(62.37) u(x, t) = G(x, t) ∗ u1(x) + Ġ(x, t) ∗ u0(x) .

En efecto, por las propiedades de la convolución es evidente que

(62.38)

{
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

}
u(x, t) =

=

{
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

}
G(x, t) ∗ u1(x) +

{
∂2

∂t2
− ∂2

∂x2

}
Ġ(x, t) ∗ u0(x) = 0 .

Por otra parte,

(62.39)

u(x, 0+) = 0 ∗ u1(x) + δ(x) ∗ u0(x) = u0(x) ,

∂tu(x, t) = δ(x) ∗ u1(x) + 0 ∗ u0(x) = u1(x) .

Nótese que, siendo G(x, t) y Ġ(x, t) de soporte compacto ∀ t > 0, la ecuación

(62.37) tiene sentido ∀u0, u1 ∈ K∗.
Por otra parte, la solución puede ser escrita como

(62.40)

u(x, t) = G(x, t) ∗ u1(x) +
1

2
{δ(x + t) + δ(x− t)} ∗ u0(x) =

= G(x, t) ∗ u1(x) +
1

2
{u0(x + t) + u0(x− t)} ,

en términos de la distribución u0 trasladada. Si además u1 es regular46, obtenemos

la solución de DÁlembert,

(62.42) u(x, t) =
1

2
{u0(x + t) + u0(x− t)}+

1

2

∫ x+t

x−t

u1(y) dy .

¦
46Para u1 regular tenemos

(62.41)

(G(x, t) ∗ u1(x), ϕ(x)) = (u1(y), (G(x, t), ϕ(x + y))) =

=
∫∞
−∞ u∗1(y)

(
1
2

∫ y+t

y−t
ϕ(x) dx

)
dy =

∫∞
−∞

(
1
2

∫ x+t

x−t
u∗1(y) dy

)
ϕ(x) dx .
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Para el caso general de una ecuación de orden m en t, si P (x, t) es un polinomio

en dos variables a coeficientes constantes y de orden m en t, el problema de Cauchy

consiste en hallar la solución de la ecuación diferencial

(62.43) P

(
∂

∂x
,

∂

∂t

)
u(x, t) = 0

que satisfaga las condiciones iniciales

(62.44)

u(x, t = 0) = u0(x), ∂tu(x, t = 0) = u1(x), . . . ,

∂m−1
t u(x, t = 0) = um−1(x) .

Se llama solución fundamental a aquella distribución G0(x, t) que satisface la

ecuación homogénea (62.43), y las condiciones iniciales

(62.45) G0(x, t = 0) = 0, ∂tG0(x, t = 0) = 0, . . . , ∂m−1
t G0(x, t = 0) = δ(x) .

Nótese que

(62.46) P

(
∂

∂x
,

∂

∂t

)
∂k

xG0(x, t) = 0, P

(
∂

∂x
,

∂

∂t

)
∂tG0(x, t) = 0 ,

dado que P tiene coeficientes constantes, y que además

(62.47)

∂k
xG0(x, t = 0) = 0 , ∂t∂

k
xG0(x, t = 0) = 0 , . . . ,

∂m−1
t ∂k

xG0(x, t = 0) = δ(k)(x) ,

∂tG0(x, t = 0) = 0 , ∂t∂tG0(x, t = 0) = 0 , . . . ,

∂m−2
t ∂tG0(x, t = 0) = δ(x) ,

∂m−1
t ∂tG0(x, t) = Q

(
∂
∂x

, ∂
∂t

)
G0(x, t) ,

donde Q(x, t) es un polinomio de orden m− 1 en t, de modo que

(62.48) ∂m−1
t ∂tG0(x, t = 0) = Am−1

(
∂

∂x

)
δ(x) .

Se ve entonces que, tomando combinaciones lineales de ∂tG0(x, t), G0(x, t) y de

sus derivadas respecto de x, es posible construir una segunda solución fundamental

G1(x, t) que satisfaga (62.43) y las condiciones iniciales

(62.49)

G1(x, t = 0) = 0, ∂tG1(x, t = 0) = 0, . . . , ∂m−2
t G1(x, t = 0) = δ(x),

∂m−1
t G1(x, t = 0) = 0 .
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Este proceso puede continuarse para construir nuevas soluciones fundamentales

Gk(x, t), con k = 1, 2, . . . , m − 1, con derivadas nulas en t = 0 a excepción de

∂k
t Gk(x, t = 0) = δ(x), para finalmente expresar la solución de (62.43) y (62.44)

como

(62.50) u(x, t) = Gm−1(x, t)∗u0(x)+Gm−2(x, t)∗u1(x)+ · · ·+G0(x, t)∗um−1(x) .

63. Derivación e integración de orden arbitrario

Sea g(x) una función localmente integrable con soporte en la semirrecta x ≥ 0.

La primitiva de orden n de g(x) que se anula en x = 0 está dada por la fórmula

de Cauchy,

(63.1) g(n)(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

0

g(y) (x− y)n−1 dy ,

para n = 1, 2, . . . , como puede comprobarse fácilmente integrando por partes.

El segundo miembro de esta igualdad también puede ser entendido como el

producto de convolución de dos distribuciones regulares,

(63.2) g(n)(x) = g(x) ∗ xn−1
+

Γ(n)
= g(x) ∗ Φn ,

dado que ambas funcionales tienen soporte contenido en R+ (ver ec. (61.5)).

Pero el miembro de la derecha de (63.2) tiene sentido, no sólo para distribuciones

regulares, sino para toda distribución con soporte en R+. En particular, para n = 1

tenemos

(63.3) g(1)(x) = g(x) ∗ x0
+

Γ(1)
= g(x) ∗ θ(x) ,

lo que corresponde a una primitiva de g como distribución, ya que

(63.4) g′(1)(x) =
d

dx
(θ(x) ∗ g(x)) = θ′(x) ∗ g(x) = δ(x) ∗ g(x) = g(x) .

Nótese que Sop
(
g(1)

) ⊂ R+. En efecto, si Sop(ϕ(x)) ∩ R+ = ∅ entonces

(63.5)

χ(x) := (θ(y), ϕ(x + y)) =
∫∞

x
ϕ(y) dy = 0,∀x ≥ 0 ⇒

⇒ (g(x), χ̂(x)) = 0 ⇒ (
g(1)(x), ϕ(x)

)
= 0 .

Por lo tanto, g(1) es la primitiva de g que tiene su soporte contenido en R+.

En la Sección 54 hemos visto que la distribución Φλ = xλ−1
+ /Γ(λ), que es re-

gular para <(λ) > 0, existe por extensión anaĺıtica en todo el plano complejo del

parámetro λ como una distribución con soporte en R+. En efecto, dado que xλ−1
+
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y Γ(λ) sólo presentan polos simples en λ = −k, con k ∈ N, de (54.16) y (54.9)

tenemos

(63.6) ĺım
λ→−k

Φλ =
Res xλ−1

+

∣∣
λ=−k

Res Γ(λ)|λ=−k

=
(−1)kδ(k)(x)/k!

(−1)k/k!
= δ(k)(x) ,

para k = 0,−1,−2, . . .

En consecuencia, la convolución

(63.7) g(λ) := g ∗ Φλ

tiene sentido ∀ g ∈ K∗ con soporte contenido en R+, y se extiende anaĺıticamente a

todo el plano λ como una distribución con soporte en esa semirecta47. En particular,

para λ = 0 tenemos

(63.8) g(0) = g ∗ Φ0 = g ∗ δ(x) = g ,

mientras que para valores enteros negativos de λ,

(63.9) g(−n) = g ∗ Φ−n = g ∗ δ(n)(x) = g(n)

se reduce a la derivada n-ésima de g (como distribución).

Vemos entonces que una misma expresión, la convolución en el miembro de la

derecha de la ec. (63.7), da las derivadas y primitivas de la distribución g para

valores enteros de λ. Pero esa convolución tiene también sentido ∀λ ∈ C, por

lo que podemos llamar a g(−λ) := g(λ) la derivada de orden (−λ) de g (o,

equivalentemente, su primitiva de orden λ).

Esta operación de derivación (o integración) de orden complejo tiene algunas

propiedades de la derivación usual. Por ejemplo, la derivada de orden −µ de la

derivada de orden −λ es la derivada de orden −(λ + µ). En efecto, consideremos

la convolución

(63.10) Φλ ∗ Φµ =
xλ−1

+

Γ(λ)
∗ xµ−1

+

Γ(µ)
.

Para <(λ) > 0 y <(µ) > 0, se trata de la convolución de distribuciones regulares

con soporte en R+ que, por (61.4) y (61.5), se reduce a la distribución regular

47En efecto, si Sop(ϕ(x)) ∩ R+ = ∅, entonces χ(x) := (Φλ(y), ϕ(x + y)) =
∫ ∞

0

yλ−1

Γ(λ)
ϕ(x +

y) dy = 0, ∀x ≥ 0,∀<(λ) > 0 y, por extensión anaĺıtica, también ∀λ ∈ C. En consecuencia,

(g(x), χ̂(x)) = 0, es decir,
(
g(λ)(x), ϕ(x)

)
= 0.
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definida por la función

(63.11)

(Φλ ∗ Φµ) (x) =

∫ x

0

(x− y)λ−1

Γ(λ)

yµ−1

Γ(µ)
dy =

=
xλ+µ−1

Γ(λ)Γ(µ)

∫ 1

0

(1− z)λ−1 zµ−1 dz

para x ≥ 0, y (Φλ ∗ Φµ) (x) = 0 para x < 0. La integral en el miembro de la

derecha de (63.11) es la función de Euler

(63.12) B(λ, µ) :=

∫ 1

0

(1− z)λ−1 zµ−1 dz =
Γ(λ)Γ(µ)

Γ(λ + µ)
.

En consecuencia, para <(λ),<(µ) > 0 tenemos que

(63.13) Φλ ∗ Φµ =
xλ+µ−1

+

Γ(λ + µ)
= Φλ+µ .

Pero, en virtud de la unicidad de la extensión anaĺıtica de ambos miembros (en λ

y en µ), esta igualdad vale ∀λ, µ ∈ C.

Entonces,

(63.14) (g ∗ Φλ) ∗ Φµ = g ∗ (Φλ ∗ Φµ) = g ∗ Φλ+µ , ∀λ, µ ∈ C .

En particular, si µ = −λ,

(63.15) (g ∗ Φλ) ∗ Φ−λ = g ∗ Φ0 = g ∗ δ(x) = g ,

de donde resulta que las operaciones de derivación e integración de orden arbitrario

son la inversa una de la otra.

Otras consecuencias:

(63.16) Φ1−λ = Φ1−λ ∗ δ(x) = Φ1−λ ∗ Φ−1 ∗ θ(x) = Φ−λ ∗ θ(x) = θ(λ)(x) ,

(63.17)

(
xλ−n−1

+

Γ(λ− n)

)(λ)

= Φλ−n ∗ Φ−λ = Φλ−n−λ = Φ−n = δ(n)(x) .

El problema de Abel: Consideremos una masa m que puede deslizarse sin ro-

zamiento, bajo la acción de la gravedad, sobre una curva en un plano vertical. Se

trata de estudiar el tiempo t(x) que le toma a esa part́ıcula alcanzar el nivel z = 0,

si parte desde el reposo a una altura z = x.

De la conservación de la enerǵıa tenemos

(63.18)
1

2
mv(z)2 = mg(x− z) ⇒ |v(z)| =

√
2g(x− z) .
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Entonces, la componente vertical de la velocidad a una altura z está dada por

(63.19)
dz

dt
= −

√
2g(x− z) sin θ(z) ,

donde θ(z) es el ángulo que forma la tangente a la curva en ese punto con una

recta horizontal.

Si la forma de la curva fuese conocida, digamos y = y(z), tendŕıamos que

cot θ(z) = dy/dz, y la solución estaŕıa dada por

(63.20) t(x) =

∫ x

0

dz√
2g(x− z) sin θ(z)

.

En cambio, la pregunta que se pretende responder aqúı es cual es la curva y(z)

que hace que el tiempo de cáıda, t(x), sea una función dada de la altura x desde la

cual es soltada la part́ıcula. Para ello basta con determinar de (63.20) la función

ϕ(z) = 1/ sin θ(z), por lo que el problema se reduce a resolver la ecuación integral

de Abel

(63.21)

∫ x

0

ϕ(z)√
2g(x− z)

dz = t(x) .

Nótese que se trata de una ecuación integral de primera especie, del tipo de

Volterra, cuyo núcleo no es de cuadrado sumable.

Más generalmente, se llama ecuación de Abel generalizada a

(63.22)

∫ x

0

(x− z)−α

Γ(1− α)
ϕ(z) dz = f(x) ,

donde 0 < α < 1, ϕ(z) es la incógnita y f(x) es una función dada. En particular,

para α ≥ 1/2 el núcleo de ese operador integral de Volterra no es de cuadrado

integrable.

Ahora bien, esta ecuación también puede interpretarse como

(63.23)
x−α

+

Γ(1− α)
∗ ϕ = Φ1−α ∗ ϕ = f ,

que tiene sentido ∀α ∈ C, y ∀ f ∈ K∗ de soporte contenido en R+. Su solución en

el espacio de distribuciones está dada simplemente por

(63.24) ϕ = Φα−1 ∗ (Φ1−α ∗ ϕ) = Φα−1 ∗ f = Φα ∗ Φ−1 ∗ f = Φα ∗ f ′ .

Supongamos ahora que f sea una distribución regular definida por una función

f(x) diferenciable para x 6= 0 y nula para x < 0. Entonces, su derivada como

distribución es

(63.25) f ′(x) =
df(x)

dx
+ f(0+) δ(x) ,
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y la solución de (63.23) se reduce a

(63.26) ϕ(x) = Φα(x) ∗ df(x)

dx
+ f(0+) Φα(x) .

En particular, para α > 0 (lo que hace a Φα regular) se tiene

(63.27) ϕ(x) = f(0+)
xα−1

Γ(α)
+

∫ x

0

(x− z)α−1

Γ(α)

df(z)

dz
dz ,

para x > 0.

Volviendo al problema original (donde α = 1/2), si tomamos, por ejemplo,

f(x) = T
√

2g/π constante, entonces df(x)
dx

= 0 y obtenemos

(63.28) ϕ(x) =
1

sin θ(x)
=

T
√

2g

π
√

x
,

lo que conduce a una cicloide (isócrona) para la trayectoria de la part́ıcula. ¦

64. Descomposición en distribuciones propias

Los operadores (esencialmente autoadjuntos) que representan a los observables

de la Mecánica Cuántica posición e impulso no tienen autovectores en L2(R) .

En efecto,

(64.1)

(x− λ)ϕ(x) = 0 ⇒ ϕ(x) = 0 a. e. ⇒ ϕ(x) = 0(x) ∈ L2(R),

(
−i

d

dx
− λ

)
ϕ(x) = 0 ⇒ ϕ(x) ∼ eiλx /∈ L2(R) .

No obstante, esos problemas de autovalores śı tienen solución en S∗, porque

(64.2) (x− λ) δ(x− λ) = 0 ,∀λ ∈ R ,

mientras que eiλx ∈ S∗ ,∀λ ∈ R.

Veremos en qué sentido estas distribuciones propias conforman sistemas ortogo-

nales y completos.

Primero señalemos que, identificando las funcionales regulares con las funciones

que les dan origen, podemos escribir

(64.3) S ⊂ L2(R) ⊂ S∗ .

Consideremos ahora un operador lineal A : S → S, simétrico y continuo respecto

de la convergencia en ese espacio. Entonces

(64.4)

(ϕ1, Aϕ2)L2(R) = (Aϕ1, ϕ2)L2(R) , ∀ϕ1(x), ϕ2(x) ∈ S ,

ĺım
n→∞

Aϕn(x) = Aϕ(x) en S, ∀ϕn(x) → ϕ(x) en S .
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Su adjunto en L2(R), A†, está definido en un dominio D(A†) ⊃ S, y su gráfica

contiene a la de toda extensión simétrica de A en el espacio de Hilbert.

Por otra parte, para toda funcional f ∈ S∗, la expresión

(64.5) (g, ϕ)S := (f, Aϕ)S

define una distribución sobre S. En efecto, la linealidad de g es evidente a partir

de la linealidad de A y de f . En cuanto a la continuidad, tomemos una secuencia

convergente ϕn(x) → ϕ(x) ∈ S. Entonces

(64.6) ĺım
n→∞

(g, ϕn)S = ĺım
n→∞

(f, Aϕn)S =
(
f, ĺım

n→∞
Aϕn

)
S

= (f, Aϕ)S = (g, ϕ)S ,

dada la continuidad de f y de A.

En esas condiciones, podemos decir que el adjunto de A en S∗, que también

denotaremos por A†, está definido sobre todo ese espacio de modo que

(64.7) A†f = g .

Aśı definido, A† es evidentemente lineal y continuo respecto de la convergencia

débil. En efecto, si fn → f en S∗, ∀ϕ(x) ∈ S tenemos

(64.8) ĺım
n→∞

(
A†fn, ϕ

)
S = ĺım

n→∞
(fn, Aϕ)S = (f, Aϕ)S =

(
A†f, ϕ

)
S .

En particular, ∀ψ(x) ∈ S ⊂ S∗ y ∀ϕ(x) ∈ S, y teniendo en cuenta que A es

simétrico y que Aψ(x) ∈ S, tenemos

(64.9)
(
A†ψ, ϕ

)
S = (ψ, Aϕ)S = (ψ, Aϕ)L2(R) = (Aψ,ϕ)L2(R) = (Aψ, ϕ)S

y, en consecuencia, A†ψ(x) = Aψ(x). En ese sentido, A† constituye una extensión

de A a todo S∗.

Una distribución48 χλ es una funcional propia de A† correspondiente al autovalor

λ si

(64.10) A†χλ = λχλ .

Se puede demostrar el siguiente teorema (ver I. M. Guelfand y G. E. Chilov, Les

distributions, Vol. I - IV).

48Recordemos que toda distribución sobre S es la derivada de cierto orden (finito) de una

distribución regular definida por una función continua en la recta, cuyo crecimiento es a lo sumo

polinomial.
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Teorema 64.1. Si el operador lineal A : S → S es simétrico y continuo, y admite

una extensión autoadjunta en L2(R), entonces la extensión de A a S∗, A†, admite

en ese espacio un sistema ortogonal y completo de distribuciones propias (en

un sentido que se aclara a continuación), correspondientes a autovalores reales.

En ese enunciado, completo significa que toda funcional regular ψ definida por

una función ψ(x) ∈ S (denso en L2(R)) es el ĺımite de un desarrollo débilmente

convergente de la forma

(64.11) ψ =
∑

λ

(χλ, ψ)S χλ .

Esto significa que ∀ϕ(x) ∈ S se tiene

(64.12) (ψ, ϕ)S = (ψ, ϕ)L2(R) =
∑

λ

(χλ, ψ)∗S (χλ, ϕ)S .

En particular, para ψ(x) ≡ ϕ(x),

(64.13) (ϕ, ϕ)S = ‖ ϕ ‖2
2 =

∑

λ

|(χλ, ϕ)S |2 .

Esta ecuación es una generalización de la igualdad de Parseval (que, a su vez,

generaliza el teorema de Pitágoras), lo que justifica el término ortogonal.

Estos resultados se extienden a todo el espacio de Hilbert L2(R) = S en el

siguiente sentido: si f(x) es una función de cuadrado sumable en la recta, entonces

la distribución regular que ella define es el ĺımite débil de un desarrollo de la forma

(64.14) f =
∑

λ

f̃(λ) χλ ,

donde los coeficientes de ese desarrollo satisfacen

(64.15) ‖ f ‖2
2 =

∑

λ

∣∣∣f̃(λ)
∣∣∣
2

.

Ejemplos: El operador impulso, definido como P = −i d
dx

sobre D(P ) = S, es

simétrico y continuo sobre S, y admite una (única) extensión autoadjunta en L2(R)

(ver las Notas sobre operadores no acotados).

Su extensión a S∗ está dada por P †f = −if ′, para toda f ∈ S∗. En efecto,

∀ϕ ∈ S tenemos

(64.16)
(
P †f, ϕ

)
S = (f,−iϕ′)S = (−if ′, ϕ)S .

Las funcionales propias de P † son distribuciones regulares que están dadas por

las funciones χλ =
eiλx
√

2π
para todo λ ∈ R.
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Según el teorema anterior, para ϕ(x) ∈ S se tiene

(64.17) ϕ(x) =

∫ ∞

−∞
ϕ̃(λ)

eiλx
√

2π
dλ

en el sentido de la convergencia débil, donde

(64.18) ϕ̃(λ) =

(
eiλx
√

2π
, ϕ(x)

)
=

∫ ∞

−∞

e−iλx
√

2π
ϕ(x) dx .

En efecto, en este caso ϕ̃(λ) no es otra cosa que la transformada de Fourier de

ϕ(x) ∈ S ⊂ L1(R) y la integral en (64.17) converge uniformemente en λ (ver el

Lema de Riemann - Lebesgue en las Notas sobre la Transformación de Fourier en

L2(R)).

La ortogonalidad se reduce en este caso a

(64.19) ‖ ϕ ‖2
2 =

∫ ∞

−∞
|ϕ̃(λ)|2 dλ = ‖ ϕ̃ ‖2

2 ,

que es la igualdad de Parseval.

Por otra parte, dada f(x) ∈ L2(R), la funcional regular que ella define es el

ĺımite débil de una integral de la forma

(64.20) f(x) = ĺım
N→∞

∫ N

−N

f̃(λ)
eiλx
√

2π
dλ ,

donde f̃(λ) ∈ L2(R) y satisface ‖ f̃(λ) ‖2 = ‖ f(x) ‖2. En efecto, f̃(λ) es aqúı la

transformada de Fourier de f(x) (en el sentido de L2(R)) y la convergencia en

media del lado derecho de (64.20) (ver el Teorema de Plancherel en las Notas

sobre la Transformación de Fourier en L2(R)) garantiza su convergencia débil.

Similarmente, con las distribuciones propias del operador posición podemos es-

cribir para toda f(x) ∈ L2(R),

(64.21) f(x) =

∫ ∞

−∞
f(λ) δ(x− λ) dλ

en el sentido de convergencia débil de la integral. En efecto, ∀ϕ ∈ S tenemos

(64.22)∫ ∞

−∞
f(λ)∗

(
δ(x− λ), ϕ(x)

)
dλ =

∫ ∞

−∞
f(λ)∗ϕ(λ) dλ = (f, ϕ)L2(R) = (f, ϕ)S .

¦
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