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Espacios Euclideos 5

NOTAS SOBRE ESPACIOS EUCLIDEOS

1. ESPACIOS EUCLIDEOS

Un espacio lineal E (sobre el cuerpo de los complejos o los reales) se dice eu-
clideo si tiene definida una regla que a todo par de vectores de E le asigna un
numero complejo (real en el segundo caso), llamado producto escalar, que sa-
tisface los siguientes axiomas: Vx,y,z € Ey Va, 5 € C (o R), el producto escalar

es

= lineal respecto del segundo argumento,

(1.1) (z,ax+ By) =alz,x) + B(z,y),

» Hermitico (simétrico en un espacio real),

(1.2) (y,2) = (z,y)"

(donde A* indica el complejo conjugado de A),

» positivo definido,

(1.3) (r,z) >0,y (z,2) =0 2=0,

donde 0 € E es el vector nulo de ese espacio.

Notese que los primeros dos axiomas implican que el producto escalar en un

espacio complejo es antilineal respecto de su primer argumento,

(1.4) (az+By,z) = (z, 0z + By)" =a’(z,2) + 5(y, 2),

mientras que en un espacio real es bilineal.
Toda forma cuadratica definida sobre un espacio vectorial E, que sea lineal,
Hermitica y positiva definida puede ser tomada como producto escalar, para asi dar-

le a E la estructura de un espacio euclideo.

Ejemplos:
e Para x,y € R", se define

(1.5) (z,y) = Zﬂﬁz Yi ,
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y para x,y € C",
(1.6) (2,9) == > 2} ;.
i=1

En ambos casos se verifican los anteriores axiomas.

e Se denomina C(a,b) al conjunto de las funciones continuas x(t) definidas en
el intervalo —oo < a <t < b < o0. Este conjunto se estructura como un espacio
vectorial respecto de las operaciones usuales de suma de funciones y de producto de
funciones por niimeros, cuyo elemento neutro 0(t) es la funcién idénticamente nula.

Puede definirse en C(a,b) el siguiente producto escalar: para x(t),y(t) € C(a,b),

(L.7) (2,y) = / £(t)° y(t) dt

que satisface todos los axiomas necesarios. En particular,

(1.8) (x,2) = / lz(t)]> dt >0,

y si (z,x) = 0, entonces

(1.9) 0= /b (b)) dt > /bl w(t))? dt >0,

para todo a < a; < by < b. En consecuencia, x(t) = 0. En efecto, como z(t) es
continua, si fuese distinta de cero en un punto también lo seria en todo un entorno
de dicho punto, en contradiccién con (1.9).

Estructurado con ese producto escalar, el espacio euclideo de las funciones con-

tinuas en el intervalo [a, b] se denota por Cy(a,b). o

Los dos primeros axiomas implican que, dadas dos combinaciones lineales de
vectores, x = ay X1+ -+ xg, y = P+ -+ By, donde xy, .. wp, Y1, -y €
E yay,...,anB1,...,0 € C, tenemos

k l

(1.10) (wy) = > ai B (xiy,)-

i=1 j=1

Ademas, el producto escalar por el vector nulo es siempre cero,

(1.11) (z,y) = (¢ +0,y) = (z,9) + (0,y) = (0,y) =0, Vy € E.

Definicién 1.1. El axioma de positividad permite definir una norma o longitud

para cada vector de un espacio euclideo:

(1.12) | z ||:=++/(z,z) > 0.
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En particular, || z [|[=0 < 2 = 0.
Por otra parte, si A € C,

(1.13) Az [[= VIAP(@,2) = A || -

Esto permite normalizar todo vector de longitud no nula. En efecto, si x # 0

entonces || z ||> 0. Sea A € C tal que |\| = || z || ", y sea y = A x. Entonces,
(1.14) Fy ll= A2 =1,
Ejemplos:
&1
e Para z = {2 € R”,
&n
(1.15) loll= @+ + - +e.

e Para z(t) € Cy(a,b)

(1.16) quz{iﬂﬂwﬁw}é.

Definicién 1.2. Un subconjunto F C E se dice acotado si la longitud de todos

los vectores © € F estd acotada por una misma constante, || z ||< K.

Ejemplo:
e La esfera de radio 1 en E, que contiene a todos los vectores de longitud || = ||< 1,

es un conjunto acotado. <o

Consideremos dos vectores no nulos z,y € E para los cuales (z,y) = €? |(z,y)],

y sea A € R. Entonces, el cuadrado de la norma de la combinacién lineal X e x —y,

PA) = Ae’z —y |P= (Ao —y Aez —y) =
(1.17) Nz, ) — e (2, y) — Ne?(y,7) + (y,y) =

=Nl | =2X[(z,9)|+ [ [P =0,
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es un polinomio cuadratico en A que no toma valores negativos. En consecuencia,
P(\) no puede tener dos raices reales distintas, lo que requiere que el discriminante

de la ecuaciéon P(\) = 0 sea no positivo,
2
(=2l yl) =4z *lly*<0.
De aqui se deduce la siguiente
Propiedad 1.3.

(1.18) (@) <=yl -

Esta es la desigualdad de Cauchy - Schwarz, que vale para todo par de

vectores de un espacio euclideo.

Ejemplos:
&1 M
) T2 .
e Para = = _ Y = ] € C", la desigualdad de Cauchy - Schwarz se
€n Tin
reduce a
(1.19) (@, 9)] =D &m| < {Z |£k|2} {Z Ink\z} :
k=1 k=1 k=1

e Para 2(1), y(t) € Co(a, b) tenemos
/ a0 () dt\ <{/ b|x<t>|2dt}2 {/ b|y<t>|2dt}2 |

Supongamos que para un dado par de vectores z,y € E la desigualdad (1.18) se

(120)  |(wy)| =

o

reduce a una igualdad, es decir, |(z, y)| =| z || || v || En ese caso el discriminante

de la ecuacién P(\) = 0 es cero, y P(\) tiene una raiz real doble: 3\, € R tal que
(1.21) PXo) = M’z —y|P=0 = y=(Ne")z.
Dos vectores no nulos proporcionales entre si se dicen colineales.

En un espacio euclideo real, la desigualdad de Cauchy - Schwarz permite definir

el angulo entre dos vectores mediante la relacién

(z,9)

(1.22) cosSTY = —F— .
Il [l

Dos vectores x,y € E se dicen ortogonales si (z,y) = 0, lo que se denota por

x L y. En particular, el vector nulo es ortogonal a todo vector de E.
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En un espacio euclideo real, el angulo entre dos vectores no nulos ortogonales

entre si es /2 (coszy = 0).

Ejemplos:
0
0
e En R”, los vectorese; = | 0 | yes =] 0 | son ortogonales entre si.
0 0
e En CQ(CL, b),
b
(1.23) z(t) Ly(t) = / z(t) y(t)dt =0.
o
El sistema trigonométrico,
(1.24) {cos(kt), kE=0,1,...; sin(lt),l =1,2,... } C Co(—m,m),
es un conjunto infinito de vectores ortogonales entre si (demostrarlo!).
Lema 1.4. Si los vectores no nulos {x1,xa,...,x} son ortogonales entre si, en-

tonces son linealmente independientes.

En efecto, supongamos que, por el contrario, son linealmente dependientes. En-
tonces existen k£ nimeros C;, no todos nulos, tales que Cy z14+C5 o+ - -+Cj 21, = 0.
Supongamos, por ejemplo, que C; # 0, y tomemos el producto escalar de esa com-

binacién lineal nula con el vector x1. Como x; L x; para ¢ # j, tenemos que

(1.25) 0= (21,0) = Cy(zy,21) =Cy ||z, || = 21=0,
en contradiccién con la hipétesis. En consecuencia, C; = 0, Vi = 1,... k, y los
vectores son linealmente independientes. [

Del Lema 1.4 se desprende que si una suma de vectores ortogonales entre si es

el vector nulo, entonces cada sumando es 0.

Se define la dimensién de un espacio euclideo E como el maximo nimero de
vectores linealmente independientes que es posible seleccionar en E. Por ejemplo,
la dimension de C" es n.

La existencia del sistema trigonométrico, ec. (1.24), muestra que los espacios de

funciones Cy(a, b) no tienen dimensién finita.
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Lema 1.5. Si los vectores {x1,xa,...,x} son ortogonales ay € E, entonces toda

combinacion lineal de ellos es también ortogonal a vy,

(1.26) <y, ZC’i :m) = ZCi (y,x;) =0.
U

El conjunto de todas las combinaciones lineales de {x1, o, ..., z)} constituye un
subespacio lineal F C E. Se dice que el vector y es ortogonal a dicho subespacio,

lo que se denota por y 1L F.

En general, se dice que x es ortogonal a un subconjunto G € E si x es ortogonal

a todo vector de dicho subconjunto,

(1.27) r1G e xly VyeG.

Definicién 1.6. Del Lema 1.5 resulta que el conjunto de todos los vectores orto-
gonales a un subconjunto G C E forman un subespacio F C E. Si G es él mismo

un subespacio de E, se dice que F es su complemento ortogonal.

Los espacios euclideos comparten ciertas propiedades métricas conocidas de

la geometria en el plano y el espacio, como lo muestran los siguientes teoremas.

Teorema 1.7. (de Pitigoras) Six,y € E son ortogonales entre si, x 1 y, entonces
(1.28) ety = (@+ya+y) =[a*+[yl’

(en un triangulo rectangulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a

la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos). U

Su generalizacion: Si los vectores {xy,xa, ..., T} son ortogonales entre si, x; L

xj para i # j, entonces

(1.29) Fort o =z P+

Teorema 1.8. (desigualdades triangulares) Dados x,y € E, se tiene que
(1.30) fzll =Nyl <lz+yll<lzll+Iyl

(la longitud de un lado de un tridngulo no supera a la suma de las longitudes de

los otros dos lados, ni es menor que su diferencia en valor absoluto).

En efecto, consideremos el producto escalar

(1.31) le+yl*= @+yety) =z +2R@y) +[ly]* .
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La desigualdad de Cauchy - Schwarz permite escribir

Rz, y)| < @yl <lzllyl=
(1.32)

2 2
(hal=tyl) <he+ylP< (Nal+lyl)
de donde resulta (1.30). O

Por otra parte, es sabido que en un espacio euclideo E,, de dimensién finita n

siempre es posible seleccionar un sistema completo de n vectores ortonormales,
(133) {61,62,...,€n} ‘ (ei7€j> :51']'7

respecto del cual todo vector x € E,, puede ser representado como una combinacion

lineal de la forma
(1.34) r=&e +---+& e,

donde los &; son llamados coeficientes de Fourier de x relativos a la base con-

siderada. Ellos estan dados por
(1.35) &= (e,x), i=1,...,n.

Similarmente, dado y € E,,, y = my1 ey + - - - + 0, €, tenemos para el producto

escalar
(1.36) (w,y) = D> & milene) = & mi,
Q=1 i=1

y para la norma

(1.37) loll = VIal?+- -+ &l

Notese que en estos resultados nada nos permite distinguir entre el espacio

E,, considerado y el espacio C”, en el cual hubiéramos seleccionado los vectores

&1 m
T = §2 ey = 77? . En efecto,
&n n

(1.38) @Per = > &Emy N2 o= VIGP+ -+ 6.
=1
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Definicién 1.9. Dos espacios euclideos, E y E', se dicen isomorfos si es posible
establecer entre sus elementos una correspondencia biunivoca que preserve las

operaciones lineales y los productos escalares:

Ve,ye E3Ja,y e B tal quesiz < 2/, y =y =
(1.39) ar+py—axr+py, Va,€C (0R),

- oo
(l',y)E - (iC Y )E’ .
Evidentemente, el isomorfismo de espacios euclideos establece una relacién de

equivalencia.

Ejemplos:

e Dos espacios euclideos reales, de dimensién finita n, cualesquiera son isomorfos
entre si (y, por lo tanto, isomorfos a R™). Para mostrarlo basta con establecer una
correspondencia uno a uno entre los n vectores de dos de sus respectivas bases

ortonormales.

e Similarmente, todo espacio euclideo complejo de dimension n es isomorfo a C”.

&

2. FORMAS LINEALES SOBRE ESPACIOS EUCLIDEOS

Una funcién escalar (a valores numéricos) definida sobre un espacio euclideo E,

f:E — C (o R), es llamada forma o funcional lineal si satisface

(2.1) flax+By)=af(x)+pf(y), Yo,y € E, Va,5 € C (0 R).

Evidentemente, para una forma lineal tenemos que f(0) =0, y
k k
i=1 i=1

Ejemplos:
e En un espacio n-dimensional E,,, generado por la base {ej,...,e,}, y para x =

& x4+ -+ &, en, tenemos
(2.3) f(z) = Zfi fle) = Z cr &, con ¢ = f(e;)".
i=1 i=1

Por lo tanto, una funcional lineal en un espacio de dimension finita queda deter-

minada por los valores que ella toma sobre los vectores de un sistema completo.
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Ademas, del isomorfismo entre E,, y el espacio de las n-uplas de ntimeros comple-
jos, resulta que f esta representada en este ultimo espacio por el producto escalar
1
por un vector fijo, ¢ :=
Cn
e El producto escalar por un vector fijo de un espacio euclideo arbitrario define

una funcional lineal sobre ese espacio. En efecto, si z € E,
(2.4) f(z):=(z,2), Ve € E

define una forma lineal como consecuencia de la linealidad del producto escalar.

e En particular, si z(t) es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces

b
(2.5) f(x) ::/ z(t)* x(t) dt

define una funcional lineal sobre Cy(a, b).

e Pero no toda funcional lineal en un espacio de dimensiéon infinita puede ser
representada en la forma de un producto escalar por un vector fijo del espacio. En
efecto, consideremos nuevamente el espacio Cs(a,b), y sea ty € [a,b]. El valor que

x(t) € Ca(a,b) toma en el punto ty define una forma lineal,

(2.6) f(x) :=x(ty) .

Téngase en cuenta que no existe ninguna funcién continua 6(¢,¢y) tal que

(2.7) /ba(t,to) 2(t) dt = 2(ty), Ya(t) € Cala,b).

Definicién 2.1. Una funcional f(x) se dice acotada si existe es una constante

0 < K < oo tal que

(2.8) f@) <K|z|, Veek.

3. OPERADORES LINEALES SOBRE ESPACIOS EUCLIDEOS

Un operador sobre un espacio euclideo E es una funciéon a valores vectoriales
definida sobre E, A: E — E.

Un operador A se dice lineal si

(3.1) Alaz+fy)=aAxz+ Ay, Ve,ye E, Va,3€C (o R).
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Para un operador lineal se cumple que A0 =0, y
k k
i=1 i=1

Ejemplos:
e El operador nulo, Oz =0, Vx € E, es un operador lineal.

e Kl operador identidad, Ix = z, Vx € E, es un operador lineal.

e Consideremos un subespacio de dimensién finita n de un espacio euclideo arbi-
trario, E,, C E, y sea {e1,...,e,} un sistema ortonormal y completo en E,. Se

define el operador de proyeccién sobre el subespacio E,, por la relacién

n

(3.3) Px= Zei (€, ).

i=1
Se trata de un operador lineal idempotente: P(Pz) = Pz, Vx € E. En efecto,

como Pe; = e;, tenemos

(3.4) P(Px):PZei(ei,x):Z(ei,x)Pei:Px, VeeE.
i=1

i=1
El proyector sobre el complemento ortogonal de E,, estd dado por P =1 — P.
En efecto, Vr e EyVi=1,... n,

n

(3.5) (ei, (I— P)z) = (er, ) = Y _ (es e5) (ej,2) = 0.

J=1

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.1. dado un subespacio de dimension finita de un espacio euclideo, todo

vector puede ser representado como la suma de dos vectores ortogonales entre si,

(3.6) r=u+wv, donde u=Pzx €E, yv=I1-P)z LE,.

e FEn un espacio de dimensién finita E, generado por el sistema ortonormal y

completo {ey,...,e,}, un operador lineal tal que
(37) Aek:)\kek,kzl,...,n,

con A\, nimeros dados, se dice diagonal. Esos niimeros, llamados autovalores de

A, definen completamente su accién sobre un vector arbitrario:

(38) Ax:A(§1€1+"'+§nen):)‘1£1€1+"'+/\n€nen'
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e La multiplicacion de elementos de Cy(a,b) por una funcién continua fija ¢(t)

define un operador lineal,

(3.9) Va(t) € Ca(a,b), Ax(t) :=@(t)z(t) € Ca(a,b).

e El operador integral de Fredholm, A : Cy(a,b) — Cy(a,b), estd definido por
b
(3.10) y(t) = Ax(t) = / K(t,s)x(s)ds, Vz(t) € Ca(a,b),

donde el niicleo del operador, K (t, s), es una funcién continua de sus dos variables.

e Los operadores de los dos ejemplos anteriores estan definidos sobre todo el es-
pacio Cy(a,b). Pero eventualmente es necesario considerar operadores definidos
tnicamente sobre ciertos subespacios de Cq(a,b). Un ejemplo es el operador dife-

rencial
(3.11) Dx(t) .= 2'(t),

definido sélo sobre el conjunto de aquellas funciones de Cy(a,b) que tienen una

derivada primera continua, x'(t) € Cy(a,b). o

Definicién 3.2. El nicleo (kernel) o subespacio nulo de un operador lineal A,
Ker (A), es el conjunto de vectores z € E que son aplicados en el vector nulo por

la accién de A,
(3.12) Ax =0, VrzeKer(A) CE

(mostrar que se trata de un subespacio).

Definicién 3.3. El rango o imagen de un operador lineal A, Rank (A), es el

conjunto de vectores y € E que son la imagen por A de algun vector de = € E,

(3.13) Vye Rank(A) CE, JzeE |y=Ax.

Un operador lineal definido sobre un espacio euclideo de dimensién finita queda
determinado completamente por los valores que toma sobre una base ortonormal
de ese espacio. En efecto, consideremos un espacio de dimension n, E,,, generado
por un sistema ortonormal completo {ey, ..., e,}. El operador A aplica los vectores

de la base en una combinacién lineal de esos mismos vectores,

(314) Ael:Ze]Aﬂ, z:l,,n,
j=1
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mientras que para un vector arbitrario r = & ey + - - - + &, e, tenemos

i=1 j=1 i=1

El vector imagen y = Ax =mn, e, + - -+ + n, e, tiene por coeficientes de Fourier

an; = 2?:1 A;i &, o bien, en notaciéon matricial,

mn A 0 A &1
(3.16) = e

En consecuencia, haciendo uso del isomorfismo que existe entre el espacio com-
plejo (real) E, y el espacio C* (R"), vemos que todo operador lineal A puede
ser representado por una matriz A de n x n (operador lineal sobre el espacio de
la n-uplas), cuyos elementos de matriz (relativos a la base considerada) estan
dados por A;; = (e;, Aej).

Inversamente, dada una base ortonormal en E,,, toda matriz de n x n define un
operador lineal sobre dicho espacio mediante la relacién (3.15). En consecuencia,
existe una correspondencia biunivoca entre operadores lineales sobre E,, y matrices

de n x n (operadores lineales sobre el espacio de la n-uplas).

Dos operadores lineales A y B definidos sobre un espacio euclideo E son iguales
siAe=Bux, Vo € E.

Al igual que con las matrices, es posible definir operaciones de suma y multipli-
cacién por numeros de operadores lineales sobre un espacio euclideo.
En efecto, sean A, B,C operadores lineales sobre E, y A, A;, Ao numeros; las

siguientes operaciones definen nuevos operadores lineales sobre E:
= la suma o adicién de dos operadores lineales, C' = A+ B, es un operador

lineal definido por

(3.17) Cr:=Ax+Bx, VrekE;

» la multiplicacién o producto de un operador lineal A por un niimero A

es un operador lineal definido por
(3.18) (ANA)z = NAzx), VzeE;

(mostrar en ambos casos que el operador resultante es lineal).
Si O es el operador nulo, y —A = (—1)A, como consecuencia de las operaciones

lineales definidas sobre vectores se verifica de inmediato que
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A+B=B+A,
(A+B)+C=A+(B+C),
A+O=A,

A+ (-4)=0,

1A= A,

Mg A) = (A Ao)A,

M+ A)A= A+ A,

« MA+B)=) A+ \B.

Esto muestra que el conjunto de todos los operadores lineales definidos sobre un
espacio euclideo E forman ellos mismos un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo

que E.

También es posible introducir un producto o composicion de operadores li-
neales, que corresponde al producto usual de matrices. Si A, B son operadores

lineales sobre E, la composicion C' = A B es el operador lineal definido por
(3.19) Cx=(AB)x:= A(Bzx), VzeE.

En efecto, el producto A B asi definido es lineal:

(3.20) (AB)(ax+By)=A(aBx+By)=a(AB)xz+ B(AB)y.

Con esta definicion también se verifica que
» A(BC)=(AB)C,
ABB+C)=AB+ AC,
(A+B)C=AC+ BC,
MAB)=(MNA)B=A(\B),

pero en general
» AB# BA.

Esto es, la composicién de operadores es asociativa, distributiva y no conmutativa

(al igual que el producto de matrices cuadradas).

La asociatividad del producto permite definir potencias positivas de un operador

lineal,
(3.21) Al = A, A= AA,. .., A= AA"  etc.

También se define A% :=I. De esto resulta que A" A™ = A"™™ V¥n,m € N.
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Definicién 3.4. Un operador B que satisface B A = I se dice inverso a izquier-
da de A. Similarmente, si C' satisface AC = I se dice inverso a derecha de
A.

Estos inversos en general no existen (similarmente a lo que ocurre en el caso de
las matrices cuadradas). Una condicién necesaria para la existencia del inverso a
izquierda es que si Axy = 0 = xy = 0. En efecto, B(Axy) = B0=0= (BA)zg =

Il@ =X -

En el caso de espacios de dimension finita, el problema de hallar el operador
inverso a izquierda de A se reduce al de invertir la matriz A asociada al ope-
rador, relativa a una base ortonormal del espacio euclideo. Eso requiere que el
determinante det A # 0, en cuyo caso el inverso a derecha coincide con el inverso
a izquierda, y ambos se denotan por A~!, operador correspondiente a la matriz

inversa A~!.

En el caso de espacios euclideos de dimension infinita, el problema del inverso es
mas delicado. En particular, la existencia de un inverso a izquierda no implica la
existencia de un inverso a derecha. De la misma manera, un inverso a izquierda no
necesariamente tiene a su vez un inverso a izquierda. Esto se ilustra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo:
e Consideremos el espacio lineal formado por el conjunto de los polinomios en t a

coeficientes reales, en el intervalo [—a, al,
(3.22)  Py(—a,a) ={P(t)=ap+art+ayt>+---+a,t", n €N, a, € R}.

Como subespacio del espacio de las funciones continuas Cy(—a,a), se trata de

un espacio euclideo, que tiene dimensién infinita como consecuencia de que las

potencias de t, {t" ,n = 0,1,2, ...} forman un conjunto linealmente independiente.
En este espacio, el operador integral A : Py(—a,a) — P2(—a, a) definido por

2 tn-&-l

t
t
(3.23) AP(t)::/P(s)ds:a0t+a1—+...+a
0

2 "n4+1’
tiene por inversa a izquierda al operador diferencial D : Py(—a,a) — Pa(—a,a)

definido por
(3.24) D P(t):= P'(t).
En efecto,

(3.25) paAPt) =2 / " P(s)ds = P(t).
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De hecho, D tiene infinitas inversas a derecha,

t
(3.26) D / P(s)ds = P(t).
to
Pero D no tiene una inversa a izquierda, puesto que
(327) DP(t):0+a1+2a2t+--'+nant”_1, Y ao

(dicho de otro modo, D(agt°) =0, Vag # 0). o

4. SISTEMAS DE VECTORES ORTOGONALES

Teorema 4.1. Sea x1, 23, ..., %y, ... una secuencia (finita o infinita) de vectores
de un espacio euclideo B, y sea L(x1,...,xx) la variedad lineal generada por los k
primeros vectores de la secuencia. Entonces, siempre existe un sistema de vectores

Y1, Y2, - - Yk, - - tales que, VEk,

L(yi, ..., yx) = L(x1,...,28),
(4.1)

Y1 L L(y1, -, yk) -

Este resultado puede demostrarse por induccion completa. En efecto, suponga-
mos que han sido construidos los primeros vectores 1, y2, ..., Y CON €sas propie-
dades. En particular, para k = 1 basta con tomar y; = 1 (si 1 # 0).

Para un dado k, la variedad lineal L(y1, ..., yx) es un subespacio de dimensién
finita de E, de modo que el vector xp,; puede escribirse como la suma x;,; =
Ups1 + Vg1, donde ugr1 € L(y1, .-+, yk) Y k1 L L(y1, ..., yx) (ver Lema 3.1). En
consecuencia, tomando i1 = vgy1 se satisface la segunda condicién.

Por otra parte, por hipdtesis L(y1,...,yx) = L(x1,...,Tx), mientras que Ty =
Yk+1 + upy1. Por lo tanto, L(xy, ..., x5, Ter1) C L1, - Yk, Yks1)-

Similarmente, dado que ugy1 € L(x1,...,2%) ¥ Ygpt1 = Tkl — Ugt1, entonces

'C(yh <o Yk yk-i—l) - ‘C(xlv sy Ty xk+1)~

Finalmente, si y, = 0 para algin k, eso significa que x; no es linealmente
independiente de los vectores {x1, ..., zx_1}, y puede ser descartado de la secuencia
original. Ademas, los vectores y; # 0 pueden ser normalizados de modo de obtener

una secuencia ortonormal. O

Ejemplo:
e Consideremos la secuencia de funciones linealmente independientes {xo(t) =
La(t) = t,...,2x(t) = t*,...} € Co(—1,1). En este caso, L(xg,...,x}) es el
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subespacio de polinomios P(t) de grado < k, y las funciones ortogonales y(t) =

Pi(t) que se obtienen son los polinomios de Legendre,

Po(t) = yo(t) = zo(t) =1,

Put) = () = ar (1) — 0Ty g

(yoa yo)
(49) Pt = salt) = walt) = (2 ) = (L g ¢
PE) = ul0) = u(0) — LI ) — - T,

5. OPERADORES ACOTADOS

Dado un operador lineal sobre un espacio euclideo, A : E — E, se define su
norma, || A ||, como la minima cota superior o supremo de la funcional || Ax ||
tomada sobre el conjunto de vectores de longitud 1 (vectores unitarios) de ese

espacio,

(5.1) | All:=subgrer | fa=y Il A2 || -

Si || A ||< oo, el operador A se dice acotado.

Definicién 5.1. Todo vector unitario zy € E para el cual esa cota es alcanzada

se dice vector maximo de A.

Ejemplos:
e El operador identidad, I, tiene norma || I |[|= 1,

(5.2) 1= SUP{||z|=1} |1z [|= SUP{||z|=1} |z ||=1,

y todo vector unitario es un vector maximo de I.

e Consideremos un operador diagonal en un espacio de dimension finita n, Ae; =

Ai €5, ¥ sea A\pae €l autovalor de maximo médulo, |A;| < |Apae|, parai=1,...,n,
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correspondiente al vector unitario e,,,, de la base ortonormal considerada. Enton-

ces,
A NP= supgp=ny | Az | =
(5.3) )
- Sup{|§l|2+"'+|§n|2:1} Z |)\1|2 |§l|2 < |)‘mam|2 .
i=1
Por otra parte, | Aémazr ||= |Amaz|- Por lo tanto, || A || = [Amaz| ¥ €masz €s un

vector maximo de A.

e El operador nulo O tiene norma nula,

(5.4) | O|= SUP{|iz|=1} [0]=0.

Inversamente, si A tiene norma nula y || x ||= 1,

(5.5) |AI=0=0<|| Az |[|[<0 = Az=0, Vz e E.

Por lo tanto, || A||=0 & A= 0. o

Lema 5.2. En un espacio euclideo de dimension finita, todo operador lineal resulta

acotado y tiene un vector mdximo.

En efecto, consideremos el caso de un espacio real de dimensién finita n, E,,
donde un vector genérico tiene el desarrollo x = & e1 + -+ + &, e,, con & € R,

respecto de cierta base ortonormal. La funcional
(5.6) F(z):=|| Az ||*>0

se reduce a (ver ec. (3.15))

n

(5.7) F(z) = (Akz&)Q = f(&,....&) €R,

k=1

donde f(&;,...,&,) es una funcién cuadratica de n variables reales'. Esta es una
funciéon continua que debe ser analizada en la esfera de radio 1 de E,, donde
&+ ...+ & =1, lo que corresponde a una regién acotada y cerrada de R".

Ahora bien, toda funciéon continua en una region acotada y cerrada de R”
estd acotada, y como todo conjunto acotado de nimeros reales tiene un supre-
mo, entonces existe || A ||> 0 tal que F(z) <|| A ||

Por otra parte, toda funcién continua f(&,...,&,) en una regién acotada y

cerrada alcanza un valor maximo (que naturalmente coincide con su supremo).

1E] caso de un espacio complejo de dimensién n es enteramente similar, resultando f (£) una

funcion real, cuadratica en 2n variables reales.
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Supongamos que ello ocurre en un punto de coordenadas &Y, ..., &Y. Ese punto de

R" define un vector unitario g = &Y e; +--- + & e, € E, para el cual es

(5.8) | Azo [IP= f(&,-- . &) = A |
y, en consecuencia, es un maximo de A. 0

A diferencia de lo que ocurre en dimensién finita, en el caso de espacios de
dimensién infinita los operadores pueden ser no acotados (de norma no finita) o,

siéndolo, pueden no tener un vector maximo.

Ejemplo:
e Consideremos el operador diferencial de la ec. (3.11) y una funcién de la forma

er € Cy(a,b), entonces
/
(5.9) D [I=ll (e*) lI=ll xe* [I= AT T e I,

donde A\ € C. En consecuencia, || D z(t) || no esta acotado sobre la esfera de radio
1 del subespacio de funciones diferenciables de Cy(a, b).

o

Sea A un operador lineal acotado sobre E, y x € E un vector no nulo. Entonces

y=2x/ || = || es un vector unitario, de modo que

x 1
510 ap| =gl AsisiAl=lasi<iAlz)
(R
Por otra parte, siz =0, || Az ||=0=| A ||| z || . En consecuencia, tenemos la
siguiente

Propiedad 5.3. Si A es un operador lineal acotado sobre un espacio euclideo E,

(5.11) Az [[<[fA[=], Ve ecE.

Propiedad 5.4. La norma de un operador acotado A puede definirse equivalente-

mente como

(512) M = Sup{m,y unitarios} |(y7 AI>| :

En efecto, para todo par de vectores unitarios z,y € E tenemos

(5.13) (, Az)| <[yl Az <Al l=]Al,
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donde hemos empleado la propiedad (5.11). Entonces, M < || A ||. Por otra parte,
V z unitario tal que Az # 0, y con y =|| Az ||! Ax (también unitario y paralelo

a x), resulta
(5.14) ((y, Az)[ =y [[| Az [| =]l Az [[< M,
de modo que supy =y || Az || =[] A[[ < M. Por lo tanto, M =|| A .

Sean A, B operadores lineales acotados sobre un espacio euclideo E. Su suma es

también un operador acotado,

(5.15) [A+B<[Al+ 1B,

como consecuencia de la desigualdad triangular para la norma de los vectores en
E,

(5.16) |(A+B)z ||<|| Az ||+ || Bz |, Vx € E.

Esto significa que el conjunto de los operadores lineales acotados sobre E constituye

un subespacio del espacio vectorial de los operadores lineales.

Ademas, la norma de operadores acotados satisface las siguientes propiedades:

[A=0,y[[A]=0&A=0,
(5.17)
[AA=[A[TA], VAreC.

Las ecs. (5.15) y (5.17) muestran que los operadores lineales acotados sobre un

espacio euclideo forman un espacio normado o espacio de Banach?.

Por otra parte,

(5.19) [AB[ <[ AllBI,
dado que
(5.20) [ AB)z [ <[A|ll Bz [[<IANIB|lz], VreE.

2Un espacio de Banach F es un espacio lineal que tiene definida una norma que, Vi, ¢ € F,

satisface las siguientes propiedades:

|4 >0,y ||¢]=0< 1 =0 (elemento neutro de F),

(5.18) A=Al YAeC,

To+ol<llel+lel -

Un espacio euclideo es automaticamente un espacio de Banach, dado que el producto escalar

permite definir una norma con esas propiedades.
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6. EL OPERADOR ADJUNTO

Dado un operador lineal acotado A, definido sobre todo un espacio euclideo
E, A : E — E, se define su operador adjunto, Af, como aquel operador que

satisface

(6.1) (y,ATx) = (Ay,z) = (z,Ay)" , Vz,y € E.

En el caso de un espacio euclideo de dimensién finita, generado por la base
ortonormal {ej,...,e,}, la matriz asociada al operador adjunto, A’, tiene por

elementos de matriz a

(6.2) (A);; = (e, ATej) = (Aei ;) = (5, Aei)” = (A)], = (AT)

ig

Es decir, la matriz asociada al operador adjunto Af es la matriz adjunta (tras-

puesta y conjugada) de aquella asociada al operador A: A" = AT = (AY)

Si A es un operador acotado, la norma del operador adjunto coincide con la

norma de A. En efecto,

(63) || AT || - Sup{x,y unitarios} |(I7 AT y)| = Sup{x,y unitarios} |(y7 AI)*| :H A ” :

Si xy (unitario) es un vector maximo de A # O (es decir, || Azo ||= | A | > 0),
entonces yg = Axo/ || A || (también unitario) es un vector maximo de A'. En

efecto,

| A []>=| Azg [|*= (z0, AT Aag) <| a0 ||| AT Aap || <
(6.4) <AV Az [[=] AT || A= A|? =

= || Alyo =1l A" .

Definicién 6.1. Un operador acotado A definido sobre un espacio euclideo E se

dice simétrico si

(6.5) (Az,y) = (z,Ay), Vz,y € E.

Dado que

(6.6) (Az,y) = (y, Ax)" = (Aly,2)" = (2, Aly),
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un operador simétrico acotado coincide con su adjunto. En efecto, de (6.5) y (6.6)

resulta que

(6.7) (= (AT= 4)y) =0, ¥z € E,
y en particular, para z = (AT — A) y. En consecuencia,
(6.8) I (AT~ A)yll=0, Vy€E,

de modo que, por el tercer axioma del producto escalar (ec. (1.3)), es ATy =

Ay Vy € E. Es decir, AT = A.

Definicién 6.2. Un operador que coincide con su adjunto se dice autoadjunto.?

Los elementos de matriz de un operador simétrico A en un espacio euclideo de

dimensioén finita, generado por la base ortonormal {ey, ..., e,}, satisfacen
(69) (Ael-,ej) = (6]',1461‘)* :Ajl = (ei,Aej) :A@J

En consecuencia, la matriz asociada a A es autoadjunta (coincide con su tras-

puesta conjugada), AT = A.

7. SUBESPACIOS INVARIANTES. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES

Un subespacio de un espacio euclideo, E' C E, se dice invariante frente a la

accién del operador A : E — E si

(7.1) VeeE, Av e E".

Ejemplos:
e Los subespacios triviales E y {0} son invariantes frente a la accién de todo
operador lineal sobre E.

e Todo subespacio de E es invariante frente a la accion de O y de 1.

e El operador de proyeccion P sobre un subespacio de dimensién finita E, C E
(definido en la ec. (3.3)) deja invariante al subespacio E,, y a su complemento

ortogonal E. En efecto,

(7.2) Pu=u€E,, VucE,, Pv=0cE-, Vv lE,.

e El operador diagonal de la ec. (3.7) deja invariante el subespacio generado por

cualquier subconjunto de vectores de la base.

3La diferencia entre los términos simétrico y autoadjunto se pondra en evidencia més adelante,

al considerar operadores no acotados.
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e El operador de multiplicacién de la ec. (3.9), definido sobre Cy(a, b) como A z(t) =
o(t) z(t), con p(t) continua, deja invariante el subespacio de las funciones continuas

en [a,b] que se anulan idénticamente en el intervalo A C [a, b].

e El conjunto de las combinaciones lineales de las funciones cost y sint,
L{cost,sint} C Cy(—m,m), es un subespacio invariante frente a la accién del ope-
rador diferencial D x(t) = 2/(t). o

Definicién 7.1. Los subespacios unidimensionales invariantes respecto de un ope-
rador lineal A juegan un papel especial. Todo vector no nulo de esas direcciones

invariantes es un autovector de A.
Dado un autovector = € E, A x es necesariamente colineal con ,
(7.3) Ax =Xz, paraun A € C.

Todo otro vector y de esa direccion invariante es también colineal con x, y puede
escribirse como y = cxz, con ¢ € C. Entonces, Ay = A(cx) = cAx = Ay, de
modo que el nimero A, llamado autovalor de A correspondiente al autovector x,
es independiente del vector no nulo seleccionado, siendo una caracteristica de ese

subespacio unidimensional invariante.

Ejemplos:

e Todo vector no nulo x € E es un autovector de los operadores O e I,

(7.4) Ozxr=0x, Iz=1zx.

e Para el operador de proyeccion tenemos

(7.5) Pu=1u,VueE,, Pv=0v, Vv lE,.

e El operador de multiplicacién por una funcién ¢(t) real mondtona no tiene
autovectores.

En efecto, consideremos la ecuacion de autovalores
(7.6) Ax(t) = p(t) z(t) = Ax(t).

Si z(t) € Co(a,b) es no nula en un punto ¢t = ty, entonces es no nula en todo un
entorno de dicho punto A C (a,b). En consecuencia, ¥t € A debe ser p(t) = A,

ecuacion que no tiene solucion para A si ¢(f) es mondtona creciente o decreciente.
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Por lo tanto, no existe ninguna funcién continua z(t), no idénticamente nula, que
satisfaga la ec. (7.6).

e Para el operador diferencial D z(t) = 2/(t), definido sobre el subespacio de las
funciones diferenciables en (a, b), la ecuacién de autovalores tiene solucién V A € C:

(7.7) ()= Aa(t) = x(t) ~ e,

Si —00 < a < b < 0o, tenemos que || e*! || < oo, y ese es un vector del espacio
vAeC.

En consecuencia, este operador tiene un conjunto infinito de autovectores co-

rrespondientes a autovalores diferentes. o

8. PROPIEDADES DE LOS AUTOVECTORES

Teorema 8.1. Los autovectores x1,xa,...,Tpm,... de un operador lineal A, co-
rrespondientes a autovalores distintos A\, Ao, ..., Am, ..., Son linealmente indepen-
dientes.

La prueba se hace inductivamente, por reduccién al absurdo. Supongamos que
los m —1 primeros autovectores son linealmente independientes, pero que podemos

formar una combinacién lineal nula con los m primeros autovectores,
(8.1) 1T+ Tyt + 1 Tt + C Ty, = 0,

con no todos los coeficientes ¢; nulos. Aplicando el operador (A — A, I) a ambos

miembros de esta ecuacién obtenemos
(8.2) ()\1 — /\m) C1 1 + (/\2 — )\m) Co To +---+ (/\m_1 — )\m) Cm—1Tm—1 + O Tm — 07

lo que requiere que ¢ = 0 para k = 1,2,...,m— 1. Pero entonces, de (8.1) resulta

que ¢, T, = 0, en contradiccién con la hipétesis. O

De aqui resulta, en particular, que un operador lineal definido sobre un espacio
de dimensién finita n no puede tener méas de n autovectores correspondientes a

autovalores distintos.

Teorema 8.2. Los autovectores de un operador lineal A correspondientes a un

mismo autovalor A conforman un subespacio lineal Ey C E.

En efecto, si

(83) Al’lz)\l’l, AZEQZ/\ZL‘Q = A(Cll‘l—f-CgfL'Q):)\(Cll'l—f-CQZL‘Q).

E, es llamado subespacio caracteristico correspondiente al autovalor .
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En el caso de operadores simétricos, también valen los siguientes resultados.

Teorema 8.3. Los autovalores de un operador lineal simétrico A son reales.

En efecto, supongamos que Ax = A x; entonces
(8.4) Moz P= (2, Az) = (Az,2) =X |2 || = X = \.
O

Teorema 8.4. Los autovectores de un operador lineal simétrico A correspondientes

a autovalores diferentes son ortogonales entre si.

Supongamos que Ax = Ax y Ay = Ay, con A # u. Entonces,

Por lo tanto, x L y si A # p. O

Teorema 8.5. Sea E' un subespacio invariante frente a la accion de un operador
lineal simétrico A, definido sobre un espacio euclideo E. Entonces, el complemento

ortogonal de E', E”, es también un subespacio invariante frente a A.

En efecto, por hipdtesis tenemos que Ax' € E', Vo’ € E'. Entonces, Va' € E' y
\v/x// E E//

(8.6) (2" Ax)=0 = (Az",2")=0,
dado que A es simétrico. Por lo tanto, Az” 1L E', V2" € E". O

Los siguientes resultados establecen condiciones suficientes para la existencia de
autovectores de operadores simétricos acotados definidos sobre espacios euclideos

de cualquier dimension.

Lema 8.6. Sea A un operador simétrico y e un vector unitario. Entonces,
(8.7) I Ae | <[l A%e |,
donde vale la igualdad sélo si e es un autovector de A* con autovalor A =|| Ae ||2.

En efecto, de la desigualdad de Cauchy - Schwarz obtenemos
(8.8) | Ae|?=(Ae,Ae) = (e,A%¢) <|le|l|| A%e || =] A%,

donde la desigualdad se reduce a una igualdad tinicamente cuando ambos vectores

en el producto escalar son colineales, es decir, si

(8.9) A%e = )e.
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En ese caso, (e, A%¢) =\ =] Ae ||%. O

Lema 8.7. Si ey es un vector (unitario) mdzimo de un operador simétrico acotado

A, entonces ey es un autovector de A* correspondiente al autovalor A = || A ||2.

Si eg es un vector maximo de A, entonces || Aey || =] A ||.

Del Lema anterior, y del hecho de que A es acotado, podemos escribir que
(8.10) [AP=]Aeo [P<|| A%eo [ <Al Aeo =1 A,

de modo que las desigualdades en (8.10) se reducen a igualdades.

Por el Lema 8.6, sabemos entonces que e es un autovector de A? con autovalor
_ 2
A= || A €o H )

(8.11) Aey=Xeg, A=|Aeo|>=| A|?>.

O

Lema 8.8. Si el operador simétrico acotado A tiene un vector mdzximo egy, entonces

A también tiene un autovector con autovalor p=| Al ou=—| Al.

Del Lema anterior sabemos que
(8.12) Aey=| Al e = <A— | A 1) <A+ | A I)eo ~0.

Sea xy = <A+ | Al I> eo. Tenemos dos posibilidades,

(8.13) 2g=0 = Aey=—| A eo,
o bien
(8.14) g #£0 = Axog=| A .
En cualquier caso, existe un vector e # 0 tal que Ae = e, con |u| =|| Al. O

De hecho, ya hemos visto que en un espacio euclideo de dimensién finita todo
operador lineal es acotado y tiene un vector maximo (ver Lema 5.2). En ese caso

puede establecerse el siguiente teorema.

Teorema 8.9. Todo operador simétrico A, definido sobre un espacio euclideo E,,

de dimension finita n, tiene n autovectores ortogonales entre si.

En efecto, por el Lema 5.2 sabemos que existe en E,, un vector unitario que es
un maximo de A. Y, siendo A simétrico, por el Lema 8.8 sabemos que entonces

tiene un autovector e; correspondiente a un autovalor A\;, Ae; = Ajeq, tal que
M| =M= Al
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Ahora bien, el subespacio generado por ey, L£{e; }, es invariante frente a la accién

de A. Por lo tanto (ver Teorema 8.5), también lo es su complemento ortogonal,
E, 1 = (L{e})”,
(8.15) AE, —E,_;.

Esto permite considerar la accién del operador A restringida al subespacio E,,_1,
de dimension n — 1, donde también define un operador simétrico y acotado. Su

"norma’”en este subespacio,

(816) M; = SUP{z€cE,,_ 1, unitario} ” Az H < SUP{zcE,,, unitario} H Ax H = M17

no supera a la norma de A en el espacio completo.

El mismo argumento que antes permite concluir que existe en E,,_; un segundo
autovector de A, ey (ortogonal a e; por construccién), A es = Ay 9, correspondiente
a un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M, |Ao| = My < || = M;.

Si ahora consideramos el subespacio lineal generado por esos dos autovectores,
L{ey, ez}, vemos que es invariante, al igual que su complemento ortogonal E,_o =
(L{e1,ex})T, de dimensién n — 2. Podemos repetir la construccién anterior para
obtener un tercer autovector de A, ortogonal a los dos anteriores, correspondiente
a un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M.

Este proceso puede repetirse hasta obtener n (méximo nimero de vectores lineal-
mente independientes en un espacio de dimensién n) autovectores de A ortogonales
entre si, ordenados de modo que el valor absoluto de sus autovalores forme una
secuencia no creciente:

Aek:)\kek, k= 1,2,...,%,
(8.17)
cone; Lej,parai#j, vy ||All=|M]>1[A] > >|\.
0

Corolario 8.10. Todo operador simétrico A definido sobre un espacio euclideo de
dimension finita n es diagonal, es decir, existe una base ortonormal del espacio

formada por autovectores de A.

Noétese que la matriz asociada a A referida a dicha base es diagonal, A;; =
(€i, Aej) = N 0y

El polinomio caracteristico de A, P(\) = det (A — \), s6lo puede tener raices
reales. Toda raiz de multiplicidad 1 < r» < n corresponde a r autovectores dege-
nerados (linealmente independientes y correspondientes al mismo autovalor) del

operador A.
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A diferencia de lo que ocurre en espacios de dimensién finita, un operador
simétrico en un espacio de dimension infinita puede o no tener autovectores, como

lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplos:
e Ya hemos visto que el operador A de multiplicaciéon por una funciéon real, continua
y mondtona ¢(t) no tiene autovectores (ver ec. (7.6)). No obstante, se trata de un

operador acotado y simétrico en Cy(a,b). En efecto,

(8.18) | Az 2= / (1) [2(t) 2 dt < M2 / () d.

si |o(t)] < M para t € [a,b]. Por lo tanto, || A || < M. Por otra parte, Vz,y €

Cs(a,b) tenemos

(. A2) = [ y(0)" (o(0) 2(1)) dt =
(8.19)
b *
=7 (v () a(ydt = (Ay,x).

En consecuencia, este operador no tiene un vector maximo.

El Lema 8.8 establece como condicion suficiente para la existencia de autovec-
tores de un operador simétrico que éste sea acotado y tenga un vector maximo. Si
bien esta ultima condicion se satisface automaticamente en el caso de dimensién

finita, este ejemplo muestra que ella no puede relajarse en el caso de operadores

en espacios de dimensién infinita.
e El operador integral de Fredholm, definido en la ec. (3.10), es simétrico si su
ntucleo K (¢, s) (continuo en ambas variables) es una funcién Hermitica, K(s,t) =
K(t,s)*. En efecto,
(y,Az) = f y(t *f;K(t,s)x(s)dsdt:

(8.20)

= fab (ff K(s,t)y(t) dt> x(s)ds = (Ay, ).
Veremos més adelante que este operador es acotado, tiene un vector maximo y un

conjunto infinito de autovectores linealmente independientes.

e El operador de Sturm - Liouville es un operador diferencial de segundo orden
definido sobre un subespacio D(L) C Cy(a,b), que contiene funciones con derivadas

segundas continuas, de modo que

(8.21) (1) = La(t) = (p(1) :c'(t))' +q(t) () € Ca(a,b) |

Va(t) € D(L), donde p(t), p'(t) v q(t) son funciones reales y continuas.
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Esta claro que L es un operador lineal. Si L es ademads simétrico en su dominio
de definicién D(L), la diferencia

(y,Ll’)—(Ly,iL‘) =

522 ~[(pow®) + a0 uo)] )} ai -

= p()[y(0)" () = y'(0)" 2(8)| — p(@) [y(a)" #'(a) = ¥/ ()" a(a)]

ha de ser nula Vz,y € D(L).

Para una funcién p(t) arbitraria (aparte de ser continua en el intervalo cerrado
la, b]) debe garantizarse que la contribucién de cada limite de integracién sea nula
imponiendo condiciones de contorno locales (es decir, condiciones en cada
extremo de ese intervalo) a las funciones en D(L).

Consideremos, por ejemplo, la contribucion del limite inferior. Una posibilidad
es requerir simplemente que z(a) = 0 para toda x(t) € D(L). Pero supongamos
que ese no sea el caso, y tomemos dos funciones en D(L) que no se anulen en a;

entonces podemos escribir

(8.23) v(a) _ (y’(a))*

z(a)  \yla)

En particular, si tomamos y = x vemos que ese cociente debe ser real e indepen-

diente de la funcién considerada,
(8.24) t'(a) =cz(a), ceR, Ve € D(L) | x(a) #0.

Finalmente, si z(t) satisface esa condicién, entonces toda otra funcién y(t) €
D(L) debe satisfacer que

y(a) 2'(a) — y'(a) x(a) = (y(a) c— y’(a))* z(a) =0 =
(8.25)
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Por lo tanto, el caso m&s general de condicién de contorno local en t = a

corresponde a requerir de las funciones en D(L) que
(8.26) ar'(a) +Bx(a) =0, cona,BER|a*+3 #0.

En particular, o = 0 = z(a) = 0.
Similarmente, la condicién de contorno local mas general en ¢t = b se expresa

como
(8.27) ya'(b) +dx(b) =0, con v, ER | v* +6% #0.

Con las funciones en su dominio de definicién sujetas a estas condiciones, el
operador L resulta simétrico. Como las condiciones de contorno son homogéneas,
el conjunto D(L) es un subespacio lineal de Cy(a, b).

Mas adelante veremos que este operador tiene un conjunto infinito de autovecto-
res linealmente independientes, no obstante ser no acotado. Este ejemplo muestra
que las condiciones del Lema 8.8 para la existencia de autovectores de operadores

simétricos son suficientes pero no necesarias.

e Un caso particular de operador de Sturm - Liouville con esas propiedades se
obtiene cuando la funcién p(t) toma el mismo valor en los extremos del intervalo
[a,b], p(b) = p(a). En ese caso L también resulta simétrico si se imponen condicio-
nes de contorno peridédicas o antiperiddicas a las funciones en su dominio de
definicion,

(8.28) z(b) = +x(a), 2'(b) = +2/(a),

como puede comprobarse facilmente de (8.22).

e Finalmente, de la ec. (8.22) también se deduce que si p(t) se anula en un extremo
del intervalo [a, b], no es necesario imponer a las funciones condiciones de contorno

en ese punto para que L resulte simétrico. o

9. DISTANCIA Y LIMITE EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 9.1. En un espacio euclideo E se define la distancia entre dos vectores

x,y € E como la norma de su diferencia,

(9.1) plz,y) =z —-y| .

De las propiedades de la norma en E resulta que?, Vz,y, 2 € E,

4Un espacio métrico consiste en un conjunto de puntos z,y,z,... entre los cuales hay

definida una distancia p(x,y) que satisface los siguientes axiomas:
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= p(z,y) = p(y, ) (simetria),
» p(y,x) >0y p(x,y) =0 < x =y (positividad),
» p(z,2) < p(x,y) + p(y, 2) (desigualdad triangular).

Definicién 9.2. Diremos que una secuencia de vectores {zy,xa,..., T,...} CE
converge al vector x € E si

(9.2) kll_{go plxg,x) =0,

lo que también se indica por z; — . Esto significa que, Ve > 0, IN(¢) € N tal
que si k > N(e) entonces p(zy,x) =|| o —x || < e.

En ese caso, el vector x es llamado limite de la secuencia.

Teorema 9.3. Si existe el limite de una secuencia, entonces ese limite es unico.

En efecto, supongamos que existen dos vectores x e y que son el limite de la
secuencia, ry — r y xp — y. Entonces, Ve > 0 tenemos que p(xg,z) < /2y
p(xg,y) < £/2 si k es suficientemente grande. En consecuencia, de la desigualdad

triangular resulta que

(9.3) 0 < p(z,y) < plz, zk) + plk,y) <e.

Es decir, p(z,y) es menor que cualquier nimero positivo. Por lo tanto p(z,y) =||

r—yl[=0 = z=uy. U

Ejemplos:

e Consideremos una secuencia convergente en un espacio euclideo de dimensién
finita n, generado por la base ortonormal {es,...,e,}. Entonces, los vectores de
la secuencia convergente pueden escribirse como {zj = 5,&1) e+ -+ 5,2") en, k=
1,2,...}, y tienen como limite al vector z = M e; + -~ + &M e, si

plar, ) = || (60 —€W) e+ o+ () =™ e,

2

(9.4)

2
— 0 cuando k — oo.

_N ‘§<z‘>_§(i>
; p

= p(z,y) = ply, z),
= p(y,x) > 0 para todo = # y, y p(x,z) = 0 para todo z,
= p(z,2) < p(z,y) + p(y, ).
De las propiedades de la norma resulta que todo espacio de Banach (y, por consiguiente, todo

espacio euclideo) es un espacio métrico.
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Siendo una suma de términos no negativos, esto exige que cada término tienda a

cero, es decir,
(9.5) m €9 =¢0 =12 n.
k—oo

Por lo tanto, la convergencia de una secuencia de vectores en un espacio eu-
clideo de dimensién finita equivale a la convergencia de cada una de las secuencias
numéricas formadas por los coeficientes de Fourier de los vectores referidos a un

sistema ortonormal y completo en ese espacio.

e En el espacio Ca(a, b), la convergencia de la secuencia xy(t) — x(t) significa que

b
(9. plag,a)? =l ax — 2 [P= [ lault) = (O dt -0

a
cuando k£ — oo. En consecuencia, se trata de una convergencia en media. ¢

Recordemos que una secuencia de funciones continuas {zx(¢), £ = 1,2...}

converge uniformemente a la funcién (continua) z(¢) en el intervalo [a, b] si

(9.7) kh_}Iilo {SUP{agtgb} |z (t) — x(t)|} =0.

Lema 9.4. Toda secuencia uniformemente convergente en un intervalo de longitud

finita, b —a < 0o, es también convergente en media.

En efecto, dado € > 0, |z,(t) — z(t)]> < £ V1, si k es suficientemente grande, de

modo que

(9.8) / e (t) — 2(8)? dt < e(b—a).

En esas condiciones, la distancia p(zy, ) puede hacerse tan pequenia como se quiera

con sélo tomar k suficientemente grande”. O

SNotese que este argumento sélo vale si la longitud del intervalo considerado es finita. En
efecto, la convergencia uniforme en toda la recta no implica convergencia en media, como lo

muestra el siguiente ejemplo: consideremos las funciones xx(t), pares y continuas, tales que

1 t
T 1-7,0<5t<k,
T (t) =
0,t>k.
Esa secuencia converge uniformemente en toda la recta a la funcién idénticamente nula,

1
lzk(t) — 0(¥)| < N — 0, cuando k — oo,

pero no converge en media a esa funcién,

/_O;m(t)—o(t)lzdt:i/ok (“/i)dt:L o
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Pero la reciproca no vale: la convergencia en media no implica convergencia
uniforme. En realidad, ni siquiera implica convergencia puntual en ningin punto
del intervalo [a, b].

Por ejemplo, consideremos una secuencia de funciones reales y continuas xy(t),
que tomen valores entre 0 y 1 y sean nulas fuera de un subintervalo Ay C [a, b
de longitud menor que 1/k, en un punto del cual alcancen el valor 1. En esas

condiciones, el cuadrado de la distancia entre x(t) y el vector nulo,

b
(9.9) / (xk(t)—O(t))th:/A xz(t)dtglx/ dt<%,

VAV

tiende a 0 cuando k — oo. Por consiguiente, xx(t) — 0(t) en el sentido de la
convergencia en Cy(a, b).

No obstante,
(9.10) SUP(a<i<py [Tk(t) = O(F)| =1, Yk,

de modo que la secuencia no converge uniformemente a la funcion idénticamente
nula. De hecho, puede demostrarse que no converge uniformemente a ninguna
funcién continua.

Es mas, los subintervalos A\ pueden ser elegidos de manera tal que la secuencia
{z1(t)} no sea puntualmente convergente para ningin valor de ¢t (por ejemplo,
haciendo que ellos barran repetidas veces la distancia que media entre ambos
extremos de [a, b], de modo que para cada valor de t la secuencia numérica {xy(t)}

sea oscilante).

10. CONTINUIDAD EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 10.1. Una funcional f definida sobre un espacio euclideo E, f : E —
C, se dice continua en un punto x € E si, para toda secuencia convergente x, — =,
se tiene que la secuencia numérica f(xy) — f(x).

Equivalentemente, f es continua en x si Ve > 0 3d(g) > 0 tal que, si p(y,z) <
d(e), entonces |f(y) — f(x)] < e.

Lema 10.2. Una funcional lineal continua en x = 0 es continua en todo x € E.
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En efecto, 7, — x = (2 — ) — 0, de modo que®

(10.1) I |f(z) — f(@)] = M |f(zi )| =0.
O
Lema 10.3. Una funcional lineal continua es acotada.
Si f(x) es continua, tenemos que
(10.2) |f(@) = fO)| = |f(x)] <e, Va | [[z|<d(e).
Sea xz # 0,y 0 < d; < d(e), entonces
T (51 g
w3 ()| = @l<e = @< el
L |z | 61
Por lo tanto, tomando K = £/§; tenemos
(10.4) f@|<K|z]|,VecE.
O

Lema 10.4. Una funcional lineal acotada es continua.

En efecto, supongamos que |f(z)| < K || ||, para todo = € E, y consideremos

una secuencia convergente x; — x. Entonces,
(10.5) [f(@r) = f0)] = [f(zp —2)| < K |2 —2 | =0

cuando k£ — oo. O

Teorema 10.5. Como consecuencia de los tres Lemas anteriores resulta que, pa-
ra una funcional lineal f(x) definida sobre un espacio euclideo E, los siguientes

enunciados son equivalentes:

» f(z) es continua en x =0,
» f(x) es continua Vzx € E,

» f(x) es acotada en E.

GSi, en cambio, se sabe que f(z) es continua en un punto y # 0, teniendo en cuenta que

(zx — x + y) — v, la linealidad de la funcional nos permite escribir que

|f(zx) = f(@)| = |f(zr —2z+y) = f(y)| =0

cuando k — oo.
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Ejemplos:
e Ya sabemos que el producto escalar por un vector fijo del espacio, z € E, define
una funcional lineal, f(z) := (z,2), Vo € E. De la desigualdad de Cauchy -

Schwarz resulta que
(10.6) [f@)] =G|z, VzeE.

Por lo tanto, esa funcional es continua en E.

e Ya hemos dicho que toda funcional lineal en un espacio de dimensién finita
corresponde al producto escalar por un vector fijo de ese espacio. Por el resultado
anterior, vemos que toda funcional lineal en un espacio de dimension finita es
continua.

e Pero también sabemos que en Cy(a, b) existen funcionales lineales que no pueden
ser representadas mediante el producto escalar por un vector fijo del espacio, como
por ejemplo f[z(t)] = z(ty), con ty € (a,b) (ver ec. (2.6)). Esta funcional no es
continua, dado que la convergencia en media no implica convergencia puntual en

ningiin punto. Por lo tanto, tampoco es acotada. o

Lema 10.6. En un espacio euclideo E, el producto escalar es una funcional conti-
nua de sus dos argumentos. Fsto significa que si las secuencias de vectores x — x

e yr — Y, entonces

(10.7) khi& (k, yr) = (z,9) .

Para demostrarlo consideremos la diferencia

‘(x’y) N (m’“’y’“)‘ B ‘(x’w - (x—(x—wk%y—(y—yk))‘ -

= ‘(Cﬁay—yk) + (x—sck,y) - (SU—JTk,Z/—yk)‘ <
(10.8)

< ‘(x,y_yk)“f"(x—xk,y)‘—i‘)(l’—xk7y—yk)‘ <

<lazllly—well+le—z [yl +1z=2zllly -yl —0

cuando k£ — oo. O

Propiedad 10.7. Como consecuencia del resultado anterior, la norma de un espa-

cio euclideo es una funcional continua: si x — x entonces || zy | — || = ||
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Definicién 10.8. Un operador A, definido sobre un espacio euclideo E, se dice
continuo en un punto z € E si Ve > 0 3(e) > 0 tal que, si p(y,z) < §(e),
entonces || Ay — Az || <e.

Lema 10.9. Todo operador lineal acotado A, definido sobre un espacio euclideo

E, es continuo.

En efecto, si xp — x entonces
(10.9) [ Az — Az || =] Alzx —2) [ <[ Al | 2x == [[ =0,

cuando k£ — oo. O

11. CONJUNTOS DENSOS EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 11.1. Un elemento de un espacio euclideo, = € E, se dice punto limi-
te del conjunto F C E si existe una secuencia de vectores {z1,xs,...,2k,... } CF
que converge al elemento x.

Dicho de otro modo, x es un punto limite de F si Ve > 0 existe y € F tal que

pz,y) <e.

Definicién 11.2. Un conjunto F C E se dice cerrado si contiene a todos sus

puntos limite.

Lema 11.3. El complemento ortogonal de un subespacio de un espacio euclideo

es stempre un subespacio cerrado.

Sea E' C E, un subespacio de un espacio euclideo, y sea E” su complemento
ortogonal. Si x € E es un punto limite de E”, entonces existe una secuencia de
vectores {x1,xs,...} C E” que converge a x, xj, — x.

Ahora bien, para todo y € E’ tenemos que (y,zx) = 0, Vk. Y por la continuidad

del producto escalar,

(1L1) (y.2) = Jim (y.2) =0, = = LE.

Por lo tanto, x € E”. O
Definicién 11.4. Dado un conjunto arbitrario de vectores de un espacio euclideo,

A C E, se llama clausura de A, y se denota por A, a la unién de A con el

conjunto de todos sus puntos limite.
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Lema 11.5. La clausura de un conjunto A es un conjunto cerrado.

Sea a un punto limite de A ; mostraremos que a € A .

En efecto, Ve > 0 existe T € A tal que p(a,Z) < £/2. Pero siendo T un vector
de la clausura de A | tenemos que T € A o bien T ¢ A pero si es un punto limite
de A. En cualquier caso, existe z € A tal que p(T,z) < &/2.

Finalmente, por la desigualdad triangular tenemos
(11.2) pla,z) < pla,Z) + p(T,z) < €.
En consecuencia, a es un punto limite del conjunto A y, por lo tanto, a € A. O

Todo conjunto cerrado F C E que contenga al conjunto A debe también conte-

ner a su clausura,
(11.3) ACF = ACF.

En ese sentido, la clausura A es el conjunto cerrado més pequeno que contiene a

A.

Ejemplo:

e La clausura del conjunto de los niimeros racionales QQ sobre la recta es el conjunto
de los niimeros reales R. De hecho, los niimeros irracionales pueden ser introducidos
como los limites de secuencias convergentes de racionales que no convergen a un
racional, como por ejemplo

31 314 3141 31415

'10°100° 1000 10000 "~ " £ @

Lema 11.6. Todo subespacio de dimension finita de un espacio euclideo es un

conjunto cerrado.

En efecto, del Lema 3.1 sabemos que si F C E es un subespacio de dimension
finita, todo vector x € E puede escribirse como la suma de dos vectores ortogonales
entre si, rt =u+ v, donde u € F yv L F.

Entonces, para y € F tenemos
(11.4) plz.y) =l (utv) =y P =lu—y P+ o= .

Por lo tanto, Vy € F es p(x,y) > 0si z ¢ F (es decir, si v # 0). En consecuencia,

ningin vector que no pertenece a F es un punto limite de ese subespacio. 0
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Definicién 11.7. Un conjunto B C E se dice denso en el conjunto A C E si A

esta contenido en la clausura de B,

(11.5) B densoen A = A CB.

Esto significa que todo elemento de A es un punto limite de B, de modo que
puede representarse como el limite de una secuencia convergente de vectores con-

tenidos en B,

(11.6) VaeAHﬂmmw”}CB‘a:Embh

Ejemplos:
e El conjunto de los niimeros racionales Q es denso en el conjunto de los reales,

RcQ=R.

e El subespacio de los polinomios a coeficientes reales,
(11.7)  Pola,b) ={P(t) =ap+ a1t +ast’* + - -+ a,t", n €N, a, € R}.

es denso en el espacio de las funciones reales y continuas en [a, b], C3(a, b).

En efecto, el teorema de Weierstrass muestra que toda funcién real f(t), con-
tinua en un intervalo cerrado [a,b], es el limite de una secuencia uniformemente
convergente de polinomios con coeficientes reales, { P (t), Pa(t) ..., P(t),...} (ver,
por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1).

Esto implica (ver Lema 9.4) que toda funcién real y continua es el limite en
media de una secuencia de polinomios a coeficientes reales, es decir, es un punto
limite de Ps(a,b). Por lo tanto,

(11.8) Cy(a,b) C Py(a,b).

Lema 11.8. Si el conjunto B C E es denso en A C E, y a su vez A es denso en

E, entonces B es denso en E.

En efecto, si B es denso en A, entonces
(11.9) AcCB = ACB.
Por otra parte, si A es denso en E, entonces
(11.10) ECA = EcCB.

Por lo tanto, B es denso en E. O
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Ejemplo:

e El conjunto de polinomios con coeficientes racionales,
(1111) Q2(aab) = {Q(t) = QO+Q1t+QQt2 +oee +Qth7 ne Na qr € Q}7

es denso en el espacio de los polinomios con coeficientes reales Ps(a, b), que a su

vez es denso en Cy(a,b). Por el lema anterior, Qy(a,b) es denso en CX(a,b).

Para mostrar que Qs(a,b) es denso en Py(a,b), consideremos un polinomio
P(t) = aptai t+---+a, t" € Py(a,b),y elijamos n nimeros racionales qq, q1, - - - , ¢n
tales que |ax — qx| < e/(28 || t* ||), con € > 0 (lo que siempre es posible, dado
que Q es denso en R).

Entonces, llamando Q(t) = qo + ¢1t + -+ + ¢, t" y empleando la desigualdad

triangular para la norma, tenemos

I P(t) = Q) || =

= (a0 —qo)t" + (a1 —qu)t + -+ + (an — go) t" || <

(11.12) ;
< lao = qof | 7 [| +lar = [[ €} + -+ fan — gl [ " [| <

El conjunto Qy(a, b) tiene ademds la particularidad de ser numerable’ (es decir,
puede ser puesto en correspondencia uno a uno con el conjunto de los niimeros

naturales). o

Definicién 11.9. Un espacio euclideo que contiene un conjunto denso y numerable

se dice separable.

Ejemplo:

e El espacio Cy(a,b) es separable. En efecto, sea z(t) = xg(t) + ix(t), con
Tr(t), z7(t) € C¥(a,b). Entonces podemos elegir dos polinomios con coeficientes
racionales Qg(t) y Q(t) tales que || xg(t) — Qrs(t) ||< /2.

"Para demostrar esta propiedad debemos previamente mostrar que el conjunto de los niimeros
racionales es numerable, asi como ciertas propiedades de la unién de conjuntos numerables. Para

ello, ver Apéndice 28.
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En consecuencia, por la desigualdad triangular,

| 2(t) = (Qr(t) +iQ:(t)) || <
(11.13)

<\ zr(®t) — Qr(t) || + || z(t) — Qr(t) | < <.

Finalmente, notemos que el conjunto de los polinomios de la forma Qg(t) +
iQ(t) es numerable, dado que sus elementos estdn en correspondencia uno a
uno con los pares ordenados de elementos de un conjunto numerable, de la forma
(Qr(t),Qr(t)) con Qr(t) € Qaz(a,b), que también forman un conjunto numerable
(ver Lema 28.4). o

12. SECUENCIAS DE CAUCHY EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Una secuencia de vectores {x, 2z, ..., x,... } en un espacio euclideo E se dice

fundamental o de Cauchy si Ve > 0 3 N(¢) € N tal que

(12.1) plxg, ) <e, Vk, 1> N(e),
es decir, si
(12.2) klll'm p(zy, ;) = 0.

Lema 12.1. Toda secuencia convergente es fundamental.

En efecto, supongamos que x; — x. Entonces, de la desigualdad triangular para

la distancia tenemos que
(12.3) p(xr, x1) < p(wg, x) + p(z, 1) — 0
cuando k,[ — oc. O

En la recta, el criterio de Cauchy establece que toda secuencia fundamental es
convergente. Pero en un espacio euclideo general puede haber secuencias de Cauchy

que no tengan limite en ese espacio, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo:
e Consideremos una secuencia en Cy(a,b) formada por funciones reales z(t) que
tomen valores entre 0 y 1, y tales que, para todo d > 0, converjan uniformemente

a 0 en el intervalo [a,c — d] y a 1 en el intervalo [c+ 6,b], con a < ¢ < b.
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Consideremos la distancia entre dos elementos cualesquiera de esa secuencia,

mem:/Wm@—mme:

c—§ b
(12.4) :/ |2 (t) — a () dt+/ 2 (t) — 2y(2)]? di+

+5

+/C lze(t) — a(8)| dt.

-5
Como la secuencia es uniformemente convergente en [a, c—0d], dado €; > 0, podemos
tomar k y [ suficientemente grandes como para que |z, (t) — 0| < &1, para todo ¢

en ese intervalo. Entonces,
c—0 ) c—0 2
[ e =P de< [ (o] + )] d <
(12.5) ¢ ¢
<del(c—8—a)<4del(c—a).

Similarmente, si |zx,;(t) — 1| < &2 para t € [c+ 6,b], podemos escribir

(12.6) /; lzp(t) — 2 (1)]? dt <4e2(b—c—0) <4e2(b—c).

Finalmente, para la dltima integral tenemos

c+6 c+6
(12.7) / |z (t) — x () dtg/ 22dt =896

-6 c—90

Por lo tanto, si llamamos
(12.8) e?=4ef(c—a)+4e5(b—rc)+86,
que puede hacerse tan pequeno como se quiera, tenemos
(12.9) plxg, x)) < e,

para k, [ suficientemente grandes, de modo que se trata de una secuencia funda-
mental.

No obstante, no existe ninguna funcién continua en [a,b] que sea el limite en
media de esta secuencia de Cauchy. En efecto, si z(t) fuese el limite en media de

la secuencia, tendriamos

b c—90
(12.10) / |z (t) — 2(t)]? dtz/ |z (t) — x(t)]* dt — 0

cuando k — oo. Como las z(t) convergen uniformemente a 0 en ese intervalo, y

la convergencia uniforme implica convergencia en media, la unicidad del limite en
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media requiere que z(t) =0, t € [a,c—¢], para todo 6 > 0. Idéntico razonamiento
permite concluir que x(t) =1, t € [c+ J,b], para todo 6 > 0.
En consecuencia, independientemente del valor que tome en t = ¢, el limite en

media de esa secuencia es una funcion discontinua en ese punto,
0,tela,c),

(12.11) x(t) = a,¢)
1, te(cb.

Esta funcién no es un elemento del espacio Cy(a,b) en el que estamos trabajando.

o

Lema 12.2. Toda secuencia fundamental es acotada.

Sea {zy,k =1,2,...} una secuencia de Cauchy, y sea z € E un vector arbitrario
del espacio euclideo.

Para un dado € > 0 existe un natural N tal que si k > N entonces p(xy, ;) < €.

Si ademds llamamos M = méaximo {p(z,xy), k=1,2,..., N} tenemos
(12.12) p(z,x) < p(z,zn) + plen,xr) <M +e, VkE> N,
por lo que la secuencia es acotada. O

13. ESPACIOS COMPLETOS

Un espacio euclideo E se dice completo si toda secuencia fundamental en E es

convergente.

Ejemplo:
e Todo espacio euclideo de dimensién finita es completo. En efecto, consideremos

una secuencia de Cauchy arbitraria en un espacio de dimensién n, generado por

la base ortonormal {eq, ..., e,},

_ D) L ()
(13.1) rp=§& e +---+& e, keN.
Entonces,

n

p(mk;xl)Q _ Z ‘ fli]) o gl(j) 2

J=1

>

(13.2)

. . 2 . . 2
29%{6,?)—55”} +%{§,(j)— l")} i=1.2,....n.
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Por lo tanto, la secuencia de nimeros complejos {5,?) ,k € N} es fundamental y,
por el criterio de Cauchy, tiene un limite: 3¢@ € C tal que
(13.3) €0 = lim ¢ i=1,2,...n.

Esos n niimeros definen un vector

(13.4) r=EWe +...46MWe, €E,

que es el limite de la secuencia. En efecto,

2
— 0

(13.5) P =3 69 — ¢
j=1

cuando k — oo (dado que es una suma finita de términos que se anulan en ese
limite).
Por lo tanto, toda secuencia fundamental en un espacio euclideo de dimension

finita tiene limite, de modo que ese espacio es completo.

e Por otra parte, hemos visto en la Seccién 12 que el espacio Ca(a, b) no es completo.
Esto plantea la pregunta acerca de la existencia de espacios completos de dimension
infinita, que el ejemplo tratado en la siguiente Seccion responde afirmativamente.

<

14. EL ESPACIO Lo

El espacio L5 se define como el conjunto de las secuencias de ntimeros reales

tales que la suma de sus cuadrados es una serie convergente,

(14.1) L= {x = {D, i e N} ‘ i (€9)? < oo} .

Este conjunto resulta un espacio lineal respecto de las operaciones de suma y

producto definidas de modo que, para o € R,

(14.2) r={9 ieN}, y={n¥, ieN},
con

(14.3) i (€9)" < o0, i (n")* < oo,
entonces B h

ar:={atW icN},
(14.4)
r+y:={D 4+ n® 4eN}.
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Es evidente que elementos de la forma z,, = {¢® = § | i € N}, con m € N,

m )

son linealmente independientes. En consecuencia, el espacio £ no tiene dimension
finita.

Este espacio resulta euclideo respecto del producto escalar

(14.5) (x,y) :== iﬁ(i) n
i=1

Para verificar que estas definiciones tienen sentido, consideremos primero la serie

que define el producto escalar. La diferencia en valor absoluto de dos de sus sumas

parciales,
NaMo NeMo 12 ¢ Nym o 1/2
i) Jswon v =| 3 ol {57 @] {Y oo}
i=N+1 i=N+1 i=N+1

como consecuencia de la desigualdad de Cauchy - Schwarz en R™. Ahora bien,
dentro de cada una de las llaves del miembro de la derecha de (14.6) aparece la
diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ver ec. (14.3)). Esas
sumas parciales forman una secuencia fundamental, de modo que el miembro de
la derecha tiende a 0 cuando N — oo, para todo M.

En esas condiciones, la sucesién de sumas parciales de la serie en (14.5) satisface
que
(14.7) lim. (SN+M - SN) —0, YMEeN,
y, por el criterio de Cauchy, tiene limite.

Por lo tanto, el producto escalar en (14.5) estd definido para todo par de ele-
mentos de Ls.

Este producto es simétrico y positivo definido. Ademas,

o

(14.8) (@2)=3 (€9 =0ss=0={c? =0, icN},

i=1

por ser una serie de términos no negativos.

Consideremos ahora la suma de elementos de £, en (14.4). Tenemos que, para
todo M,

N+M N+M N+M N+M

149) 30 (€000 = 3 (€ 2 3 €0+ S )

i=N+1 i=N+1 i=N+1 i=N+1
donde el miembro de la derecha tiende a 0 cuando N — oo, dado que cada término

es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ec. (14.3) y (14.5)).
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En consecuencia, por el criterio de Cauchy, existe el limite de la serie

o0

(14.10) 3D 0D < 0.

i=1
Por lo tanto, con la definicién de (14.4), x +y € Ly, V,y € Lo. Ademds, es

inmediato mostrar que también ax € Ls.

En conclusién, L9 es un espacio euclideo. En lo que sigue mostraremos que es

un espacio completo.

Consideremos una secuencia fundamental arbitraria en Lo, {x1, 2o, ..., Tk, ... },
donde
(14.11) T = {g,(j), ie N} .
Entonces,
(14.12) plrg, 7))° = i (5,(;) - §li)>2 — 0, k|l —o0.

i=1

Dado que se trata de una serie de términos no negativos, debe ser
(14.13) Jim_ (6" - &) =0, vieN.

En consecuencia, para todo 7 = 1,2,..., obtenemos la secuencia fundamental

{f,(f) , k € N} que, por el criterio de Cauchy, tiene limite: 3¢ ) e R tal que

(14.14) ¢0 = 1im ¢V

k—oo

Con esos limites puede formarse la secuencia z = {£@) | i € N}.

Para mostrar que x asi definido es un elemento de L,, recordemos que toda

secuencia de Cauchy es acotada. Por lo tanto, V k tenemos

(14.15) a0 = 3 (69)" < K < o0,

i=1
donde K no depende de k.
Entonces, VN € N fijo resulta que

N
(14.16) Z(g};’)z <K,VkeN.

i=1
Tomando el limite de esa suma finita para k — oo obtenemos

N

N N 2 2
(14.17) Jim 3 (€7) = 2; (€M)’ <K, ¥YNeN.
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Entonces, en el limite N — oo obtenemos

N 00
(14.18) lim > (€9)° =3 (9) <K <oz z e L.
i=1

N—o00 <
=1 7

Ahora mostraremos que este vector x € Lo es el limite de la secuencia funda-
mental en (14.11). Para ello, tengamos en cuenta que, dado € > 0,

(14.19) o = (60 - €) < 5,

i=1
para k,[ suficientemente grandes. Tratandose de una serie de términos no negati-
vos, ella es mayor o igual que cualquiera de sus sumas parciales. Podemos entonces

escribir que

N
(14.20) Z(,ﬁ“—gf“)2<§, YN eN.

=1

Si ahora, con N fijo, tomamos el limite de esta suma finita para [ — oo resulta

N N
) 0 _ ) _ ( (i) _ (i))2 <&
(14.21) llggozl(ak &) (67 -¢0) <5 vien,
para todo k suficientemente grande.
Finalmente, tomando el limite N — oo,
i ™ (60— @) Z N (60 p0) < ©
. , 1) G _ D= < <
PSS ST GO N0 o P

i=1 =1
para todo k suficientemente grande.

Por lo tanto,
(14.23) kh'm plxg,z) =0,
y la secuencia de Cauchy considerada converge a un elemento de L.

En conclusién, toda secuencia fundamental en £, es convergente, de modo que

se trata de un espacio euclideo completo.

Veremos ahora que el espacio L9 es separable. Para ello tengamos en cuenta que,
siz={", icN}e Ly, dadoe >0,
14.24 ()2 Mn? o <
(14.24) D (€0) <00 = D () <3
i=1 i=N+1
para N suficientemente grande.

Por otra parte, sea

(14.25) q:{q(l),q@),...,q(N),O,O,...}6[,2,
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donde los racionales ¢'9 € Q son elegidos de manera que

i i 2 g
(14.26) (€D —¢")" < S

En esas condiciones,

N )
ple,q)* = (€90 —q0)" + 37 (£9) <
=1 i=N+1

(14.27)

N 00 1
<22;+§<220§:€’

Por lo tanto, el conjunto de elementos de la forma (14.25) es denso en L,.
Ademas, ese conjunto es numerable, dado que puede establecerse una relacién

biunivoca entre sus elementos y los polinomios con coeficientes racionales,
(14.28) q— Q) = g0 4 gDt g g N

los que forman un conjunto numerable.

En conclusion, £5 contiene un conjunto denso numerable, es decir, es separable.

Definicién 14.1. Un espacio euclideo de dimension infinita, completo y separable

es llamado espacio de Hilbert.

Ejemplo:

e El espacio L es un espacio de Hilbert. o

15. COMPLETAMIENTO DE ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 15.1. Dos secuencias de Cauchy, {zy , k =1,2,... }, {w,k=1,2,...} C

E, se dicen coterminales si

(15.1) Jim || 2 — e = 0.

Si la secuencia fundamental {zy,k = 1,2,...} es coterminal con la secuencia
{yr , k =1,2,...}, y ésta es coterminal con {z;,k = 1,2,...}, entonces la primera

es coterminal con la segunda. En efecto,

(15.2) p(wk, 2z) < p(wr, yi) + p(Yk, 21) -

Evidentemente, esto corresponde a una relacién de equivalencia, en la que dos

secuencias estan en la misma clase de equivalencia si y sélo si son coterminales.
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El conjunto E de las clases de equivalencia de secuencias coterminales en el
espacio euclideo E, X = {{xy, k=1,2,...} C E | coterminales}, se estructura

como un espacio lineal respecto de las operaciones lineales definidas a continuacion:

= Dados X.,Y € E, tomamos dos secuencias representativas,
{zx} € X, {yx} € Y, y con ellas formamos la secuencia {z; = xp + yi}.

Esta secuencia es también fundamental,
(15.3) lze =z | <[z —a ||+ Tye =0 l= 0, k1 — o0,

y en consecuencia pertenece a cierta clase Z € E.

En esas condiciones, se define
(15.4) X+Y =27.

Esta definicién es univoca, ya que si {z}.} € X, {y.} € Y, la secuencia

{z, = 2}, + y;.} € Z. En efecto,
(15.5) Ik =z I <l on —ap |+ 1y — 93 =0, k1 — o0,

» Similarmente, AX € E es aquella clase a la que pertenece la secuencia
fundamental {\z}, donde {x;} € X. Resulta inmediato verificar que esta

definicién también es univoca.

Queda como ejercicio verificar que en E se satisfacen los axiomas de espacio
vectorial.
En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la clase de secuencias

convergentes a 0, O. En efecto, si {z3} € X v {yx} € O, entonces

(156)  Jim || @@ty o = Jm [y =0 = {metm)e X,

El espacio lineal E puede estructurarse como un espacio euclideo si se introduce
un producto escalar entre clases X,Y € E. Para ello consideremos secuencias
fundamentales representativas de cada una de esas clases, {z;} € X, {yx} € Y,
y tomemos el producto escalar (en E) de sus elementos genéricos, {(xg,yx) k =
1,2,...}. Estos numeros definen una secuencia de Cauchy que, en consecuencia,

tiene un limite:

‘ (Ik,yk) - (%yl) ‘ = ’ (l"k,yk - yl) + (xk - xz,yl) ‘ <
(15.7) < ‘ (T, Y — Y1) ‘ + ‘ (xr — 21, Y1) ‘ <

<Nl lve—wll + 12— ||| || — 0, k1 — o0,
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dado que toda secuencia fundamental es acotada.
El limite de esta secuencia numérica solo depende de las clases seleccionadas
en E, y no de las secuencias representativas consideradas. En efecto, sean dos

secuencias coterminales con las anteriores, {z}} € X y {y,} € Y; entonces

(@) = (@ 0h) | = | @ = ) + (0 = ) | <
(15.8) < | oo =93 [+ | (e = aiop) | <

<l zelllye =i I+ 1 or =2 ([l g5 (| = 0, k1 — o0,
En esas condiciones, se define
(15.9) (X,Y) := l};rgo(xk, Ur)

Es evidente que esta definicion satisfacen los dos primeros axiomas del producto

escalar en un espacio euclideo. En cuanto al tercero, para {z;} € X tenemos

(15.10) (zp,21) 20 = (X,X) >0,

y si

(15.11) (X, X)=0 = Jim | I’=0 = 2, -0 = {1} €0,
es decir, X = O.

El espacio Euclideo E asf conformado tiene las siguientes propiedades:

= E contiene un subespacio E; isomorfo a E.
En efecto, cada vector de E puede asociarse de manera univoca con la

clase de secuencias coterminales que lo tienen por limite,

(15.12) v Xo={{on} |z — o}, yo Xy = {{w} v >y}
Entonces

(15.13) ar+ Py aX,+8X,,

y el producto escalar

(15.14) (X2, X,) = ’}Lrgo(xk, yr) = (z,y) .
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» El subespacio E; es denso en E.
Consideremos una secuencia fundamental {z;} € X € E. Dado ¢ > 0,
dN € N tal que si k > N entonces p(xx, vn) < 5.
Sea X, € E; la clase de las secuencias que convergen a xy. En parti-

cular, X, contiene la secuencia {zy,zn,...}. Entonces
€
(15.15) | X — Xy [|= lm ||z —2y [ <= <e.
k—oo 2

Por lo tanto, todo elemento de E es un punto limite de E;.
» El espacio E es completo.

Consideremos una secuencia fundamental {X k} CE,
€
2
Si {xk,r} € Xk y {xl,r} € Xla con kal > n0(€),

(1516) || X, — X, ||< , Vk,l>n0(5), Ve>0.

(15.17) lim [z, =@, | <5 = o — o ll< 5, Vr>ne).

Sea yr = Tpg, y llamemos N(g) = méaximo {ng(¢),ro(¢)}. Entonces, si
k,l > N(e),

€
(15.18) lye =y =1 zrp — 2 || < 9"

Por lo tanto, la secuencia {yx} es fundamental, y pertenece a cierta clase
Y €E.
Ahora bien, si k > N(e),

(15.19) | X =Y || = lim ||xk,l—y,||§§<e,ve>o.

En consecuencia, Y = lim;_., X, lo que muestra que toda secuencia de

Cauchy en E tiene un limite en ese espacio.

Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 15.2. Dado un espacio euclideo de dimension infinita E (en general,
no completo), existe un espacio euclideo completo E, llamado completamiento

de E, que contiene un subespacio denso isomorfo a E.

Finalmente senalemos que, dados dos espacios euclideos isomorfos E y E’, sus

completamientos E y E’ también son isomorfos entre si.



54 H. Falomir
16. LA INTEGRAL DE LEBESGUE

Hemos visto que el espacio Cs(a,b) no es completo, en el sentido de que no
toda secuencia fundamental en Cy(a,b) converge en media a una funcién continua.

No obstante, en virtud del Teorema 15.2, sabemos que es posible construir (de

manera abstracta) un completamiento para ese espacio, Ca(a,b), que contiene un
subespacio denso isomorfo a Cs(a,b).

Veremos que es posible dar a m un significado concreto, interpretandolo
como el conjunto de cierta clase de funciones.

En particular, la integral de Riemann (definida para funciones continuas) ha sido
una herramienta esencial para definir el producto escalar en Cy(a,b). La necesidad
de incorporar al espacio funciones mas generales hace necesario generalizar también
ese producto escalar, expresandolo en términos de la integral de Lebesgue.

El desarrollo de la teoria de la integral de Lebesgue excede las posibilidades de
este curso (ver, por ejemplo, la bibliografia indicada), por lo que nos contentaremos

con dar aqui s6lo una presentaciéon intuitiva de ese concepto.

Definicién 16.1. Diremos que un conjunto de puntos A C [a,b] tiene medida
menor que un numero ¢ > 0 si A puede ser contenido en un conjunto (finito o

infinito numerable) de intervalos cuya longitud total sea menor que €.

Ejemplo:
e El conjunto de los nimeros racionales tiene medida menor que cualquier niimero
positivo €.

En efecto, siendo un conjunto numerable, Q = {q1, ¢a, . . . }, el k-ésimo racional
puede ser contenido en un intervalo de longitud < &/2*, de manera tal que la

longitud total de esos intervalos serd menor que

00
9

2k:
k=1

(16.1) —c.

Definicién 16.2. Un conjunto de medida menor que cualquier niimero positivo

se dice de medida nula.

Definicién 16.3. Una funcién f(t), definida en un intervalo [a, b], se dice medible
si, Ve > 0, ella puede ser redefinida en un conjunto de medida menor que ¢ del

intervalo [a, b] de manera tal que la funcién resultante sea continua.

Ejemplos:
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e Una funcion con un nimero finito de discontinuidades aisladas es medible. Basta
con redefinir adecuadamente a la funcién en un entorno suficientemente pequeno

de cada punto de discontinuidad para obtener una funcién continua.

e Una funcién con una singularidad aislada, como

t7¢, para0<t<1,
(16.2) ft) =
0, parat =0,

con a > 0, es medible. Ella puede ser redefinida en el intervalo (0, €), por ejemplo,
como una funcion lineal que se anule en el origen y tome el valor e™* en t = €. De

esa manera se obtiene una funcién continua en el intervalo [0, 1] para todo € > 0.

e La funcién de Dirichlet, definida en el intervalo [0, 1] como

) 1, VteQ,
(16.3) x(t) _{ 0. Vi ¢,

es una funciéon medible. En efecto, el conjunto de los niimeros racionales puede
ser contenido en un subconjunto de [0, 1] de medida menor que cualquier £ > 0.
Redefiniendo alli adentro a la funcién, por ejemplo, como tomando valores nulos

se obtiene una funcién continua, idénticamente nula. o

16.1. Integral de Lebesgue. Consideremos una funciéon medible en el inter-
valo [a,b], f(t), que toma valores no negativos. Entonces, dada una secuencia de
numeros positivos €, — 0, para cada k podemos construir una funcién continua
fr(t), que también tome valores no negativos, y que sélo difiera de la anterior en
un conjunto de medida menor que &y.

Si esas funciones fi(t) pueden ser construidas de manera tal que sus integrales
(en el sentido de Riemann) tengan una cota superior comin, entonces la funcién
f(t) se dice sumable o integrable en el sentido de Lebesgue.

En ese caso, se puede demostrar que las funciones fi(t) pueden ser elegidas de
modo que sus integrales formen una secuencia convergente cuyo limite, no obstante,

puede depender de la esa eleccién.

En efecto, si la funcién f(¢) ha sido modificada en un intervalo A, de longitud
J, a los efectos de obtener una funcién continua fi(t), nada impide sumarle a f(t)
una funcién continua no negativa, que se anule fuera de /A y cuya grafica sea,
por ejemplo, un tridngulo de base § y altura 2¢/d, con ¢ > 0. Esa modificacién

incrementa en c el valor de su integral,

(16.4) /bfk(t)dt o c+/bfk(t)dt.
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Entonces, el limite de la secuencia de integrales puede ser incrementado arbitra-
riamente. Pero la condicién fi(t) > 0 impide que pueda ser disminuido arbitraria-
mente.

En esas condiciones, se define la integral de Lebesgue de f(¢) (y se la denota
por el mismo simbolo que la integral de Riemann) como la mayor cota inferior o
infimo del conjunto de valores posibles para el limite de la secuencia de integrales

de las funciones f(t),

(16.5) /abf(t) dt := Inf {’}inolo /ab Fiul®) dt} ,

donde deben tenerse en cuenta todas las posibles elecciones de las funciones fj(t).

Con esa definiciéon, se puede demostrar que si una funcién que toma valores no
negativos f(t) tiene una integral de Riemann (porque es continua), o una integral
de Riemann impropia (como es el caso de una funcién con una discontinuidad, o
con una singularidad integrable f(t) = t™, con 0 < a < 1), entonces también
es sumable, y su integral de Lebesgue coincide con su integral en el sentido de
Riemann.

Similarmente, una funcién no negativa que tiene una singularidad no integrable,
f(t) =t=% con a > 1, tampoco es integrable en el sentido de Lebesgue dado que,

en ese caso, las integrales de las funciones fi(¢) no estan acotadas.

No obstante, existen funciones que no tienen una integral de Riemann (ni propia
ni impropia) pero que si son integrables en el sentido de Lebesgue.

Un ejemplo es la funcién de Dirichlet, ec. (16.3). Esta funcién no es integrable en
el sentido de Riemann, porque el limite de las integrales de funciones escalonadas
que aproximan a X(t) por arriba no coincide con el limite de las que la aproximan
por abajo.

Pero esta funcion medible puede ser modificada en conjuntos de medida arbi-
trariamente pequena, de modo de obtener una secuencia de funciones continuas
Xk(t) cuyas integrales estén acotadas. La eleccién de estas funciones que conduce
a los minimos valores posibles para sus integrales corresponde a tomar y(t) = 0

para todo k. Entonces,

(16.6) /le(t) dt — Tnf {1311110 /01 i (t) dt} ~0.
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Propiedad 16.4. Si f(t) > 0 es una funcién integrable de Lebesgue, y 0 < g(t) <

f(t), entonces g(t) también es sumable y su integral satisface

(16.7) Og/bg(t)dtg/bf(t)dt.

Definicién 16.5. Una funcién medible f(t), que toma valores tanto positivos

como negativos, se dice sumable si su valor absoluto |f(¢)| es sumable.

En ese caso, por la propiedad anterior, las funciones

f+(t) = max {0, f()} < [F()],
(16.8)

f-(t) = max {0, —f(t)} < [f()],
que toman valores no negativos, son integrables de Lebesgue. Dado que f(t) =

fi(t) — f_(t), se define la integral de Lebesgue de esa funcién como
b b b
(16.9) / F(t) dt = / Fo(t) dt — / £(t)dt.

Si la funcién f(t) toma valores complejos, y su médulo |f(¢)| es sumable, enton-

ces se define

(16.10) /f(t)dt ;:/ é]%{f(t)}dtJri/ S{F(t)} dt.

a

Se puede demostrar que la integral de Lebesgue asi definida tiene las mismas

propiedades de linealidad que la integral de Riemann,

b b b
(16.11) /{af(t)+ﬁg<t)} dt:a/ f(t)dt+ﬁ/ o(t) dt

17.  EL EspACIO Ls(a,b)

Se llama Ls(a, b) al espacio de las funciones f(t) medibles en el intervalo [a, b],

cuyos modulos al cuadrado son sumables,

b
(17.1) / IF(D)] dt < 0.

Este conjunto se estructura como un espacio lineal respecto de las operaciones

usuales de suma de funciones,

(17.2) (f +9) (@) == f{t) +9(t),

y producto de funciones por niimeros,
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(17.3) (@ f)(t) == a f(t).

Quisiéramos hacer de él un espacio euclideo introduciendo un producto escalar

similar al del espacio Cs(a,b), pero empleando la integral de Lebesgue,

(174 (F0.9(0) = [ F0)" glt)at.

Primero verifiquemos que esa integral existe para todo par de funciones f(t), g(t) €

Ls(a,b). Para ello tengamos en cuenta que

ar5) o< (Ol -1e@l) = |70 9] < 5 (1F0P +1o0)P).
de donde resulta que (f(t)* g(t)) es sumable (ver Propiedad 16.4).

Si ahora consideramos la suma de dos funciones f(t), g(t) € La(a,b),

76 + 90| = |£(02 + 270 900) + 9(?

<

(17.6)

)

2 2
< |r] +2| @ 9| + |ot)
de donde resulta que (f+g)(t) € La(a,b), que es lo que debe ocurrir en un espacio
lineal.

En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la funcion idénticamente
nula 0(%).

Por otra parte, de la definicién de producto escalar, ec. (17.4), y de las propieda-
des de linealidad de la integral de Lebesgue, ec. (16.11), resulta inmediato probar
que se satisfacen los dos primeros axiomas del espacio euclideo.

En cuanto al tercero,
(17.7) V®r20=>(ﬂmf@)=LnﬂM%ﬁZU

Pero si <f(t), f(t)) = 0, no podemos concluir de ello que f(t) = 0(t), puesto que
hemos visto que existen funciones a valores no negativos que (como la funcién de
Dirichlet) tienen una integral de Lebesgue nula a pesar de no ser idénticamente

nulas. Esto crea una dificultad con la segunda parte de este axioma.

Sin embargo, se puede demostrar que una funcién a valores no negativos, u(t) >
0 Vt, tiene una integral de Lebesgue nula si y sélo si ella difiere de 0 en, a lo sumo,

un conjunto de medida nula,

(17.8) / ") dt=0 & ult) =0, e
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(donde la abreviatura a.e. significa en casi todo punto - almost everywhere).
En particular, esto implica que la “distancia” (derivada del “producto escalar”
definido en la ec. (17.4)) entre dos funciones f(t),g(t) € La(a,b) es cero si esas
funciones difieren sélo en un conjunto de medida nula,
‘2

dt =0.

b
(17.9) () = g(t), ae. = / £(t) — gt)

A pesar de no ser idénticas, tales funciones deberian ser consideradas como el

mismo vector del espacio euclideo.

Esto sugiere identificar a todas las funciones de (médulo) cuadrado integrable
que difieran unas de otras en, a lo sumo, un conjunto de medida nula con un
mismo elemento del espacio. En particular, toda funcién nula en casi todo punto
serfa entonces equivalente al vector nulo 0(t), con lo que también se satisfaria el

tercer axioma del producto escalar.

Para ser mds precisos: interpretamos a los elementos del espacio Ls(a,b) no
como funciones individuales, sino como clases de equivalencia de funciones
de cuadrado sumable, donde dos funciones estan en la misma clase si coinciden
en casi todo punto (es decir, si sélo difieren en un conjunto de medida nula).

Las operaciones lineales entre clases se definen a partir de las operaciones sobre
funciones representativas de cada clase, siendo la clase resultante independiente de
esta eleccién. En efecto, cambiar de funciones representativas produce un resultado
que coincide con el anterior en casi todo punto, y entonces pertenece a la misma
clase de equivalencia.

Finalmente, el producto escalar entre elementos de Ly(a,b) se define como en
la ec. (17.4), a partir de dos funciones representativas de las clases. Esto también
resulta independiente de esa eleccién, dado que cambiar de funcién en una clase
corresponde a cambiar el integrando en, a lo sumo, un conjunto de medida nula,

lo que no altera el valor de la integral.
Con esta interpretacion, Ly(a,b) resulta un espacio euclideo.

Por otra parte, se puede demostrar que las funciones continuas, que participan

en la definicion de la integral de Lebesgue

b b
(17.10) / ‘f(t)}th:Inf{kE%/ {fk(t)fdt} , f(t) € Ly(a,b),

pertenecen a clases de equivalencia que forman un subespacio denso en Ly(a,b).

Evidentemente, este subespacio es isomorfo a Cy(a, b).
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Dado que Cy(a,b) es un espacio euclideo de dimensién infinita y separable (con-

tiene un conjunto denso numerable), también lo es Lo(a, b).

Finalmente, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 17.1. (de Riesz y Fischer) La(a,b) es un espacio euclideo completo.

Por lo tanto, Ly(a,b) es un espacio de Hilbert (espacio euclideo de dimensién

infinita, completo y separable), isomorfo al completamiento de Cy(a, b).

Esta construccién puede ser generalizada al caso de varias variables.

Consideremos, por ejemplo, funciones de dos variables, f(t,s), definidas en la
region [a, b] X [c,d]. Un conjunto de puntos de ese rectangulo tiene medida menor
que € > 0 si puede ser contenido en un conjunto finito o infinito numerable de
rectangulos de area total menor que e.

La definicién de funciones medibles y sumables es enteramente similar a la del
caso de una variable, asi como la definicién de integral de Lebesgue, que se denota
por el mismo sfimbolo que la integral de Riemann, fab fcd f(t,s)dtds.

El conjunto de las clases de equivalencia de funciones de (médulo) cuadra-

do sumable en la regién [a,b] X [¢,d] conforma un espacio de Hilbert llamado
L2 ((avb) X (C, d))

El siguiente resultado permite calcular integrales de Lebesgue dobles como in-

tegrales iteradas, como en el caso de integrales de Riemann dobles.

Teorema 17.2. (de Fubini) Sea f(t,s) una funcion sumable en el rectangulo a <
t<b, c<s<d.

Entonces, para t fijo, f(t,s) es una funcion sumable de la variable s en el in-
tervalo [c,d], excepto posiblemente para un conjunto de medida nula de valores de

t. Su integral de Lebesgue

(17.11) F(t) = /df(t, s)ds

(que existe en casi todo punto) es una funcion sumable de la variable t, cuya

integral coincide con el valor de la integral doble,

(17.12) /abF(t)dt:/ab{/cdf(t,s)ds}dt:/ab/cdf(t,s)dtds.

Similarmente, la integral fabf(t,s) dt existe para casi todos los valores de s, y

define una funcion sumable tal que

(17.13) /Cd{/abf(t,s)dt} ds:/ab/cdf(t,s) dt ds .



Espacios Euclideos 61

18. COMPLEMENTOS ORTOGONALES

El Lema 3.1 muestra la existencia del complemento ortogonal de cualquier subes-
pacio de dimensién finita. En lo que sigue mostraremos que en un espacio euclideo
completo es posible realizar una descomposicién similar respecto de un subespacio

arbitrario.
Lema 18.1. Si x € E es un vector ortogonal a un subespacio ¥ C E, entonces x
es también ortogonal a su clausura, x | F.

En efecto, si y € F, entonces y = limy_oo Y, con y, € F, V k € N. En esas

condiciones, por la continuidad del producto escalar,

dado que z L y;,, Vk. Por lo tanto, z Ly, Vy € F, es decir, z L F. O

Esto implica, en particular, que no existe ningtin vector no nulo que sea ortogonal
a un subespacio F denso en E. Eso es asf porque, siz L F = 2z L E C F. Entonces,

rlax=x2=0.

En esas condiciones, serd suficiente considerar subespacios cerrados (recorde-
mos que, en particular, todo subespacio de dimensién finita es cerrado). También

necesitaremos la siguiente propiedad.

Lema 18.2. (del paralelogramo) Dados dos vectores x,y € E, vale la relacion
(18.2) le+yllP+le—ylP=2z|>+2]y?
(es decir, la suma de los cuadrados las longitudes de las diagonales de un parale-
logramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados).
En efecto,
lz+yP+llz—ylP=@+yr+y)+(@—yz—y) =
(18.3)
=2(z,2) +2(yy)= 2= > +2[y |*.
O

Lema 18.3. Consideremos un subespacio cerrado F de un espacio euclideo com-
pleto E. Todo vector x € E puede ser expresado como la suma de dos vectores,

r=u~+uv, dondeu € F yv L F. Ademds, esos dos vectores estdn univocamente
definidos.
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Sea

(18.4) d = Infyyer) {p(a,9)} > 0.

Si d = 0, entonces x es un punto limite de F = x € F, por ser F cerrado.
Supongamos que x ¢ F = d > 0. Eso quiere decir que existen en F vectores
cuya distancia a x es mayor que d, pero tan proxima como se quiera a ese valor.

En esas condiciones, podemos construir una secuencia {y;, k € N} C F, tal que
(18.5) | x—yx || —d cuando k — cc.
Aplicando el Lema 18.2 podemos escribir
(18.6) 2=y P42 e —w P=l 20— @+ P+ 1w —w |,
de donde resulta que, Vk,l € N,
(18.7) O<llwe—wIP<2{lz—w >+l —w |} -4,

donde hemos tenido en cuenta que

2
> 2

- Y

(18.8) H x— o ‘; i

dado que (yx +u)/2 € F.

Ahora bien, por construccién, el miembro de la derecha de la ec. (18.7) tiende
a 0 cuando k,l — oo, de donde se concluye que la secuencia {y;, k € N} es
fundamental. Y como E es un espacio completo y F es cerrado, existe en ese

subespacio el limite de la secuencia

(18.9) w=limy, €F.

k—o0

Sea v = £ — u. Su norma es
(18.10) lvll=lz—ull=lim | oy ]=d>0.

Tomemos ahora un vector arbitrario z € F, y consideremos la combinacion
u+ Az €F, con A € C. Entonces, el cuadrado de su distancia respecto del vector
T=u-+ves

lz—(u+Az) [P=[v-Az|*=
(18.11)
=[lv[? =2R{A(v,2)} + AP || 2 [IP= &,

de donde resulta que

(18.12) 2R{A(v,2)} <\P || 2 ||*, VzeF,¥ieC.
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Primero tomemos A € R. Entonces,

2R{(v,2)} <A || 2]*, VYA>0,
(18.13) = R{(v,2)} =0.
2R{(v,2)} > A ||z ]]*, VA<O,
Si ahora tomamos A =7y, con u € R, tenemos
23{(,2)} = —p I 217, Vp>0,
(18.14) = S {(v,2)} =0.
23 {(v,2)} < —p || 2 P, Vu<o,

Por lo tanto,
(18.15) (v,2)=0,VzeF = v L1lF.

Finalmente, supongamos que z admite otra descomposicién de la forma x =

u' 4+, con v’ € Fydv LF. Entonces,

(18.16) 0= (utv) = (+) [P=lu—u[*+ [ o2

de donde resulta que v’ = u y v' = v, de modo que la descomposicién es tnica. [
Recordemos que el conjunto de los vectores ortogonales a un subespacio dado

F C E forman el complemento ortogonal de F, que es un subespacio cerrado.

Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 18.4. Para todo subespacio cerrado F de un espacio euclideo completo
E, existe su complemento ortogonal F+, que es también un subespacio cerrado.
Ademds, todo vector x € E admite una descomposicion unica de la forma x = u+wv,

conu € F yveFt

19. DESARROLLOS ORTOGONALES

Definicién 19.1. Se dice que un conjunto ortonormal de vectores de un espacio
euclideo, {e1,es,...,€x,...} C E, es un sistema completo si no existen en E
vectores no nulos que sean ortogonales a todos los vectores del sistema.

Esto es, el conjunto {eg,es,...,€k,...} es un sistema completo en un espacio E

si las ecuaciones

(19.1) (eg,z) =0, VkeN = z=0.

Por el momento no sabemos si tales sistemas existen, ni como construirlos en

ese caso, pero si podemos estudiar las consecuencias de su posible existencia.
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Supongamos que tenemos un conjunto numerable de vectores ortonormales,
(19.2) {e1,€9,...,€k,...} CE, con (e, e) = ks,

y que un vector x € E tiene un desarrollo de la forma

o0

(19.3) T = Z a ey, .

k=1

En (19.3), la serie converge en el sentido de la distancia en E, es decir,

(19.4) A}im | z— Sy =0,
donde
N
(195) SN = Zak €L
k=1

es la N-ésima suma parcial de la serie.

Para N dado, consideremos el producto escalar

N ag , k S N7
(196) €k,SN Zal ek,el

=1 0, k>N.
Entonces,
(19.7) (eg,x) = A}im (ex, Sn) = ay .

Por lo tanto, los coeficientes a; de un desarrollo convergente como el de la ec.
(19.3) estan univocamente determinados como los coeficientes de Fourier del

vector x respecto del sistema ortonormal considerado.

Dado un sistema ortonormal de vectores como el de la ec. (19.2), siempre es
posible calcular los coeficientes de Fourier de un vector = € E respecto de dicho
sistema, y con ellos formar las sumas parciales de su serie de Fourier generali-

zada,

N
(19.8) Sy = Z ag ey, con ay = (e, x).

k=1

Consideremos la diferencia

(199) RN Z:ZL‘—SN.
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Este vector es ortogonal a los N primeros vectores del sistema, Ry 1 ep, k =
1,2,...,N . En efecto,

N
(1910) (€k,RN) = (€k,$) — (ek, SN) = ap — Zal 5k,l = O, Si k} S N

=1
En consecuencia, x = Sy + Ry es la suma de dos vectores ortogonales entre si.

Por el teorema de Pitdgoras tenemos

N
(19.11) Fz =1 SnI? + | B P21 Sn IP= ) lawl?,

k=1
de modo que

N
(19.12) > Jar* <[z |*, VN eN.

k=1

De aqui resulta la siguiente propiedad:

Propiedad 19.2. Los coeficientes de Fourier de un vector x € E relativos a un con-
junto numerable de vectores ortonormales entre si, ay = (e, x),V k € N, satisfacen

la desigualdad de Bessel,

(19.13) D larl> <z |
k=1
Teorema 19.3. Sea {ey,ea,...,¢€k, ...} un sistema ortonormal completo en un

espacio euclideo completo E. Todo vector x € E tiene una serie de Fourier gene-

ralizada que converge a x en la métrica de ese espacio,

o0

(19.14) x:Zakek, con ay, = (ex, ).
k=1

Consideremos la distancia entre dos sumas parciales de la serie de Fourier gene-

ralizada para z,

N+M 2 N+M
(1915) H SN+M_SN ||2: Z Qg € == Z ]ak\Q.
k=N+1 k=N+1

Como consecuencia de la desigualdad de Bessel, la suma en el miembro de la
derecha es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente. Por lo

tanto, la sucesién de sumas parciales {Sy} es fundamental.
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Ahora bien, en un espacio euclideo completo, toda secuencia de Cauchy tiene

un limite. Es decir, existe un vector S € E que es el limite de la serie,

Los coeficientes de Fourier de S respecto del sistema ortonormal considerado

(univocamente determinados) estdn dados por (eg, S) = ax. En consecuencia,

(19.17) (ex,o—95) = (eg,x) — (e, S) =ar —ar, =0, VkeN.
Finalmente, si el sistema {ej, eg, ..., €, ...} es completo, la ec. (19.17) implica
que
(19.18) r—95=0 = z=29.
En consecuencia, el vector x es el limite de su serie de Fourier generalizada,
(19.19) r = i(ek, T)ey.
k=1

g

En las condiciones del Teorema 19.3, dos vectores cualesquiera z,y € E pueden

ser representados como los limites de sus respectivas series de Fourier,

(19.20) x:Zakek, y:Zbkek.
k=1

k=1

Por la continuidad del producto escalar, podemos escribir

N N N 00
1021 ()= Jin (zak o ) =l Y b= 3 ai

k=1 k=1 k=1

En particular, tomando y = x obtenemos la igualdad de Parseval,
(19.22) l2 [P = (z,2) =) |axl*.
k=1

Esto muestra que, en un espacio euclideo completo, la desigualdad de Bessel
se reduce a una igualdad cuando el sistema ortonormal es completo. Esta es una

suerte de generalizacion del Teorema de Pitagoras al caso de dimensién infinita.

Para que valgan estas propiedades que acabamos de demostrar debemos contar
con un sistema ortonormal completo de vectores.

Ya conocemos un método general para ortogonalizar (y normalizar) una dada
secuencia de vectores, {z1,xg,...,Zg,... }, pero el sistema ortonormal resultante

no sera, en general, un sistema completo.
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Teorema 19.4. Una condicion necesaria 1y suficiente para que el sistema
{e1,€9,...,€k,...}, obtenido por ortonormalizacion de la  secuencia
{z1,29,...,28,... } CTE, sea completo en un espacio euclideo completo E es que
la variedad lineal generada por los vectores xy,, L{xy ,k € N}, sea un subespacio

denso en E.

Primero supongamos que el sistema {ej,es,..., €, ...} sea completo. Enton-
ces, como E es completo, todo vector x € E es el limite de su serie de Fourier

generalizada

N—oo

N
(1923) z = lim SN, SN:Zakek.
k=1

Teniendo en cuenta que cada uno de los vectores e es, por construccion, una com-
binacién lineal de un nimero finito de vectores x; (ver Teorema 4.1), concluimos
que existen combinaciones lineales de (un ndmero finito de) estos vectores que
estan tan cerca como se quiera del vector x.

Por lo tanto, si el sistema {eq,es,..., €, ...} es completo en un espacio E com-

pleto, entonces L{x) ,k € N} es denso en E.

Supongamos ahora que L{zy,k € N} sea denso en E. Podemos invertir la
relacién entre los e y los xp, de modo de expresar cada vector x; como una
combinacién lineal de (un nimero finito de) vectores e;. Entonces, un vector x

ortogonal a todos los ey,

(19.24) (er,z) =0, VkeN,

es ortogonal a toda combinacién lineal de los xj, es decir,
(19.25) x L L{x1,x0,. .., xp,... }.

Y como no existen vectores no nulos ortogonales a un subespacio denso, debe ser
z=0.
Por lo tanto, si £L{xy,k € N} es denso en E, entonces el sistema ortonormal

{e1,€9,...,€k,... } es completo en E. O

Ejemplos:

e La variedad lineal generada por las potencias de t en el intervalo [—1, 1], que es
el subespacio de los polinomios Py(—1, 1), es denso en el espacio Co(—1,1) que, a
su vez, es denso en el espacio completo Ly(—1,1). Entonces, por el Teorema 19.4,
el conjunto de los polinomios de Legendre (que se obtienen por ortogonalizacién

de las potencias de t - ver ec. (4.2)) es un sistema ortogonal completo en Ly(—1,1).
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En consecuencia, toda funcién de cuadrado sumable en [—1, 1] puede ser des-
arrollada en una serie de polinomios de Legendre (debidamente normalizados), y

esa serie converge en media a la funcién.

e El sistema de las funciones trigonométricas, {cos(kt), k =0,1,2,...;sin(lt),l =

1,2,3,...}, es ortogonal y completo en Lg(—m, ).

En efecto, es bien sabido que una funcién peridédica de periodo 27, con una
derivada primera continua en toda la recta, tiene un desarrollo en serie de Fourier
que converge uniformemente a la funcion en toda la recta.

En consecuencia, el espacio lineal generado por las funciones del sistema trigono-
métrico es denso en un conjunto que llamaremos F, que contiene a todas aquellas
funciones definidas en el intervalo [—m, 7| que pueden ser extendidas a toda la

recta como funciones 2m-periddicas y con una derivada primera continua:
(19.26) L{cos(kt) ,k > 0; sin(lt),l > 1} denso en F'.

Este conjunto F contiene, en particular, funciones con una derivada primera
continua en (—m,7), y que se anulan idénticamente en intervalos de la forma

[—7,—7m + 0] y [7 — d,7], con 6 > 0.

Veremos que F es denso en el conjunto de los polinomios Py(—m,7), que a su
vez es denso en Lo(—m, ).
En efecto, consideremos un polinomio P(t), y una secuencia de funciones reales

y diferenciables, {hi(t), k € N}, tales que tomen valores entre 0 y 1 y satisfagan

0, 7— B <p <,
(19.27) hi(t) =

1, <m—(H)".

Evidentemente, el producto hi(t) P(t) € F,Vk. Y si |P(t)| < M, Vt € [a,b], su
distancia a P(t)

p(hk(t) P(t), P(t)>2 - /W (h(t) — 1) [P(t)[ dt <

—T

1\* 1\*
§22M22(§> = 8M? <§> -0

(19.28)

cuando k£ — oo.

Por lo tanto

(19.29) L{cos(kt) ,k > 0; sin(lt),l > 1} denso en Ly(—m, 7).
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Como el sistema trigonométrico ya es ortogonal, normalizando esos vectores

obtenemos un sistema ortonormal y completo en Loy(—m, 7),

(19.30) {C(j(z_ljf),kzo;si?g_;),zz1},

de acuerdo con el Teorema 19.4.

En un espacio complejo también podemos tomar el sistema ortonormal completo

(19.31) {%\/;_ft) ke Z} .

e Los sistemas {cos(kt) ,k =0,1,2,...} y {sin(kt) ,k = 1,2,3, ...} son completos
en Ly(0, ).

En efecto, las funciones de cuadrado sumable en [0, 7] pueden ser extendidas
al intervalo [—m, ] como funciones pares o impares, cuyas series de Fourier se
reducen a series de cosenos y senos respectivamente.

La convergencia en media de la sucesién de sumas parciales (también pares o
impares, segun el caso) a la funcién en el intervalo completo implica la convergencia

en media en [0, 7],

(19.32) /W () — Sy (1)]? dt =2 /OF lz(t) — Sy (t)|> dt — 0

cuando N — oo.

e Por un razonamiento similar, se puede demostrar que el sistema ortogonal
{cos(kt) cos(ls) , k,1 > 0}, es completo en Ly ((0,7) x (0,)).

Teorema 19.5. Todo espacio de Hilbert real E es isomorfo al espacio L.

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio euclideo infinito-dimensional,

completo y separable.
Todo espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal y completo de vectores.
En efecto, por ser separable, E contiene un conjunto denso numerable,

(19.33) F = {x1,29,...,2k,...} denso en E.

En consecuencia, la variedad lineal generada por esos vectores es también densa
en E y, por el Teorema 19.4, el sistema ortonormal que se obtiene por ortonorma-

lizacién de la secuencia F, {eq,es,..., €k, . ..}, es completo.
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Como el espacio es completo, todo vector x € E es el limite de su desarrollo de

Fourier respecto del sistema completo {e; , k € N},

(19.34) T = Zak er, ar=(egx)€R.
k=1
Ademas, como el sistema es completo la desigualdad de Bessel se reduce a la

igualdad de Parseval,
(19.35) [ |?=> a} <.
k=1

Estos coeficientes de Fourier permiten definir un elemento del espacio L,

(19.36) j—{ak,keN,con Za,3<oo}€£2.

k=1

Inversamente, dados el sistema ortonormal {e; ,k € N} y un elemento = € L,
como en la ec. (19.36), puede asociarse a éste un vector de E dado por el limite
de la serie de la ec. (19.34).

Dada la unicidad de los coeficientes de Fourier, esta relacién establece una co-
rrespondencia biunivoca entre los elementos de E y los de Ls. Se verifica de in-
mediato que esta correspondencia preserva las operaciones lineales y los productos
escalares.

Por ejemplo, si z,y € E se corresponden con T = {ax},y = {bx} € Lo respecti-

vamente, tenemos que

(19.37) (2, e = Y _arby = (Z,9)c,

Por lo tanto, E es isomorfo a L. U

Similarmente, todo espacio de Hilbert complejo es isomorfo a la extensién

compleja® del espacio L.

8Este es un espacio euclideo complejo cuyos elementos se obtienen como sumas formales de la

forma T 4+ iy, con T,y € Ly, y donde el producto escalar se define por

(19.38) F+ig, 2 +iy) = (z,7)+ (5,7) +i(z,9) —i(y,7) .
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20. FUNCIONALES LINEALES ACOTADAS EN ESPACIOS COMPLETOS

Teorema 20.1. Toda funcional lineal acotada f(z) en un espacio euclideo comple-
to E puede ser representada como el producto escalar por un vector fijo del espacio,
f(x)=(z,2), z € E.

Consideremos una funcional lineal acotada, |f(z)| < K || = ||, Vo € E. Si
f es la funcional nula, ella corresponde al producto escalar por el vector nulo,
f(z)=0=(0,2), Yz € E.

Supongamos que f no sea la funcional nula, y llamemos F al kernel o subespacio

nulo de la funcional,
(20.1) f(z)=0, Vx €F.

Este es un subespacio cerrado, puesto que si la secuencia fundamental {z;, Vk €

N} C F tiene por limite al vector x, entonces

(20.2) flz) = Mm f(zz) =0,

k—o0

dado que toda funcional lineal acotada es continua (ver Teorema 10.5).

Por el Teorema 18.4, sabemos que en un espacio euclideo completo existe el
complemento ortogonal de este kernel, F*, que también es un subespacio cerrado.
Veremos que F* es un subespacio unidimensional.

En efecto, sean dos vectores no nulos arbitrarios z1, 22 € F*, de modo que
f(z12) #0, y seay = f(21) 22 — f(22) 21 € F*-. Entonces,

(20.3) fy) = f(z1) f(22) = f(22) f(z1) =0 = y €F.
Por lo tanto, y L.y = y = 0, y los vectores z; y 29 son colineales.

Finalmente, sea e € F* un vector unitario que genere ese subespacio. Sabemos
que todo vector x € E tiene una descomposicién unica de la forma x = u + v,
dondev e Fy

(20.4) u=Xe€F+ con \=(eu)=(c,utv)=(em).
En esas condiciones
(205) @) = Af(e)+ f(v) = () (e,x) = (2,2) , con = = f(e) e

Este vector z es tinico, puesto que si también tenemos que f(z) = (2/,z), Va €

E, entonces

(20.6) (z—2,2)=0Vz = |[z2—72|?=0 = ' ==z.



72 H. Falomir
21. EL OPERADOR INTEGRAL DE FREDHOLM

Ya hemos senalado que todo operador lineal acotado es continuo. Un ejemplo
importante de operador acotado en Lg(a,b) es el operador integral de Fredholm

de nicleo de cuadrado sumable, definido por

b
(21.1) Ax(t) ::/ K(t,s)x(s)ds,

donde el nicleo del operador integral, K (¢, s), es una funcién de dos variables de

(médulo) cuadrado sumable en la regién a < ¢, s < b,

(21.2) K2 = /b /b K (8, 8)[2 di ds < oc.
Esto equivale a decir que

(21.3) K(t,s) € Lg((a, b) x (a, b)) ,

y que su norma en ese espacio es

(21.4) | K(t,s) | =K.

En esas condiciones, el Teorema de Fubini garantiza que la integral

(21.5) k(t)? :/ |K(t, )] ds

existe para casi todos los valores de t € [a,b], y define una funcién sumable cuya

integral es

(21.6) /bk(t)2dt =K?.

Entonces, para casi todos los valores de t, K(t,s) puede ser considerada co-
mo una funcién de cuadrado sumable de la variable s € [a,b], de norma k(t) =
++/k(t)?, y la accién del operador A sobre cualquier funcién x(s) € La(a, b) puede

ser representada como
(21.7) y(t) = Az(t) = (K(t,s)*, 2(s)), a.e.
De la desigualdad de Cauchy - Schwarz resulta que
(21.8) [y = [(E ()", x(s) | < kO [ 2|,
y de la ec. (21.6) concluimos que y(t) = Az(t) € Ly(a,b). En efecto,
(21.9) Az |?=]y|*= /ably(t)|2dt <K? o] .

Por lo tanto, un operador integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado integrable

como el de la ec. (21.1), es un operador acotado, definido sobre todo Ly(a, b), cuya
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norma no supera a la norma de su nicleo como funcién de cuadrado sumable de

sus dos variables,

(21.10) A< K= K(Es) | -

22. OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS

Definicién 22.1. Un conjunto de elementos F de un espacio euclideo E se dice
compacto’ si todo subconjunto infinito F/ C F contiene al menos una secuencia

de Cauchy (construida con elementos distintos).

Ejemplos:
e Todo conjunto finito puede ser considerado compacto.
e Todo conjunto infinito acotado en la recta R es compacto, en virtud del Teorema
de Bolzano - Weierstrass.

Por el contrario, todo conjunto F no acotado en R es no compacto. En efecto,
en ese caso se puede seleccionar el subconjunto infinito {z; € F, k € N, tales que

|zk|| > £}, que no contiene ninguna secuencia fundamental.

e Similarmente, resulta inmediato mostrar que todo conjunto infinito de elementos
de un espacio de dimensién finita es compacto si y soélo si es acotado. Ese es al

caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en el espacio.

e Si bien compacidad y acotamiento son caracteristicas equivalentes en todo
espacio de dimensién finita, en espacios euclideos de dimension infinita existen
conjuntos acotados que no son compactos.

Ese es el caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en un espacio de Hilbert.
En efecto, por ser separable, este espacio contiene un conjunto ortogonal completo
de vectores unitarios, {ej,es,..., €k, ...}, que no contiene ninguna secuencia de

Cauchy dado que

(22.1) pler,e)* =l ex—e ||?’=2, Yk, I EN.

Lema 22.2. Todo conjunto compacto en un espacio euclideo E es acotado.

Supongamos que el conjunto F C E no sea acotado. Entonces, para todo k € N
es posible encontrar un vector z; € F tal que || = || > k.
9También suele emplearse la denominacién de localmente compacto, reservando el término

compacto para aquellos conjuntos cuyos subconjunto infinitos contienen al menos una secuencia

convergente.
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En esas condiciones, el conjunto F' = {x;,k € N} C F no contiene ninguna
secuencia fundamental formada con puntos distintos, dado que toda secuencia de
Cauchy es acotada.

Por lo tanto, si F' es no acotado entonces es no compacto, lo que implica que si

F es compacto entonces es acotado. [l

Definicién 22.3. Un operador lineal A, definido sobre un espacio euclideo E, se
dice completamente continuo o compacto si aplica la esfera de radio 1 del

espacio en un conjunto compacto.

Ejemplos:
e Todo operador lineal A en un espacio euclideo de dimensién finita es compacto.

En efecto, en ese caso A es acotado y satisface que
(22.2) Az [[ <A ] -

Por lo tanto, A aplica la esfera de radio 1 en un conjunto acotado que, en un

espacio de dimensién finita, es también compacto.

e En un espacio de Hilbert, el operador identidad I (que es acotado) no es com-
pacto, puesto que aplica en si misma a la esfera de radio 1 del espacio, que no es

una regién compacta.

e Si A es un operador acotado que aplica un espacio de dimensién infinita E en
un subespacio de dimensién finita E’, entonces A es un operador compacto.
En efecto, tal operador aplica la esfera de radio 1 del espacio E en una regiéon

acotada de E’, que es también compacta. o

Lema 22.4. Sea Ay, As, ..., A, ... una secuencia de operadores lineales definidos
sobre un espacio euclideo E, y supongamos que esa secuencia converge al operador
A (en el sentido de la distancia en el espacio de Banach de los operadores lineales

acotados sobre E),
(22.3) kh’m | Ay —Al|=0.
En esas condiciones, si para todo k el operador A, es compacto, entonces A es

también compacto.

Debemos mostrar que, dado un conjunto infinito de vectores unitarios F =
{z1,29,...,2k,...} C E, siempre es posible hallar una secuencia fundamental

contenida en el conjunto de sus imdgenes, A (F) = {Ax;, k € N}.
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Consideremos primero el conjunto A; (F) = {A; 24, k € N}. Este es un conjunto
compacto, puesto que A; es completamente continuo.

Por lo tanto, es posible hallar contenida en A; (F) una secuencia de Cauchy (for-
mada por vectores diferentes), que corresponde a las imagenes de un subconjunto
(también infinito) de la secuencia original, Fy = {z{' ,azé) . xk ...} CF.

Tenemos entonces que la secuencia A; (Fy) = {4, xk ke N} es fundamental.

Consideremos ahora el conjunto Ay (F) = {4, a:,(:), k € N}, también compacto
dado que A, es completamente continuo. Entonces, siempre es posible hallar con-
tenida en A, (F;) una secuencia de Cauchy, que corresponde a las imégenes de un
subconjunto infinito de la secuencia original, Fy = {:1:&2), xg) . :zzk ...} CF C
F.

Por construccién, tenemos que tanto la secuencia As (Fo) = {As x,(f), k € N},

cuanto Ay (Fy) = {A; x,(f), k € N} son fundamentales (ya que Fy C Fy).

Por idénticas consideraciones, vemos que siempre es posible seleccionar un sub-

conjunto infinito F = {:161 ,xé o :16,(€ ...} CF,qy C--- CFy CF,tal que

An (F) ={A. xk ,k € N}, con m =1,2,...,n, sea una secuencia fundamental.

Formemos ahora el conjunto
(22.4) G={y =2, pp=2P .y = x,(fk),...} CcF.

Teniendo en cuenta que {yx,k > n} C F,, vemos que las secuencias 4, (G) =

{A, yx , k € N} son fundamentales para todo n.

Mostraremos que la secuencia A (G) = {Ayx, k € N} es fundamental. Para ello,

dado £ > 0, tomemos n suficientemente grande como para que la norma
€

(22.5) | A—A, | < 1

y sea m tal que

(22.6) | Augi = Auwi |l < 5, VhiI>m.
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Entonces,
| Ay — Ay |= | Ay —w) || =
= (A—=A4) (v —y) + An (yr — 1) || <
(22.7) <A —=An) (ke —w) | + 1] An (e —u) || <

<N A=A we =wll + 1l Anye — Anwi I <

<§x2+§—5
4 2

En resumen, dado un conjunto numerable arbitrario de vectores unitarios, siem-
pre es posible extraer de él un subconjunto infinito que es aplicado por el operador
A en una secuencia de Cauchy.

Por lo tanto, A es un operador completamente continuo. O

Teorema 22.5. Todo operador integral de Fredholm de nicleo de cuadrado suma-

ble es compacto.

Consideremos primero el caso de un operador A, de niicleo degenerado,
(22.8) Ko(t,s) =Y ou(t)u(s)”,  con @p(t), Px(t) € La(a,b).
k=1

Noétese que siempre es posible suponer que las funciones g (t),k = 1,...,n son
linealmente independientes. En caso contrario, algunas de ellas pueden ser elimi-
nadas en favor de un subconjunto linealmente independiente, obteniéndose una
suma con un menor numero de términos. Por la misma razon, puede suponerse
que las funciones ¥ (t) ,k = 1,...,n son linealmente independientes.

Como sabemos, la norma de este niicleo es una cota superior para la norma del

operador integral,

b b N
KE= 1 Kolts) IP= [ [0 ault) vnls) ale) (o) drs =

(22.9)

3

= (pr®), i) (Wuls), vu(s)) > | An || -

k=1

La accién del operador A,, sobre una funcién z(t) € Ly(a,b) se reduce a

n

(22.10) Ana(t) = (e, x) ou(t)

k=1
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de modo que A,, aplica todo el espacio La(a, b) en el subespacio de dimensién finita

generado por las funciones 1 (%), ..., on(t).

En esas condiciones, todo operador integral de Fredholm de niicleo degenerado

es un operador completamente continuo.

Consideremos ahora un operador integral A de ntucleo de cuadrado sumable
arbitrario, K (¢,s) € La((a,b) X (a,b)). Este nicleo puede ser desarrollado en una

serie de Fourier generalizada (convergente en media) de la forma

> t—a s—a
(22.11) K(t,s) = Z Ch,1 cos (lm - a) cos <l7r - a) .

k,1=0

Las sumas parciales de esta serie,

n t o o
(22.12) K, (t,s) = MZZOCM cos (lm - Z) cos (l7r Z — Z) € Ly((a,b) x (a,b)),
permiten definir una sucesion de operadores integrales de Fredholm de ntcleo
degenerado, A, todos ellos compactos.

La diferencia (A — An) es también un operador integral,
b
(22.13) (A= A,) z(t) = Ax(t) — Ay (t) = / (K(t,s) — K,(t,s)) x(s)ds ,

cuyo ntcleo es la diferencia (K(t, s) — Ky (t, s)) € Lg((a, b) x (a, b))
Ahora bien, como la norma del operador (A — An) estd acotada por la norma

de su nucleo,
(22.14) | A=A, || <|| K(t,s) — K,(t,s) || = 0 cuando n — oo.

Por lo tanto, la secuencia de operadores compactos A, converge al operador
A en el sentido de la distancia en el espacio normado de los operadores lineales
acotados sobre La(a,b). En virtud del Teorema 22.4, el operador integral A de

ntcleo K(t, s) es también completamente continuo. O

Este resultado vale, en particular, cuando el nicleo K(t,s) es continuo en la
regiéon compacta a < t,s < b. En este caso, el operador integral de Fredholm
aplica La(a,b) — Cy(a,b). En efecto, si

(22.15) y(t) = / K(t, s) 2(s) ds
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tenemos que

[t +0) — (@) = | (Kt + 6.9 — K(t.9)".2(5))|| <

2

K(t+0,s)— K(t,s)| ds <

b
(22.16) <[l /

<[z |? (b — a) maxecses {‘K(t +6,5) — K(t, 5)

2
foo

cuando 6 — 0.

23. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE OPERADORES COMPLETAMENTE
CONTINUOS

Lema 23.1. Todo operador lineal completamente continuo es acotado y, por lo

tanto, continuo.

En efecto, si A es compacto, la esfera de radio 1 del espacio E es aplicada por

A en un conjunto compacto, que necesariamente es acotado:
(23.1) | All= SUD{||z(|=1} | Az || < oo.

O

Lema 23.2. Todo operador lineal simétrico y completamente continuo A, definido

sobre un espacio euclideo completo E, tiene un vector maximo.

Supongamos que A # O (en cuyo caso este enunciado vale trivialmente).
Como || A ||=sup || Az || para = tomando valores en la esfera de radio 1 de E,
entonces es posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios F = {z, k € N}

tales que las normas de los vectores y, = A x;, satisfagan que
232 Yim [y =] 41> 0.

Como A es completamente continuo, A (F) es un conjunto compacto. Entonces,
siempre podemos suponer que la secuencia {yx, k € N} es fundamental (basta con
descartar aquellos vectores de la secuencia F cuyas imégenes no correspondan a
elementos de la secuencia de Cauchy que debe contener A (F)).

Ahora bien, si el espacio E es completo, existe un vector y € E que es el limite
de esa secuencia de Cauchy,

(23.3) y= lim y, = kh’m Axy.

k—o0
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Ademas, por la continuidad de la norma tenemos

(23.4) lyll= tim [y =] Al

Mostraremos ahora que si A es simétrico, entonces el vector unitario z = y/|| A ||
es un vector maximo de A.

En efecto, tenemos

ly 7=l Ay [P = (zx, Alys) =
(23.5)

= (we, Aye) <[z [ Aye 1< ANy Il

de modo que, en el limite k — oo, resulta

(23.6) | AIP< tim || Ayl = Ay [ <] A

Por lo tanto, [| Az [[=[| A, con || z || =1. =

Como consecuencia de los Lemas 23.1 y 23.2, y aplicando los resultados generales

obtenidos en el Lema 8.8'°, se demuestra de inmediato el siguiente Lema.

Lema 23.3. Todo operador simétrico completamente continuo A, definido sobre

un espacio euclideo completo E, tiene un autovector de autovalor A =|| A || o
A== Al

Recurriendo al procedimiento empleado en la demostracion del Teorema 8.9
(valido para el caso de dimensién finita), y teniendo en cuenta que el comple-
mento ortogonal es siempre cerrado, y que todo subespacio cerrado de un espacio
euclideo completo es también un espacio completo, podemos construir un conjunto
ortonormal de autovectores de A, {e1,e2,...,€x,... | Aex = Aper; (ex, 1) = I}

Por construccion, estos autovectores son obtenidos en orden no creciente de los
valores absolutos de sus autovalores, || A [[= |A1] > [N = > [ M] > ...

Pero, a diferencia de lo que ocurre en dimensién finita, en un espacio de dimen-
sién infinita este procedimiento puede continuarse indefinidamente.

El siguiente Lema impone restricciones sobre la distribucion que pueden adoptar

sobre la recta los autovalores de un operador simétrico compacto.

10T,ema 8.8: Si el operador simétrico acotado A tiene un vector méximo, entonces A también

tiene un autovector con autovalor || A || o — || A ||.
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Lema 23.4. Sea A un operador simétrico completamente continuo en un espacio
euclideo completo. Entonces A tiene un conjunto finito de autovectores ortonor-
males entre si correspondientes a autovalores que, en valor absoluto, superan a un

numero 6 > 0.

Supongamos que, por el contrario, contamos con un conjunto infinito de tales

autovectores,
(23.7) {e1,e0,.. . €p,... } | (eg,€1) = Opr; Aer, = Apep con|Ag| > >0,

y consideremos el conjunto de sus imagenes por A, {\; e,k € N}.
Este no es un conjunto compacto puesto que, siendo infinito, no contiene ninguna
secuencia de Cauchy. En efecto, la distancia entre dos cualesquiera de sus elementos

satisface
(238) || Aek — Ael ||2: || /\kek — /\l (] ||2: |)\k|2 + |/\l|2 > 252, VEk 75 l.

En esas condiciones, resulta imposible seleccionar una subsecuencia fundamental,
lo que esta en contradiccién con la hipdtesis de compacidad del operador A.
Por lo tanto, el conjunto de autovectores ortonormales de la ec. (23.7) ha de

contener un numero finito de elementos. O

Propiedad 23.5. El Lema 23.4 implica que si un operador simétrico completa-
mente continuo tiene un nimero infinito de autovalores no nulos, ellos forman una
secuencia que converge al origen. Ademads, la degeneracién de cualquier autova-
lor no nulo es finita (es decir, los subespacios caracteristicos correspondientes a

autovalores A # 0 son de dimensién finita).

A partir de estos resultados podemos concluir que si un operador simétrico
completamente continuo A tiene un conjunto infinito de autovalores no nulos, éstos
pueden ser dispuestos en orden decreciente de sus valores absolutos, de modo que
formen una secuencia convergente a 0. Los correspondientes autovectores son, por
construccion, ortogonales entre si, atin cuando correspondan al mismo autovalor.

En esas condiciones, obtenemos un conjunto numerable de autovectores orto-

normales, {e1, es,..., €k, ...}, cuyos autovalores, que satisfacen
(23.9) [Al=1[M] =X 2 =[] 2.,

forman una secuencia que converge al origen, Ay — 0.

Mostraremos ahora que todo vector z ortogonal a los autovectores e asi cons-

truidos satisface Az = 0.
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Lema 23.6. Si z € E es ortogonal a todos los autovectores e, correspondientes
a autovalores no nulos de un operador simétrico completamente continuo A, de-
finido sobre un espacio euclideo completo E, entonces z es un autovector de A

correspondiente al autovalor 0.

Consideremos la variedad lineal generada por (todos) los autovectores de A

correspondientes a autovalores no nulos: £{e1,es,..., € ...}, donde
(2310) Aek = /\,1€ €L, /\]€ 7£ 0.
Llamemos F a su clausura, F = L{ej,es,...,ex...}, v FL a su complemento
ortogonal.
Dado que A es simétricoy L{ey, €, ..., ey ...} es invariante, F* es un subespacio

cerrado invariante frente a la accion de A. En esas condiciones, podemos considerar
la restriccion del operador A al subespacio F*, que es é] mismo un espacio euclideo
completo.

Sea
23.11 M = A
(25.11) UL o) 14 1

la “norma” de la restriccién de A al subespacio F+. Si M > 0, por el Lemma
23.3, sabemos que A tendria un autovector de autovalor A = £M # 0. Pero,
por hipdtesis, eso no ocurre, ya que todos los autovectores correspondientes a
autovalores no nulos estan contenidos en F'.

Por lo tanto, M =0 = Az =0, Yz € F+. O

Ahora bien, por el Teorema 18.4, sabemos que todo vector x € E tiene una
descomposicién tinica como la suma x = u +v, conu € F y v € F+.

Por otra parte, en las condiciones del Lema 23.6, el conjunto de autovectores
de A correspondientes a autovalores no nulos, {ej,...,eg...}, constituye (por
construccién) un sistema ortonormal y completo en F que, por ser un subespacio
cerrado de un espacio completo, es él mismo un espacio euclideo completo.

En consecuencia, todo vector u € F es el limite de su desarrollo de Fourier

respecto de dicho sistema ortonormal,

(23.12) u = Z ager, con ap = (eg,u) = (ex,x).
{er [ Ar#0}

Estos resultados prueban el siguiente teorema:

Teorema 23.7. Sea A un operador simétrico completamente continuo definido

sobre un espacio euclideo completo E. Entonces, todo vector x € E puede ser
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representado como la suma de dos vectores ortogonales entre si, t = u + v, don-
de u es el limite de una suma que se extiende sobre el conjunto de autovectores

ortonormales de A correspondientes a autovalores no nulos,

(23.13) u = Z ager con ay = (ex,x),
{er [ Ae7#0}

y donde v es un autovector de A correspondiente al autovalor nulo,

(23.14) Av=0=0v.

Si E es un espacio de Hilbert, es separable. Entonces E contiene un conjunto
denso numerable, G = {x;,k € N} C E, cuyos elementos también tienen una
descomposicién tinica como sumas de la forma xj, = u; 4+ vy, con u, € Fy v, € F-.

Dado un vector arbitrario z € E y un niimero € > 0, siempre es posible encontrar

un vector x;, € G tal que
(23.15) E>r—a P=llu—w P+ v—ve P> v — v |7,

de donde resulta que el conjunto numerable {v;, , k € N} es denso en F+. Entonces,
F- es un espacio completo y separable.

En virtud del Teorema 19.4, por ortogonalizacion de la secuencia {vy , k € N} se
obtiene un sistema ortonormal y completo en F*, cuyos elementos son autovectores

de A correspondientes todos ellos al autovalor nulo,
(2316) {51,827 c. 75k; .. } | (5k,5l) == 5kl ;Agk == ng =0.

Por lo tanto, todo vector v € F* es el limite de un desarrollo de Fourier de la

forma

(23.17) v=" Y b&, dondeby=(E,v)= (&, x).
{&k | Ax=0}

Estos resultados, junto con el Teorema 23.7, prueban el siguiente Teorema de
Hilbert:

Teorema 23.8. Todo operador simétrico y completamente continuo definido sobre

un espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal completo de autovectores.
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24. AUTOVECTORES DE UN OPERADOR DE FREDHOLM

Consideremos un operador integral de Fredholm A de ntcleo hermitico y de

cuadrado sumable,
(24.1) K(s,t)=K(t,s)", K=| K(t,s)| < oo.

Un operador con esas caracteristicas estd definido sobre todo el espacio de Hil-
bert Ly(a,b) (ver Seccién 21), es simétrico (ver ec. (8.20)) y completamente con-
tinuo (ver Teorema 22.5). Entonces, tiene un sistema ortonormal y completo de
autovectores, y todo vector x(t) € La(a, b) es el limite de su desarrollo de Fourier

respecto de ese sistema.

Los autovectores de A satisfacen
(24.2) Aeg(t) = /b K(t,s)er(s)ds = A eg(t) .
En consecuencia, podemos escribir que
(24.3) Meer(t)" = (ex(s), K(t,5)") .

de modo que Ay ex(t)* puede ser considerado como el coeficiente de Fourier de (la

funcién de cuadrado sumable de la variable s) K (¢, s)* correspondiente al vector
ex(s).

Entonces, la desigualdad de Bessel implica que, V IV,

N b
(24.4) SO Je(t)? < / K (1) ds = k(b)?,

segun la notacién adoptada en la Seccién 21. Integrando ambos miembros en ¢

entre a y b obtenemos

N N b
(24.5) DX len® 7=\ g/ k(t)?dt = K*, VYN eN.
k=1 k=1 a

Por lo tanto, la serie formada con los cuadrados de los autovalores de un operador

integral de Fredholm de nicleo hermitico y de cuadrado sumable es convergente,
(24.6) Y M<K <o
k=1

(resultado que no es valido en general para otros operadores simétricos y compac-
tos).
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Una funcién en la imagen del operador es de la forma

(24.7) y(t) = Aa(t) = A {Zak ek<t>} ,

donde aj, = (ex, ). Dado que la serie en el segundo miembro converge al vector z,

por la continuidad de A podemos escribir

(24.8) y(t) =Y arAer(t)= > Meape(t)
k=1 {ex | A\#0}

Por lo tanto, una funcién y(t) € Rank(A) es el limite en media de un desarrollo

en serie de autovectores de A correspondientes a autovalores no nulos.

Teorema 24.1. Si el nicleo K(t,s), hermitico y de cuadrado sumable, satisface
la condiciéon de Hilbert - Schmidt,

(24.9) k(t)? = /b |K(t,s)]> ds < M?,

donde M es una constante independiente de t, entonces toda funcion y(t) en el
rango del operador integral A que define ese nicleo tiene un desarrollo en serie de
autofunciones de A que no sélo converge en media a y(t), sino también absoluta y

uniformemente.

Consideremos una suma parcial de la serie para y(t) en el miembro de la derecha
de la ec. (24.8),

(24.10)

N
Zak i ex(t Z|ak’ Ak ex(t)
k=1

Teniendo en cuenta que, por la desigualdad de Bessel,

(24.11) iyakﬁ <|lz|?*, VNEN,

y que, por hipdtesis, de la ec. (24.4) tenemos

(24.12) Z)\ lex()]° < k()2 < M?, YVNeN, Vtelab],
aplicando la desigualdad de Bessel en RY obtenemos

N
(24.13) S larl Meex®) <[z || M, VNEN, Vtelab.

k=1
Por lo tanto, si se satisface la condicién de Hilbert - Schmidt, la serie en (24.8)

converge absoluta y uniformemente a la funcién y(t) en el intervalo [a, b]. t
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La condicién de Hilbert - Schmidt se satisface, en particular, cuando el nicleo de
cuadrado sumable K (t,s) es continuo. En ese caso Rank(A) C Cy(a,b) (ver ecua-
ciones (22.15-22.16)), lo que implica que las autofunciones del operador integral

correspondientes a autovalores no nulos son también continuas.

25. ECUACIONES INTEGRALES INHOMOGENEAS

Consideremos la ecuacion integral

(25.1) o(t) = () + / K (t,5) o(s) ds.

donde f(t) y K(t,s) son funciones conocidas, y la funcién incégnita () aparece

bajo el signo integral.

Si f(t) € La(a,b) y K(t,s) = K(s,t)* € Ly((a,b) x (a,b)), la anterior ecuacién

integral puede ser interpretada como

(25.2) p(t) = f{t) + Ap(t),

donde A es el operador integral de Fredholm cuyo nicleo (hermitico y de cuadrado
sumable) es K(t,s).

Como el operador A asi definido es simétrico y compacto, tiene un sistema
ortonormal completo de autovectores, Aex(t) = Ape(t), k € N.

Si existe una solucién ¢(t) € Lq(a, b) para la ec. (25.2), ella puede ser represen-
tada como el limite de su desarrollo de Fourier respecto de ese sistema completo.

Por lo tanto, tiene sentido tratar de determinar sus coeficientes de Fourier.

Tomando el producto escalar de ambos miembros de la ec. (25.2) con el auto-

vector eg(t) obtenemos

(ex, ) = (e, ) + (en, Ap) =
(25.3)

= (ek7f> + (Aekv(p) = (ekaf) + )‘k (ek,go) )
dado que A es simétrico. Resulta entonces que
(25.4) (1= k) (e, 0) = (exs f)-

Esta ecuacién solo permite determinar univocamente los coeficientes de Fourier

de ¢(t) correspondientes a los (numerables) autovectores de autovalor distinto de
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la unidad:
_ _ <€k7 f)
ap = (eka ()0) - (1 _ >\k)

(25.5)

:(€k>f>+ﬁ(€k,f), A # 1.

Comprobemos que estos coeficientes de Fourier definen efectivamente un vector
de Ly(a,b). Si llamamos

1
(256) M = max{,\k#} {m}

(recordemos que los autovalores de un operador simétrico completamente conti-
nuo forman una secuencia que converge al origen - ver Propiedad 23.4), podemos

escribir

2
€ 9
Z lag)® = Z ‘(’ﬂ—f)‘2 <
(1—Xg)
{ex [ \e#1} {ex | \e#1}
(25.7)

<MY e HP S M2 FP,
{er | \p#1}

en virtud de la desigualdad de Bessel. Por lo tanto (ver Teorema 19.5), la serie

(25.9) o)=Y aenlt

{er [ Ae#1}
converge a un vector del espacio La(a, b).

Si A = 1 no es un autovalor de A, el conjunto {ex|Ar # 1} es un sistema
ortonormal completo en Ly(a,b), y la ec. (25.2) tiene una tnica solucién dada

por!!

Ak
P(t) = (ers f) + ——— (ex, f) pex(t) =
{ek%ﬂ} { (1= ) }
(25.9)

SH0+ Y gl e,
{er [ Ae7#0,1}

HN¢tese que con esta expresion sélo es necesario conocer las autofunciones de A correspon-

dientes a autovalores no nulos.
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En efecto, teniendo en cuenta la continuidad de los operadores acotados, pode-
mos escribir
_ (eka f) _
T-A)o(t)=T-A) Y === elt) =
( (1= Xg)
ex | Ap#1}
(25.10)
€k, f
- > el aeman- ¥ @hab =10,
fex | A1} * fex | An#1}
Por otra parte, si A = 1 es autovalor de A, entonces el subespacio caracteristi-
co correspondiente, E(yy, tiene dimensién finita (dado que A es completamente
continuo - ver Propiedad 23.4).

Sea {&1(t),...,&Ex(t)} una base ortonormal de E(y). La ecuacién (25.4) implica

que
(25.11) 1-1)(Ee)=0=(Ef), k=1,2,....n.
Esto es una contradiccién a menos que f(t) L &(t),k = 1,2,...,n. En este

caso, el vector ¢(t) (ec. (25.9)) es una solucién particular de la ecuacion (25.2).
Pero esa solucién no es tnica'?, dado que los n coeficientes de Fourier (&, )
quedan indeterminados.

La solucién general de (25.2) se escribe como la suma de ¢(t) y la solucién

general de la ecuacién homogénea:

p(t) = o(1) + ¢u(t) =

(25.12) "
=0+ Y s e+ o),

( (1 =)

ek | \p#0,1}
donde ¢y (t) = 1 E1(t) + - - + ¢, E,(t) es un autovector arbitrario de A correspon-
diente al autovalor 1. Esto significa que la solucion esta determinada a menos de
la eleccion de n constantes arbitrarias.

Finalmente, si f(t) no es ortogonal al subespacio caracteristico correspondiente
3

al autovalor 1 la ecuacién integral (25.2) no tiene solucién®®.
12En efecto, si A = 1 es autovalor de A, la ecuacién homogénea (I— A)¢; = 0 tiene soluciones
no triviales. Entonces, si existe una solucién para la ecuacién inhomogénea (I— A)¢p = f, ella no
es tinica puesto que (I — A)(¢ + ¢1) = f.
BBEn efecto, si (I— A)p = f,y (I— A)$1 = 0, entonces

(25.13) (61, (T— A)p) = (1= A)p1,9) = (0,9) =0 = (61, /).
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Nétese que (p(t) — f(t)) = Ap(t) € Rank(A), de modo que si el nticleo K (¢, s)
satisface la condicion de Hilbert - Schmidt, entonces la serie en el miembro de
la derecha de la ec. (25.9) no sélo converge en media, sino también absoluta y
uniformemente.

En particular, si el nicleo K(t, s) es continuo, entonces la diferencia (¢ (t)— f(t))

es una funcion continua.

25.1. Calculo de autofunciones y autovalores de un operador integral.
Hemos visto que la expresién de la solucién de la ecuacién integral (25.2) requiere
del conocimiento de las autofunciones del operador integral correspondientes a
autovalores no nulos (ver ec. (25.12)).

En lo que sigue veremos como calcular esas autofunciones en el caso de un

operador de Fredholm de ntcleo degenerado (no necesariamente simétrico).

Consideremos un operador integral A definido por el ntcleo
(25.14) K(t.s) =Y @r)vn(s)",  oult), du(t) € La(a,b),
k=1

donde los conjuntos {¢y,k=1,...,n} v {¢p,k=1,...,n} son linealmente inde-
pendientes.

Como el operador A aplica todo Ls(a,b) en el subespacio de dimensién finita
generado por las funciones {¢y ,k = 1,...,n}, todo autovector correspondiente a
un autovalor no nulo deber estar contenido en ese subespacio.

Proponemos entonces para un autovector e(t) tal que
(25.15) Ae(t) = Xe(t), con A#0,

una combinacién lineal de la forma

3

(25.16) e(t) = cr pr(t)

(25.17)
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Dado que las funciones ¢ (t) son linealmente independientes, la ec. (25.17) se

reduce a un sistema de ecuaciones algebraicas,

&1
(25.18) (M—-X1)c=0, conc= : ,

Cn

donde My; = (¢, 1) v 1 es la matriz identidad de n x n.

Este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales para aquellos valores de
A que sean ceros del determinante det(IM — A1), que es un polinomio de grado n
en \. Dichas soluciones determinan las autofunciones del operador A a través de
la ec. (25.16).

Si el nicleo K(t,s) es no degenerado, siempre puede ser aproximado (en la
métrica de Ly ((a,b) x (a,b))) por una suma parcial de su desarrollo de Fourier
respecto de algin sistema ortonormal y completo, K,(t,s), que si es un ntcleo
degenerado. Los autovalores y autovectores de este 1ltimo pueden ser determinados
por el método antes descrito.

Bajo ciertas condiciones de regularidad del nicleo K (¢, s) (que no discutiremos
en este curso - ver, por ejemplo, Methods of Mathematical Physics - Vol. I, R.
Courant y D. Hilbert), estas aproximaciones convergen a los autovalores y auto-

funciones del nicleo original.

25.2. El método de Rayleigh y Ritz. Consideremos una funcional Fly],
definida sobre un espacio euclideo E, que toma valores reales.

Los extremos de la funcional son aquellos vectores ¢ € E para los cuales la
diferencia (F[p + eh] — Fp]) toma el mismo signo cualquiera que sea el vector

unitario h € E, siempre que € € R sea suficientemente pequetio.

La primera variacién de la funcional F[p] se denota por 0 F[p,ch] y se define

como la parte lineal en ¢ de la diferencia

(25.19) Flp+eh] — Flg] = 6F[p,eh] + O(e®), con h€E.

Los extremos de F[p] corresponden a aquellos vectores ¢ € E que, para todo h,
anulan a su primera variacion.

En efecto, como §F[p,ch] es lineal en ¢, si §F[p, ch] # 0 para algin h unitario,
entonces hay vectores préximos de ¢, de la forma (¢ + €h) con |¢] < 1, para
los cuales Flp + €h] es mayor o menor que Flp|, segin sea el signo de . En

consecuencia, la existencia de un extremo de F[p] requiere que 0 F[p,eh] = 0.
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Consideremos ahora un operador simétrico (no necesariamente acotado) A, defi-
nido sobre un dominio D(A) denso en un espacio euclideo completo E, y definamos

la funcional (real)

(p, Ap)

, pekE.
(¢, )

(25.20) Fly] :=

Para ¢, h € D(A) tenemos
0(p, Ap) = (eh, Ap) + (p, Aeh) =

(25.21) =c{(h, Ap)+ (Ap,h)} =2eR(h, Ap),
5 ) = <¢f;>2 {(eh @) + (9, eh)} = (;2;52 R (1),

de modo que
2e
(v, )

Los extremos de la funcional corresponden a los vectores que satisfacen

(25.22) dF[p,eh] = R (h,Ap — Flg]¢).

(25.23) 0F[p,eh) =0, Vh = Ap— Flp|e =0,

dado que el dominio de definicién de A es un subespacio denso (y no existen vecto-
res no nulos ortogonales a subespacios densos). Es decir, los extremos corresponden

a los autovectores de A,

(25.24) Ap=XAp, con A= Fly|.

Si A es acotado, entonces

(v, Ae)| _ A
(v ) [

Y si ademas A es compacto, sabemos que existe un autovector e; de autovalor \;

tal que [\ = A .

(25.25) |Flel| = <fAll-

Por ejemplo, podemos intentar aproximar el autovalor de A de mayor valor

absoluto, cuyo autovector es el limite de una secuencia de la forma
(25.26) elzlim On g0n251$1+521'2+"'+£n$n,

donde ¢,, es una suma parcial del desarrollo de Fourier de e; referido a un sistema
{z1,29,..., %, ...}, ortonormal y completo en el espacio E.

La funcional F[y] evaluada en ¢, se reduce a una funcién de n variables,

(25.27) Flen] = f(&,--- &), tal que [f(§)| = |Flea]l <[ Al
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Entonces, cuando nos restringimos a ese subespacio n-dimensional, vemos que la
mejor aproximacién al extremo de la funcional estd determinada por un problema
de extremos de una funcién ordinaria,

9f(€)
(2528) a—ékzo, ]{]:1,...,71,

cuya solucién permite determinar un vector
(2529) @n:gll'l‘l’gﬂh‘f‘”'-f—f_nxn

(que no necesariamente coincide con ¢,,).

De ese modo, el autovalor de maximo valor absoluto puede obtenerse como

(25.30) A= lim Fl@,)].

n—oo
No obstante, el problema de la convergencia de la secuencia {@,} al autovector
correspondiente e; es mucho méas delicado, pues depende de la apropiada eleccién
del sistema completo en E en relacién al operador A considerado, y debe ser

analizado en cada caso particular (ver, por ejemplo, Methods of Mathematical
Physics - Vol. I, R. Courant y D. Hilbert).

26. OPERADORES NO ACOTADOS CON INVERSAS COMPLETAMENTE
CONTINUAS

Consideremos un operador lineal no acotado L, definido sobre un subespacio
D(L) de un espacio euclideo E.
Un operador lineal acotado A, definido sobre todo E, se dice inverso de L si se

satisfacen las siguientes condiciones:

» V2 € Ese cumple que Ax € D(L) y LAx =z,

» VyeD(L)es ALy =y,
Es decir, A es el inverso de L si es su inverso tanto a izquierda como a derecha.
Ejemplo:

e Consideremos el operador diferencial

(26.1) Dy(t) :=y'(t),
definido sobre el conjunto D(D) formado por las funciones absolutamente con-
tinuas' en [a, b], tales que y(a) = 0 y su derivada primera y/(t) € Ly(a, b).

Ya sabemos que las funciones diferenciables en (a,b) que se anulan indéntica-
mente en entornos de los extremos de ese intervalo forman un conjunto denso en

HMUna funcién ¢(t) se dice absolutamente continua, ¢(t) € AC(a,b), si es una funcién

continua en (a,b) cuya derivada (en el sentido de limite de cociente incremental) existe en casi
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Cy(a,b). Como esas funciones son absolutamente continuas, resulta que D(D) es

un subespacio denso de Cy(a,b).

Veremos que el operador integral A definido como

t b
(26.6) Ax(t) ::/ x(s)ds:/ Ot — s)x(s)ds,
donde

1, t>
(26.7) Ot —s) ::{ =T
0, t<s,

es el inverso de D. Tratandose de un operador de Fredholm de ntcleo de cuadrado

sumable (siempre que (b —a) < 00), A es completamente continuo y estd definido
sobre todo Ly(a, b).

Tengamos en cuenta que si z(t) € La(a,b), entonces x(t) es sumable en |[a, b] (y,
por lo tanto, localmente sumable). En efecto, dado que 1(t) = 1 € Ly(a,b) (para

(b —a) < 00), tenemos que

(26.8) (1(2), Jz(1)]) =/ Ixfe@)]dt <[| 1|z [|=vb—a [z] .

Por lo tanto,

b1
(26.9) / ()| dt < Vi—a |z, Yaub € ab.

al

todo punto de ese intervalo y es una funcién localmente sumable:
b1
(26.2) o' (t) € L(lloc')(a,b) = / ' (t)|dt < oo, Vai,bi|a<a <b <b.
ay

Las funciones absolutamente continuas forman un subespacio denso en el espacio Ca(a,b),
dado que Pz(a,b) C AC(a,b).
Se puede demostrar que estas funciones pueden ser reconstruidas a partir de su derivada

mediante la regla de Barrow:

(26.3) p(t) € AC(a,b) = ¢'(t) € LI (a,b), y o(t) = / ¢ (s)ds + p(ar) .

Para las funciones absolutamente continuas también vale la regla de integracion por partes.
En efecto, si ¢1(t), p2(t) € AC(a,b), entonces ¢1(t) p2(t) € AC(a,b), la derivada del producto

(26.4) (1(8) 92(1)) = @ (8) 2(t) + 1 (1) @b (t) € LY (a,b),

y

(26.5) / 01(5) () ds = 91(£) alt) — 1 (an) pa(ar) — / 21 (5) pals) ds.
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En esas condiciones, z(t) tiene una primitiva y(t) € AC(a,b),

(26.10) y(t) = /tx(s) ds +y(a),

cuya derivada es y'(t) = x(t) en casi todo punto. Si elegimos que y(a) = 0, entonces

y(t) € D(D).
Por lo tanto, D : D(D) — Ly(a,b), mientras que A : Ly(a,b) — D(D). Ademas,

se satisface en casi todo punto que

o ADy(t) = [1y/(s)ds = y(t) — y(a) = y(t), Vy(t) € D(D),
(26.11)

/

o DAx(t) = (fjx(s) ds) —2(t), Ya(t) € Ly(a,b).

Es decir, A es el inverso de D. o

Lema 26.1. Supongamos que un operador lineal completamente continuo A, de-
finido sobre un espacio euclideo E, es el inverso de un operador lineal no acotado
L, definido sobre un subespacio D(L) C E. Entonces

s [0s autovalores de A son todos no nulos,
= [0s autovalores de L son todos no nulos,
s todo autovector de A correspondiente al autovalor A es también un auto-

vector de L correspondiente al autovalor pn = 1/\.

Supongamos que Az = 0, entonces = (LA)x = L(Ax) = L0 =0.Peroz =0
no es un autovector de A.

Similarmente se prueba que si Ly =0 =y = 0.

Supongamos ahora que Ax = Az, con A # 0. Entonces, x = (LA)z = L(Az) =
LAz)=ALx= Lx=px, conpu=1/\ O

Teorema 26.2. Sea L un operador lineal no acotado, definido sobre un subespa-
cio D(L) de un espacio de Hilbert E. Si L tiene por inversa a un operador lineal
simétrico y completamente continuo A, entonces L también tiene un sistema or-
tonormal y completo de autovectores correspondientes a autovalores no nulos. En

particular, L estd densamente definido.

En efecto, si A es simétrico y compacto en un espacio de Hilbert, por el Teore-
ma 23.8 sabemos que tiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores.

Segun el Lema 26.1, esos autovectores corresponden a autovalores no nulos, y son
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simultaneamente autovectores de L: para todo k£ € N tenemos
1
(2612) Aek:)\kek, /\k%O = Lek:ukek, COIl,uk:)\—.
k
En particular, e, = p Aey € D(L).
Por lo tanto, D(L) contiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores
de L correspondientes a autovalores no nulos. Por el Teorema 19.4, resulta que

D(L) es un subespacio denso en E.

27. EL OPERADOR DE STURM - LIOUVILLE

Un operador de Sturm - Liouville definido sobre un espacio de funciones con
una derivada segunda continua, y”(t) € Cs(a,b), donde —c0 < a < b < oo, opera

de la forma

(271) Ly(t) = (p0)y' (1)) +a(t) y(t) = 2(0)

con x(t) € Cqo(a,b) si las funciones reales p(t), p'(t) y ¢(t) son continuas en [a, b].
Sip(a) # 0 # p(b), este operador resulta simétrico si las funciones pertenecientes
a su domino de definicién, D(L), satisfacen ademas condiciones de contorno locales

homogéneas de la forma
(27.2) ay(a)+ By (a) =0, ~yyb)+dy' () =0,
con o + % #£ 0 # 42 + 62

Un operador de esas caracteristicas se dice no singular si la ecuacién Ly(t) =

0(t) no tiene en D(L) soluciones no triviales.

Supongamos que L sea no singular, y que la ecuacién
(27.3) Ly(t) = x(t) € Cs(a,b)

tenga una solucién y(t) € D(L). Entonces esa solucién es tinica, puesto si tenemos

que también es L z(t) = x(t), con z(t) € D(L), entonces
(27.4) L(y(t) - z(t)) = 2(t) — 2(t) = 0(t) = 2(t) = y(t).

Mostraremos que para todo operador de Sturm - Liouville no singular L :
D(L) — Cy(a,b) existe un operador integral de Fredholm A : Cy(a,b) — D(L),
cuyo nucleo K (t, s) es una funcién real simétrica y continua, que tiene la propie-

dad de que para toda funcién continua z(t), la funcién

(27.5) y(t) / K(t.s)
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tiene una derivada segunda continua y satisface las condiciones de contorno (27.2),
ademés de ser (la uinica) solucién de la ecuacion Ly(t) = x(t). En esas condiciones,

A es inverso de L a derecha:
(27.6) Ly(t)=LAx(t) =x(t), Vaz(t) € Cs(a,b).

Inversamente, si y(t) € D(L) entonces Ly(t) = z(t) € Ca(a,b). Como la solucién
de esta ecuacion es tnica, y(t) puede ser representada como en (27.5), de modo

que A también resulta ser inverso de L a izquierda:

(27.7) Ax(t)=ALy(t) =y(t), VYy(t) e D(L).

Para determinar el operador inverso de L, dada cualquier funcién continua z(t),

debemos hallar la solucién de la ecuacion diferencial inhomogénea

(27.8) Ly(t) = p(t) y"(t) + ' () ' (t) + q(t) y(t) = =(t)

que satisfaga las condiciones de contorno locales especificadas en (27.2). En la
ecuacién (27.8), L es entendido s6lo como un operador diferencial (sin un dominio
restringido mas alla de la existencia de la derivada segunda de las funciones sobre

las que opera).

Para fijar ideas, en lo que sigue adoptaremos las condiciones de contorno de

Dirichlet'® en ambos extremos,
(27.10) y(a) =0, y(b)=0.

Toda ecuacion diferencial homogénea de segundo orden con coeficientes con-
tinuos, como Lu(t) = 0, tiene dos soluciones linealmente independientes, u1(t) y
ug(t) (funciones dos veces diferenciables). Estas pueden ser elegidas de manera que
satisfagan la condicién de contorno (27.10) en uno de los extremos del intervalo

[a,b] (y sblo en uno, dado que estamos suponiendo que L es no singular),
(27.11) Luis(t) =0, Yt e (a,b), ui(a) =0, uy(b)=0.

Para construir la solucién de (27.8) podemos seguir el método de los coefi-

cientes indeterminados, y proponer

(27.12) y(t) = CL(t) ur(t) + Co(t) ua(t) |
15La construccién del inverso para las condiciones de Neumann,

(27.9) y'(a)=0, y(b)=0,

o para las mds generales condiciones de Robin, ec. (27.2), es enteramente similar.
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donde las funciones C »(t) son dos veces diferenciables. Esta expresién debe ser
reemplazada en (27.8), lo que da lugar a una primera ecuacién que involucra a
estas dos funciones.

Para la derivada de y(t) tenemos
QT13) g 1) = Ci(t) 1) + Calt) () + CL) a(t) + Ch(t) ut).

Como necesitamos una segunda ecuacién para determinar las dos funciones C (¥)
y Ca(t) (v a los efectos de simplificar los cdlculos evitando la aparicién de las

derivadas segundas de estas funciones), podemos imponer que

(27.14) C1(t) ur(t) + Cy(t) ua(t) =0,

de donde resulta que

(27.15) y'(t) = Cr(t) uy (1) + Ca(t) ug(t) + Cy (8) wy () + C5(t) uy(t)

Reemplazando (27.12-27.15) en (27.8) obtenemos

A

Ly(t) = Cy(t) Luy(t) + Cy(t) Luy(t)+
(27.16)
(1) (CHE U (1) + Co) (1)) = ().

Entonces, de (27.11), (27.14) y (27.16) obtenemos un sistema de ecuaciones

algebraicas para las derivadas de las funciones que tratamos de determinar,

(27.17) Gw%@zwmwv<qw>zﬁ@>_
uy (1) us(t) Ch(t) 0

El discriminante del sistema,

G@%@p@%@):
(27.18) mit) - wal)

= p(t) {ui (t) uz(t) — ua(8) () } = p(t) Wur, ua] (t) = Co

(donde Wuy, us] es el Wronskiano de las dos soluciones linealmente independien-
tes de la ecuacién homogénea), es una constante no nula, como puede verificarse
facilmente tomando su derivada y empleando la ecuacién (27.11), y teniendo en

cuenta que

(27.19) Co = p(a) uy(a) uz(a) = —p(b) ua(b) uy(b) .
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En esas condiciones,

(C{(t)> _ (p(t) wy(t) p(t) u’2(t)> - (x(t)) _
1 < us(t)  —p(t) ug<t>> (:u(t))
Co \~ui(t) p(t)uy(t) 0/’

us(t) 2(1)
Co

(27.20)

de donde resulta que

wi(t)o(t)

(27.21) Cl(t) = =

.ot =-

Ahora debemos elegir primitivas de estas funciones que garanticen que y(t)

satisfaga las condiciones de contorno requeridas, ec. (27.10). Esto se logra con

@) an=-[ "2 by = - / JOEUPY

Por lo tanto, dada z(t) € Cs(a,b), la funcién dos veces diferenciable que es solu-
cién de la ec. (27.8) y que satisface las condiciones de contorno (27.10) estd dada

por

(27.23)
:/ K(t,s)a(s)ds = Ax(t) € D(L).

donde el ntcleo del operador integral A,

ui(t) ua(s) ‘<
CO ) f— )
(27.24) K(t,s) =
uy(s) us(t)
_T P t > S,

es una funcion continua de sus dos variables, incluso en t = s.

Dado que K (t,s), con a < t,s < b, es real, simétrico y estd acotado, A es un
operador integral de Fredholm simétrico y completamente continuo, que enton-
ces tiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores. Como el operador
asi construido es el inverso de L, por el Teorema 26.2 concluimos que L tiene un
conjunto ortonormal y completo de autovectores que corresponden a autovalores

no nulos.
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Senalemos que, para t # s, el nicleo es una funcién dos veces diferenciable de

la variable ¢ (puesto que u;(t) y us(t) lo son), satisface la ecuacién diferencial
(27.25) f}K(t, s)=0, parat#s,

(puesto que Luy(t) = 0) y también las condiciones de contorno del problema,

b
(27.26) K(a,s):—M:O, K(b,s) :_Mzo.
C’0 C()
Por otra parte, su derivada primera presenta una discontinuidad en ¢ = s,
O K (t — O K(t =
()| - oK)

(27.27)
(us(s) up(s) —wi(s) ua(s)) — Wilup,us)(s) 1

C() C’0 B p(5> .

Entonces, si adoptamos la regla usual de derivacion de funciones diferenciables
a trozos que tienen discontinuidades de altura finita'®, que prescribe sumar a la
derivada de la funciéon una Delta de Dirac concentrada en cada punto de dis-

continuidad y multiplicada por la altura de esa discontinuidad, obtenemos

[:K(t,s) = p(t) (5(;(;8) + 07K (t, s)) +

(27.28)
+p'(t) O, K (t,s) + q(t) K(t,s) = 0(t — s).

Esto muestra que el niicleo K (¢, s) del operador integral inverso de L, ec. (27.24),

es la funcién de Green del problema de condiciones de contorno considerado.

Desde luego que toda funcién y(t) € D(L) es el limite (en media) de su desarrollo

de Fourier respecto del sistema ortonormal completo de autofunciones de L,

(27.29) y(t) = Ax(t) =) M (en, ) ex(t),

donde z(t) = Ly(t).
Teniendo en cuenta que D(L) C Rank (A), y que el nicleo continuo K(t,s)
satisface la condicién de Hilbert - Schmidt, ec. (24.9), vemos que la serie en (27.29)

también converge absoluta y uniformemente, de acuerdo con el Teorema 24.1.

Estos resultados permiten establecer el siguiente teorema.

6regla que justificaremos més adelante, cuando tratemos la teorfa de distribuciones.
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Teorema 27.1. Todo operador de Sturm - Liouville no singular tiene un conjunto
ortonormal completo de autofunciones ey(t) € D(L),k € N. Ademds, toda funcion
dos veces diferenciable que satisfaga las condiciones de contorno que especifican el
dominio del operador, y(t) € D(L), tiene un desarrollo de Fourier respecto de los

autovectores ey(t) que converge absoluta y uniformemente.

Ejemplo:
e Consideremos el operador L x(t) = x(t), definido sobre el subespacio de Co(0, )
formado por las funciones dos veces diferenciables que satisfacen las condiciones
de contorno x(0) = 0, z(7) = 0.

Se trata de un operador de Sturm - Liouville no singular. En efecto, 2”(t) =
0= z(t) =a+bt, pero (0) =a =0y z(7) = bm = 0 requieren que x(t) = 0.

Por lo tanto, L asi definido tiene una inversa simétrica y completamente conti-
nua, y sus autofunciones, ex(t) = sin(kt) ,k € N, forman un sistema ortonormal y
completo en Ly (0, ) (cosa que ya sabiamos).

Ademas, toda funcién dos veces diferenciable que se anula en t = 0, 7 tiene un
desarrollo en serie de senos que no sélo converge en media, sino también absoluta

y uniformemente. o

Consideremos ahora el caso de un operador de Sturm - Liouville singular, es
decir, un operador simétrico L, como el definido por las ecuaciones (27.1) y (27.2),
que tiene un autovalor nulo.

Teniendo en cuenta que autovectores de un operador simétrico correspondientes
a autovalores distintos son ortogonales entre si, y que en un espacio de Hilbert,
como es Ly(a,b), no puede haber més que una cantidad infinita numerable de
vectores ortogonales entre si, vemos que no todo niimero real puede ser un autovalor
de L.

Supongamos que A\g € R no es autovalor de L, y definamos sobre el mismo
dominio un nuevo operador: Ly := L — A1, con D(L;) = D(L). L, es también
un operador de Sturm - Liouville simétrico, que difiere del anterior sélo en que
q(t) — (q(t) — Ao). Pero, a diferencia de L, L; es no singular.

En esas condiciones, valen para L; las propiedades antes descritas. En particular,
L4 tiene un conjunto ortonormal y completo de autofunciones correspondientes a

autovalores no nulos,

Pero entonces L también tiene un sistema ortonormal completo de autofunciones

ex(t) correspondientes a autovalores Ay = g + Ag, uno de los cuales es nulo. Y
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toda funcién y(t) € D(L) tiene un desarrollo en serie de autofunciones de L que

converge absoluta y uniformemente.

Ejemplo:
e Los polinomios de Legendre son los autovectores del operador de Sturm - Liouvi-
lle definido sobre el subespacio de las funciones dos veces diferenciables en (—1,1),

sobre las que acttia como

(27.31) Ly(t) = —([ﬂ Y —) .

En este caso tenemos que ¢(t) = 0, mientras que p(t) = t* — 1 se anula en los
extremos del intervalo. En esas condiciones, el operador es simétrico sin necesidad
de imponer condiciones de contorno adicionales.

Los polinomios de Legendre estan dados por la expresion

(27.32) Pu(t) = lek! % <[t2 . 1]’“)

y satisfacen
(27.33) LP(t)=k(k+1)Py(t), k=0,1,2,...,

lo que muestra que L es singular.

Supongamos que Ly(t) = py(t), con u # k(k+1), para k = 0,1,2,.... Entonces
y(t) L Py(t), Yk, porque L es simétrico. Pero esto implica que y(t) = 0(¢), dado

que los polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal y completo.
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Por lo tanto, ¢ no es autovalor de L y L1 = L — 1 es no singular, de modo que
satisface las condiciones del Teorema 27.1%7.

En conclusion, toda funcién dos veces diferenciable en el intervalo (—1, 1) tiene
un desarrollo en serie de polinomios de Legendre que converge absoluta y unifor-

memente. ¢

28. APENDICE: CONJUNTOS NUMERABLES

En este Apéndice mostraremos que el conjunto de los polinomios con coeficientes

racionales y de grado arbitrario es numerable.

Lema 28.1. La union de un conjunto finito o infinito numerable de conjuntos

numerables es también un conjunto numerable.

1TEn esas condiciones, Ly tiene una inversa simétrica y completamente continua, que puede
construirse de manera similar a la del caso en que p(t) no se anula en los extremos del intervalo
considerado. Por ejemplo, tomando p = 1 # k(k +1),Vk = 0,1,2,..., las dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial homogénea
. d dy
27.34 Luyty = (12 = 157) —y() =0
(27.34) 1y(®) = Z (" =1 — ) —y(®)

pueden ser elegidas como las funciones de Legendre

(2735) Ul(t) = P\/g,l (—t) 5 UQ(t) = P\/g,l (t) .

El comportamiento de las funciones de Legendre P,(t) cerca de los extremos del intervalo
[—1,1] estd dado por

1+0(1—1), t~1,
(27.36) Py(t) =
—log(1+t)+0(1+1t)°, t= -1,

de modo que w1 (t) es regular en ¢ = —1 (mientras que uz(t) lo es en ¢t = 1), presentado en el
extremo opuesto una singularidad integrable.

En esas condiciones, el ntcleo del operador inverso de Ly estd dado como en la ec. (27.24),
con uy(t) y uz(t) dadas en la ec. (27.35) y la constante Cy = 0,59335. La solucién (continua y

dos veces diferenciable) de la ecuacién inhomogénea

(27.37) Liy(t) = x(t) € C2(—1,1),
estd dada por (ver ec. (27.23))

1

(27.38)  y(t) = o {P\/g21 (1) /t P@ (s)z(s)ds+ P# (t) /_1 P@(—s) x(s) ds} .
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Mostraremos esta propiedad para el caso de la uniéon de un conjunto numerable

de numerables. Para ello consideremos los conjuntos

S :{a11,a127--~,61117---} )
Sy :{a21,a22,...,a2l,...} )
(28.1) ............................
Sk = {aklaak27 y Akl } )

Podemos ordenar todos esos elementos en una tinica secuencia adoptando alguna
regla que nos permita asignar un numero natural a cualquier elemento de uno

cualquiera de esos conjuntos. Por ejemplo, podemos formar la secuencia

a, {au, 22, a21}, {013, 23, A33, A32, a31},

(28.2)
{a14, (24, 34, A44, A43, A42, Cl41}7 ceey {alkza coey Qkly o ve ,akl}, cee

conviniendo en que elementos repetidos obtienen su posiciéon en su primera apari-

cioén, y son omitidos en las siguientes.

Lema 28.2. FEl conjunto de los niumeros enteros es numerable.
En efecto, Z ={0,1,2,... } U{-1,-2,-3,... }.

Lema 28.3. El conjunto de los nimeros racionales (nimeros de la forma p/q, con

pE€Z yqeN), es numerable.

En efecto, el conjunto de los racionales sobre la recta, Q, es la unién de un

conjunto numerable de conjuntos numerables de fracciones de la forma

(28.3) Sq:{]—),pEZ} cong=1,23,...
q

Lema 28.4. El conjunto de pares ordenados formados con los elementos de dos

conjuntos numerables es también numerable.

Dados dos conjuntos numerables,

A ={ay,ag,...,;a5,...},

(28.4)
B:{bl,bg,...,bk,...},

el conjunto de pares ordenados {{ag,b;), Vk,(}, es la unién de un conjunto nume-
rable de conjuntos numerables de la forma

(28.5) Sp = {{ax, b)), 1=1,2,...} , conk=1,2,...

que, por el Lema 28.1, es numerable.
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Ahora bien, el conjunto de los polinomios de todo grado con coeficientes raciona-
les es la union para todo n de los conjuntos de polinomios a coeficientes racionales
de grado menor o igual a n. Entonces, de acuerdo al Lema 28.1, basta con mostrar
que esos conjuntos son numerables.

Los polinomios a coeficientes racionales de grado cero son simplemente los niime-
ros racionales, que forman un conjunto numerable.

Los polinomios de grado 1 de la forma gy + ¢1 t, con qo, ¢1 € Q, estéan en corres-
pondencia uno a uno con los pares ordenados de la forma (qo, ¢1) que, de acuerdo
al Lema 28.4, forman un conjunto numerable.

Procedemos por inducciéon. Podemos mostrar que si el conjunto de los polino-
mios de grado < n con coeficientes racionales, {Q(t), k € N}, es numerable, el
conjunto de los polinomios a coeficientes racionales de grado < n + 1 también lo
es. En efecto, los polinomios de la forma Q(t) + ¢ t"™!, con q; € Q, estdn en
correspondencia biunivoca con los pares ordenados de la forma (Qg(t), ¢;), los que

forman un conjunto numerable de acuerdo con el Lema 28.4.
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NOTAS SOBRE ECUACIONES INTEGRALES

29. AUTOVALORES DE OPERADORES COMPACTOS

Sea A un operador completamente continuo definido sobre un espacio euclideo

E. En particular, A es acotado, de modo que
(29.1) [Az[[ <Az, VzreE.

Como no estamos suponiendo que este operador sea simétrico, sus autovalores (si
existen) serdn, en general, niimeros complejos. Y los autovectores correspondientes

a autovalores distintos no seran, en general, ortogonales entre si.

Supongamos que F = {x1,z9,...,2,... } C E sea un conjunto de autovectores
linealmente independientes de A correspondientes a autovalores que en moédulo

superan a un numero positivo 4,
(29.2) Axp =N, con [[A|> || >6>0, Vk.

Mediante el proceso usual de ortonormalizacién de una secuencia podemos ge-
nerar el conjunto ortonormal {ej, e, ..., €, ...}, donde

k
(29.3) er = E agjxrj, coney L a;, paral <k.
=1
En esas condiciones, A e, puede escribirse como la suma de dos vectores orto-

gonales entre si,

k k—1
(29.4) Aey, = Z Ak Nj T = A e + Z ary (A\j — M) 75,
j=1 J=1

lo mismo que la diferencia

k—1 l
(29.5) Aek — Ael = )\k e + {Z QA ()\J — )\k) XTj — Zalj )\j xj}
j=1 j=1

si | < k. Entonces,

H A@k —Ael HQZ

2

(29.6) = || >\k (&7% ||2 + HZ?;; QA ()\j - >\k) Ty — Zé’:l Qar; )\j Z; Z

ZH )\kek ||2:|/\k: |2>52>0.
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Por lo tanto, el conjunto {A ey, Aes, ..., Aey, ...} no contiene ninguna secuencia
de Cauchy. Entonces, como A es compacto, F debe ser un conjunto con un nimero

finito de elementos.

En consecuencia, los autovalores no nulos de un operador completamente conti-
nuo forman en el plano complejo, a lo sumo, una secuencia numerable que converge

al origen. Ademads, la multiplicidad de cualquier autovalor no nulo es finita.

30. ECUACIONES INTEGRALES DE NUCLEO NO SIMETRICO

Consideremos la ecuacién integral

(301 o)~ [ K(t.s)els)ds = (0.

donde K(t,s) € La((a,b) x (a,b)) y f(t) € La(a,b) son funciones conocidas y
©(t) € La(a,b) es la incdgnita.
El nicleo de cuadrado sumable K (t, s) define un operador integral de Fredholm

completamente continuo,

b
(30.2) Agp(t):/ K(t,s)p(s)ds,

que, en general, sera no simétrico.
Como consecuencia del Teorema de Fubini (que autoriza a cambiar el orden
de integracién cuando una integral doble existe), el operador adjunto A’ resulta

definido como
b
(30.3) ATw(t):/ K(s,t)*1(s)ds.

La ecuacién integral (30.1) puede ser escrita como

(30.4) p(t) — Ap(t) = f(1),

mientras que el problema equivalente para el operador adjunto seria

(30.5) o(t) — ATp(t) = g(t),
con g(t) € La(a,b).

La existencia de soluciones no triviales para la problema adjunto homogéneo (es

decir, la existencia de autovectores de A correspondientes al autovalor 1),

(30.6) Ui (t) — Al () = 0(t),
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condiciona la existencia de soluciones para la ec. (30.4). En efecto, el producto

escalar de 1 (t) por ambos miembros de (30.4) da lugar a la ecuacién

(307 () = (T A)e) = (T A e) = (0.0) = 0.

que es una contradiccién a menos que la inhomogeneidad f(t) sea ortogonal al
subespacio caracterfstico de AT correspondiente al autovalor 1 (subespacio de di-
mensién finita, dado que AT es compacto). Si ese no es el caso, no existen soluciones

para la ecuacién (30.4).

Por otra parte, la existencia de soluciones no triviales para la ecuacién ho-

mogénea

(30.8) @1(t) — Api(t) = 0(t)

(es decir, la existencia de autovectores del operador A correspondientes al auto-
valor 1, los que también forman un subespacio de dimension finita dado que A es
compacto) implica que, de existir una solucién para la ec. (30.4), ella no sea tnica.

En efecto, en ese caso también tenemos que
(30.9) (I=A)[pt) + o1 (t)] = f(1).
Puede demostrarse el siguiente teorema:

Teorema 30.1. Consideremos la ecuacion homogénea (30.8). Dos casos son po-
sibles:
I) esa ecuacion tiene solucion unica, ¢1(t) = 0(t),

IT) o bien tiene una solucion no trivial ¢, (t) # 0(t).

En el caso I) la ecuacion inhomogénea (30.4) tiene solucion tnica
YV f(t) € La(a, b), lo mismo que la ec. (30.5) ¥ g(t) € La(a,b).

En el caso I1), las ecuaciones homogéneas (30.8) y (30.6) tienen el mismo nime-
ro finito n de soluciones linealmente independientes. La ecuacion imhomogénea
(30.4) tiene solucion si y sélo si f(t) es ortogonal a las n soluciones linealmente
independientes de (30.6), y en ese caso no es unica, sino que estd definida a menos
de una solucion arbitraria de (30.8). (Evidentemente, algo similar vale para la ec.
(50.5).)

Para el caso de nicleos degenerados la demostracién es inmediata, puesto que
los operadores A y A" aplican todo Ly(a,b) en subespacios de dimensién finita,
y el problema se reduce a mostrar la existencia de soluciones para un sistema de

ecuaciones algebraicas.
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Ntcleos de cuadrado sumable arbitrarios pueden ser aproximados en la métrica
de LQ((a, b) x (a, b)) por las sumas parciales de sus series de Fourier respecto de
algiin sistema ortonormal y completo de funciones. La continuidad completa de
estos operadores permite establecer el resultado también en este caso (ver, por
ejemplo, The Theory of Linear Spaces, G. Ye. Shilov).

De este teorema se deduce el siguiente corolario:

Corolario 30.2. (de la alternativa de Fredholm) Si A es un operador integral de
Fredholm de nicleo de cuadrado sumable, entonces se tiene una de las siguientes

dos posibilidades excluyentes:

) la ecuacion o(t) — Ap(t) = f(t) tiene una solucion ¥ f(t) € La(a,b) (en
cuyo caso la solucion es iunica),
IT) o bien la ecuacion homogénea pi(t) — A1 (t) = 0(t) tiene una solucion no

trivial.

31. ECUACIONES INTEGRALES DEPENDIENTES DE UN PARAMETRO COMPLEJO

Consideremos una familia de ecuaciones integrales que incluyan un parametro

complejo p multiplicando al nticleo de cuadrado sumable K (¢, s),

b
(31.1) o)~ [ K(t5) o(s)ds = (L 2)olt) = £
Por el corolario de la alternativa de Fredholm sabemos que, para cada u € C,
puede darse solo una de las siguientes dos posibilidades:
I) la ecuacién (31.1) tiene una solucién V f(t) € La(a,b) (en cuyo caso es unica),

IT) o bien la ecuacién homogénea

(31.2) (I—pA)pi(t) =0(t)

tiene una solucion no trivial, que corresponde a un autovector del operador A con

autovalor 1/,

(31.3) A%@Z%wﬁ)

En el primer caso, o es un valor regular de la ecuacién (31.1), mientras que

en el segundo caso se dice que i es un valor singular de esa ecuacién.

Ya sabemos que los autovalores no nulos de un operador completamente continuo

forman, a lo sumo, una secuencia numerable que converge al origen del plano
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complejo, y que estd contenida en un circulo de radio || A ||. Si A es un operador
integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado sumable, tenemos ademés que || A ||
<[ K(ts) =K.

En consecuencia, los valores singulares de la ecuacién (31.1) forman, a lo sumo,
una secuencia numerable que diverge al infinito y esta contenida en el exterior de
un circulo de radio (6/K), con 0 < # < 1. En particular, existe un entorno de

1 = 0 libre de valores singulares.

Ejemplo:
e Consideremos el nicleo

t<s

— b

)
cos(t) sin(s), t>s,

sin(t) cos(s

(31.4) K(t,s) = {
con 0 <t,s <, cuyanorma es K =| K(t,s) || = m/2, y la ecuacién integral

(31.5) o) — 1 / K(t, ) (s)ds = f(1).

Para determinar sus valores singulares tengamos en cuenta que este ntcleo es

simétrico y continuo, satisface la ecuacion diferencial
(31.6) —0}K(t,s) = K(t,s), parat#s,

también las condiciones de contorno K (0,s) = 0, 0K (m,s) = 0, y su derivada

primera respecto de t tiene una discontinuidad en ¢ = s de altura
(31.7) O K (t, s)|t:s+ — 0K (t, S)LZSf = —sin?(s) — cos®(s) = —1.

Ademés, el Wroskiano Wsin(t), cos(t)] = 1.
En esas condiciones, K (¢, s) puede ser considerado como la funcién de Green del

operador de Sturm - Liouville definido como

(31.8) Lp(t) = =" (t) = ¥(t)

sobre el subespacio de las funciones dos veces diferenciables que satisfacen las
condiciones de contorno 1(0) =0y ¢'(m) = 0.

Entonces, el operador integral A de nicleo K (t, s) tiene las mismas autofunciones
que el operador L, y los autovalores de éste coinciden con los valores singulares de

la ecuacién integral (31.5):

Lpy(t) = —(t) — u(t) = e ou(t) . ¥(0) = 0,4 (m) =0 =
(31.9)
wk(t):sin<(k+%)t>, con = (k+1)° =1, k=0,1,2,...
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Noétese que, VEk, | g | > % > % = 7%, de modo que L es no singular, y existe un
circulo de radio < % en el plano complejo de la variable 1 que no contiene valores

singulares.

Como A es simétrico y completamente continuo, tiene un conjunto ortonormal

y completo de autovectores, Aex(t) = A\, ex(t), para k =0,1,2,..., donde

L. v
(31.10) ek(t)—ﬁ sin ((k+1/2)t), con ;= o (k+%)2_1.
Entonces,
(I—pA)p(t)=f(t) =
(31.11)

1 T
(1= 1) (enr) = (e £) = = [ s (4 1/2)0) £(0
v Jo
Por lo tanto, para todo valor regular p # py, V&, la solucién de (31.5) existe y
es Unica V f(t) € Lo(0,7), y estd dada por

(31.12) o(t) = ZAk e, f sin ((k+1/2)t),

1—,u/\k

donde la serie en el segundo miembro converge absoluta y uniformemente (dado
que el nicleo K(t,s) satisface la condicién de Hilbert - Schmidt y la diferencia
(p(t) — f(t)) € Rank(A)). En particular, (¢(t) — f(t)) es continua.

Si, por el contrario, ;1 coincide con un valor singular yu,, entonces la solucién no

existe a menos que f(t) L eg,(f), en cuyo caso no es unica. En efecto, si (ex,, f) =0

entonces
o(t) = f(t)+
(31.13) )\ (e .
k kJ . .
sin ((k+1/2)t) + — sin ( (ko + 1/2) 1),
con ¢ € C arbitrario. o

32. OPERADOR RESOLVENTE
Sea p € C un valor regular de la ecuacién
(32.1) T uA)o=1.

donde A es un operador completamente continuo definido sobre un espacio de
Hilbert E. Entonces (32.1) tiene una solucién tnica V f € E, de modo que existe

una correspondencia biunivoca entre la solucion ¢ y la inhomogeneidad f.
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En esas condiciones existe el inverso de (I— 14 A), y podemos expresar la solucion
de (32.1) como

(32.2) ¢=R,f, donde R, = (I—pA)” :E—E,

llamado operador resolvente de A, esta definido sobre todo el espacio de Hilbert

y su rango es Rank (A) = E.

El operador R, es evidentemente lineal, dado que la ecuacién (32.1) es lineal.

En efecto, si (I — MA) 1,2 = f1,2 entonces la solucién de

(32.3) I-—pAp=afi+pBf

estda dada por
(32.4) Ri(afi+Bf)=p=api+Bes=aR, fi+0BR,[fo.

Mostraremos que el operador R, es también acotado.

Para ello supongamos que R, que so6lo existe para valores regulares de p, sea
no acotado. En ese caso es posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios
{fx € E k € N} tales que las correspondientes soluciones de (32.1), v, = R, f,
tengan normas || ¢y || — oo cuando k — oo.

Dada la linealidad de la ec. (32.1), para los vectores unitarios ex = i/ || ¢r ||

tenemos
(32.5) ex =gk + pnAex,

donde, por construccion, gy = fi/ || & || — 0 cuando k — oo.

Como A es completamente continuo, el conjunto {Aey,k € N} contiene una
secuencia fundamental. Descartando los vectores e cuyas imagenes no pertenezcan
a esa secuencia, podemos suponer que {Aey , k € N} es una secuencia convergente
en el espacio de Hilbert E.

En esas condiciones, la secuencia {e;,k € N} es convergente en E: existe un

vector no nulo e € E tal que

(32.6) e= klir{)loek, con |el= kh—{EO lex||=1.
Como A es continuo,

(32.7) ezljilf)lo{gk+uAek}:0+uAe7é0.

Pero esto indicaria que p es un valor singular, en contradiccion con la hipotesis de

la existencia de R,. Por lo tanto, R, es necesariamente un operador acotado.
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33. CONSTRUCCION DE R, EN UN ENTORNO DEL ORIGEN

Dado que existe un entorno del origen en el plano complejo de la variable p que
no contiene valores singulares, el operador resolvente existe para valores de | p |
suficientemente pequenos. En lo que sigue daremos una expresion explicita para

R,, en esa regién.
Consideremos el operador (no lineal) definido sobre E por la relacién
(33.1) Bo=pAp+f,
y evaluemos la distancia entre las imagenes de dos vectores arbitrarios ¢,9 € E,
(33.2) |Be—By|=lpAle—=y) [<lull Allle—vI -
Tomando p € C tal que
(33.3) [nllf A< <1
obtenemos que
(33.4) [ Be=By|[[<b[e—dl<le-v].
Un operador B con estas propiedades se dice contractivo.

Mostraremos que todo operador contractivo tiene un tinico punto fijo, es decir,

un unico vector ¢ € E que satisface que
(33.5) Bp=¢p.

En nuestro caso, este vector corresponderd a la tinica solucién de la ec. (32.1) para

una inhomogeneidad f,
(33.6) o=Bp=pAp+f.
Partiendo de un vector arbitrario ¢y € E, formemos la secuencia

(33.7) ©o,01=Bpo,p2=Bo1=DB>¢y,...,00=Byr1=B"p, ...

Veremos que ésta es una secuencia de Cauchy.

Para ello, primero tomemos la distancia entre dos elementos consecutivos,

| Yrs1 = |=1 Ber — Borp—1 [| <0 or — pr-1 || <
(33.8)

<O | o1 —pa [ << o1 —wo |l
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de donde se deduce que

| orri — o || <

<|| @rtt — Pt | + || Corim1 — Qryi—2 ||+ -+ || o1 — x| <

33.9
( ) § <9k+l—1 + 9k+l—2 N ek) H V1 — Qo H —

k

-1
; 0
— gk (Zw) | o1 — o || < - Il o1 — o ||-
7=0

Por lo tanto,
(33.10) Yl op = [[=0, VI

Como E es un espacio completo, existe el limite de esta secuencia,
(33.11) Y= k11_>rrolo Ok -
Y como B es contractivo, este vector es un punto fijo de B. En efecto,
(33.12) | Be =i ll=lBe—Boe[<0]¢—rl—0
cuando k — oo, de modo que, por la unicidad del limite en E, tenemos
(33.13) By = kll_{rolo L= Q.

Para ver que este punto fijo es unico, supongamos que existe otro vector ¢ € E
que satisface B = 1. Entonces, si || ¢ — 1 || # 0,
(33.14) le—dll=IBe-By|<0fe—vy|=0=1,
en contradiccién con la eleccién de p, ec. (33.3). Por lo tanto, ¢ = .

Finalmente, senalemos que esta construccion nos permite aproximar la solucién
de la ec. (32.1) en el sentido de la distancia en el espacio E. En efecto, tomando
el limite para [ — oo en la ecuacién (33.9) obtenemos para la distancia entre la
solucién y el k-ésimo elemento de la secuencia (33.7)

k

1—-6

(33.15) | =i || < | Bwo—o |l -

La solucién de la ecuacién (32.1) corresponde al tinico punto fijo del operador
contractivo B, que se obtiene como el limite de la secuencia (33.7) cualquiera que

sea el vector inicial ¢ que se emplee para generarla.
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Si se elige ¢y = 0, entonces

1=,

po=pAf+7f,
(33.16)

Pr = Zz =0 ,UlAl

de modo que la solucién de (32.1) para f € E arbitraria corresponde al limite de
la serie
[e%9) k
_ k oAk ¢ _ 1« I gl
s e (Be) )

cuya convergencia estd garantizada para

(33.18) con0<f<1.

0
|l < =
A

De esta expresién surge que, en un entorno del origen del plano complejo p, el

operador resolvente es el limite de una serie de operadores,

k—o0

00 k
(33.19) R,=) p A" =1lim > pl A,
k=0 0

serie que converge en el sentido de la norma y que coincide con el desarrollo formal
de (I — ,uA)fl en serie de potencias de .

Para verificar la convergencia de esta serie debemos considerar la distancia que
media entre R, y una suma parcial en el espacio normado de los operadores aco-

tados. Para ello, tengamos en cuenta que para todo vector unitario f € E es

(R = Short ) ]| =1 e = onn 1 <
(33.20)
8k+1 0k+1

S f =1,

donde ¢ es la solucién de (32.1) correspondiente a una inhomogeneidad f, @41

es la (k + 1)-ésima aproximacién a esa solucién, y donde hemos empleado la cota

establecida en la ec. (33.15). Entonces,

-t ] -
(33.21)

~ WP yer | 1=} H (R“ — Yo Al)

cuando k — oo, dado que 6 < 1.
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Podemos verificar que la serie en (33.19) converge efectivamente al inverso de

(I — U A) teniendo en cuenta que

(I-pA) (Z“ Al> = (I:g:,ulfll) (I—pA) =

(33.22)
=I—pfA" - 1

cuando k — oo, dado que u*F A¥ — O. En efecto,

(33.23) [t AR < p Pl ANTAS < <Ju Pl AP <6 =0

cuando k — oo, pues 0 < 0 < 1.

34. EXTENSION ANALITICA DE R,

El operador resolvente existe en casi todo punto del plano complejo de la variable
i. Es unicamente para los valores singulares de p, que forman (a lo sumo) una
secuencia numerable que diverge al infinito, que R, no estd definido.

En la Seccién anterior hemos mostrado que la condicion | p ||| A |< 0 < 1
es suficiente para que R, pueda representarse como el limite (en el sentido de
la distancia en el espacio de Banach de los operadores acotados) de una serie
de potencias en la variable ;. En esas condiciones, se puede decir que R, es una

funcién analitica de la variable u (a valores operadores) en un entorno del origen.

Mostraremos que R, es una funcién analitica de ;1 en un entorno de todo valor
regular.

Sea o un valor regular de un operador completamente continuo A. Entonces,
R, = (I — o A)_l existe y es un operador acotado. Ademas, como los valores
singulares de A son puntos aislados, existe todo un entorno de g libre de ellos.

Podemos entonces considerar el operador resolvente en un punto p préoximo de

Ho,

Ry = (1= pA) " = (1= o A= (= o) A) " =
(34.1)

1 [e.e]
= Ry (L= (= o) ARyy) = Ryg (11— 110)* (ARy,)",
k=0

donde la serie en el miembro de la derecha converge en el sentido de la norma de

los operadores para

(34.2) | = po [l ARy, [[ <6 < 1.
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Téngase en cuenta que AR, es completamente continuo, dado que R, es acotado
y A es compacto. En consecuencia, valen para esta serie todas las consideraciones
hechas en la Seccién anterior acerca de la convergencia del desarrollo del operador

resolvente en un entorno del origen.

Por lo tanto, R,, existe como una funcién analitica de la variable p1 (que toma
valores que son operadores sobre E) en toda una regién abierta del plano complejo,
la que sélo excluye a los valores singulares de A (puntos aislados que corresponden
a las inversas de los autovalores de A).

En particular, si i, es conocido en cierta regiéon abierta del plano complejo,
este operador puede ser prolongado analiticamente desde alli, evitando los puntos

singulares.

También puede probarse facilmente que el operador resolvente tomado para
distintos valores regulares conmuta.

En efecto, para A\, u valores regulares de A compacto podemos escribir que

pR,— ARy =pR,(I-XA)Ry— R, (I—pA)AR) =

(34.3)
= (,u - /\)R#R)\ .
Entonces, si A # u,
- A
(34.4) R.Ry = % = R\R,.

35. RESOLVENTE DE OPERADORES INTEGRALES

Consideremos un operador integral de Fredholm de nicleo de cuadrado sumable,

(35.1) Ap(t) = / K(t,5)o(s) ds.,
(35.2) K2 = | K(ts) ||2:/ / K (4 5)? di ds < oo

Dado que A es completamente continuo, y su norma
(35.3) A< K,

sabemos que el operador resolvente R, es el limite de una serie de potencias en p

de la forma

(35.4) R,=T+) ukar,
k=1
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convergente (en el sentido de la norma de los operadores acotados) en el circulo
|| < O0/K, con0<8<1.

Mostraremos que en este caso el operador resolvente toma la forma
(35.5) R,=1+T,,

donde I', es un operador integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado sumable,

que depende del pardmetro .

Dado que R, en (35.4) estd expresado en términos de potencias del operador A,
primero debemos estudiar la composicion de operadores integrales.

Para ello, consideremos un segundo operador de Fredholm

(35.6) Bo(t) = / L(t, 5) o(s) s,

con

b b
(35.7) L2 = | L(t,s) |2 = / / IL(t,)[2 dt ds < 0o
Su composiciéon con A es, por definicion,

ABp(t) = f; K(t,s) {fabL(s,r) o(r) dr} ds =
(35.8)

= [P S0 K 5) Lis ) ds) () dr

donde el cambio en el orden de las integrales esta justificado por el Teorema de
Fubini, dado que todas las funciones que alli aparecen son de cuadrado sumable y
la integral doble existe.

En consecuencia, AB es también un operador integral cuyo nicleo es
b
(35.9) M(t,r) = / K(t,s) L(s, ) ds.

Como K (t,s) y L(s,r) son funciones de cuadrado sumable de la variable s (para
casi todos los valores de ¢ y de ), el nicleo M (t,r) puede ser interpretado como

el producto escalar
(35.10) M(t,r) = (K(t,s)* L(s,r)) .
Por aplicacién de la desigualdad de Cauchy - Schwarz, esto permite escribir

(35.11) IM(t, )| < k(t)?1(r)?,
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donde
k()2 = [T|K(ts)] ds = [k(t)?dt = K2,

(35.12)
= [P|L(s,r))> ds = [TU(r)*dr=L?.

Por lo tanto, M(t,7) € Ly((a,b) x (a,b)), y su norma

b b
(35.13) M2:/ / IM(t,r)|* dtdr < K°L?> = M <KL.

Este resultado permite concluir que las potencias enteras positivas de un opera-
dor integral de Fredholm de nicleo de cuadrado sumable son también operadores

integrales de Fredholm,

b
(35.14) AF o(t) = / Kt 5) o(s) ds
cuyos nucleos, llamados niicleos iterados, se obtienen recursivamente de la rela-
cion
b
(35.15) Ky (t,s) = / K(t,r) Ky(r,s)dr, Ki(t,s)=K(t,s),

son de cuadrado sumable, y su norma satisface

(35.16) K= Kilt,s) | < K || Kioa(tos) [ < - < K.

En esas condiciones, cada suma parcial de la serie en el miembro de la derecha

de la ec. (35.4) corresponde a un operador integral de Fredholm,

n b
(35.17) Sun f(1) =Dt AR f(t) = / Sn(t, s;p) f(s)ds,
k=1 a
cuyo nucleo (de cuadrado sumable) estd dado por la suma
(35.18) Sult,s;p0) = p* Ki(t, s) € Ly((a,b) x (a,D)) .
k=1

Ahora bien, la secuencia formada por los nucleos S, (t, s; 1) es fundamental en
Ly((a,b) X (a,b)). En efecto,

n+m
”Sn-l-m<t78;/i)_s tsu Z 2 Kk:ts
k=n+1
(35.19)
n+m n+m n+m n +1
S ORI AN S DRI S SR
k=n+1 k=n+1 k=n+1

cuando n — oo, Vm.
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Por lo tanto, existe el limite de la serie

(35.20) D(t,s;p) = > p¥ Ki(t,s) € Ly((a,b) x (a,b))

k=1
que es ademas una funcién analitica de la variable p en un entorno del origen.
Esta funcién de cuadrado sumable permite definir un nuevo operador integral
de Fredholm,

(35.21) (0= [ Dltsii) 1(5)ds.

que resulta ser el limite de la serie

(35.22) Z pk AR = 1im S, .

n—oo

En efecto, dado que tanto I', como S,,,, son operadores integrales de Fredholm,
también lo es su diferencia, I',—S), ,,. Y como la norma de tales operadores estd aco-

tada por la norma de sus ntucleos, tenemos que
(35.23) | T = S | <1 Dt 5 02) = Sults30) | — 0
cuando n — o0. U

En consecuencia, la solucién de una ecuacién integral de la forma

(35.24) ﬂﬂ—u/lﬂUQW$%=f@,

donde K (t,s) y f(t) son funciones de cuadrado sumable dadas, y u € C satisface
| p| K <6 <1, puede escribirse como

b
(35.25) ﬂﬂZ&J@=ﬂ®+/F@SMﬂ@%,

donde I'(, s; ) € Ly ((a, b) X (a, b)) es una funcién analitica de p que corresponde

al limite de la serie de nicleos iterados, ec. (35.20).

Si la serie de nucleos iterados puede ser sumada a una funcién
['(¢, s; 1), holomorfa en un circulo | p | K < 6 < 1, ésta ha de admitir una
prolongacion analitica (que es tnica) a todo el plano complejo de la variable p,
la que sélo presentara singularidades aisladas en los valores singulares del nicleo
K(t,s).

Ejemplo:

e Consideremos el nicleo K(t,s) = e** con 0 < t,s < 1. Entonces,

2
(35.26) = et P = // f+8>dtds—< )
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y los nicleos iterados son

Ko(t,s) = [let* s dp = (62*1) etts |

2
K3(t7 3) = fol ettr K2(T’ 8) dr = <62—1> et+s7
(35.27) |

k-1
Kk(t, S) _ fol ettr Kk—1(7“, S) dr = <e2—1> €t+s’

Por lo tanto, para | u | K =| u | (e ’1) < < 1, tenemos

oo _ t+s
(35.28) T(t,sip) =t Ky(t, s) Z” (e 1) et = B
k=1 1_'LL( 2 )

La suma de esta serie es una funcién analitica de p que admite una extension
meromorfa al plano complejo, la que presenta como tnica singularidad un polo
simple en p = % De ese modo, el operador integral de nticleo €' tiene un

unico valor singular en ese punto.

Eso se explica por el hecho de que este operador integral aplica todo Ly(0, 1)
en el subespacio unidimensional generado por la funcién ¢(t) = €', de modo que
todo autovector correspondiente a un autovalor no nulo debe ser proporcional a

esa funcion,

1 2_1 2_1
(35.29) Aet:/ b 8 g = (e )etzmz (e ) .
; 2 2

En esas condiciones, si p

(35.30) o(t) — / e o(s) ds = £(1)

tiene solucién tnica V f(t) € L2(0, 1), la que estda dada por

_ H ' o £s) ds —
o) =10+ Ly [ )
(35.31)

_ pA et
BEACRR TRV H2/0 e fls)ds

Si, por el contrario, p = %, entonces la ecuacion integral sélo tiene solucién

si f(t) L e, en cuyo caso no es tnica,

(35.32) o(t) = f(t)+ce', ceC
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(donde hemos tenido en cuenta las propiedades de los nicleos simétricos - ver
Notas sobre Espacios Euclideos, ec. (25.12)). En efecto,

2 et

ez —1

{f(t) +ce'} - /0 e {f(s)+ce’}ds =

(35.33)
= f(t)+cet —cel = f(t).

O

La condicién | p | K < 6 < 1 ha sido obtenida como una condicién suficiente
para la convergencia de la serie de nicleos iterados, pero hay situaciones en las
que su radio de convergencia es mayor. Y alli donde la serie (35.20) converge, ella

se suma al nicleo I'(¢, s; u).

Un ejemplo de esta situacion corresponde al caso en que algin nicleo iterado
se anule idénticamente, K,.1(t,s) = 0, lo que hace que todos los que le siguen
también sean nulos, Ky(t,s) = 0,Vk > n. En esas condiciones, la serie en la ec.
(35.20) se reduce a un polinomio de grado n en u,

n

(35.34) D(ts;) = Y uf Kilt, ),

que es una funcién entera (analitica en todo el plano complejo). En tal caso, el

operador integral de niicleo K (¢, s) no tiene valores singulares.

Ejemplo:

e Esa situacion ocurre, en particular, para nucleos degenerados de la forma

(35.35) K(t,s) = ipk(t) qr(s), conpg(t) L q(t), k,i=1,...,n.

En este caso, Ks(t,s) =0, de modo que I'(¢, s; ) = u K(t, ).

Ese es el caso de

(35.36) K(t,s) = sin(t — 2s) = sin(t) cos(2s) — cos(t) sin(2s) .
Evidentemente,
(35.37) Ks(t,s) = / sin(t — 2r) sin(r — 2s)dr =0,

de modo que

(35.38) L(t,s;p) = psin(t —2s), VYueC,
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y la ecuacién integral

(35.39) (1) — 1 / " sin(t — 25) o(s) ds = f(1),

—T

tiene solucién tnica V f(t) € La(a, b), dada por

™

(35.40) o(t) = f(t) + u/ sin(t — 2s) f(s) ds.

—Tr

O

La serie para I'(t, s; u) también converge Vpu € C si las normas de los nicleos

iterados estan acotadas por constantes de la forma

Mk
(35.41) Ik, 8) | < e =
En este caso,
n+m ntm
ST F Kt s)|| < Y0 TulFIl Kilt,s) || <
k=n+1 k=n+1

(35.42)

ntm k) fk
<c Z %HO cuando n — oo,Vm € N.

k=n+1

Entonces, la serie de nucleos iterados

o

(35.43) D(t,s5) = Y uF Kilt, s),

k=1
converge en Ls(a,b) para todo complejo g, y un nicleo con esas propiedades no

tiene valores singulares.

Esa situacién se presenta, en particular, en el caso de operadores integrales

de Volterra de nicleo acotado,
t
(35.44) Aplt) = / K(ts)o(s)ds, | K(ts)]|< M.

Se trata de un caso particular de operadores de Fredholm para los cuales el nicleo
K(t,s) =0 para s > t.

Consideremos el segundo ntcleo iterado,

b /tK(t,r)K(r,s)dr, t> s,
(35.45) Kz(t,S)Z/ K(t,r) K(r,s)dr = y

0, t<s,
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que es también un nicleo de Volterra acotado,
t
(35.46) | Ko(t,s) | < / | K(t,7) K(r,s) | dr < M*(t—3s) < M?*(b—a).
Para el tercer nucleo iterado tenemos
t
) /K(t,r)Kg(r,s)dr, t>s,
(35.47) Kt s) = / K(tr) Ko(r,s)dr = 4 *°
0, t<s,

que es también un nicleo de Volterra acotado por

| K5(t, s) |§/ | K(t,r) Ka(r,s) | dr <
(35.48)

—5)?

2 (b—a)2
=M 21 ’

/ M? (r —s)dr < M? (t=
En general, tenemos

b
Ky (t,s) :/ K(t,r) Kg_1(r,s)dr =

t
(3549) / K(t,?") Kk_l(T, S) dT; t>s,

0, t<s,

que es también un nicleo de Volterra cuyo modulo esta acotado por

| K(t, s) |§/ | K(t,r) Ky (r,8) | dr <
(35.50)

_ s)k? k=1 k-1
/Mkr 5) dngungu.
(k—1)! (k —1)!

En esas condiciones,

Mk—l (b _ a)k;—l
(k-1

(35.51) | Kilt,s) 1< [M(b—a)]

y la resolvente existe en todo el plano complejo.

El hecho de que los nicleos iterados estén uniformemente acotados (ver ec.

(35.50)) hace que la serie para ['(t, s; 1) sea uniformemente convergente para a <
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t,s < by para u tomando valores en cualquier regiéon acotada del plano complejo,
| <A,

e o0 b _ a)kfl
52 FEL(s) | < e 0= gy A Moo
3352) D 1it Kt o) 13w M s (AM) ¢

Esto implica, en particular, que I'(¢,s;u) = 0 para t < s, de modo que I, =

R, — 1T es también un operador integral de Volterra.

Por lo tanto, la ecuacion integral

(35.53) o(t) — u/ K(t,s)p(s)ds = f(t), con | K(t,s)|< M,

tiene solucién tnica V f(t) € La(a,b) y Vo € C, la que esta dada por

t
(35.54) Pl = 1)+ [ Tit.si f(s)ds.
Ejemplo:
e Consideremos el nucleo de Volterra

e’ t> s
35.55 K(t,s) = ’ ’
(35.55) (t.9) { .

donde a < t,s < b. Entonces,

t
2 2 .2 .2 2 2
/et e T dr=(t—s)e" T, t>s,
S

(35.56) Ky(t,s) =
0, t<s,
t 2 2 t_ 2 2 2
/et “(r—s)e" sdr:( 2'S> e t>s,
(35.57)  Ks(t,s) = ° '
0, t<s,

y en general

(35.58) Ki(t,s) =
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En esas condiciones,

F(tv S; M) = Z luk Kk(ta S) -
k=1
35.99 > (t — S)k_l 2_ 2 _g) $2_g2
k=1
0, t<s,
donde la serie converge V u € C. o

36. METODO DE LOS DETERMINANTES DE FREDHOLM

En el caso general, la serie de los nicleos iterados, ec. (35.20), tiene un radio de
convergencia finito, fuera del cual sélo es posible obtener el nicleo I'(¢, s; i) por
prolongacién analitica de la suma de la serie en un entorno del origen.

En lo que sigue se presenta sin demostracion una féormula debida a Fredholm,
que da una expresién para el nicleo I'(¢, s; 1) para todo valor regular u € C. Esta
férmula fue demostrada primero por Fredholm para el caso de nticleos K (¢, s) conti-
nuos y acotados (ver, por ejemplo, Methods of Mathematical Physics, R. Courant
y D. Hilbert.), y luego extendida al caso de nicleos de cuadrado sumable arbi-
trarios (ver, por ejemplo, Mathematical Analysis, G. Ye. Shilov, y las referencias

alli citadas).
Definamos
(36.1) Co:=1, Byl(t,s):=K(t,s),

e introduzcamos las relaciones de recurrencia

b
C, ::/ Bn_1(s,s)ds,
(36.2)

Bult,s) = Co K(t,s) — n / " K(tr) Bys () dr



Ecuaciones Integrales 125
Es facil ver que

B,(t,s) =

K(t,s) K(t,s1) ... K(t, sp)

(36.3) :/ab“_/ab K(Szl’S) K(8T781) K(sf,sn)

dsy ... ds,,

K(sp,s) K(sp,s1) ... K(sn,sn)
lo que le da su nombre al método.

Con estos coeficientes se definen las series de potencias

(36.4) D(t,s;p) == K(t,s) + Z (—n_ll)" B(t,s) u"
y

PR o Gt VP
(36.5) D(p):=1+)_ = Cupt”,

que convergen en todo el plano complejo de la variable p, suméndose a las funciones
enteras D(t, s; i), llamada menor de Fredholm, y D(p), llamada determinante
de Fredholm.

En esas condiciones, los ceros de D(u) coinciden con los valores singulares del
nicleo K(t,s), y el nicleo del operador integral I', = R, — I estd dado por el
cociente
D(t, s; p)

D(p)

Entonces, para todo valor regular u (para el cual D(u) # 0) y V f(t) € La(a,b),

(36.6) L(t, ;1) =

la ecuacién integral

b
(36.7) o0~ 1 [ Kt pls)ds = £
tiene una unica solucion que puede ser expresada como
" D(t, s )
36.8 cpt:ft—l—/#fsds.
(36.9) =1+ [ =52 g
Ejemplo:

e Son raras aquellas situaciones en las que es posible sumar explicitamente las
series (36.4) y (36.5). Un ejemplo corresponde al caso en que uno de los niicleos
B, (t,s) se anula idénticamente, lo que hace que esas series se reduzcan a sumas

finitas.
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Tomemos el nicleo degenerado K (t,s) =te®, con 0 < t,s < 1. Tenemos que

1
(36.9) Clz/ se®ds=1,
0
y
1
(36.10) Bl(t,s):tes—/ te're‘dr=te® —te’ =0,
0

de modo que C,, =0y B,(t,s) =0 paran > 2.

Por lo tanto,

D(t,s;p) =te*,

(36.11)
lo que implica que el nticleo K (¢, s) = te® tiene un tinico valor singular en pu = 1'%,
Para el nicleo I'(t, s; 1) tenemos

t S
(36.12) L(t, s;u) = . ¢ , parapu#1.

—H

o

Bibliografia:

» The Theory of Linear Spaces, G. Ye. Shilov.
Mathematical Analysis, G. Ye. Shilov.

Elementos de la Teoria de Funciones y del Andlisis Funcional, A.N. Kol-

mogorov y S.V. Fomin

Ecuaciones Integrales, M. Krasnov, A. Kiseliov, G. Macarenko.
Methods of Mathematical Physics, R. Courant y D. Hilbert.
Methods of Modern Mathematical Physics, M. Reed y B. Simon.

I8En efecto, por tratarse de un operador integral de nicleo degenerado que proyecta todo el
espacio L3(0,1) en un subespacio unidimensional, vemos que todo autovector correspondiente
a un autovalor no nulo es proporcional a e(t) = t. Y teniendo en cuenta la integral en (36.9),

concluimos que el autovalor correspondiente es A = 1.



La transformacion de Fourier 127

NOTAS SOBRE LA
TRANSFORMACION DE FOURIER EN Lo (R)

37. Espacios L,

El conjunto de funciones

(37.1) Lo(a,b) - { /\90 |p<oo},

para p > 1, constituye un espacio normado (de Banach) respecto de la norma

(372) lo(@)ly = {/ ol }

que a su vez determina la distancia

(37.3) plo, ) =l =¥l -

Desde luego que estas definiciones requieren la identificacion de aquellas funciones
que coinciden en casi todo punto con un mismo vector del espacio.
El teorema de Riesz y Fischer establece que Ly(a,b) es un espacio completo

respecto de esa distancia.

38. TRANSFORMACION DE FOURIER EN L;(R)

Dada una funcién ¢ € L;(R), se define su transformada de Fourier como
(381 Fiollo) = wlo) i= [ o ola)
. o) =vY(0) = e x) —,
¥ N ' o

que es una funcién acotada, continua y que tiende a 0 cuando |o| — oo (Lema de
Riemann - Lebesgue).

En efecto:

» Para todo o € R,

(352 wo) < [l T= = o=,

de modo que la integral en (38.1) converge absoluta y uniformemente en

0.
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» Si o, — ¢ en Li(R) (es decir, si ||¢, — ¢||1 — 0 para n — 00), entonces

sus transformadas de Fourier satisfacen

(38.3) [¥n(0) = (o) < —¢lh =0

—|
Var "
para n — oo y Vo € R. En consecuencia, la sucesién de transformadas
de Fourier converge uniformemente en toda la recta a la transformada de
Fourier de la funciéon limite.

» Sea X[o)(7) € Li(a,b) la funcién caracteristica del intervalo [a, b],

1, para —oco<a <z <b< oo,
38.4 ap () = - -
( ) Xel (@) { 0, en todo otro caso.
Su transformada de Fourier es
b .
. d ) .
(385) w(a) — 6—2090 x v (e—wb o 6—zaa) ’

a E B o\ 21
que es continua en toda la recta y tiende a 0 para |o| — oo. Lo mismo
vale para la transformada de Fourier de toda funcién escalonada en Lq(R)
(combinacion lineal de un nimero finito de funciones caracteristicas).

= Puede demostrarse que el conjunto de las funciones escalonadas absoluta-
mente integrables en la recta es denso en L;(R), de modo que toda funcién
o(x) € L1(R) es el limite de una secuencia de funciones escalonadas. En
consecuencia, su transformada de Fourier es el limite de una secuencia
uniformemente convergente de funciones continuas que tienden a 0 en el
infinito.
Por lo tanto, la transformada de Fourier de toda funcién en Lq(R) es

continua y tiende a 0 para o — £o0o.

También puede demostrarse que si la transformada de Fourier ¢(o) de una
funcién ¢(x) € L1(R) es nula para todo o, ¥(c) = 0, entonces ¢(x) = 0 en casi
todo punto.

Esto hace que la transformaciéon de Fourier sea univoca. En efecto, si ¢;(x),
pa(x) € L1(R) tienen la misma transformada de Fourier (o), entonces, por ser

F lineal, ¢1(x) = @o(x) en casi todo punto.

Asi definida, la transformaciéon de Fourier es una aplicacion lineal de Lq(R) en
el espacio de las funciones continuas que se anulan en el infinito. Pero no toda
funcién con esas caracteristicas es la transformada de Fourier de una funcién en

L1 (R) (es decir, F no es sobreyectiva en ese espacio).
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La transformacion de Fourier inversa corresponde a

(38.6) F @) = o) = Jim [ <740 de—ﬂ

definicién que sélo vale bajo ciertas condiciones de regularidad sobre ().

Como la integral que define ¥(co) en (38.1) converge absoluta y uniformemente

en o, el teorema de Fubini permite escribir

* sin(NVt)
/ SN eyt dt =

(38.7) _ %

8

1 [o.¢]
+;/ SV [ (2 + 1) — (o)) dt
dado que
1 [ sin(Nt
(38.8) —/ SV 1
T J oo t

La tltima integral en (38.7) puede escribirse como la suma (A + B), donde

A= /| . SN (e 4 ) — ()] dt

v sin(V?)
B_/|t|zT gp(x—i—t)dt—cp(a:)/ ; dt .

t [t|I>T

(38.9)

Es evidente que, para casi todo x € R,

/|t|2T Sin(tNt) o(x +1t) dt‘ - ‘so(a:)/l sin(IVt) dt‘

(38.10) 1B| <

>t

resulta tan pequeno como se quiera con sélo tomar T suficientemente grande (da-
do que ambas integrales son convergentes sobre toda la recta), y eso VN > N

arbitrario.



130 H. Falomir

Por su parte, A — 0 cuando N — oo si, por ejemplo, la funcién p(z) satisface
la condicién de Dini'®:
5
t .
(38.13) / ple + |i‘ 2@ g o,
-5

para un 0 > 0. Esta condicién es satisfecha, en particular, por las funciones dife-

renciables (en virtud del teorema del valor medio).

En esas condiciones, limy_., ¢pn(x) = ¢(z) en casi todo punto.

39. SUBESPACIOS DENSOS EN La(R)

No toda funcién de La(R) tiene una transformada de Fourier en el sentido antes
descrito, ya que no toda funcién de ese espacio es absolutamente integrable en la
recta. Por ejemplo, si

1
39.1 T) = —,
entonces ¢ € La(R) pero ¢ ¢ L1 (R).

Pero si es cierto que toda funcién de soporte compacto y cuadrado sumable tiene
una transformada de Fourier en el sentido usual.

En efecto, si ¢(z) € La(a,b), con —0o < a < b < oo,y p(z) = 0,Vz ¢
[a, b], teniendo en cuenta que la funcién caracteristica x4 (x) € Lz2(a,b), podemos

escribir que

(39.2) el = (g (@), le(@)]) < [IX@a (@)l [le()]]2 = Vb —a |le(@)]l2,

9En efecto, si f(t) es sumable en un intervalo [a, b], entonces f; f(t) sin(Nt) dt — 0 cuando
N — oo.
Para demostrarlo, consideremos primero la funcién caracteristica de un intervalo [c,d] C [a, b],

que es una funcién sumable. Tenemos que

b
Nd) — cos(N
(38.11) / Xjo.a (£) sin(Nt) dt = cos(Vd) = costNe) _  ando N — oo

N

Lo mismo vale para cualquier funcién escalonada h(t) € Lj(a,b), por ser una combinacién lineal
de un namero finito de funciones caracteristicas.

Finalmente, si f(t) € Lj(a,b), teniendo en cuenta que el conjunto de las escalonadas es
denso en Lj(a,b), sabemos que Ve > 0 existe una funcién escalonada h(t) € Li(a,b) tal que
[|f(t) — h(t)||l1 < e/2. Entonces,

b b b
(38.12) / F(8) sin(Ne) dt| < / F() = h(t)] dt + / h(t) sin(Nt) dt

<€+€_
9 "9~ ¢

si N es suficientemente grande.
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en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

De hecho, las funciones de soporte compacto y cuadrado sumable forman un
conjunto denso en Ly (R).
En efecto, dada ¢(x) € La(R) definimos

p(x), x| <N,
(39.3) on(z) =
0, || > N.

Evidentemente, pn(z) € La(R), |lon]l2 < |l¢ll2, ¥ llenll2 = |l¢l|2 cuando N — oo.
Ademaés, py — ¢ en Ly(R), ya que
34 llox — el = [ lex(e) = olo)do = lloll? = lloxll® — 0.

oo

Recordemos que el espacio formado por los polinomios de todo grado es un
conjunto denso en La(—N, N).

Consideremos la funcién definida por

6<N2__€372>, lz| < N,
(39.5) Oe(x) :=

0, |z| > N,

con € > 0. Esta funcién es de soporte compacto (contenido en [—=N, N]) y tiene
derivadas continuas de todo orden: ¢.(x) € C3°(R). Ademds, toma valores entre 0
y 1 (0 < ¢(z) < 1)y converge uniformemente a 1 cuando € — 0 en todo intervalo
cerrado de la forma [-N + §, N — 4], con § > 0.

Sea P(x) un polinomio y M = max{|P(z)|} para —N <z < N. Llamemos
P.(z) = P(z)¢.(z) € Cg°(R). La distancia entre esas dos funciones de La(—N, N)
es

1P@) = P@)lla® = [ 1P(x) = Pu(w) da <
(39.6)
< M? { :Ji,vﬂs ldz + fivj\;ja 11— ¢(2)|* dx + f]y_é 1dm} :

que puede hacerse tan pequena como se quiera con sélo tomar § y € suficientemente
pequenos.

Por lo tanto, es posible encontrar en C§°(R) funciones tan préximas como se
quiera a una dada funciéon de soporte compacto y cuadrado sumable. Dado que

éstas forman un conjunto denso en La(R), resulta que C3°(R) es denso en La(R).



132 H. Falomir
40. EL ESPACIO DE SCHWARTZ

El espacio de Schwartz S es el conjunto de las funciones con derivadas de todo
orden continuas y de decrecimiento rapido (es decir, que se anulan en el infinito

m4s rdpido que cualquier potencia de z71),

p(z) € C*(R),
(40.1) px) e S =
|24 (2)| < Kiglg], V..

Noétese que, Vi € S, resulta de (40.1) que z p(z) € Sy ¢'(x) € S. Entonces, Vk, q,
k@ (z) € S.

Evidentemente, C;°(R) C S y, en consecuencia, S es denso en La(R).

Ademas, § C Li(R), de modo que toda funcién en S tiene una transformada
de Fourier en el sentido usual,

(40.2) Flol(0) = $(o) = / " o (o) jﬁ ,

que es continua y tiende a 0 en el infinito.
Por otra parte, las funciones z*¢(z) € S para todo k € N, de modo que las
integrales

(40.3) /OO e (—ix)*p(r) %

convergen absoluta y uniformemente en toda la recta ¢ € R, correspondiendo en
consecuencia a las derivadas k-ésimas de 1(c), ¥* (o). En efecto, tenemos por
ejemplo que

K20
x?

(40.4) |25 0(x)| < Kipap = |ahe(a)] <

Pero entonces 1¥)(o) es la transformada de Fourier de una funcién en S, de

donde resulta que es continua y tiende a 0 en el infinito.
En consecuencia, 1(o) tiene derivadas de todo orden continuas, 1(o) € C*(R).

Como las funciones (—iz)*p(x) € S, podemos integrar por partes para escribir

oo = [~ (52) ] cintotn) S -

fr (@) ]

(40.5)
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Y como [(£)? (—iz)*p(z)] € S C L1(R), resulta que su transformada de Fourier

esta acotada,
(40.6) |09 (a)| < Korlt],
lo que es valido V¢, k € N.

En consecuencia, las derivadas de todo orden de (o) son de decrecimiento

rapido.

En conclusién, la transformacién de Fourier es una aplicacién de S en ese mismo

espacio, F : § — S.

Como las funciones en S son diferenciables y de decrecimiento rapido, satisfacen
la condicién de Dini y para ellas existe el limite doble en la expresiéon que define
la transformada inversa (38.6),

(40.7) FI@) = ola) = [ " (o) j—% |

La ecuacion anterior sélo difiere de la definicion de la transformacion directa en
el signo del argumento de la exponencial. En consecuencia, similares conclusiones

se obtienen respecto de la transformacién inversa, que también esta definida sobre
todo S.

Finalmente, sean ¢;(x), p2(x) € S C La(R). Su producto escalar es

(o) eale) = [~ rfo { | e into) %} i =

(40.8) )
_ /Z{ /Zgo(x)j—%} Uo(0) do = (1 (2), ()

donde el cambio en el orden de integracion esta justificado por el teorema de Fubini,
puesto que la integral doble converge absolutamente ya que ambas funciones estan
en S C L]_ (R)

En consecuencia, la transformacion de Fourier sobre S preserva los productos
escalares. En particular, tomando ambas funciones iguales en la ecuacion anterior,

se tiene que Vo(r) € S

(40.9) le(@)[l2 = ¥ (2)]]2,

es decir, la transformaciéon de Fourier sobre S preserva la norma ||.||s.
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Puesto que F es un operador acotado sobre S, resulta continuo. En efecto, si

on — penLa(R), con py, p € S, entonces sus transformadas de Fourier satisfacen

(40.10) l|vn —¥lla = |len — ¢]l2 — 0, para N — oo

Supongamos que ¢1(x), p2(z) € S tienen la misma transformada de Fourier,
Flpi1](o) = Flps](o). Como la transformacién es lineal, en virtud de (40.9) tene-

(40.11) Flor—w2l(0) =0 = |[lpr —p2lla =0 = ¢i1(z) = pa(2).

En consecuencia, F es una aplicacion biunivoca de S en S, cuya inversa es la

transformacion inversa (40.7).

Aunque F no es completamente continuo®, tiene un conjunto completo de auto-
funciones en S. Esto es asi porque tiene los mismos autovectores que el operador

de Sturm - Liouville no singular definido sobre S (denso en La(R)) como

(40.13) Lo(z) = {—dd—; + :c2} o(r).

Los autovectores de L son las funciones de Hermite,

22

pn() = Hy(z)e 7,
(40.14)
H,(z)= (—1)”612 (%)ne_z2 ,

que forman un sistema ortogonal y completo, y satisfacen la ecuacién
(40.15) Lgn(z) = =g (@) + 2% gu(z) = (20 + Dpa(z),

donde los autovalores (2n + 1), con n = 0,1,2,..., son no degenerados.

En efecto, aplicando F a ambos miembros de la ecuaciéon anterior, y tenien-

do en cuenta que integrando por partes resulta que Flp® (z)](0) = —o*¢(0) y
Fla?po(z)](0) = =P (o), tenemos
(40.16) 0% (o) — (o) = (2n + 1) (o).

20En efecto, supongamos que {¢ , k € N} es una secuencia de vectores ortonormales contenida

en S. Entonces, de 40.9 resulta que

(40.12) 1¥n = Ymll2® = llgn — omll2* =2,  paran#m,

de modo que el conjunto de sus transformadas de Fourier, {¢ ,k € N}, no contiene ninguna

secuencia fundamental.
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Esto significa que F deja invariantes los subespacios caracteristicos del operador
L. Y como éstos son unidimensionales, resulta que ¢, (z) es un autovector de F,
Flen(@)](0) = pn pn(0).

Por otra parte, como F2[p(x)] = ¢(—x), se tiene que F* = I. En consecuencia,

los autovalores de F son raices cuartas de la unidad, p} = 1.

41. 'TEOREMA DE PLANCHEREL

Consideremos primero una funcién ¢(x) € La(R) de soporte compacto [a,b].
Como ¢(z) € L1(R), tiene una transformada de Fourier en el sentido usual, que
es una funcién continua y que tiende a 0 cuando |o| — oo.

La funcién ¢ (z) puede ser aproximada (en media) por una secuencia de funciones

©n(z) € C°(R), con soporte también contenido en el intervalo [a, b]:

(41.1) ©n — @ en La(a,b), con ¢,(z) =0 para z ¢ (a,b).
En esas condiciones, ¢, — ¢ en Lj(a,b), puesto que

(41.2) llon — el < Vo —a [|on — ¢ll2 — 0 para n — oo.

Por lo tanto, (como esas funciones son nulas fuera del intervalo [a,b]) se tiene
que ¢, — @ en L1 (R) y, en consecuencia, sus transformadas de Fourier convergen

uniformemente en toda la recta a la transformada del limite:
(41.3) n(0) = YP(0) = Fle|(o), uniformemente en R.

Esto garantiza también la convergencia en media de ¢, (c) — ¥ (o) en todo com-
pacto sobre la recta o.
Por otra parte, como ¢, (z) € C°(R) C S, entonces 9, (0) € S y se cumple que

Vn,m es

(41'4) ||¢n||2 = ||90n||2a y ||¢n - ¢m||2 = ||90n - 90m||2'

En consecuencia, las transformadas {t,,} también forman una secuencia fundamen-
tal en Ly(R). Como este espacio es completo, existe una funcién ¢(c) € La(R)
que es el limite de esa secuencia, ¥ = lim,,_.o ¥, ¥ que (por la continuidad de la

norma) satisface

(41.5) (112 = Y [[4all> = 1 [[allo = [fel]>-

Ahora bien, como la convergencia en media en toda la recta implica convergen-
cia en media en todo compacto, y como el limite en media es unico, la funcion

(o) debe coincidir en todo compacto (salvo medida nula) con la transformada
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de Fourier de () como funcién de Lq(R), ¥ (o), que es una funcién continua
que tiende a 0 en el infinito. Por otra parte, como (o) es de cuadrado sumable,
también debe tender a 0 en el infinito, por lo que ¥(c) y 1(o) coinciden en toda

la recta.

En resumen, si p(z) € La(R) es de soporte compacto, su transformada de Fourier

como funcién de L;(R) es una funcién de cuadrado sumable en toda la recta,
Flel(o) = ¢(o) € Lz(R), cuya norma es [|¢[[2 = [[#]]2-

Consideremos ahora el caso de una funcién arbitraria p(z) € La(R). Ella pue-
de ser representada como el limite (en media) de una secuencia convergente de
funciones de soporte compacto ¢y (), como las definidas en (39.3).

Por el resultado anterior, sus transformadas de Fourier Flpy| = ¢¥n € La(R),
y sus normas son tales que ||[¥n|le = ||¢n||2. Por otra parte, ellas forman una

secuencia fundamental en Ly (R), dado que

(41.6) [ Yngar — ¥nll2 = |lengar — w2 — 0, para N — oo, VM,

como consecuencia de la linealidad de F y de que la diferencia (onia — @n) €s
de soporte compacto.

En esas condiciones, existe una funcién ¢ (o) € La(R) que es el limite de esa

secuencia,
(417 $(o) = lim by(o) = tin [ e pa)
. o) := lim o) = lim e xr) —,
N—oo N N—oo [_n 7 2T

a la que se define como la transformada de Fourier de ¢ € La(R). Por la conti-

nuidad de la norma, también se cumple que

(41.8) [9lle = lm [[vwllo = lm [fonlo = [lel]-
—00 N—oo

Si ademads la funcién p(z) € Lq(R), ella tiene una transformada de Fourier en
el sentido usual, 15(0), que es continua y tiende a 0 en el infinito. Por construccién
(ver ecuacién (39.3)), on(z) € L1(R) VN, su norma ||pn|[1 — ||¢|]1, ¥ se tiene
que

(41.9) |wN—wh=/ lon(z) — p(@)] d = [lolls — lewlls — 0.

oo
Entonces, pn — ¢ en L;(R) y, por lo tanto, sus transformadas convergen uni-
formemente en toda la recta a la transformada del limite, ¢y (0) — ¢ (o). Pero

ese limite uniforme coincide con el limite en media, 1/(o), en todo compacto sobre
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R, resultando éste una funcién continua. Y como tanto (o) como (o) tienden a

cero para |o| — oo, ambas coinciden como elementos de La(R).

En resumen, si ¢(x) € La(R), existe en La(R) el limite

(41.10) Flpl@)() = (o) = lim | e‘”W@\%

que, por definicién, es la transformada de Fourier de ¢(x). Asi definido, F :
L2(R) — L2(R) es un operador acotado que preserva la norma, ||¢||2 = ||¢]]2-

Siademads p(z) € L1 (R), entonces existe el limite doble en la integral del segundo
miembro de (41.10), que naturalmente coincide con la definicién de la trasformada
de Fourier en Lq(R).

Un razonamiento similar al que conduce a la ecuacién (40.11) muestra que esta
aplicacién es univoca. En efecto, supongamos que ¢1(z), p2(x) € Ly(R) tienen la

misma transformada de Fourier, entonces

(41.11)  Flpr —2l(0) =0, a.e. = |lp1 —palla =0 = p1(x) = pa2(z), a.e.

Consideremos un par de funciones ¢;(z), p2(x) € L2(R). Entonces, Va € C se

tiene

o1 + a@alls” = ||t + at|l” =
(41.12)

= (p1,02) = (F o1, Fpa) = (91, F F pa) .
En consecuencia, F'F = I, donde el operador adjunto F' estd definido en todo

L2(R) (por ser F acotado).

Por otra parte, el rango de F es todo el espacio de Hilbert, Rank(F) = La(R).
En efecto, dada una funcién arbitraria ¥ (o) € La(R), ella puede ser represen-
tada como ¥(o) = lim, .. ¥,(0), con ¥, € S, Vn. Teniendo en cuenta que

(por (40.9)) la secuencia ¢, = F~i,] € S es fundamental, vemos que existe
o(x) = limp, 00 () € La(R).
Ahora bien, esta funcién ¢(x) tiene una transformada de Fourier que satisface

(41.13) 1F1e] = dally = [l = @nlla — 0

cuando n — oo, de modo que
(41.14) Flp] = lim ¢, = 1.

Por lo tanto, ¢» € Rank(F).
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En esas condiciones, para todo par de funciones 1y (x), 19(z) € La(R) tenemos
(41.15) (Y1, FF abo) = (F o1, FFIF 2) = (F o1, F pa) = (11, 12)
y, en consecuencia, FFT = I.

En conclusién, existe la inversa de F, operador que estd definido sobre todo

Ly(R) y coincide con el operador adjunto, F~1 = FT.

42.  SISTEMAS COMPLETOS EN La(R)

Sea po(z) € La(a,b), con —oo < a < b < oo, tal que ¢y(x) # 0 a.e. y
(42.1) lpo(z)] < Ke A v,
con A > 0. Entonces, el sistema de funciones
(42.2) on(z) = 2"po(z), n=0,1,2,...
es completo en Ly(a,b).

Para ver que esto es asi tengamos en cuenta que, para 7 € R, de (42.1) resulta
(12.3) 2" po()] < K [af? = A-lrDEl,
de modo que la funcién
(42.4) z"e™po(x) € La(a,b), V7 :|7| < A.

Entonces, V f € La(a,b), la funcién
(42.5) h(z) == f(z)x"epo(x) € Li(R), V7 :|1| < A,

donde f(x) y po(z) son entendidas como nulas fuera del intervalo [a, b], en caso de
que éste no fuese acotado.
La transformada de Fourier de h(z) es una funcién continua de la variable com-

pleja s = o + i7 en la franja [S(s)| = |7| < 10 < A,

426 o) =sloin == [ O () do

lo mismo que sus derivadas de todo orden, las que estan dadas por

(42.7) 9" (s) e (—ix)" f(x)"po(w) dz

vl

dado que, en virtud de (42.3), esas integrales convergen absoluta y uniformemente

en dicha regién del plano complejo s:

(42.8) / |f(z)] |e™* 2™ po(x |da:<K/ )| |z e~ Al gy < oo

[e.e]
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En consecuencia, g(s) es una funcién analitica de la variable s en la regién

IS(s)| <719 < A, con 79 > 0.

Supongamos ahora que f(z) L ¢,(z), Yn > 0. Entonces, de (42.6) y (42.7)
resulta que g™ (0) = 0, Vn > 0 = que la funcién analitica g(s) = 0.

En particular,

(42.9)  g(o) \@/ e f (2 o () dr = 0 = f(2)"o(x) = 0, ac.

Y como, por hipétesis, ¢o(z) # 0, a.e. = f(z) =0, a.e.

Esto muestra que el sistema ¢, (x), n=0,1,2,... es completo en La(a,b).
Ejemplos:
e Las funciones o, (z) = 2" e */2, n =0,1,2,..., forman un sistema completo en

Ly (R*). Por ortogonalizacién se obtienen las funciones de Laguerre, L, () e=*/2 /n!,

con
1 T d" n, — . m n ™

wm e -Son (L0 )5

e Similarmente, las funciones @, () = #"e¢"*/2, n = 0,1,2,.. ., forman un sistema

completo en La(R). Por ortogonalizacién se obtienen las funciones de Hermite de

la ecuacién (40.14). o
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NOTAS SOBRE OPERADORES NO ACOTADOS

43. EXTENSIONES DE OPERADORES LINEALES

e Sea A un operador lineal acotado definido sobre un dominio D(A) de un espacio
de Hilbert H, y sea u € D(A). El vector u siempre puede ser representado como
el limite de una secuencia fundamental {u,} contenida en D(A). Y como A es

acotado?!, tenemos
(43.2) [ At = At || = | A (tn — um) || < ANl flun = tm]| — 0

para n,m — oo. Es decir, { Au, } es también una secuencia fundamental.

Entonces, como H es completo, existe un vector v € ‘H tal que

(43.3) v=lim Au,.

n—oo
Este limite es independiente de la secuencia convergente a u considerada. En efecto,

si {u,}y {u,} € D(A) son coterminales, entonces
(43.4) [ A — Auy || = 1A (un — )| < A [Jun =2, | =0

para n — 00.
En esas condiciones, se puede extender de manera tinica la definicién del opera-

dor acotado A a todo D(A), introduciendo un operador A de modo que Yu € D(A)

(43.5) Au :=v = lim Au,,

donde {u,} C D(A) y u = lim, . u,. Asi definido, este operador es lineal y
acotado®.

211, norma de A es, por definicién,

(43.1) Al = Supguen(a), juj=1} IAull -

22En efecto, si dos secuencias en D(A) tienen por limite a v = limu,, y v/ = limu/, respecti-

vamente, entonces

(43.6) A(au+ pu') = lim A (qu, + ful,) = alim Au,, + Blim Aul, = cAu + AV
En cuanto a su norma, tenemos por un lado que

(43.7) 141l = Supuemray, =1y [4ull = Supuenia, juj-y [|4ul] = 4]

Por otra parte, por la continuidad de la norma, para cualquier secuencia en D(A) convergente a

un vector unitario u tenemos

(43.8) [ A || < AN lunll = [[Aul| < Al ull = 4],
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e En particular, un operador lineal acotado A, definido sobre un dominio D(A)
denso en un espacio de Hilbert H, tiene una tnica extension lineal y acotada sobre

todo H, denominada su clausura y denotada por A, cuya norma es igual a ||A].

e Sea A un operador lineal definido en todo el espacio de Hilbert H. Se puede
demostrar que A es acotado < V {u,} — u tal que la secuencia {Au,} — v, es
v = Au.

e Pero si T es un operador no acotado definido en un dominio D(T), y {u,}
es una secuencia fundamental en D(T'), la secuencia {T'u,} no serd, en general,
convergente en H. Incluso si, para dos secuencias coterminales {u,} y {u)} C
D(T), sucede que {Tu,} y {Tu,} son fundamentales, en general, ellas no seran

coterminales.

e Supongamos que para u ¢ D(T) ocurre que para toda secuencia {u,} con-
vergente a u y contenida en el dominio de T', la secuencia {Tu, } tiene un limite
fijo:

(43.9) lm Tu, =veH, V{u,} €DT)| lim u, = u.

En esas condiciones, se puede extender la definicion de T" incorporando al punto

u de modo que

(43.10) Tu := lim Tu, =v.

n—oo

e Si V secuencia fundamental {u, } C D(T) tal que {T'u,} es también de Cauchy

se cumple que

(43.11) lim u, =uweD(T), y lim Tu,="Tu,

n—oo n—oo

entonces T se dice cerrado.

e Dado un espacio de Hilbert ‘H, el producto directo H&®H es también un espacio de

Hilbert respecto del producto escalar definido a continuacion: si los pares ordenados

(43.12) (p1,91) , (p2,¢2) € HRH,
con @1, g, 1,9 € H, el producto escalar estd dado por
(43.13) (for o) loat)) = (o1 ol ().

lo que implica que ||A|| < ||A]|. En definitiva, ||A]| = || A]|.
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e La grafica de un operador lineal T" es el conjunto de pares ordenados
(43.14) D(T) :={{p,Tp), o€ D(T)} CHH.

Si T es cerrado, entonces I'(T') es un conjunto cerrado®.

e Sea T un operador lineal definido sobre un dominio D(77) C ‘H. SiI'(T") C I'(1y)
se dice que T es una extensiéon de 7" en ‘H, lo que se denota por T' C Tj.

Dicho de otro modo,

D(T) C D(TY),
Tip=Ty, Yo € D(T).

Ejemplo 43.1. - Sea D(T) = C°(R), con T'p(x) = —i (), y sea D(T}) = C3(R),
con Typ(x) = —i¢'(x). En esas condiciones, T' C T7. o

e Un operador T' se dice clausurable si tiene una extensién cerrada. Si T} es una
extension cerrada de T', entonces I'(T") C I'(7}), que es un conjunto cerrado de
'H ® H. En esas condiciones, la clausura de la gréfica de 7' también estd contenida
en la de T, m C I'(T1), y, por lo tanto, corresponde a la grafica de un operador.
Nétese que si (0,v) € I(T), entonces 1) = 0, puesto que (0,0) es el tnico par de
esa forma contenido en T'(T}). Esto significa que en este caso, si (p,¢) € T'(T),

entonces ¢ estd univocamente determinado.

e Si T es clausurable, se define su clausura 7' como el operador cuya grafica es
[(T) = T(T). Su dominio es

(43.17) T)={¢ | {p.v) eTD), v e M},
y su accién corresponde a T = 1), donde 1 es el tinico vector de H tal que
(¢, ) € T(T).

Por su definicién, T es cerrado, constituyendo una extensién cerrada de T'. Por
otra parte, T C T3, donde T} es cualquier extensién cerrada de T'. Por lo tanto,

todo operador clausurable tiene una extension cerrada minima, que es su clausura

T.

2La clausura en H®@ H de la grafica de T, I‘(T) no corresponde en general a la grafica de un

operador. Una condicién necesaria para que I'(T') sea la gréfica de un operador es que si

(43.15) (o, 1), (0, 02) €T(T) = tpy = g,

lo que en general no se cumple.
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e Sea T un operador lineal cerrado con dominio D(7") denso en un espacio de Hil-
bert H. Un complejo A pertenece al conjunto resolvente de T', p(T'), si (T — \I)
es una biyeccién de D(T') sobre (onto) H con una inversa acotada.

Si A € p(T) = existe el operador acotado Ry(T) := (T’ — XI)~", llamado resol-

vente de T'.

e p(T) es un subconjunto abierto del plano complejo C, sobre el cual Ry(T") es una
funcién analitica de A, cuyos valores son operadores acotados que conmutan entre

si y satisfacen
(43.18)  RA(T) = Ru(T) = (A — ) BA(T)R,(T), Y pu € p(T)

(propiedades idénticas a las de la resolvente de operadores acotados).

e Se define el espectro de T' como

(43.19) o(T)=C\p(T)={reC|X&p(T)}.

e Si )\ es un autovalor de 7T, entonces
(43.20) JueDT) | Tu= = (T - )u=0,

con u # 0. Por lo tanto, (T'— AI) no es una biyeccién = \ & p(T)).
El conjunto de los autovalores de 7' constituye el espectro puntual de T,
op(T) C o(T).

e Si A no es un autovalor de T', pero Rank(7" — A\I) no es denso en H = X\ & p(T).

En ese caso se dice que \ pertenece al espectro residual de T', 0,.(T) C o(T).

e Finalmente, un complejo A pertenece al espectro continuo de T', 0.(T') C o(T),

si (T'— AI) tiene una inversa no acotada con dominio Rank(7 — A/) denso en H.

44. EL OPERADOR ADJUNTO

e Sea T un operador lineal definido sobre un dominio D(7") denso en H. Sea
D(TT) el conjunto de los vectores 1) € H para los cuales (¢, T¢) es una funcional

lineal y continua® de ¢ € D(T) (respecto de la distancia en H). Entonces, para

24O7 equivalentemente, una funcional lineal y acotada, es decir, tal que
(44.1) (¥, Te)| < K ||, Vo € D(T),

para cierta constante fija K > 0.
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cada 1) € D(TT) existe un vector y € H tal que dicha funcional corresponde al

producto escalar

(44.2) (¥, Te) = (x,»), YVeeD).

Puesto que D(T) es denso en H, x estd univocamente determinado por 1. En
efecto, si (x1 — x2,9) =0,V € D(T), = x1 — x2 = 0.
Entonces, la accién del operador adjunto T sobre 1) € D(T') se define por

(44.3) T = x.

e Dado que una funcional lineal es continua si y sélo si ella es acotada, para

1 € D(TT) es necesario que
(44.4) (0, To)l < K |lell, Ve D(T).

Si T es acotado, en virtud de la desigualdad de Cauchy - Schwarz tenemos

(44.5) @, To)| < 1DIHTell < |LIHTIHell, Yo er,

de modo que el adjunto de un operador acotado esta definido en todo el espacio
de Hilbert, D(TT) = H.

e Por el contrario, el adjunto de un operador no acotado puede no estar densamente

definido, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 44.1. - Sea f(z) ¢ L2(R), una funcién localmente sumable, y sea
D(T) = C§°(R) (denso en La(R)) el dominio de un operador 7" definido por

(44.6) To(x) = pola) / " fw)ely) dy,

donde pp(z) € La(R) es un vector fijo, y la integral en el segundo miembro converge
por ser p(r) acotada y de soporte compacto. Entonces, si 1(z) € D(TT), existe
x(x) € La(R) tal que

(44.7) (¥, Tp) = (¥, ¥o) /_OO fW)ey)dy = (x,9), Ve € C°(R).

Pero eso requiere que (v, )" f(z) = x(z) € L2(R), lo que sélo es posible si
(¥, 0) = 0y x(z) = O().

Por lo tanto, D(TT) = {1 € L2(R) | ¢ L o} (que no es un conjunto denso), y
Tty =0, Yo € D(TH). o
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eSiSCT =T CS" Enefecto,si S CT = D(S) C D(T),y V¢ € D(S), Sp =
Ty. Sea v € D(TT). Entonces 3y € H tal que
(¥, Tp) = (x.¢), Vo e D(T) =
(44.8)
= (¥, 8¢) = (x,9), Yo € D(S) = ¢ € D(S).
Por lo tanto, D(TT) C D(ST), y Vo € D(TT) es Tty = ST, Es decir, TT C ST.

e Si D(TT) es denso en ‘H, se puede definir su adjunto, (1) = 77T,

e Teorema I: Sea T un operador lineal densamente definido en un espacio de
Hilbert ‘H. Entonces

a) Tt es cerrado;
b) T es clausurable < D(T1) es denso en H, en cuyo caso T = T
c) si T es clausurable = (T)f = T,

Para probar el punto a) introduzcamos un operador V' definido sobre el espacio

producto directo H ® H como

(44.9) Vg, ¥) == (=1, ¢) Vo, € H.

Asf definido, V es un operador unitario® que satisface V2 = —I. En efecto,

(44.12) VAo, ) 1P = 1 (=, ) I* = ID[1* + [|0]1* = [ {&, ) |17
Entonces, el par (¢, x) € (V [[(T)])" si y sélo si

(44.13) (0. x) (=T, 90)) == (8, Tp) + (x,0) =0,V € D(T).

Pero en ese caso
(44.14) peDTh) y Tho=x,

de manera que

(44.15) (0.x) = (o, T"p) e T (T7) .
Tdiceque un operador U definido sobre un espacio de Hilbert H es unitario si
(44.10) (Up,Uy) = (¢, ) , Vo, 0 € H.

En esas condiciones, U es acotado, UT = U~! y la imagen por U del complemento ortogonal
de cierto subespacio G C H, U (G*), es el complemento ortogonal de la imagen de G por U,
(U(G))". En efecto, ¢ € (U(G))" si y solo si

(44.11) (0, Up) =0V eGe (Up,p)=0,VpeGeoUlpecGreoecl(Gh),
de modo que (U(G))" = U (G4).
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En consecuencia, I' (T7) = (V [T(T)])", que siempre es un conjunto cerrado. Por
lo tanto, T es cerrado.

Para probar el punto b) senialemos que, debido a la linealidad de T, I'(T") es un
subespacio lineal de ‘H ® H. Entonces, para la clausura de la grafica tenemos
(44.16)

I = (r@)) = (v ir@)) = (vivear) = (ve )

Por lo tanto, de acuerdo a la prueba de a), si TT estd densamente definido (con-
dicién necesaria para la existencia de su adjunto) entonces I'(T) es la grafica del
operador T,

Finalmente, si T es clausurable, por a) y b) sabemos que T es cerrado y den-
samente definido, mientras que su adjunto, 77" = T, también estd densamente

definido. Entonces,
(44.17) T =77 = ()" = (77) = (1),

lo que prueba c). O

Ejemplo 44.2. - Consideremos el conjunto de las funciones absolutamente con-
tinuas?® en el intervalo [0, 1], AC(0, 1), tales que su derivada ¢'(x) sea de cuadrado

integrable en ese intervalo. Sea T definido de manera que
D(T) == {p(x) € AC(0,1) | ¢'(x) € L2(0,1)},
(44.21)
Ty o(z) == —i ¢/ (z),
268i () € AC(a,b), entonces p(z) es una funcién continua en (a,b) cuya derivada (en
el sentido de limite de cociente incremental) existe en casi todo punto de ese intervalo, y es

una funcién localmente sumable. La funcién puede ser reconstruida a partir de su derivada

mediante la regla de Barrow,

(44.18) () € AC(a,b) = ¢'(z) € LY (a,b), y (z) = / ") dy + o(a).

Para las funciones absolutamente continuas también vale la regla de integraciéon por partes.
En efecto, si ¢1(2), p2(x) € AC(a,b), entonces p1(x) p2(x) € AC(a,b), la derivada del producto

(44.19) (p1(2) p2(2)) = ¢4 (2) pa(@) + o1 () ph(x) € LY (a,b),
y

(44.20) / ' e1(y) p2(y) dy = p1(z) pa(z) — pi1(a) pa(a) — / ' @' (y) p2(y) dy.
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y T, de modo que

D(T3) :={p(x) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1), ©(0) =0},
(44.22)

Typ(x) = =i (x),

Evidentemente, T es una extension de T, Ty C T7.

Dado que D(T1) D D(Tz) D Cg°(0,1), que es denso en La(0, 1), ambos dominios
de definicién son densos.

Por otra parte, de la ec. (44.20) resulta evidente que los dominios de los ope-
radores adjuntos D(ng) D C§°(0,1), por lo que también ellos son densos. En

consecuencia, por el teorema anterior, ambos operadores son clausurables.

Ahora determinaremos el operador adjunto de Tj. Si ¢(x) € D(T; 1T ) entonces
Jx(z) € Ly(0,1) tal que

(4423)  (.Tip) = / b(a) (~i)g () d = / (@) o) dr = (x.9) |

para toda p(z) € D(T1). Esto requiere que sea posible integrar por partes en
la primera de esas integrales, por lo que debemos suponer que ¥ (x) € AC(0,1).

Haciendo uso de la propiedad (44.20), podemos escribir que

1

(44.24) (=1)p(x)"p(x)

0

# [ (i) ety = [ aorewar.

Teniendo en cuenta que una funcional continua respecto de la convergencia en
media no puede depender del valor que su argumento tome en un punto particular
del intervalo [0, 1], y dado que los valores que las funciones ¢(z) toman en x = 0, 1
son arbitrarios, vemos que debemos imponer ademas la condicién de contorno
¥(0) =0 =1(1).

En esas condiciones, dado que D(7}) es denso en Ly(0,1), la igualdad (44.24)
implica que x(z) = —i¢/(x) € Ly(0, 1).

En definitiva, el operador TlJr estd definido de modo que

D(T}) = {¢(x) € AC(0,1) | ¢/(x) € L2(0,1),4(0) = 0 = (1)} ,
(44.25)

T (x) == =i/ (x).

Noétese que, en este caso, 17 es una extension de TlT , TlT c 1.
Siguiendo el mismo procedimiento resulta inmediato mostrar que TlT =T = 11,

que entonces es un operador cerrado.
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Similarmente, se obtiene que

D(T}) := {¢(z) € AC(0,1) | ¥/(w) € L2(0,1), ¢(1) = 0} ,
(44.26)

T3 (z) = =i/ (),

y que TQJr =T, = T5, que también es cerrado. Ademas, se ve que Tf - T2T . o

e En general, la eleccién de un dominio de definiciéon para un operador diferencial
tiene una influencia determinante sobre su espectro, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 44.3. - Consideremos la ecuacion
(44.27) —i¢'(x) = Ap(x), con p(x) € AC(0,1).
Esa igualdad implica que
¢'(z) € AC(0,1) = P (x) € AC(0,1) = ...
(44.28)
o= p(x) € C™(0,1).

En esas condiciones, la ecuacién de autovalores para los operadores T}, del

ejemplo 44.2 se reduce a una ecuacion diferencial ordinaria, cuya solucién es
(44.29) o(r) = ™ p(0) € AC(0,1) C Ly(0,1).

Pero mientras que todo nimero complejo A € C es un autovalor de 7}, la condi-
cién de contorno para Ty, ¢(0) =0 = ¢(x) = 0.
Entonces, 0,(11) = C, mientras que 75 no tiene autovectores y su espectro

puntual es vacio, o,(T3) = 0. o

e Sea T un operador lineal densamente definido en un espacio de Hilbert H. Si
A€o, (T) = N\ €0,(TH).

En efecto, en ese caso Rank(7" — AI) no es denso en ‘H, de modo que 3¢ # 0 |
(Y, (T — X)) = 0,V ¢ € D(T)*. Pero eso significa que (¢, Tp) = A (1, @) es una
funcional lineal y continua de ¢ = v € D(T).

En esas condiciones, podemos escribir que (7 — A1)y, ) = 0, Vo € D(T)
denso en H, de modo que TTe) = \*1).

2TPara ver que esto es asi, llamemos F = m. Sabemos que todo vector ¢ € H
puede escribirse como 1 = u + v, con u € F y v € F+. En esas condiciones, si {¢p 1 F =
Y = v = 0}, entonces F+ = {0} y F es denso en H. En consecuencia, si F' no es denso en
H=3¢Y#0 |y LF.
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e Por otra parte, si A\ € 0,(T) = A* € o(T") (en el espectro puntual o en el
residual).

En efecto, si Ty = Mg, con ¢ # 0, entonces, V¢ € D(TT) tenemos que
(0, (T = M)p) = ((I'" = X*I)Y, ) = 0 = Rank(T" — A*]) no es denso en H =
N g p(TT) Uo (TH).

En esas condiciones, \* € o,(T7), a menos que exista en D(T) un vector 1) #
0| (TT — A\*I)y) = 0, en cuyo caso \* € o,(T").

Ejemplo 44.4. - Consideremos nuevamente el operador 77 del ejemplo 44.2. He-
mos visto en el ejemplo 44.3 que el espectro puntual de T} es todo el plano com-
plejo, 0,(T7) = C. Entonces el espectro de TlT es también todo el plano complejo,
o(T)) =C.

Por otra parte, resulta inmediato mostrar que las condiciones de contorno que
pesan sobre las funciones en D(T7), ec. (44.25), hacen que este operador no tenga
autovectores, o, (7] 1T ) = 0. En consecuencia, el espectro residual de T 1T es todo el

plano complejo, o,(T7) = C. o

45. OPERADORES SIMETRICOS

e Un operador lineal T, densamente definido sobre un espacio de Hilbert H, se
dice simétrico si*® T' C T'. Es decir, si

D(T) c D(T7),
(45.2)

Vo eD(T), Tl = Tep.

En particular, en este caso el operador adjunto 7' también estd densamente defi-

nido.

e Toda extensién simétrica S de T esta contenida en 7. En efecto, si T C S C
St= S c St cTt Porlotanto, T Cc S c St c TT.

e Un operador se dice autoadjunto® si TT = T, es decir, si T es simétrico y
D(T") = D(T).
BEquivalentemente, T' es simétrico si V1, o € D(T) es

(45.1) (01, Tp2) = (T'o1, p2) -

29105 observables de la Mecénica Cudntica estdn representados por operadores autoadjuntos

en un espacio de Hilbert.
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e Un operador simétrico (densamente definido) es siempre clausurable. En efecto,
T c Tt que es cerrado (ver Teorema I). Por lo tanto, T tiene una extensién

cerrada.

e Por otra parte, T'C TT = D(T) C D(T"), que entonces es denso en H. Por el

Teorema I, T es clausurable y su clausura es T = 7f. En consecuencia,

(45.3) TcT=T"cT"

e Si T es simétrico y cerrado,

(45.4) T=T=T"cT"

e Si T es autoadjunto,
(45.5) T=T=T"=T1"

y, en consecuencia, 1" es cerrado.

e Un operador T simétrico y cerrado es autoadjunto si y sélo si su adjunto 7T es
simétrico.

En efecto, si T es autoadjunto = T = T'T = TT = TT es simétrico: T C T,
Por otra parte, si 77 es simétrico, Tt C T = T C TT = T es autoadjunto:
T="T".

e Si T es un operador autoadjunto, entonces

a) el espectro residual de T' es vacio, o,.(T) = 0,
b) el espectro de T' es un subconjunto de los reales, o(T) C R,
c¢) autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales entre

si.
Para ver que esto es asi, primero consideremos la aplicacion
(45.6) T —(AN+ip)I):D(T) — Rank [T — (A+ip)I] CH,
donde A, i € R. Tenemos que
(45.7) T = +im e P=1 (T =AD @ |I* +u ¢ [I*> 1 | ¢ |I*

V¢ € D(T'). En consecuencia, (A +ipu) ¢ 0,(T) si p # 0.
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Ademas, para u # 0, [T—(A+ip)I] es una biyecciéon de D(T') en
Rank[T — (A + i u) I] con inversa acotada. En efecto, si ¢1 y 2 tienen la misma

imagen, entonces

(45.8) 0=T—=A\+iw) T (e —w2) [ = plll e =2,
lo que implica que @1 = ps. Por otra parte, de (45.7) también resulta que

el _ 1
T =X +imLe| ~ [pl’

desigualdad que muestra que la inversa de [T — (A+ipu)I] es acotada en
Rank[T' — (A + i p) IJ.

En esas condiciones, si Rank[T" — (A +4pu)I] no es denso en H, entonces (A +

(45.9)

in) € o.(T) = (A —ip) € o,(T" =T), lo que hemos visto que no es posible si
p# 0.

Por lo tanto, Rank[T' — (A 4 ¢ 1) I] es denso en H'y (A+iu) € p,.(T) para todo
w # 0, lo que prueba que o(7T) C R.

Finalmente, si un real A € 0,.(T) = A* = X € 0,(T" = T), lo que no es posible

porque (por definicién) se trata de conjuntos disjuntos. Por lo tanto, o,.(T) = 0. O

46. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DE OPERADORES SIMETRICOS

e Un operador simétrico 1" se dice esencialmente autoadjunto si su clausura T’

es un operador autoadjunto.

e Si T es esencialmente autoadjunto, entonces T' tiene una unica extension auto-
adjunta®’.

En efecto, supongamos que S es una extensién autoadjunta de 7. Entonces,
S = St es cerrado. Y como T' C S = T = T C S. En consecuencia, para los
adjuntos de esos dos operadores tenemos que ST = S C T = T. Por lo tanto,
S=T

e Si T es clausurable, entonces T es esencialmente autoadjunto si y sélo si T es
autoadjunto.
En efecto, por el Teorema I, si T es clausurable = T' = Tt. Ahora bien, si T’

es esencialmente autoadjunto = 17 = T =T=T it es decir, TT es autoadjunto.

30Ey general se debe tratar con operadores T simétricos no cerrados. Si se puede establecer
que T es esencialmente autoadjunto, entonces T estd univocamente asociado a un operador
autoadjunto T = T'Tt
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Inversamente, si 7T es autoadjunto, entonces Tt = TH = T = T es autoadjunto.

Por lo tanto, T' es esencialmente autoadjunto.

e Si T es autoadjunto, 7T = T, entonces T es cerrado. Ademds, A = +i no es un
autovalor de 7.
En efecto, sea o € D(TT) = D(T) tal que Ty = +i gy = T'p.. Entonces,

(46.1) (Thox,04) = Filloxl® = (01, Tos) = +illps|* = [lpz]l = 0.

Inversamente, si T’ es simétrico y cerrado, y las ecuaciones TT¢, = 4ip, no
tienen soluciones no triviales, entonces T' es autoadjunto como consecuencia del

siguiente teorema.

e Teorema II: Sea T un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
a) T es autoadjunto,
b) T es cerrado y Ker(TT Fi1) = {0},
c) Rank(T' +iI) =H.
Por una parte, es evidente que a) = b).
Para ver que b) = c¢) supongamos que Rank (7'+ ¢ I) no sea denso en H. En-
tonces, existen vectores no nulos ¥4 € H tales que

(46.2) (Yg, (T £11)p) =0, Yo € D(T) denso en H .

Esos productos escalares definen funcionales lineales y continuas (idénticamente

nulas) de ¢, de modo que 1+ € D(T7), y podemos escribir
(46.3) (T"Fil) Yy, 0) =0, Vo e D(T) = Tl =i, .
En consecuencia, Ker (T F4I) # {0}.
Por lo tanto,
(46.4) Ker (I"F4I) = {0} = Rank (7 £iI) denso en H.

Si, ademés, T' es cerrado se puede demostrar que el rango de T' es también
cerrado, de modo que Rank (7" +iI) = H (ver M. Reed y B. Simon, Methods of
Modern Mathematical Physics, Vol. I, Theorem VIIIL.3, pag. 256). Por lo tanto, b)
= c).

Por otra parte, si Ker (TJr :FiI) # {0} es porque existen vectores no nulos
Py € D(TT) tales que TT ¢4 = 4i1).. Entonces,

(46.5) (TTFiX) vy, 0) = (s, (T i) p) =0, Yo € D(T),
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de modo que Rank (7"+iI) no es denso en H.

Por lo tanto,
(46.6) Rank (7' +41I) denso en H = Ker (77 FiI) = {0} .

Finalmente, supongamos que Rank (7'+i 1) = H. Entonces, V1) € D(T") existen
vectores gy € D(T) tales que

(46.7) (TT+il)yp = (TL£il)pr = (TT+4iI) (¢ — 1) =0,

dado que T es simétrico. Pero, en esas condiciones, la implicacién (46.6) requiere
que ¥ = ¢+, de modo que D(TT) C D(T).
En consecuencia, T" =T, y ¢) = a). O]

e Corolario I: Sea T' un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es esencialmente autoadjunto,
b) Ker(TT FiI) = {0},
¢) Rank(7 +41) es denso en H.

e FEl resultado anterior establece el criterio basico para determinar cuando un

operador simétrico tiene una tnica extension autoadjunta.

Ejemplo 46.1. - Para describir el impulso en la Mecanica Cuantica se introduce
el operador diferencial en la recta Pp(x) = —ig'(x), que es simétrico sobre el
dominio D(P) = C5°(R).

Si ¢(z) € D(PT), entonces 3 x(x) € La(R) tal que
(46.8) (¥, Pp) = (¢, =i ¢) —/ V(@) (=i (2) de = (X, ),

Sop(¢)
V¢ € D(P). Esto requiere que ¢(x) € AC(R) N La(R), con una derivada primera
Y'(x) € La(R), en cuyo caso tenemos x(x) = —i¢'(z).
En consecuencia,
D(P') = {¢(z) € AC(R) NLa(R) | ¢'(z) € L2(R)},
(46.9)
Phy(x) = —iy/(x).
Como D(P") D C(R), D(P') es denso en Ly(R) y puede definirse PiT = P.
Un razonamiento similar al anterior muestra que D(P'") = D(P'), con Piy(z) =
—i1)'(z). Es decir, Pt = P = Pt

En consecuencia,
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a) Como P es autoadjunto = P es esencialmente autoadjunto.

b) Consideremos la ecuacién de autovalores
(46.10) Pl (z) = iy (z) = =i/ (2).

Como Y1 (xz) € AC(R), resulta que ¥4 (z) € C*(R) y entonces debemos resolver

la ecuacién diferencial ordinaria
(46.11) Vo (z) = FYe(z) = Yi(z) = ™ & La(R).
Por lo tanto, Ker (PT FiI) = {0}.

c¢) Finalmente, ya sabemos que esta tltima condicién implica que Rank(P £i7) es
denso en Ly (R). o

e Kl siguiente ejemplo muestra que un operador simétrico puede admitir muchas

extensiones autoadjuntas®!.

Ejemplo 46.2. - Sea T definido sobre D(T') = C5°(0,1) como Tp(z) = —i ¢'(x).

Este operador es claramente simétrico pues, integrando por partes, tenemos

(46.12) (Tp1,02) = (01, Tpa) , V1,02 € C5°(0,1).
Si ¢(x) € D(TT) C La(0,1), entonces Iy € Lg(0,1) tal que
(46.13) (., Te) = (¥, —i¢') = (X, ), Yo € (0, 1).

Esto requiere®® que 1(z) € AC(0, 1), para que sea posible integrar por partes, de
donde resulta que x(x) = —iv'(x) € Ly(0,1). Por lo tanto,

(46.14) D(TY) = {¢(x) € AC(0,1) C Ly(0,1) | ¢'(x) € La(0,1)},
y el operador adjunto actiia segin
(46.15) Thp(x) = —i )/ (z).
Ahora bien, las ecuaciones de autovalores
(46.16) Ty (z) = —i ¢, (z) = +irpe(x) € AC(0,1)
se reducen a ecuaciones diferenciales ordinarias que tienen soluciones no triviales,
(46.17) Yi(z) = et e C™(0,1) C AC(0,1).

31Como veremos més adelante, también puede no admitir ninguna extensiéon autoadjunta.
321 condicién (46.13) también puede interpretarse como estableciendo que la derivada de 1)

como distribucion es localmente sumable (ver Notas sobre Teorfa de Distribuciones), de donde

resulta que 1 (z) es absolutamente continua.
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En consecuencia, T' no es esencialmente autoadjunto.

Como AC(0,1) D C5°(0,1), D(T") es un conjunto denso en Lz(0,1) y puede
definirse (77)T.
Si ¢(x) € D(T'), entonces Iy € La(0,1) tal que

(46.18) (0. T") = (¢, =) = (X, ).

Para que ese producto escalar sea una funcional lineal y continua de ¢ € AC(0, 1),
debe ser posible integrar por partes, lo que requiere que ¢(z) tenga una derivada
en La(0,1). En consecuencia, ¢(x) € AC(0,1) con ¢'(x) € L2(0,1), y

1

(46.19) / By (~i ! () dr = —i 6(e) o) + / (i) ()" (z) de.

Pero una funcional continua respecto de la distancia en Ly (0, 1) no puede depender
del valor de su argumento ¥ (z) en los puntos particulares z = 0,1 (regién de
medida nula donde un dado vector de La(0,1) puede tomar valores arbitrarios).
Por lo tanto, las funciones en D(T'T) deben satisfacer ademas las condiciones de
contorno ¢(0) =0 = ¢(1).

En definitiva, T = T, la minima extensién cerrada de T, estd definido en un

dominio denso por

D(T™) = {¢(x) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1), 6(0) = 0 = $(1)},
(46.20)

Tio(r) = —i ¢/ (a).

Nétese que T C T C T, con T # T (TT no es autoadjunto). Dado que T =7t 5

T, la clausura es una extension simétrica (no autoadjunta) cerrada de T

Veamos ahora que T admite extensiones autoadjuntas. En efecto, para cada

a € C de médulo 1, consideremos el operador definido por

D(Ta) = {p(x) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1), p(1) = ap(0)},
(46.21)

Top(x) = —i¢'(2).
Siguiendo el mismo razonamiento que antes, si 1)(z) € D(T1), entonces 1(z) debe
ser absolutamente continua de modo que el producto escalar

1

4622 (0. Tup) = =i [ 0e) (@) de = =iv@) pla)] + (<iv.0)
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sea una funcional lineal y continua de ¢(x) € D(T,). Pero esto requiere ademas
que, Vo(z) € D(T,), sea

(46.23) P(1)"p(1) = 1(0)"¢(0) = (¥(1)" — a"¥(0)") a ¢(0) = 0.
Como el valor de ¢(0) es arbitrario, debe ser ¢(1) —a1(0) = 0. Es decir, D(T]) =

D(Ta) y Ti(z) = —iv'(z).

En conclusién, T = T,, para cada complejo o de médulo 1. En esas condiciones,
existe toda una familia (dependiente de un parametro) de extensiones autoadjuntas

de T (todas ellas, naturalmente, contenidas en 77.)
Finalmente, senalemos que:
1) Ya =¢'7, con v € [0,27), tenemos T C T, = T C T*.

2) El operador T" no tiene autovectores,
(46.24) —i ¢ () = Ap(x), con p(z) € C(0,1) = ¢(z) =0,

de modo que 0,(T) = 0.

3) El operador T tampoco tiene autovectores,

(46.25) —i ¢ () = Ap(x), con p(z) € AC(0,1), ¢(0) =0= p(x) =0,

de modo que o,(T) = 0.

4) Todo ntimero complejo es autovalor de T con degeneracién 1,
(46.26) —i¢(z) = Xp(z) = p(z) =e?p(0) € AC(0,1), VA€ C.

Por lo tanto, 0,(T") = C (:> o(T) = 0,(T) = (C).

5) T, tiene un conjunto (numerable) ortogonal y completo de autofunciones cuyos

autovalores (reales y no degenerados) dependen del parametro a,

—i¢'(w) = Ap(x), con p(zr) € AC(0,1), y p(1) = ap(0) =
(46.27)
= on(1) = e?%p(0), con \, = 2mn —iloga = 2mn + 7,

conn €Z,y (¢n, Pm) = On,m-
En este caso, 0,(T,) = {\,n €Z} C R,y 0,.(T,) = 0. ¢
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47. TEORIA DE VON NEUMANN

e Teorema III: Sea 7" un operador simétrico cerrado, densamente definido en un

espacio de Hilbert H. Entonces:

1- a) dimKer(7TT — M) es constante en el semiplano abierto superior del
plano complejo A,
b) dim Ker(TT — A1) es constante en el semiplano abierto inferior del
plano complejo A,
2- el espectro de T' es uno de los posibles subconjuntos del plano complejo A
que se enumeran a continuacion:
a) el semiplano superior cerrado,
b) el semiplano inferior cerrado,
¢) todo el plano complejo,
d) un subconjunto del eje real,
3- T es autoadjunto < su espectro es un subconjunto del eje real,
4- T es autoadjunto < dim Ker(TT — A1) =0, V) € R.

Para la demostracién, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. I, Theorem X.1, pag. 136.

e Corolario II: Si un operador simétrico cerrado 7T tiene al menos un numero
real en su conjunto resolvente = T' es autoadjunto.

En efecto, como p(T") es abierto, si contiene un nimero real = contiene todo un
entorno de ese real, el cual contiene tanto puntos del semiplano superior como del

inferior. Entonces, por el teorema anterior, T' es autoadjunto.

e Se definen los subespacios de deficiencia de un operador simétrico como
(47.1) Ky :=Ker (T"FiI) c D(T"),
siendo los indices de deficiencia sus respectivas dimensiones,

(47.2) ny(T) := dim Ky = dimKer (77 54 1)
e Los indices de deficiencia pueden tomar cualquier valor natural, e incluso ser oo,

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 47.1. - Supongamos que los operadores T,,, n = 1,2,... son simétri-

cos sobre los dominios D(7,,) C H,. Sea D(T) el conjunto de vectores de ‘H :=
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D, H, de la forma & = (¢1,¥2,...,¢n,...), donde s6lo un nimero finito de
vectores ¢, € D(T,,) son no nulos.
En esas condiciones, el operador T' := @, | T, es simétrico en D(T), y sus

indices de deficiencia son

(47.3) ns(T) =Y ny(Ty).

O

e Teorema IV: Sea T" un operador simétrico y cerrado con indices de deficiencia
n+(T). Las extensiones simétricas y cerradas de T' estdn en correspondencia uno
a uno con el conjunto de isometrias parciales (en el sentido del producto escalar
usual) de £ — K_.

Si U es una tal isometria con dominio D(U) C K, (de dimensién dimD(U)
< n.(T)), entonces la correspondiente extensién cerrada y simétrica de T, Ty,

tiene por dominio
(474)  D(Ty) ={x =9+ ¢y + Uy | ¢ € D(T), ¥, € D(U)} C D(T).
Siendo Ty la restriccion de T a ese dominio, su accién estd dada por
(47.5) Tux =T'x=Tp+it, —iUt,.
Siny(T) < oo = los indices de deficiencia de Ty estan dados por
(47.6) ne(Ty) = ne(T) — dimD(U).

Para la demostracion, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. 11, Theorem X.2, pag. 140.

e Corolario III: Sea 7" un operador simétrico cerrado con indices de deficiencia
ny(T) y n_(T). Entonces
a) T es autoadjunto < ny (1) =0 =n_(T),
b) T admite extensiones autoadjuntas < n(7) = n_(T) > 0. En ese caso,
existe una correspondencia uno a uno entre las extensiones autoadjuntas
de T'y las aplicaciones unitarias U : Ky — K_.
c) Sing (T) =0#n_(T) 6 ny(T) # 0 =n_(T), el operador T no admite
extensiones simétricas no triviales. Esos operadores ya son maximamente

simétricos.

e El siguiente ejemplo muestra que el impulso radial no corresponde a un observable

de la Mecanica Cuéntica.
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Ejemplo 47.2. - Consideremos el operador P, := —1 % simétrico sobre el dominio
D(P,) = C§°(R™) denso en La(RT).

Si ¢ € D(P) = Iy € Ly(RY) tal que
(47.7) (¥, Prp) = (b, —i¢') = (X, 9), Y € G (RT).
Entonces D(P!) = {¢(r) € AC(RY) NLa(R") | ¢/(r) € La(RY)}, v Plp(r) =
—i/(r).

Buscamos ahora soluciones de
(47.8) Pl (r) = =iyl (r) = £ive(r), con ¢L(r) € D(P)).

Esa ecuacién diferencial tiene soluciones ¥4 (r) = e (0) € C°(R™). Pero de
ellas, sélo ¢, (r) € La(R"). En consecuencia, n, (P,) =1 # n_(P,) =0 = P, no
admite extensiones autoadjuntas.

Por lo tanto, P, no corresponde a un observable3?. o

e El siguiente ejemplo, un caso particular de operador de Sturm - Liouville con
coeficientes regulares, muestra que estos operadores admiten extensiones autoad-
juntas que estan determinadas por condiciones de contorno locales en los extremos

del intervalo.

Ejemplo 47.3. - Sea el operador diferencial L := —j—; definido sobre el dominio
denso D(L) = Cg°(R™), en el cual es simétrico.

Su adjunto estd definido sobre el dominio denso
(47.10)  D(L') = {¢(x) € Ly(RY) | ¢'(2) € AC(RT),9"(2) € Lo(RT)},
sobre el cual actia segun

(47.11) Liy(z) = =" ().
Similarmente, el operador clausura L = Lt est4 definido sobre el dominio
D(L') = {¢(x) € L2(R") | ¢/(z) € AC(RY),
(47.12)
¢"(z) € La(R*), ¢(0) = 0= ¢/(0)} € D(LT),
33En un espacio de dimensién D debe considerarse el operador
(47.9) Pri=—i[0,+(D—1)/2r] =r~ "2 (=id)r = |

simétrico respecto de la medida r”~'dr, para el cual se obtienen similares resultados.

—1

En efecto, si ¢y(r) = r~ %7 eF" tenemos [0r + (D —=1)/2r] 1 (r) = F4(r), pero sélo
Py (r) € La(R*; rP=Lar).
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funciones sobre las cuales también actia como el operador diferencial
(47.13) Lo(z) = —¢" ().

La ecuacién de autovalores
(47.14) LTy (z) = =/ (2) = £ive(z) € CHRT) N Ly(RT)
implica que 94 (z) € C*(R"), reduciéndose a una ecuacién diferencial ordinaria
cuyas soluciones en La(R™) son

()
(47.15) ve(@)=e \V2/) 4(0) = ny(L)=1=n_(L),

y los subespacios de deficiencia son unidimensionales.

En consecuencia, existe una familia de extensiones autoadjuntas de L dependien-
te de un pardmetro continuo, correspondientes a las isometrias Uy, (z) = ey (z),
con 7 € [0, 2r), donde [, ]| = [[v_]|.

Cada extensién autoadjunta L. es la restriccién de LT al domino
D(Lv) =
(47.16)
= {x(x) = ¢(z) + A[¢s () + e"P_(2)] | d(x) € D(LT), A€ C},

actuando sobre esas funciones segin
(47.17) Lox(x) = Liy(z) = —¢"(2) +i A [y () — ()]

Ese dominio también puede ser caracterizado mediante condiciones de con-

torno locales en x = 0. En efecto, para x — 0% tenemos

X(0) =0+ A[l +e"] =2A¢e"2cos (7/2),

(47.18) X'(0) =0+ iA [— <%> e (1%)] _

__A €2 {2 cos (v7/2) 4 2sin (v/2)},

V2

de donde, para A # 0, resulta la relacion
V2 cos (7/2) X' (0) = — (cos (v/2) + sin (7/2)) x(0)
(47.19)
= a(7)x(0) + 8(v) x'(0) = 0.
Esta igualdad también se satisface para A = 0, puesto que en ese caso x(z) €
D(LTT).
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En (47.19), las constantes a(7), 3(7) € R y no se anulan simultaneamente, dado

que

(47.20) a(y)? + B(7)* =2+ cosy +siny >0, Vy€[0,27).

e Teorema V: Sea A un operador cerrado densamente definido sobre el dominio
D(A) CH, y sea

(47.21) D(ATA) = {p € D(A) | Ap € D(AT)}.
Entonces, definiendo el operador ATA sobre D(AA) mediante
(47.22) (ATA)p = AT(Ap),

resulta que ATA es autoadjunto.
Para la demostracién, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. 11, Theorem X.25, pag. 180.

e Para el caso de operadores no acotados, el resultado anterior es absolutamente
no trivial ya que, a priori, no es evidente que pueda haber vectores no nulos en

D(ATA), ni mucho menos que ese dominio sea denso en H.

Ejemplo 47.4. - Consideremos el operador con dominio
(47.23) D(A) = {p(z) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1),0(0) = 0 = ¢(1)},

y tal que Ap(x) = —i¢/(z). Este operador es cerrado, ya que coincide con la
clausura del operador 7' del ejemplo 46.2.

Su adjunto (ver ejemplo 46.2) tiene por dominio a
(47.24) D(AT) = {¢(x) € AC(0,1) | ¢/'(x) € Ly(0,1)} ,

donde actiia segin Af(x) = —iy)/(x).

Del Teorema V resulta que ATA corresponde a la extensién autoadjunta de

L = —;;—22 con condiciones de contorno locales dadas por ¢(0) = 0 = ¢(1).
Similarmente AA" corresponde a la extensién autoadjunta de L con condiciones
de contorno ¢'(0) = 0 = ¢'(1). o

Bibliografia:
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= M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, Voliimenes
IyIl
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NOTAS SOBRE TEORIA DE DISTRIBUCIONES

48. FEL ESPAcCIO K

Al considerar el espacio de las funciones continuas en [a, b], hemos visto que cier-
tas funcionales lineales resultan continuas respecto de la convergencia uniforme,
pero no respecto de la convergencia en media. Similarmente, al estudiar el com-
pletamiento de ese espacio respecto de la distancia derivada de la convergencia
en media, hemos visto que ciertas funcionales lineales que es posible definir sobre
Cs(a,b) ya no tienen sentido sobre La(a,b).

De ese modo, al ampliar el conjunto de las funciones consideradas, o al relajar
el sentido de convergencia, ocurre una reducciéon en el conjunto de funcionales
lineales y continuas que es posible definir sobre ese espacio.

En particular, toda funcional lineal y continua (acotada) en La(R) estd univo-
camente asociada con el producto escalar por un vector fijo de ese mismo espacio.

En esa condiciones, es vez de intentar incrementar atin mas el conjunto de fun-
ciones relajando las condiciones que sobre ellas pesan, o de relajar el sentido de
convergencia en ese espacio (con la consiguiente reduccién del conjunto de fun-
cionales), podemos asignar a las funcionales lineales y continuas un sentido de
funciones generalizadas e imponer fuertes restricciones sobre el espacio de funcio-
nes, buscando incrementar el conjunto de esas funcionales.

Por ejemplo, podemos trabajar sobre el espacio métrico Ky, formado por el
conjunto de las funciones de soporte®® compacto y con derivadas continuas hasta
el orden N, C{¥(R), estructurado con una distancia que implica la convergencia

uniforme de las N primeras derivadas de toda secuencia convergente,

p(p,1) = maxaer {| p(x) — (@) | + [ ¢'(x) = ¢'(2) | +
(48.1)

oot [ o) = 6™ (a) [}
Noétese que, como conjuntos, Ky C Ky si N > M, mientras que toda secuencia
convergente en Ky también lo es ICyy.
En lo que sigue, estaremos interesados en la interseccion de todos esos espacios,
K = Ny Ky, donde no podremos definir una distancia, pero si un sentido de

convergencia compatible con py(, ) para todo N € N.

34E] soporte de una funcién ¢(z) (definida en casi todo punto), Sop(¢(z)), es la clausura del

conjunto de puntos donde la funciéon toma valores no nulos.
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El conjunto de las funciones que tienen derivadas continuas de todo orden y
se anulan idénticamente fuera de un intervalo de longitud finita®® constituye el
espacio lineal C3°(R). Como sabemos, C;°(R) es denso en La(R). En ese sentido,
se puede decir que La(R) es el completamiento de Cg°(R) respecto de la distancia
derivada de la norma || 2.

En ese espacio lineal introducimos el siguiente sentido de convergencia.

Definicién 48.1. Diremos que la sucesién {p, ()} C C5°(R) converge a la funcién
o(z) € C°(R) si:

» 3 un intervalo de longitud finita [a, b] fuera del cual las funciones ¢(x) y
{¢n(x)} se anulan idénticamente,
» Vk € N, la secuencia de derivadas de orden k, {go%k) (z)} converge unifor-

memente a la correspondiente derivada del limite, *)(x).

Asi estructurado, ese espacio lineal se denota por K, y es llamado espacio basico

o de funciones de base o de prueba (test-functions).

Noétese que tanto la derivacién, como la multiplicacién por funciones en C*°(R) y
las traslaciones sobre la recta, dejan invariante al espacio K. En efecto, V p(z) € K

tenemos que
() € K,
(48.3) a(x)p(x) € K,Va(r) € C*(R),

oz +h)e L,VheR.

Puede mostrarse facilmente que todas esas operaciones son continuas respecto
del sentido de convergencia adoptado. Por ejemplo, si ¢, (x) — ¢(z) en K, entonces
o (x) — ¢'(x) en K, dado que sus soportes estan contenidos en un mismo com-
pacto sobre la recta, y sus derivadas de cualquier orden convergen uniformemente

a la correspondiente derivada del limite.

35E] siguiente ejemplo muestra que tales funciones existen:

-1 -1
(48.2) o(z) = et =a)® (x=0)? forq<a<b, p(x) =0, para z & (a,b) .
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49. DISTRIBUCIONES SOBRE K

Se llama distribucién (o funcién generalizada) definida sobre la recta a toda

funcional lineal y continua sobre el espacio K,

(49.1) f:K—C.

Ejemplos: Sea f(z) una funcién definida sobre la recta, tal que resulte absolu-
tamente integrable en todo intervalo compacto (localmente sumable), f(z) €
L{°“)(R). Se puede definir una distribucién (que denotamos por la misma letra)

mediante la expresién
(49.2) fldli= [ Fapt).

que converge Vo(x) € K. Toda distribuciéon que puede ser representada de esa
manera se dice regular.

En efecto, f[p] asi definida es evidentemente lineal. Ademas, si ¢, (z) — ()
en K entonces, en particular, ¢,(x) — ¢(z) uniformemente. En consecuencia,

ble] ble]

1£(2)] [on(z) — ()] dz < €, / F()|ds — 0

alp]

(49.3) | flpal — flell < /

ale]

cuando n — oo. Por lo tanto, f[¢] es también continua.

Si f(z) € La(R) = f(x) € Li(a,b), para todo intervalo compacto [a, b]. Por lo
tanto, f(z) € L®)(R) y define una distribucién regular,

(19.4) flel = / T @) = (f )iam

que puede expresarse en términos del producto escalar en La(R). Es por ello que

usualmente se adopta la notacién (f, @) := flp].

Un ejemplo de distribucién singular (no regular) corresponde a la delta de

Dirac:

(49.5) (0(z = o), p(2)) := (o)

En efecto, esta funcional es evidentemente lineal. Para ¢, (x) — ¢(x) en K, tene-

mos

(49.6) on(T0) — (o),

de modo que también es continua,

(49.7) (0(z = z0), pn(2)) = Pn(0) — $(20) = (6(x = 20), () .
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Otro ejemplo corresponde al valor principal de 1/z. La funcién 1/x no es
integrable en ningun intervalo que contenga al origen, de modo que no define una
funcional regular. Pero para toda funcién ¢(z) € K existe la integral en valor

principal

(49.8) (VPé,cp(w)) = lim,_o+ {/;+/w} @dm.

En efecto, supongamos que ¢(z) = 0 para |z| > a > 0, donde a = a|p]; entonces

<VP i,so(:c)) = lim,_g+ {/_+/} o) = “O;O) 20 g, —

/“ p(x) — ¢(0)

—a

(49.9)
dz + ¢(0) lim,_+ {log(e/a) + log(a/€)} ,
donde el ultimo término se anula.

Esta funcional es claramente lineal. Para ver que también es continua conside-

remos una secuencia ¢, (z) — ¢(x) en K. Por el teorema del valor medio, tenemos

(vP L to) - pt0)) = [ L@ —®) =0, _

a Xz

(49.10)

z,

[ eleblee) = et

donde ¢(z) estd entre x y 0. Entonces,

(49.11) ‘ (vp i lon(z) — go(:c)]) ‘ <2ae, 0,

puesto que ¢}, (z) — ¢'(x) uniformemente en [—a,a). De ese modo, VP < define

una distribuciéon singular.

50. PROPIEDADES LOCALES DE LAS DISTRIBUCIONES

Como aplicaciones de K en C, las distribuciones no tienen un sentido puntual.
Pero si es posible asignarles propiedades locales en el siguiente sentido.

Se dice que una distribuciéon es nula en un conjunto abierto de la recta si
Vo(x) € K cuyo soporte esta contenido en ese conjunto es (f, ¢) = 0. Por ejemplo,
d(z) es nula en algin entorno de todo punto z # 0.

Si f es no nula en todo entorno de un punto xg, se dice que xy es un punto
esencial de f. Por ejemplo, z( es un punto esencial de d(z — ). Similarmente,
x = 0 es un punto esencial de la distribuciéon regular correspondiente a la funcion
f(x) = x* (a pesar de que f(0) = 0).
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El conjunto de los puntos esenciales de una distribucion constituye su sopor-
te, Sop(f). Por ejemplo, el soporte de §(x — ) estd concentrado en un punto,
Sop(d(z —xg)) = {xo}. En el caso de una funcional regular f definida por una fun-
ci6én localmente sumable f(z) (definida en casi todo punto), Sop(f) es la clausura
del conjunto de puntos donde f(x) # 0.

Si una funcién de prueba go(x) € K se anula idénticamente en un abierto que
contiene al soporte de una distribucién f, entonces (f, o) = 0. De ese modo, es
posible modificar la funciéon de prueba fuera del soporte de una distribucion sin

modificar el valor que esta toma, (f, ¢ + @) = (f, ©).

51. EL ESPACIO DUAL: K*

Sobre el conjunto de las distribuciones se definen las operaciones de adicién y

multiplicaciéon por niimeros de manera que

(51.1) (af +8g,0) = a" (f,0) + 5" (g,0), Vo(r) €L,

con lo que evidentemente se obtienen funcionales lineales y continuas. Para el caso
de funcionales regulares, esto se reduce a las operaciones usuales sobre las funciones

que las definen,

o [ ayeder s [ gyt s -
(51.2) - -
— [ s+ Sgtal] elo) o
Asfi estructurado, el conjunto de las distribuciones sobre K constituye un espacio

lineal, llamado espacio dual de K y denotado por K*.

En el espacio K£* se introduce el siguiente sentido de convergencia: se dice que

una secuencia de distribuciones { f,} converge débilmente a f € * si
(51.3) lim (fu,0) = (£ 0), Veo(a) € K.

Si el limite de una secuencia de distribuciones existe, entonces es tnico. En
efecto, si {fn} — fy {fn} — gen K* entonces, para toda funcién p(x) € K se tiene
que (f,¢) = (g,¥), de donde resulta que (como aplicaciones) las distribuciones f

y ¢ son iguales.

Por otra parte, la operacién de pasaje al limite es lineal: si {f,} — fy {g.} — ¢

en ¥, se tiene que

(51.4)  lm (afn + Ogn, ) = Mm {a” (fo, ) + 5% (90, )} = (@f + 09, 9) ,
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para toda funcién p(z) € K. En consecuencia,
(51.5) Im [of, + Bgn] = af + Bg.

En particular, si una distribucion es el limite de una serie en *,

(51.6)  f=) = (f.p)= lim (Z hk,so) = (hrp), Yo(z) K.
k=1 k=1 k=1

La convergencia en Lg(R) implica convergencia débil en IC*. En efecto, si una
secuencia de funciones de cuadrado sumable converge en media, {f,} — f, para

la secuencia de funcionales regulares que ellas definen tenemos que

(517) (fm@) = (fnu @)Lz(R) —n—oo <f7 <)O)Lz(IR) = (f7 @) )

para toda funcién p(z) € £ C L2(R), en virtud de la continuidad del producto

escalar en ese espacio de Hilbert.

En el caso de funcionales regulares, la convergencia débil también estara asegura-
da toda vez que pueda conmutarse el limite con la integral que define la funcional.
Ese es el caso de secuencias de funciones localmente sumables que convergen uni-
formemente en todo intervalo cerrado. En efecto, si f,(x) — f(x) uniformemente

en todo conjunto compacto,

ble]
(51.8) (fo— o) = / Fale) — F@)]" p2) dr — e 0.

[¢]

El pasaje al limite bajo el signo integral es también posible bajo condiciones menos
restrictivas, como por ejemplo cuando
» fu(x) — f(x) en casi todo punto y |f.(z)] < g(z), Vn, donde g(x) es
localmente sumable,

» f.(z) — f(x) monétonamente, siendo f(z) localmente sumable.
Ejemplos: Sea
1
—, |z| > €,
x
(51.9) fe(x) :=
0, x| <e.
Esta funcién permite definir una funcional regular que tiene por limite en * a

una distribucién singular,

(51.10) lim f, = VP
s

e—0

(en este caso no es posible intercambiar el limite con la integral).
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Otro ejemplo de una secuencia de funcionales regulares que converge a una

distribucién singular es

2

e_ngt
(51.11) Ji(x)zz';ZE;? —0+ 0(2).
En efecto,

e*% ale] 67%
( ,sO(x)) = [ T ) o) —0)] e =

(51.12)
1 (VA 1 (VA
(,0(0)—/ e dz + —/ e [cp(zx/@) —¢(0)| dz — ¢(0)
NZ it VT ) _alel
Vit
para t — 0%, puesto que p(2v/4t) — o(0) = 24t ¢'(c(z,1)), con c(z,t) entre 0 y
zy/4t, en virtud del teorema del valor medio, mientras que ¢'(x) estd uniforme-

mente acotada en toda la recta. o

Se puede demostrar de manera general que toda funcional singular es el limite
débil de una secuencia de distribuciones regulares, que incluso pueden ser elegidas

como definidas por funciones del espacio C*(R).

Similarmente, toda distribuciéon de soporte compacto es el limite débil de una

secuencia de distribuciones regulares definidas por funciones del espacio C§°(R).
También es posible mostrar que K* es completo en el sentido de que, si existe el

limite de las secuencias numéricas lim,, ., (fn, ¥), V¢(x) € K, entonces el conjunto

de esos limites define una funcional lineal y continua sobre /C,

(51.13) (f.¢) = 1 (fu,9)

Tratandose de aplicaciones de I en el cuerpo de los complejos, no existe una
operacion de producto o composicion de distribuciones que, en el caso de funcio-
nales regulares, corresponda al producto usual (punto a punto) de funciones. Pero
si es posible definir el producto de distribuciones por funciones en C*(R) de la

siguiente manera.

Definicién 51.1. Dada f € K* y a(z) € C*(R) se define la funcional a f mediante

la relacién

(51.14) (af, ) = (f,a"p),

lo que tiene sentido puesto que, para toda funcién p(z) € K, a(z)*p(z) € K.

Asi definida, af es una funcional lineal y continua.
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La linealidad de af es evidente. Para verificar la continuidad consideremos una
secuencia convergente en K, ¢, — ¢. Las funciones a(x)*¢, () son idénticamente
nulas fuera de un mismo intervalo acotado, dentro del cual la secuencia de sus de-
rivadas k-ésimas converge uniformemente, (a(x)*@,(2))* — (a(x)*¢(z))*. Por
lo tanto, la secuencia a(z)*¢, () — a(x)*¢p(x) en K. Entonces, como consecuencia

de la continuidad de f tenemos
(51.15) (af,on) = (f,7en) — (f,07p) = (af, ) .

52. LA DERIVACION EN K*

Consideremos primero una funcional regular definida por una funcién f(z) ab-
solutamente continua en la recta, (f,¢) = [ f(z)*¢(x)dz. Como su derivada
f'(x) existe en casi todo punto y es localmente integrable, podemos definir otra

funcional regular como
e2) (o= [ r@re@d=- [ ferdle) == (7)),

donde (para integrar por partes) hemos tenido en cuenta que ¢ € K es diferencia-
ble y de soporte compacto, y (en el tltimo paso) que la derivacién es una aplicacién
de K — IC (ver (48.3)).

Nétese que en el miembro de la derecha en (52.1) ya no aparece la derivada de
la funcién f(z). De hecho, dado que ¢'(z) € K, esa expresién tiene sentido para

toda funcional f € K*. Esto sugiere la siguiente definicion.

Definicién 52.1. Dada una distribucién sobre K, f € K*, se define su derivada

como la funcional cuyos valores estan dados por

(52.2) (f's0) == (f,¢), Yo(z) e K.

Asi definida, f’ es una funcional lineal y continua. En efecto, f’ es lineal como
consecuencia de que la derivacién sobre funciones de K es lineal. En cuanto a la
continuidad, nétese que si p,(z) — ¢(z) en K, de la definicién de convergencia en
IC (ver Seccién 48) resulta que la secuencia de sus derivadas también converge en
ese espacio a la derivada del limite, ¢/, (x) — ¢'(z). Entonces, como consecuencia

de la continuidad de f tenemos

De esa definicién surgen las siguientes propiedades:
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e La derivacién en K* es una operacién lineal, pues V p(z) € K
(f+9),9)==(f+9.¢)==(].¢)—(9.¢) =
(52.4)
=(f o)+, e)=(f"+d.¢) .

e Toda funcion generalizada admite derivadas de todo orden. En efecto, para toda

funcion ¢(r) € K = ¢™(z) € K, Vn. Entonces

(52.5) (f™,0) = (=1)" (f,¢™™) .

e La operacién de derivacion es continua en C*. Supongamos que la secuencia de

funciones generalizadas {f,,} converge a f en K*. Entonces, V p(z) € K se tiene

(52.6) (frrp) = = (fus @) = = (f,) = (f', ) -

Por lo tanto, f/ — f" en K*.
e Como consecuencia de la continuidad de la derivacion, toda serie convergente de
funciones generalizadas puede ser derivada término a término cualquier nimero

de veces,

(52.7) F="he= f™=3"np.
k=1 k=1

Esto representa una libertad que no se tiene cuando se trata de series de funciones,
ya que en ese caso se deben requerir condiciones adicionales, como la convergencia
uniforme de la serie de las derivadas, para poder asegurar que ésta converge a la

derivada de la suma de la serie.

Ejemplos: La secuencia de distribuciones regulares {SIH(TW)} tiende a la distri-
bucién nula 0 € £* cuando v — oo, dado que la secuencia de funciones converge

uniformemente a 0 en toda la recta,

(52.8) i <Sin§/yx)’gp(x)> _ /am lim (sinl(ji/x)) o) de = 0.

—aly]
Vo(z) € K.

Entonces, dado que la derivacion es una operacion continua en C*,

(52.9) (lim Sm(”x))/ = lim (Sm(”)) — lim cos(va) = 0.

V—00 1% V—00 1% V—00

Similarmente, 1im,,_,, sin(rvz) = 0. Y tomando sucesivas derivadas,

(52.10) lim [v" cos(vz)] =0 = lim [v" sin(vz)] .

V—00 V—00
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Consideremos la funcién discontinua

(52.11) 0(z) := { Lzl

(5212 ba)ple)) = [ pta) do.

Su derivada resulta

(5213) (#(a),p(a)) = = (0(0).(2) = = [ ¢ (a)do = 4(0) = (5(0). o)
para toda ¢ € K. En consecuencia, ¢'(z) = §(z).

Similarmente,

(52.14) (0'(2), p(2)) = = (0(x), ¢'(x)) = =¢'(0).

o

Sea f(z) una funcién continua en R, cuya derivada es continua a trozos, con
discontinuidades aisladas de altura finita en los puntos {a;}. Ella define una dis-

tribucién regular (que denotamos por f) cuya derivada esta dada por

ale]
(f, ) =— f(x)* ¢ (x)de =

—aly]

(52.15) -y / " ) o) do—

— > {f(art1 = 0)"p(arr) — flar +0)"p(ar)},

k

donde la primera suma en el miembro de la derecha es finita en razén de que ¢
es de soporte compacto, y la segunda es nula porque f(z) es continua. Entonces,
la derivada de la distribucién f es una funcional regular definida por la funcién
f'(x) (este es un caso particular de distribucién regular definida por una funcién
absolutamente continua, que ya hemos considerado al principio de esta Seccién -
ver ec. (52.1)).

Sea ahora f(x) una funcién continua y diferenciable a trozos, con discontinui-

dades aisladas (sin puntos de acumulacién) de altura finita en los puntos {ay},
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donde f(ax +0) — f(ar — 0) = hy. La derivada de la distribucién regular que ella

define satisface

ale]
(fp)=— » ]f(l')*w/(x) dr =
(52.16) = / N Pyl da + > [flax +0)* = flax — 0)] plax)

© g *
= [ e e i,

para toda ¢ € K. En consecuencia, la derivada de f es una funcional singular dada

por
(52.17) f’z%+zk:hk5($—ak),

donde hemos llamado % a la distribucién regular definida por la funcién f'(x)
(que, por hipdtesis, existe en casi todo punto y es localmente integrable). Téngase
en cuenta que la serie en el segundo miembro es convergente en K* puesto que,

aplicada a una funcién de soporte compacto, siempre se reduce a una suma finita.

Ejemplo: Consideremos ahora la funcién definida como

(52.18) f(a;):W;x, O<z<m,

y extendida a toda la recta como funcién impar de periodo 27. Esta es una funcién
discontinua en los puntos x, = 27k con k € Z, con una discontinuidad de altura
= 7 en todos ellos. Excepto en los puntos de discontinuidad, esta funcién es
diferenciable y su derivada es f'(z) = —1/2.
Por el resultado anterior, podemos escribir la derivada de la funcién generalizada

que ella define como

1 o0
(52.19) = —5+ wk; §(z — 27k),
donde la serie del segundo miembro es una funcional bien definida ya que su valor
en una funcién ¢(x) € K se reduce a una suma finita.

La funcién f(x) también puede ser representada mediante su serie de Fourier,

(52.20) oy ~ 30 SR
k=

1
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que converge puntualmente al valor de f(z) para todo z # 27k y converge a 0 en
los puntos de discontinuidad de f(z). Como la convergencia no es uniforme, esto
no es suficiente para concluir que esta serie converge en C* a la distribucién f.

Para ver que esa serie también converge débilmente®®, recordemos primero que la
serie de Fourier de una funcién continua a trozos en el intervalo (—7, 7) puede ser
integrada término a término, resultando en una serie que converge puntualmente
en ese intervalo a la integral de la funcién (que es alli una funcién continua).

En nuestro caso, la serie

(52.21) Fla)=-Y" Cos’li—fx)

converge absoluta y uniformemente en toda la recta a una primitiva de f(x), que
es continua y 2m-periédica: F'(z) = f(x) excepto en los puntos de discontinuidad
de f(x). Por lo tanto, el segundo miembro de la ecuacién (52.21), entendida como
serie de distribuciones regulares, también converge en el espacio £* a la funcional
regular F' definida por la funcién (continua en R y diferenciable a trozos) F'(x).
En esas condiciones, la continuidad de la derivacién en K* nos permite derivar

esa serie término a término para obtener
(e} .
sin(kx)
52.22 F =f= —_—.
(52.22) f kZ .

Pero como esta serie converge en K*, puede ser nuevamente derivada término a
término para obtener de (52.19) y (52.22)

(52.23) f = N cos(kx) = —% +7 f: d(z — 27k).

k=1 k=—o00

De esta igualdad se deduce el siguiente desarrollo de Fourier para la -periddica:

o0

(52.24) i §(x — 2mk) = % > et

k=—o00 k=—o00

o

Un razonamiento similar permite asignar un sentido como distribucién a la suma

de series de la forma » 7 Cre™*®  donde los coeficientes satisfacen relaciones
|Cyx| < ME"2, con M constante y n € N.

Entendidas como series de funciones, ellas son claramente divergentes. Pero como

series de funcionales regulares resultan convergentes, dado que son la derivada

n-ésima como distribucion de una serie que converge uniformemente en toda la

36La convergencia débil también estd garantizada por la convergencia en media de la serie de

Fourier en todo compacto.
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recta a un limite continuo y 27-periédico (y que, por lo tanto, también converge
débilmente):

(52.25) F(z)= > (f]’;’;n ¢t = F = Y Cre™.

k=—0c0

De hecho, se puede demostrar que toda distribucién (regular o singular) es la
derivada de cierto orden de una distribucién regular definida por una funcién

continua.

En particular, consideremos una distribucién f € K* de soporte compacto,
Sop (f) C [~a,a], con a > 0. Para un dado ¢ > 0, tomemos una funcién real
he(x) € C°(R) que satisfaga

1.V]z[ <a,
(52.26) he(z) =
0,V]z| >a+e.

En esas condiciones, V ¢(z) € K tenemos que

(5227) (f,(p)Z(f,hscp)—i-(f,[l—hs]go)Z(f,hego),

dado que Sop(f)NSop[l — h.(z)] = 0.
Ahora bien, como f puede representarse como fén), donde fy una distribucion

regular definida por una funcién continua fo(z) y n € N, podemos escribir

(fip)= (fén), he go) = (—1)" (fo, (e 90)(n)>
(52.28) = (=1)" Xk ( : ) (fo,hgn—’ﬂ gO(m)

=S (=1 Tk ( : ) ((hg"’ﬂ f0> (k) ,90) |

Por lo tanto, Ve > 0 existe un conjunto de funciones continuas

n

(52.29) fer(z) = (=1)"7* < )

) he(2) ™™ fo(z), k=0,1,...,n,

con soporte contenido en el intervalo cerrado [—(a + €),a + €], tales que la distri-

bucion de soporte compacto f puede escribirse como

(52.30) F=3" (feala) ™
k=0
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Si f € K* tiene soporte concentrado en un punto zy € R, un razonamiento

similar permite mostrar que en este caso la funcional es de la forma
(52.31) F=> ad® (- ),
k=0

para algin n € N.

Vemos entonces que las rigidas restricciones que hemos impuesto sobre las fun-
ciones del espacio IC (que, no obstante, es denso en Ly(R)), nos permiten obtener
un conjunto muy amplio de funciones generalizadas (toda restriccion del espacio
conlleva una ampliacién del espacio dual) sobre las cuales aplicar con gran libertad

las operaciones de paso al limite y diferenciacién antes definidas.

53. ECUACIONES DIFERENCIALES EN K*

Consideraremos ahora el problema de reconstruir una funciéon generalizada a
partir de su derivada.

Primero mostraremos que sélo las distribuciones (regulares definidas por fun-
ciones) constantes tienen por derivada a la distribucién nula. La igualdad 3’ = 0

implica que, para toda p(z) € K, es

(53.1) (v, 0)=—(y,¢)=0.

Esta ecuacion solo define a la funcional y en el subespacio de K formado por las

funciones p(z) que son la derivada de una funcién de prueba.

Una condicién necesaria y suficiente para que ¢o(z) € K sea la derivada de una
funcion ¢ (z) € K es que [ po(z) dz = 0. En efecto, si po(z) = ¢/ (z),

(53.2) P(x) = /x wo(x) de = /_OO wo(x)dr =0.

—o
Inversamente, si ¢o(r) satisface esa condicién, tenemos que la integral
J*_wo(2')da’ = 0 para todo x tal que |z| > afpo] > 0 (con a finito, ya que
wo(z) es de soporte compacto). Entonces, la primitiva

(53.3) P(x) = /»’0 wo(2) da’ € C°(R) .

— 00

Ahora bien, dada una funcién ¢(z) € K, en general [* ¢(z)dz = (1,¢) =

C' # 0 (donde 1 corresponde a la distribucién regular definida por una funcién
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idénticamente igual a 1, y C' = Clg]). Sea ¢1(x) € K tal que [*_¢i(x)dr =
(1,1) = 1. Entonces la diferencia ¢y(z) = ¢(x) — Cp1(x) satisface que

(53.4) / so@)dz = C—C =0,
de modo que () es la derivada de una funcién de K como en (53.3), po(z) =
V().
En consecuencia, podemos escribir que
(535) (yaSO) = (y7900+CS01) :O_{_C(ya@l) =a (1790) ’

donde la constante o = (y, ¢1)*.
Por lo tanto, la solucién de la ecuacion y’ = 0 es una distribucién constante,
y = a1, donde a queda determinado por el valor que la funcional toma sobre una
funcién particular ¢, (z) € K.
/

De esto resulta que si dos distribuciones tienen la misma derivada, f' = ¢/,

entonces sé6lo difieren en una constante, f = g + o 1.

Ahora mostraremos que toda f € K* tiene una primitiva, que es solucion de

y' = f. Esta ecuacién significa que, para toda p(z) € K,

(53.6) W, 0)=—(y,¢)=(fv) .

lo que sélo define a la funcional y sobre el subespacio de las funciones de K que
son la derivada de un elemento de /.

Como mostramos anteriormente, podemos escribir una funcién arbitraria de IC
como p(x) = po(z) + Cpi(x), donde po(x) = ¢'(x), con 1(x) definida en (53.3),
C = (1,¢), y ¢1(x) es una funcién fija de K tal que (1,¢1) = 1. Entonces, de
(53.6) resulta que

(53.7)  (y,0) = (¥, 00 + Cp1) = — (f,0) +C(y,01) = — (f,¥) +a" (1,9) ,

lo que determina la funcional y en todo KC, a menos de una (distribucién) constante
aditiva. Esta constante es fijada por el valor que toma la funcional sobre una

funcién particular, o = (y, ¢1)*.

Se puede ver que el dltimo miembro de (53.7) define una funcional lineal y con-
tinua sobre K. Su primer término determina una solucién particular de la ecuacion
inhomogénea 3’ = f (la correspondiente a o = 0), mientras que la constante es la
soluciéon general de la ecuacién homogénea 3’ = 0.

La linealidad de y en (53.7) es evidente. Para mostrar su continuidad, considere-
mos una secuencia de funciones ¢,y () — ¢(z) en K, cuyos soportes estén conteni-

dos en el intervalo [—a, a], y formemos la secuencia p(,o(x) = @) (z) — Cy 1(2),



178 H. Falomir

donde C,, = (1, ¢@)). Esta secuencia converge a ¢o(z) = ¢(x) — C ¢1(x) en K, con

C= (17 (,0)-
Entonces,
[Yal@) = ¥(@)] = | [ (Pro®) — vo®)) dy| <
(53.8) < [ len(y) — o) dy + (1,00 — )] [ l1(y)| dy <

<2ae,+6,, YV,

donde el miembro de la derecha puede hacerse tan pequenio como se quiera con
s6lo tomar n suficientemente grande.
En esas condiciones, la secuencia {t¢,(z)} también converge a i(z) en K, y

podemos escribir

(53.9) (Y 00— @) == (fin =)+ " (1,0, —¢) — 0

cuando n — oo.

En particular, si la inhonogeneidad f es regular ella esta definida por una
funcién f(x) localmente sumable, de la cual F(z) = [ f(2/) dz’ es una primitiva
(absolutamente continua). Entonces, mtegrando por partes y teniendo en cuenta
que 1(z) es de soporte compacto, tenemos

() == [ Paread= [ Faya) s -

[e.e] —00

(53.10)
— [ P lpl) - o) do = (F - BL).

donde 8 = (F,p1)*. Esto corresponde a una funcional regular definida por una

primitiva de f(z).
Mas generalmente, la ecuacién diferencial
(53.11) an(2)y™ + an_y (2)y™V 4+ ag(z)y =0,

donde ai(z) € C*(R),k = 0,1,...,n, no tiene otras soluciones en K* que las
correspondientes a las soluciones clasicas de esa ecuacién en C*°(R), a menos que
a,(x) tenga ceros. En ese caso pueden existir nuevas soluciones cuyas derivadas

tienen soporte concentrado en los ceros de a,,(x)*". También puede ocurrir que las

37Puede demostrarse que toda distribuciéon con soporte concentrado en un punto xy es una
combinacién lineal de la funcional §(x — o) y de un numero finito de sus derivadas (ver ec.
(52.31)).
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soluciones clasicas no permitan definir una distribucion. Esto se muestra en los

siguientes ejemplos.

Ejemplos: Consideremos la ecuacién x ¢’ = 0. Sus tnicas soluciones en el espacio

de funciones C*°(R) son las constantes. En el espacio K* ella implica

(53.12) (=g, o(x) = = (y, [z (x)]) =0,

Vo(x) € K. Esta relacién sélo define a la funcional y sobre el subespacio de las
funciones de prueba que son la derivada de una funcién de K que se anula en z = 0.
Siempre podemos seleccionar dos funciones @1 (), po(z) € K tales que
(53.13)
00 0
L) = [ @ =1, -6 e@) = [ p@de=0,

[e.9] —00

0

(1, al)) = / " pale)de =0, (1— 0(2), pa() = / palw)dr =1,

Dada ¢(x) € K arbitraria, llamemos

00 0

(53.14) Cy = (1, (x)) = / p(x)dz, Cy=(1—0(z),p(z)) = / o(x) da

[e.e] [ee)

La funcién po(z) = ¢(z) — Crer(x) — Caps(x) satisface

8

(1, 0(z)) = / wo(z)dr,=Cy —C, —0=0,
(53.15) oo o
(1 = 8(z), polx)) = / o) de = Cp—0— Cy = 0.

— 00

8

En consecuencia, su primitiva 1(z), definida como en (53.3), es una funcién de K
que se anula en el origen. Por lo tanto, por (53.12) tenemos que para toda p(z) € K
es

(Y, ) = (y, ¢ (x) + Crp1(z) + Copa(z)) =
(53.16)

=0+ C1(y, 01(2) + C2 (y,2(2)) = (a1 + B(1 = 0(x)), ) ,

donde o = (y,p1)" vy B = (y, p2)".
Vemos entonces que hay dos soluciones linealmente independientes para la e-
cuacién xy' = 0: y; = 1y yo = 0(x). Esto es evidente para la primera, y es facil

de verificar para la segunda,

(53.17) (x0'(x), p(x)) = (0(z), 2 p(x)) = [z ()], = 0.

Esto también muestra que z d(z) = 0.
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Consideremos ahora la ecuacién diferencial 23y’ + 2y = 0. La solucién cldsica en
el espacio de funciones corresponde a
(53.18) % logy(z) = % 22 = y(z) = Ce/” .
Pero como esta funcién no es integrable en ningtin intervalo que contenga a x = 0,
ella no permite definir una funcional regular. Mas atin, dado que presenta una sin-
gularidad esencial en el origen, tampoco admite una regularizacion que permita
definir una distribucién singular (al estilo de VP). De ese modo, la tinica solucién

en K* es la trivial, y = 0. o

54. LA DISTRIBUCION %

Consideremos la funcién
0, para x <0,
(54.1) T =
2, parax >0,
para —1 < A < 0. Como es localmente integrable, permite definir una distribucion

regular como

(54.2) (2, ) = / ro(z)de, —1<A<O0.
0
Su derivada como funcién,
dxj\r 0, para x < 0,
54.3 —t =
(54.3) T

Azt parax >0,

no es integrable en ningin intervalo que contenga al origen, y no corresponde a
una distribuciéon regular.

Pero, naturalmente, su derivada como distribucion existe y esta dada por

(@), 9) = — (), ) = / P () de — / /() dr =

—  (Plele) — e + / A () — o (0)] de
(54.4)

— (@) |+ /Oo A (a) de =

1

= [ 3 @) = o0+ [ (e o+ 0(0),
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para todo —1 < A < 0. Esta expresion define una funcional singular que, para

funciones de prueba que se anulan en x = 0, se reduce a tomar la integral

(54.5) /000 A Lo(x) da .

Para funciones de prueba arbitrarias, p(0) # 0, y la tltima linea de la ecuacién
(54.4) constituye una regularizacién de la integral en (54.5), que en ese caso es
divergente.

Teniendo en cuenta (54.3), resulta natural definir la funcional xi, para —2 <

A < —1, a partir de la ecuacién (54.4) como

/
(54 6) l‘)‘ o (l'f\ﬁ'l)
. + . b

A+1

que evidentemente es lineal y continua en K.

En esas condiciones, para —2 < A <0, A # —1 y Vy € K, tenemos

G11) (o) = [ Plele) —eOldet [ aole)dor S

expresion que se reduce a (54.2) para —1 < A < 0.

Extendiendo de ese modo la definicién de xﬁ‘r, hemos obtenido una expresion
para los valores que esa funcional toma sobre funciones de K que tiene sentido en
una region mas amplia del parametro A, y que se reduce a la expresion original para
—1 < A < 0. De hecho, el segundo miembro de (54.7) constituye una extension

analitica en A del segundo miembro de (54.2).

En efecto, para toda () € K, F(\*) := (27, ¢) es una funcién analitica de \*

en la region —1 < R(A) < 0 (donde la funcional es regular). Su derivada esta dada

dF.
d\*

convergente para esos valores de \. La extension analitica de F'(A\*) permite definir

por = fooo Inz 2" p(x) dr, ya que esta integral es absoluta y uniformemente

la funcional 7 para todo valor de A donde aquella existe.
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A

En ese sentido, para —1 < A < 0 podemos escribir (27, ¢) de la forma?®

dr +

(2}, 9) = /0 o [w(ﬂi) - i %sﬁ(’“)(())
(54.10) -

o0 n—1 (k)
¢'"(0)
+/ o(x)de+ Y —T———.
. kzzo KA+ 1+k)

Ahora bien, como funciones de A, la primer integral en el miembro de la derecha de
(54.10) converge para £(\) > —n — 1, la segunda converge VA complejo, mientras
que la dltima suma presenta polos simples en A = —1, —2, ..., —n, cuyos residuos

sSon

(54.11) Res(xi,gp)h:ikilz T _k! (5(k)(x),go(x)).

38Este procedimiento es similar al que permite extender analiticamente la definicién de la

funcién I'(\): para A > —1 se tiene

0o 1 " (—=1)e gk
(A+1) :=/ e dx :/ z? [e"” - Z ( k)' ’
0 0 :

k=0

o0
d:c—i—/ e % dx +
1

(54.8)

- (=1)*
> HATLR)

k=0

expresién que se extiende analiticamente a R(A) > —n — 1, y presenta polos simples en A =

—1,—2, ..., con residuos dados por

(=D*

(54.9) ResT(A+ 1)\ 41 = x
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Podemos decir entonces que la distribuciéon xi se extiende analiticamente®® a

todo el plano complejo del pardmetro A, presentando polos simples en los puntos

A= —1,—-2,..., —n, con residuos dados por las distribuciones
(1)
(54.16) Res :Bi!/\:_k_l = 6® ().

Noétese que V¢(x) € K con soporte contenido en la semirrecta x < 0, la funcién
(22, ¢) es idénticamente nula para R(\) € (—1,0). En consecuencia, su extensién
analitica al resto del plano toma también valores nulos para tales funciones de
prueba. Es decir, el soporte de la extensién analitica de acﬁr también esta contenido

en el semieje positivo x > 0.

Finalmente, senalemos que xi‘r_l y I'(\) presentan polos simples para los mismos
valores de A ( A = —k, con k € N). Entonces, la distribucién @, := 23 /T'()\), que
es regular para $8(\) > 0, existe por extensién analitica en todo el plano complejo
del pardmetro A como una distribucién con soporte en R*. En particular, de (54.16)

y (54.9) tenemos que

Res 2| (=1)*5®) () /K!
41 lim , = =t = =80
(54.17) Ao, A ResT'(A\)[\__, (—1)%/k!

(),
para k=0,1,2,....
39Este procedimiento de definicién de funcionales por extensién analitica en un parametro es

conocido como proceso de regularizaciéon de integrales divergentes, y suele ser muy usado

en Fisica por conveniencia de cédlculo. Por ejemplo, la integral

(54.12) 1 :/ x=3/2 (e7 — e*b"’”) dx
0
puede ser entendida como el valor en A = —3/2 de la funcién analitica definida por
(54.13) I\ = / z? (e7 — e*b"’”) dz,
0

integral que converge para R(\) > —2. Pero para R(A) > —1, I()) puede ser escrita como
(54.14) I(\) = / re™ M dx — / e dy = (afo‘“) - b*O‘H)) r(A+1),
0 0

yva que cada integral es convergente. En virtud de la unicidad de la extensién analitica, esa
igualdad vale VA # —1, —2, .... En particular,

(54.15) 1(—3/2) = (a1/2 - b1/2) r(-1/2) = — (f - x/E) 207 .
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55. TRANSFORMACION DE FOURIER EN K. EL ESPACIO Z.

Recordemos que el conjunto Ci°(R) es un subespacio denso del espacio de Sch-
wartz’. Sea p(x) € K C S. Entonces, su transformada de Fourier es también una
funcion del espacio de Schwartz, dado que F : S <+ S.

Pero como esa funcién es de soporte compacto tenemos

ale]
(551 Flel(o) = vi) = = [ ot

donde p(z) = 0 Va ¢ (—alpl,alp]). En esas condiciones, 1(s) puede ser definida

para valores complejos de su argumento, s = o + 7. En efecto, la integral

1 ale]
(55.2) P(s) = —/ e e p(r) dx
V2T J—aly]
existe para todo s € C, puesto que

e le(@)]ls
woramt

Similarmente, las derivadas de todo orden de #(s) también existen en todo el

(55.3) [¥(s)] <

plano complejo. Ellas estan dadas por

ale]

vl

dado que esas integrales convergen absoluta y uniformemente en s para todon € N:

) < €l o)l
(55.5) [p ()] <

Por lo tanto, la transformada de Fourier de una funcién del espacio I es una

(55.4) ™ (s) ()" p(z) d

para |(s)| < T, conT > 0.

funcién analitica entera (holomorfa en todo el plano - sin singularidades, excepto

en el infinito).

Ya sabemos que dicha transformada de Fourier es también una funcion de de-

crecimiento rapido sobre el eje real. Para s complejo tenemos

alp]
Flo9)(s) —27T/ e~ (1) dx =
(55.6)

aly]
q —zs;v -2 \4
p(x) dx = (is)" (s) .
\/ 2m /a[gp]
para todo ¢, de donde resulta que

(55.7) [s90p(s)] < #

40Ver las Notas sobre la transformacion de Fourier.
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En consecuencia, 9(s) es una funcién de decrecimiento répido sobre toda recta

horizontal (J(s) = constante).

Inversamente, toda funcién analitica entera 1(s) que verifica desigualdades de

la forma
(55.8) |57 (5)] < Kg[y] eSO v g e N

(donde las constantes K, y a dependen de #(s)) es la transformada de Fourier de

una funcién p(z) € C°(R) que se anula idénticamente para |z| > a.

El conjunto de las funciones analiticas enteras que verifican (55.8) constituye
un espacio lineal, denotado por Z. De ese modo, la transformacién de Fourier

establece una correspondencia biunivoca entre los espacios Ky Z,
(55.9) F: K< Z.

Restringiendo los argumentos de las funciones contenidas en Z a valores reales,
tenemos que Z C S es un subespacio denso de La(R). En efecto, sea x (o) € La(R),
y supongamos que x (o) L Z. Entonces,

(Xaw)L2(]R) - Oa Vw(U) €Z=
(55.10)
= (F ' (@), 0(2)r,m = 0, Ve(z) € K.
Y como K = C°(R) es denso en La(R), es F~'[x] = 0 = x = 0. Por lo tanto,

todo vector de Ly(RR) estd contenido en Z.

La ecuacién (55.4) muestra que si ¥(s) € Z = ¢@(s) € Z, dado que
[(—iz)"p(z)] € K. Es decir,

d
55.11 — 2 Z.
(55.11) 2

Evidentemente, el espacio Z también es invariante frente al producto por fun-
ciones analiticas enteras de crecimiento polinomial sobre rectas horizontales (en
particular, polinomios): si P(s) es una funcién entera que, para ciertas constantes

C>0ym>0yb>0, satisface

(55.12) |P(s)| < C (1+]s]™) eSO = P(s)ih(s) € 2, Vep(s) € Z.

También es posible trasladar las funciones de Z sin sacarlas de ese espacio. En
efecto, si ¢¥(s) € Z = (s+h) € Z,Yh e C.

Por lo dicho anteriormente, vemos que la transformacién de Fourier establece

una correspondencia (lineal) biunivoca entre el espacio K y el espacio Z, F : K <
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Z. Esto permite introducir en Z un sentido de convergencia a partir de la

convergencia en /C.

Definicién 55.1. Se dice que ¥,(s) — ¥(s) en Z si ¢,(x) = F ' h,](z) —
p(z) = F ' Y)(x) en K.

Esto implica, en particular, la convergencia uniforme en toda regién acotada
del plano complejo de la secuencia de las derivadas wff)(s) a la correspondiente
derivada del limite, ¢*)(s). En efecto, como |, (z) — ¢(x)| < .,V x, tenemos
que

a

L[ e (i) [pu(e) — o(@)]| <

[0 (s) — 0B (s)| = Wor

(55.14)

ak’ e\%(s)\a ak ela

< BV l[on(z) = @(x)[]s < Nor

V|S(s)| < T, lo que puede hacerse tan pequeno como se quiera con sélo tomar n

2a¢e,,

suficientemente grande.
Por otra parte, como ¥(s) € Z es una funcién analitica entera, su series de
Taylor converge en todo el plano complejo. Entonces, para la funcién trasladada

podemos escribir

[e.9]

(55.15) (s +h) = Z ),YheC.
k=0

Esta serie también converge en el sentido de la convergencia en el espacio Z, pues

(55.16) =0

en el sentido de la convergencia en K.

41Similarmente,
- \q _ 1 ¢ —isT - (2)
(i) [4965) ~ P s)] | = = / e {(ia) fpa(e) - p@)]} 7| <
(55.13)
< = PO {a* (@) — (@)} [l = 0

cuando n — oo.
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56. DISTRIBUCIONES SOBRE Z

De forma similar a como se hizo con el espacio K, se introducen las funcionales
lineales y continuas sobre el espacio Z. Estas distribuciones, que pueden ser
regulares o singulares (con el mismo significado que antes), conforman el espacio
dual Z* respecto de operaciones lineales definidas de la misma manera que antes.

Ademas, se define la convergencia débil en Z* de modo que

(56'1> gn — g si (9n7¢) - (gv¢)7 vd’(‘ﬂ €Z.

También se define una operacion de derivacion sobre elementos de Z* de modo

que, para toda funcién (o) € Z, la distribucién derivada satisface

(56.2) (9,¢) = —(9,¢) .

Al igual que la derivacién en K*, ésta es una operacién continua: si g, — g en Z*,

entonces (g,,,v) = —(gn, V') — —(9,¢") = (¢', ).

En particular, Lo (R) C Z*. En efecto, si g(0) € La(R), ella permite definir una

distribucién regular sobre Z como el producto escalar

(56.3) (9,%) = (9, V)1 ) -

Esta funcional es evidentemente lineal. Para ver que también es continua, tomemos
una secuencia ¢,(c) — (o) en Z. Esto significa que sus antitransformadas de
Fourier ¢, () — ¢(z) en K y, por lo tanto, también convergen en media. En
esas condiciones, siendo f(z) = F![g](x) (en el sentido de Lz(R)), y teniendo
en cuenta las propiedades de F y la continuidad del producto escalar en La(R),

tenemos

(971%) = (g7¢n)L2(R) = (f7 QOTL)LZ(R) —~n—oo
(56.4)

- (f7 QD)Lz(R) = (quvb)Lz(]R) = (971/}) :

57. TRANSFORMADA DE FOURIER EN K*

Hemos visto que la transformada de Fourier establece una correspondencia bi-
univoca entre los elementos de los espacios K y Z, que preserva las operaciones
lineales y la convergencia de secuencias. Es posible establecer una correspondencia
similar entre los respectivos espacios duales, K* y Z*, que generaliza la correspon-

dencia inducida por F entre sus subespacios La(R).
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En efecto, para toda f(z) € La(R), cuya transformada g(o) = F[f](0) € La(R),
y para toda funcién ¢(x) € K, cuya transformada ¢ (o) = F[p](c) € Z, tenemos

(571) (f> 90>IC = (f> @)Lg(R) = (g>w)L2(R) = (Qﬂﬂ)z )

donde hemos incluido como subindice el espacio en que actia cada funcional.

Definicién 57.1. Dada f € K* diremos que g € Z* es su transformada de

Fourier si, para toda ¥ (o) € Z, se cumple que

(57.2) (9:9)z = ([, @)k -

donde p(x) = F~¢|(z) € K. Esta relacién puede entenderse como una generali-

zacion de la igualdad de Parseval.

Cada distribucion f € K* define, a través de esa relacién, una funcional lineal

y continua sobre Z, que denotamos por F|f]:

(57.3) (FULY)z = (L7 ] -

En efecto, es evidente que F[f] asi definida es lineal. Veamos que también es
continua. Consideremos una secuencia convergente ¢, (z) — () en K; sus trans-

formadas de Fourier v, (0) — ¥ (o) en Z. Entonces, de (57.3) resulta que

(57.4) (Flfltn)z = (fron)e = (L) = (FULY)z

dada la continuidad de f.
En ese sentido, toda distribucion sobre K tiene una transformada de Fourier,

que es un elemento de Z*,
(57.5) F . K- 2",

Ademés, si f1, f € K* tienen la misma transformada, F[fi]| = F[fo] € Z2* = f1 =
fo-

Inversamente, toda distribucién sobre Z define, a través de (57.2), una distribu-
cién sobre K de la que es su transformada de Fourier. En consecuencia, F es una
aplicacién biunivoca de K* sobre Z*, F : K* «+ Z*. Su inversa, F ! : Z* — K*,

satisface que

(57.6) (F gl ) = (9. Fle)z, Yeo(z) € K,

y se tiene que F 1 [F[f]]=f, VfeK y F[Flgll=g, Vge Z*
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La transformacién de Fourier F : £* — Z* es una aplicacién continua (respecto
de la convergencia débil de funcionales). En efecto, si f,, — f en el espacio K*

entonces, para toda ¢ (o) € Z, se tiene

(57.7) (FUfals¥)z = (s @)k = (F ) = (FUL )z

donde p(x) = F~1[)](x). Por lo tanto, también se tiene que F|[f,] — F[f] en Z*.

Similarmente, su inversa F~! : Z* — K* es también una aplicacién continua.

Puede comprobarse facilmente que son validas las mismas féormulas que para las

transformadas y antitransformadas de Fourier de derivadas de funciones en §:

FIf) = Fl=iz f] = F[P(z) f] = P(i5)F[f],
(57.8)
FIf1=io FIf] = P(o)F[f] = FIP(=iL) f].

Por ejemplo,

(57.9)
= (—izf, p(2)) = (Fl-izfl,¢(0))5 , V(o) € Z.

Ejemplos: La trasformada de Fourier de la distribucién §(z) estd dada por

(Flo(@)], ()2 = (6(x), p(2)) = ¢(0) =

Por lo tanto, F[§(z)] = 1/v/27.

(57.10)

Similarmente, para la transformada de Fourier de una constante tenemos

(P 0oz = LoD = [ ola)do = VERu(0) =

[e.9]

(57.11)
= (V2r (o), v(0))

para toda ¢ (o) € Z. Entonces, F[1] = 27 (o).

bt

Consideremos ahora un polinomio P(x) (¢ La(R)). Tenemos
(57.12) F[P(z)] = F[P(z)1] = P <¢%> F1]=V2r P (%) (o),

que es una distribucién con soporte concentrado en el origen.
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Similarmente,

(57.13) F [P (—z%) 5(:5)} _ P(o)F[5(x)] = \/% P(o).

La funcién e** € C*(R) define una distribucién regular y, en ese sentido, tiene

una transformada de Fourier. Tenemos

(‘}—[ebx]7¢<0))g = (ebx 1790(‘%‘));{ = (17 e 90(‘7:));{ -

(57.14)

para toda funcién (entera) (o) € Z. Entonces,

(ib)*
k!

(57.15) S(o +ib) = Fle"")(0) = Y 6®) (o),

k=0
donde la serie (formalmente una serie de Taylor) converge débilmente a una distri-
bucién que toma valores nulos sobre toda funcién de Z que se anule en s = (—ib)*.

&

En el caso general, el hecho de que las funciones del espacio Z sean analiticas
enteras permite definir funcionales trasladadas, g(0) — ¢(o + h), mediante la

relacién

(57.16) (9(o +h), (o)) z := (9(0), (0 = h"))z, Vi(o) € Z,

lo que evidentemente corresponde a una funcional lineal y continua.
Teniendo en cuenta que la serie de Taylor para 1(o) también converge en Z, y

que g es continua, tenemos

(9l + 1), 00))2 = S0 T0E (g(0), v(0),, =

[en]

(57.17)
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de donde resulta la convergencia débil de la serie

>k
57.18 h) = —
( ) (o + Z oY
k=
En ese sentido, las distribuciones sobre Z son analiticas enteras.

Consideremos ahora una distribucion f € K* de soporte compacto contenido en
[—a, a]. Ya sabemos que, Ve > 0, tales funcionales pueden ser representadas como
sumas de derivadas de distribuciones regulares definidas por funciones continuas

fer(x) con soporte contenido en [—(a + ¢€),a + €] (ver ec. (52.30)),

(57.19) F=3 (ferl@)®™.

Su transformada de Fourier esta dada por

(FUL )z =, F WD =

= o= DF (fen(@), (F ] @)Y) =

(57.20) N
= Yo (D (Flfer(@)], (1) (0)) , =
= (Cneo(i0)Fge(0),9(0)) ,
donde
a+te )
(57.21) Gei(8) == Flfer(x)](s) = / e " fp(x)de
—(a+te)

la transformada de Fourier de una funcién continua de soporte compacto, es una

funcion analitica entera de su argumento que satisface

(@) S(s)|(a (CZ + 5)
(57.22) 8005} < PO T fo(o)
En consecuencia, Ve > 0, la transformada de Fourier de una distribucion de
soporte compacto puede ser representada como una distribucion regular definida

por una funcién analitica entera de crecimiento polinomial (sobre el eje real),

n

(57.23) Flf)=glo) = (i0)gr(0).

k=0

Ejemplo: Finalmente obtendremos la transformada de Fourier de la distribucion

:E;\L Para ello tendremos en cuenta que F : K* — Z* es una aplicacién continua.
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Consideremos la funcién (localmente integrable) e_mzvj\r, con >0y A >0,
que converge uniformemente a xﬁ‘r en todo intervalo cerrado [a, b], para 7 — 07.
Entonces, también converge débilmente:

(57.24) i, ek =1} en KF = lim F [e7™ 2} = F [2}] en 2*.

Ahora bien, para 7 > 0y A > 0, e‘”’:lcfr € La(R), por lo que su transformada
de Fourier como distribucién es una funcional regular determinada por su trans-
formada como funcién. Teniendo en cuenta que, ademaés, e_mgvj\r € L;(R), dicha

transformada esta dada por la integral

1 o . .
57.25 Fle ™22 = —/ R
(57.25) )= |

Cambiando la variable de integraciéon por £ = (o — i7)zx, y corriendo el camino

de integracién de la recta [0, (0 — i7)o0) al semieje imaginario negativo, [0, —ico),

tenemos
1 —100 )
Flema] o) = o= (o= [ oo
21 0
—i( A1) /2 0o
(5726) = eﬁ (O' — iT)_)\_l/ 6_7777)\ dn =
0

(N +1 —i(A+1)7/2
= A+ 1)e (0 —ir

V271

)—A—l‘

En esas condiciones,

1—\()\ + 1) 672'()\+1)7r/2 o
(57.27) Flz}] = Nors (0 —i0)™,

donde
(57.28) (0 —i0)™ = lfI(I)l+ (0 —ar) 1.

Por otra parte, para toda (0) € Z y VA > 0,

(57.29) (Flz3]v) = (2}, 0)

donde ¢(z) = F~](x). Pero ya hemos visto que el miembro de la derecha se
extiende analiticamente (de manera tnica) a todo el plano complejo de la variable
A, presentando polos simples en A = —1. — 2, ... Por lo tanto, la funcional F [:L‘i]
también se extiende analiticamente a todo el plano A, presentando los mismos
polos. De (57.29) resulta que dicha extension representa la transformada de Fourier

de la extension analitica de mﬁ‘r para todo A # —1,-2,....
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En particular, la funcional @, := 2% /T'(A+1) existe en todo el plano complejo

A, y tiene por transformada de Fourier a

57.30 Flogn] = 7|2 R =iy
o Pl = [mm]‘ vl

58. DISTRIBUCIONES TEMPERADAS

El conjunto de las funcionales lineales y continuas (respecto de la convergencia
uniforme de las derivadas de todo orden en toda la recta) definidas sobre el espacio
de Schwartz, & D K, constituye el espacio de las distribuciones temperadas,
S* C K2

El nombre se justifica por el hecho de que este subespacio de K* no contiene

b2 con R(b) # 0, que si tienen

distribuciones regulares de crecimiento rapido, como e
sentido sobre K.
Las definiciones de las operaciones lineales, de derivacion y pasaje al limite en
S* son enteramente similares a las dadas anteriormente, y no seran repetidas aqui.
También se puede definir el producto de distribuciones temperadas por funciones

con derivadas de todo orden de crecimiento polinomial: h(z) € C*°(R) tales que
(58.1) |WD(2)| < Cy(1+ |z, ¢=0,1,2,...,

para ciertas constantes C, y k, que dependen de h(x).

Se puede demostrar que toda distribucion sobre el espacio S es la derivada
de cierto orden de una distribucién regular definida por una funcién continua de
crecimiento polinomial.

Por otra parte, dado que F : S <+ S, resulta que las transformadas de Fourier
de distribuciones sobre S son también funcionales sobre ese mismo espacio. De

hecho, F es una aplicacion biunivoca sobre &*,

(58.2) F:§8 < S

59. PRODUCTO DIRECTO DE DISTRIBUCIONES

Sea p(x,y) € C3°(R?). Puede definirse una funcional lineal y continua (respecto
de la convergencia uniforme de las derivadas parciales de todo orden) sobre ese

espacio mediante el producto directo de dos distribuciones en una variable:

(59.1) (f(z) x g(y), o(x,y)) == (f(x), (9(y), p(x,v))) -

42Nétese que, como Z C S = S* C Z*
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En efecto, para x fijo, ¢(x,y) € ICy, de modo que tiene sentido tomar

(59.2) x(z) = (9(y), v(x,y)) ,

lo que define una funcién de soporte compacto (dado que p(z,y) es de soporte
compacto en R?, y se anula para |x| > a[g], Vy).
Por otra parte, dado que ¢(z,y) € C*, por el teorema del valor medio podemos

escribir

Ap(x+e,y) — p(x,y)
19

— 0,00 p(x,y)| =

(59.3) . .
= 0,08 p(x + £1,y) — 0,050 (x,y)| = |e1 020Fp(x + £2,y)| <

< le| Mglp] =00, Vz,y e R VkeN,

donde [e| > |e1| > |ea| > 0.

Entonces,

(50.4) lim ox+ey) —ez,y)
e—0 £

=0,p(x,y), en K, Yz € R

(donde 0,¢(z,y) € C3°(R?)). En consecuencia, como ¢ es una funcional continua,

Vz € R tenemos

(59.5) X'(z) = lim (g(y), plz tey) — ol y)) = (9(y), Oup(z,y)) -

e—0 g

Con el mismo argumento vemos que, en general,

(59.6) X" (@) = (g(y), Tplz,y)) -

Por lo tanto, x(z) € C§°(R), y el producto directo esté bien definido:

(59.7) (f(x) x g(y), o(x,y) = (f(2), x(z)) -

60. PRODUCTO DE CONVOLUCION EN L;(R)

Sean f(x),g(x) € L1(R). La funcién definida por la convolucién de f(x) y

(60.1) hz) = (f * g) ( /f:v— (y)dy € Ly(R).
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||h||1=/ |dx<// o) o) dy d: =
// D) gl dzdy = [|f1] lgll

donde se ha cambiado el orden de integracién (lo que esté justificado por el teo-

En efecto,

(60.2)

rema de Fubini, ya que la integral doble existe), y se ha cambiado la variable de
integracion r — = + y.

Asi definido, el producto de convolucién es asociativo y conmutativo,
(60.3) (fxg)xh=Ffx(g*h), fxg=g=f.
Por ejemplo,
©04) (Fro)o)= [ fe-nowidy= [ el dz= (g4 D))
donde se ha cambiado la variable de integracion por z = x — y.

La convolucién (f * g) (z) € L1 (R) permite definir una distribucién regular sobre

K,

(60.5) drao = [ {[ se-nowarl e

donde p(z) € K. Como esta funcién es acotada, la integral doble existe; entonces

se puede cambiar el orden de las integrales y la variable de integracion x — x + y,

frgp) = / N / " o — ) gy ola) dody =

= /OO /Oo f@)* g(y) oz +y)dedy = /OO (@) (g(y), olz +y)) dz,

ya que la funcién desplazada o(z +y) € K,.

para obtener

(60.6)

En la Seccién anterior hemos visto que la funcion

(60.7) x(®) = (9(y), p(r +y)) € C*(R)

como consecuencia de la continuidad de g y de que ¢(z + y) € C*(R?). Pero,
en general, y(z) no es una funcién de soporte compacto en la recta debido a que
¢(x + y) no es de soporte compacto en el plano, sino que toma valores constantes

sobre las rectas x + y = constante.
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No obstante, existen ciertos casos en los que

(60.8) (f*xg,¢ / f(z

puede interpretarse como el valor que la distribucién f toma sobre una funcién del

espacio K.

Por ejemplo, supongamos que la funcién g(y) sea de soporte compacto en la
recta y. Como @(x + y) también lo es, y su soporte se desplaza a medida que se
varfa x, se ve que para |z| suficientemente grande la interseccién de ambos soportes

es vacfa. En esas condiciones, y(z) € Cg°(R) y

(60.9) (f*g.0)=(f,x) -

Como el producto de convolucion es simétrico, la misma conclusion se obtiene

si f(x) es de soporte compacto, intercambiando los roles de g(z) y f(z).

Supongamos ahora que el soporte de g(y) sélo esté acotado de un lado, digamos
por abajo. Como el soporte de ¢(x + y) se desplaza hacia la izquierda cuando x
crece, para x suficientemente grande la interseccion de ambos soportes es vacia.
En consecuencia, existe un a[p] tal que si > afp], entonces la funcién x(x) = 0.
Es decir, en este caso x(z) € C*(R), y su soporte estd acotado por arriba.

Ahora bien, si el soporte de la funcién f(x) también estd acotado por abajo, la
interseccién de los soportes de f(z) y x(z), Sop(f(z)) () Sop(x(z)), es un compac-
to. La integral en el segundo miembro de (60.8) sélo es sensible a los valores de
X(x) en esa interseccion, y su valor no cambia si cambiamos la funcién y(z) por

otra funcién de C§°(R) que coincida con ella en el soporte de f(z):

(60.10) x(x) — x(x) € K, tal que x(z) = x(z), Yo € Sop(f(x)).

En esas condiciones,
©01)  Frop)= [ ferv@d= [ i@ = (1.9,

Similares conclusiones se obtienen para el caso en que los soportes de f(x) y

g(x) estén ambos acotados por arriba.

Vemos entonces que, al menos cuando

» una de las funciones f(x) o g(z) tiene soporte compacto,

= ambas funciones tienen soporte acotado del mismo lado,
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la distribucién regular definida por el producto de convolucién f x g puede descri-

birse como

(60.12) (f*xg.0)=(f,0) (6 (9,%),

donde x(x) € K es tal que

(60.13) X(z) = x(2) = (9(y), ¢(z +y)), Yz € Sop(f(z)).

Notese que en ambos casos la interseccion

(60.14) Sop(f(x) x g(y)) N Sop(p(x +y))

es un compacto en el plano. Con un razonamiento similar al anterior, también

podriamos cambiar

oz +y) — @z, y) € C(R?), tal que
(60.15)
o(r,y) = p(z +y), V{z,y) € Sop(f(x) x g(v)),

y representar a la distribucion f % g como un producto directo de distribuciones,
(60.16) ((f*9)(x),0(x)) = (f(x) x g(y), ¢(x,y)) -
61. PRODUCTO DE CONVOLUCION EN K*

Teniendo en cuenta que para mostrar que x(z) = (9(y), o(z + y)) € C>*(R)
so6lo hemos recurrido a la continuidad de la funcional g, vemos que las mismas

consideraciones hechas en la Seccién anterior valen para todo par de distribuciones

fig €K
Entonces, cuando la interseccion de los soportes
(61.1) Sop(f(x) x g(y)) N Sop(p(x +y))

es un compacto en el plano, lo que ocurre al menos cuando

= f 6 g es de soporte compacto,

= f y g tienen soporte acotado del mismo lado,

podemos definir el producto de convolucion de esas distribuciones como un

producto directo:

Definicién 61.1. Vp(z) € K,

(61.2) ((f = g)(@),0(2)) == (f(x) x 9(y), ¢(x,9)) ,
donde ¢(z,y) € C5°(R?) tal que

(61.3) o(z,y) = p(z +y), V(z,y) € Sop(f(r) x g(y))-
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En esas condiciones, se puede demostrar que el producto de convolucion de
distribuciones tiene las mismas propiedades de asociatividad y conmutatividad

que la convolucién de funciones en L1 (R), ecuacion (60.3).

Ejemplo: Si f y g son distribuciones regulares definidas por funciones localmente
sumables, f(z) y g(x), que tienen su soporte contenido en la semirrecta = > 0,

tenemos

(f*9:0) = (). (99), 2w +1))) =
OO!]

-

[
/““”{/f }
([ o)

donde ¢(x) € K tal que p(z) =0, Yx > afp]. Entonces, la convolucién f * g es la

(9(y)
(W) oz +y) dy de =
9y —

z)"p(y) dydr =

distribucién regular dada por la funcién

©15) G = [ fOsa-9d= [ fe-9a) .
0
o
La funcional é(x — a) es de soporte compacto, al igual que sus derivadas de

todo orden, de modo que existe su convolucién con todo otro elemento de *:

Vo(x) € K se tiene

(0(z —a) * f(2), o(x)) = (f(z) * 0(z — a), p(z)) =
(61.6)

= (f(2) 0(y —a), p(z +y))) = (f(2), p(x + a)) .

Recordando que

(61.7) (f(z = a), (x)) == (f(2), p(x +a))

vemos que

(61.8) d(r—a)* f(x) = f(z)*d(x —a) = f(x —a).



Teoria de distribuciones 199

En particular, para a = 0,

(61.9) 0(x) x f(z) = f(x)* 6(x) = f(z),
lo que muestra que §(z) es la unidad respecto del producto de convolucién.

Si D, es un operador diferencial a coeficientes constantes, tenemos

(Dad(x)  f(2), p(x)) = (f(2), (Dyd(y), p(x +y))) =
(61.10) = (f(2), (0(y), Dye(x +y))) = (f(2), (6(y), Drp(z +y))) =

= (f(2), Dyp(x)) = (Do f(2), o(2)) -

Por lo tanto,
(61.11) D, é(z) * f(x) = D, f(x).
Ademas,

(Dx(f * 9)(x), p(x)) = ((f * g)(x), Dyp(x)) =

—

(61.12) = (f(@), (9(0), Divylw + 1)) ) = (f(2), (Dyaly), oz + ) =

= (f(x) x Dpg(z), p(x))

de modo que

(61.13) Dy (f = g)(x) = f(x) * Dag(a) = Dy f(x) x g(x) .

Entonces, un operador diferencial a coeficientes constantes aplicado sobre un pro-

ducto de convolucién actia sobre uno cualquiera de los factores.

Lema 61.2. De la convergencia f, — f en K* se deduce la convergencia de

fnxg— f*g en, al menos, las siguientes condiciones:

» [0s soportes de las distribuciones {f,} estin contenidos en un mismo con-
junto compacto,

= g es de soporte compacto,

» [os soportes de {fn} y g estin acotados del mismo lado y de manera inde-

pendiente de n.

En esos casos, el producto de convolucién es continuo en ¥,

(61.14) lim (f, *g) = (nh_{glo fn) * g .

n—oo
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Corolario 61.3. Si la funcional f; depende de un pardametro t y existe su deri-

vada débil respecto de t,

(61.15) (atft(-T), 90(23)) — gi% (ft+€<x>8_ ft(l’) : (,0(.15)) 7
entonces
(61.16) O (frxg)=0fixg

en cualquiera de las siguientes condiciones:

» [as funcionales f; tienen sus soportes contenidos en un mismo conjunto
compacto, independiente de t,

= g es de soporte compacto,

= f, y g tienen soportes acotados del mismo lado, y de manera independiente
de t.

Es sabido que la transformada de Fourier de un producto de convolucion de
funciones sumables en la recta, fi(z), fa(z) € Li(R), estd dado por el producto de
sus transformadas de Fourier, F[f, * f2](0) = V27 F[f1](¢) F[f2](c). Veremos que
esta propiedad se extiende al producto de convolucién de distribuciones sobre el
espacio K cuando uno de los factores es una funcional de soporte compacto.

En efecto, si fi1, fo € K*, y f2 es de soporte compacto, el producto de convolucién

f1 * fo estd definido por

(61.17) (fix fo,0) = (f1.X)
donde
(61.18) x(@) = (fa(y), o(r +y)) € C°(R) .

Ya sabemos que la transformada de Fourier de una distribucién de soporte com-
pacto puede ser representada como una distribucién regular sobre el espacio Z, de-
finida por una funcién analitica entera de crecimiento polinomial (ver ec. (57.23)),

Flf2](0) = go(0). En esas condiciones,

x(@) = (f2(y), p(x + ) = (Flo()], Flo(z + y)]) z =
(61.19) = (92(0), € 7%Y(0)) ; = [7o €7 g5(0) (o) do =

= V21 F 7 [g3(0) ¥(0)] (2),
donde (o) = Fle(x)](c), y donde hemos tenido en cuenta que el producto
g5(0) (o) € Z.
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En consecuencia,

(fi* fa0)x = (fu, V20 F 1 [g3(0) (0)]) =
(61.20) (FLAL V21 g5(0) ¥(0)) 5 = (V27 ga2(0) FIfi], ¢(0)) , =

= (F[fr* fo),¥) 5 , V(o) € Z.

Por lo tanto,
(61.21) Flfr* fo] = V2r FIfi] FIfa)

donde una de las distribuciones tiene soporte compacto y su transformada de

Fourier es una funcién analitica entera de crecimiento (a lo sumo) polinomial.

62. APLICACIONES DEL PRODUCTO DE CONVOLUCION

Ecuaciones elipticas: Sea p(x),x € R3 una densidad de masa continua y de
soporte compacto. El potencial gravitatorio que produce satisface la ecuacion di-

ferencial de Poisson,
(62.1) Av(x) = plx).

cuya solucion es una funcién con derivadas continuas de segundo orden dada por

la integral

(62.2) v(x) = _1/ o) d’y .

Ar Jps || x =y |
Ahora bien, esa expresién tiene el aspecto de una convolucién (en tres dimen-

siones):

(62.3) v==Gxp,

donde la funcién de Green del Laplaciano®®, G = con r =| x ||, es una

distribucién regular definida sobre C5°(R?) que satisface
(62.9) AG(x) = 0(x).

43La funcién de Green del Laplaciano en un espacio de dimensién n es la solucién de la

ecuacion diferencial inhomogénea

_ ,r2—n
62.4 NG=0=>G=+—— 2
(62.4) = TEDIE
) ,n.n/2
donde 2, = ———— es la superficie de la esfera de radio 1 en dicho espacio.

I'(n/2)
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Consideremos ahora una distribucién arbitraria de soporte compacto, p € C§°(R?)*.

La distribucién definida por la convoluciéon v = (ﬁ) x p satisface la ecuacion de

Poisson,

(62.10) AU:A(4_1 *p):(A4_1)*p:5*p:p.

Tr mr

En general, dada una ecuacién diferencial eliptica a coeficientes constantes,
(62.11) Lu=f,

ella puede ser estudiada en el espacio de distribuciones (tomando por inhomoge-
neidad f a una distribucién de soporte compacto).

La funcién de Green de L es una distribucion que satisface
(62.12) LG =3.

Ella estd definida a menos de una solucién de la ecuacién homogénea. Si G es
conocida, una solucién particular de la ecuacién inhomogénea (62.11) puede ser

2—

En efecto, como r?~" es una distribucién regular (respecto de la medida de integracion d"x =

r"=LdrdQ), para p(r, Q) € C5°(R") tenemos

(Ar"2 ) = ("%, Ap) = M [ 727" Aplx) d'x =
r>e

(62.5)
= lim {? . {7'2’” ?gp(x) — (%) ?7"2*”} + w(x)ArQ’”} d"x.

e—0t r>e

Teniendo en cuenta que 72~" es una funcién homogénea de grado (2—n), se verifica que Ar?=" =

0. Entonces,

(Ar"2,p) = lim / {—e*""0rp(x) + o(x) (n —2) """} e dQ,

e—0t

(62.6) = lim {—5 /7"=6 Oro(x)dQy + (n —2) /7"=6 (%) dQn} =

e—0t

=0+ 2 -1 (0) = (2-n)Qn (6(x),0(x)) ,
para toda ¢(x) € C5°(R™).

En consecuencia,

,,,2—n
2. Al — | =9
(627) (o) =009
para n > 3. Para dimensién n = 2, un cédlculo enteramente similar muestra que
logr
2. A =0(x).
(62) (%27) = d)
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escrita como v = G * f. En efecto,

(62.13) Lu=L(Gxf)=LGxf=0xf=f.

Ecuaciones parabdlicas: En la teoria de la transmisién del calor, la temperatura
de una barra infinita evoluciona segin la ecuacién

ou  0%u

ot 0x%’

donde u(z,t) tiene una derivada primera respecto de ¢ y una derivada segunda

(62.14)

respecto de = continuas para t > 0. Si la distribucién inicial de temperatura en
la barra estd dada por la funcién u(x,t = 0) = p(x), la solucién de (62.14) para
t>0es

(z—y)?

(62.15) u(x,t):\/i?/ooe_ At ply)dy.

Si p(z) € L1(R), esta integral (que existe para una clase més amplia de funciones)

puede ser escrita como la convolucién

1,2

e At
Tt ()

En el caso general, podemos suponer que p(z) es una distribucién arbitraria de

(62.16) u(z,t) =

soporte compacto, mientras que u(zx,t) en (62.16) es una distribucién en la variable
x que también depende del parametro t.
La derivada débil de u(x,t) respecto de ese parametro estd dada por

x? x?

e 4t e 4t

\/4_7'('15 *M(ZL‘) = 0 \/m */J(.T),

en razén de las propiedades de continuidad de la convolucién antes mencionadas.

Po otra parte,

(62.18) Ou(z,t) = 02

2

Finalmente, teniendo en cuenta que e\;% € C* (R x (RT\{0})), de modo que

sus derivadas como distribucién y derivada débil coinciden con las respectivas
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derivadas parciales como funcién de ambas variables**, y dado que

1’2

o 2 )e 4t
(62.20) {a—@}\/m—oa

vemos que u(x,t) satisface la ecuacion diferencial

0 0?
62.21 — - — t)=0.
(6221) {5~ 5 w0
Ademds, para t — 07 también satisface la condicién inicial,
x? x?
e 4t e 4t

(62.22)  lim ¢Eﬁ*“@) =l i * p(w) = 0(x) * p(x) = plx)

(ver ecuacién (51.11)). o

En el caso general, dada la ecuacién diferencial a coeficientes constantes

ou 0
2.2 — =P =
(62.23) ot (am) “

donde u(z,t) es una distribucién en la variable = que depende ademés del pardme-
tro t, el problema de Cauchy consiste en hallar una soluciéon que se reduzca a una
distribucién dada p(z) para t — 0.

La solucién de esa ecuacién para la cual la condicién inicial es p(x) = 0(x),
G(z,1), es llamada soluciéon fundamental. Una vez conocida G(z,t), la solucién

del problema de Cauchy se expresa como
(62.24) u(z,t) = Gz, t) * p(z),

suponiendo que la convolucién en el miembro de la derecha esté bien definida. En

efecto, para t > 0 tenemos
0 )
{a—P(aﬁ}“%”—

_{%—P((%)}G(x,t)*u(x)—O*M(l‘)—O,

(62.25)

4 efecto,

—z ale] —2

e 4t e 4t
62.19 0 , = 0 dz
(62.19) ( = so(x)) /. ( m) pla) da

puesto que esta integral converge uniformemente para t > 0.
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mientras que

(62.26) lim u(x,t) = m G(z,t) % p(z) = d(x) * p(x) = p(zx).

t—0t t—0T

Ecuaciones hiperbdlicas: Una solucién fundamental de la ecuacion de las

ondas en una dimension,

Pu  0*u

2.2 — =
(62.27) ot2  Ox? 0,
esta dada por
1
(62.28) G(z,t) = 5 {0(z+1t)—0(x—1)} .
En efecto, es inmediato mostrar que®®
0’G  0°G

En cuanto a la condicién inicial, es evidente que

lim G(z,t) =0,

t—0t

(62.32)
lim G, ) = lim % (6(z+1) +(z — 1)} = 8(x).

t—0t
Llamemos G/(z,t) a la derivada débil de G(x,t) respecto de t,
. 1
(62.33) G(x,t) := 0,G(z,t) = 5 {6(x+t)+d(x—1)}.

Ella constituye una segunda solucién fundamental, que difiere de la primera en las
condiciones iniciales que satisface.

En efecto, también resulta inmediato verificar que
PG G
62.34 — - —=0
( ) ot Ox?
Por otra parte,
lim G(z,t) = lim 0G(z,t) = d(x),
t—0

t—0t

(62.35)
lim 0,G(z,t) = lim 9?G(z,t) = lim 9>G(z,t) =0,

t—0t t—0t t—0t

45,a derivada débil de 6(x — t) respecto de t estd definida por

(62.29) 9 (0(x — 1), p(x)) = O /too p(a) de = —p(t) = = (0(z = 1), p(2)) ,
de modo que 0,0(z —t) = —0(z — t). Similarmente,
(62.30) O (0(x —1),0(x)) = Op(t) = @'(t) = (=0 (x — 1), () ,

de donde 9;6(x —t) = —¢'(x — t).
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Ya que
, 2 R T 2 _
por (62.32).

En esas condiciones, la solucién de (62.27) que satisface las condiciones iniciales

u(z,t =0) = up(x), Qu(x,t =0) = ui(x), estd dada por
(62.37) u(x,t) = Gz, t) *x uy () + Gz, 1) * up(z) .

En efecto, por las propiedades de la convolucién es evidente que
0? 0?
{ﬁ I i

0 A
={@—@}G(%@*UK@JF{@—@}G(%U*UO@)ZU

Por otra parte,

(62.38)

u(x,07) = 0% up(x) + () * ug(x) = up(z),
(62.39)
Opu(z,t) = 0(x) * up(x) + 0 *x up(z) = uy(z) .

Nétese que, siendo G(z,t) y G(z,t) de soporte compacto Yt > 0, la ecuacién
(62.37) tiene sentido YV ug, u; € K*.

Por otra parte, la solucion puede ser escrita como
1
u(z,t) = G(x,t) xuy(z) + > {6(x+t)+d(x —t)} xup(z) =
(62.40)
1
= G(x,t) xu(z) + 5 {up(x +t) + up(x — )},

en términos de la distribucién g trasladada. Si ademads u; es regular’®, obtenemos

la solucion de DAlembert,

T+t
(62.42) u(z,t) = % {uo(z +t) + ug(z — t)} + % /t u(y) dy .

46Para u; regular tenemos

(G(z,t) * ur(x), p(x)) = (ur(y), (G(z, 1), p(z +y))) =
(62.41)

= [ i) (5[ ey dn) dy = [, (5[4 wil) dy) o) da.



Teoria de distribuciones 207

Para el caso general de una ecuacién de orden m en ¢, si P(z,t) es un polinomio
en dos variables a coeficientes constantes y de orden m en ¢, el problema de Cauchy

consiste en hallar la solucion de la ecuacién diferencial

(62.43) P (a%’ %) u(a,t) = 0

que satisfaga las condiciones iniciales
u(z,t =0) =up(x), u(z,t =0)=u(z), ...,
(62.44)

O tu(z,t = 0) = Up,_1 (7).

Se llama solucién fundamental a aquella distribucién Gg(x,t) que satisface la

ecuacion homogénea (62.43), y las condiciones iniciales

(62.45)  Go(x,t=0) =0, 0,Go(x,t =0)=0, ..., O 'Go(x,t =0) = ().
Noétese que
9 9\ . B g 9 B

dado que P tiene coeficientes constantes, y que ademas

OkGo(z,t =0) =0, 9,0°Gy(z,t=0)=0, ...,
O EGo(z,t = 0) = 6W) (),
(62.47) 0,Go(z,t=0)=0, 9,0,Go(x,t=0)=0, ...,
OM=20,Go(x,t = 0) = 6(x) ,

8{”_1&6*0(95,75) = Q (%, %) G0($, t) s

donde Q(z,t) es un polinomio de orden m — 1 en ¢, de modo que

(6248) 8{”_1&5G0(m,t = O) == Am—l (%) 5(1’) .

Se ve entonces que, tomando combinaciones lineales de 0,Gy(x,t), Go(x,t) y de
sus derivadas respecto de x, es posible construir una segunda soluciéon fundamental

G1(z,t) que satisfaga (62.43) y las condiciones iniciales
Gi(r,t=0)=0, 0,Gi(z,t =0)=0, ..., " *Gi(z,t =0) = §(z),
(62.49)
O 'Gy(x,t=0)=0.
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Este proceso puede continuarse para construir nuevas soluciones fundamentales
Gr(x,t), con k = 1,2,...,m — 1, con derivadas nulas en ¢ = 0 a excepcién de
OFGr(z,t = 0) = §(x), para finalmente expresar la solucién de (62.43) y (62.44)

CcOomo

(62.50) u(x,t) = Gp-1(z,t) *ug(z) + Gpro(z, t) *uy () +- - -+ Go(x, ) *Upy—1 () .

63. DERIVACION E INTEGRACION DE ORDEN ARBITRARIO

Sea g(x) una funcién localmente integrable con soporte en la semirrecta z > 0.
La primitiva de orden n de g(z) que se anula en = = 0 estd dada por la férmula
de Cauchy,

(6.1 (@) = g5y | o) =0y,
paran = 1,2,..., como puede comprobarse facilmente integrando por partes.
El segundo miembro de esta igualdad también puede ser entendido como el

producto de convolucion de dos distribuciones regulares,

n—1

(63.2) 9 (2) = 9(2) * o = 9() % B,

dado que ambas funcionales tienen soporte contenido en R* (ver ec. (61.5)).
Pero el miembro de la derecha de (63.2) tiene sentido, no sélo para distribuciones
regulares, sino para toda distribucién con soporte en R*. En particular, paran = 1

tenemos
0

(63.3) 9 (@) = 9(2) % et = 9(a) 5 0(2),

lo que corresponde a una primitiva de g como distribucién, ya que

= (0() # (2)) = () () = 6(a) » 9(a) = ().

Nétese que Sop (g(l)) C R*. En efecto, si Sop(¢(z)) NRT = () entonces

(63.4) 9y ()

x(@) = 0y), ez +y) = [ ey)dy =0,V >0=
(63.5)

= (9(a), (@) = 0= (g (@), (x)) = 0.

Por lo tanto, gq) es la primitiva de g que tiene su soporte contenido en R*.

En la Seccién 54 hemos visto que la distribucién ®y = 237'/T'(\), que es re-

gular para R(\) > 0, existe por extensién analitica en todo el plano complejo del
parametro A como una distribucién con soporte en R*. En efecto, dado que xf‘r_l
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y T'(\) sélo presentan polos simples en A = —k, con k € N, de (54.16) y (54.9)

tenemos

Res 2’| (=1)k6® (z) /!
63.6 lim @) = A==k _ L 50
(63.6) e T ResTO,__, (—1)*/k! (),

para k=0,—1,—-2,...

En consecuencia, la convolucion

(637) g()\) = g* (I))\

tiene sentido V g € K* con soporte contenido en RT, y se extiende analiticamente a
todo el plano A como una distribucién con soporte en esa semirecta’’. En particular,

para A = 0 tenemos

(63.8) goy=9*xPo=gxd(z) =g,
mientras que para valores enteros negativos de A,

(63.9) Gy =g* P, = gx 0" (z) =g
se reduce a la derivada n-ésima de g (como distribucién).

Vemos entonces que una misma expresion, la convolucién en el miembro de la
derecha de la ec. (63.7), da las derivadas y primitivas de la distribucién g para
valores enteros de A. Pero esa convolucién tiene también sentido VA € C, por
lo que podemos llamar a gt=" := g(,) la derivada de orden (—\) de g (o,

equivalentemente, su primitiva de orden ).

Esta operacion de derivacién (o integracién) de orden complejo tiene algunas
propiedades de la derivaciéon usual. Por ejemplo, la derivada de orden —pu de la
derivada de orden —A\ es la derivada de orden —(\ + ). En efecto, consideremos

la convolucién

xj\:l x‘fl
YT\ T(p)

Para $(A) > 0y R(p) > 0, se trata de la convolucién de distribuciones regulares

con soporte en Rt que, por (61.4) y (61.5), se reduce a la distribucién regular
oo, A—1

4TRp efecto, si Sop(p(z)) NRY = 0, entonces x(z) := (Pr(y), o(z +y)) = / 3;\()\)
0

y)dy = 0,Vz > 0,YR(N\) > 0y, por extensién analitica, también VA € C. En consecuencia,
(g(x), X(x)) = 0, es decir, (g (2), p(x)) = 0.

oz +
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definida por la funcién

vyt oyt

() (0) = [T sy =

(63.11)
x)\—‘ru—l

= —— 1 — )Ml
= Frga J, -

para x > 0,y (®y*xP,)(x) = 0 para < 0. La integral en el miembro de la
derecha de (63.11) es la funcién de Euler

T ()

(63.12) B\, p) = /0 (1—2)M 2t tde = TOtp)

En consecuencia, para R(\), ®(x) > 0 tenemos que

Ap—1

63.13 Oy 5P, = —F =D, .
( ) )\* )z P(}\+/,L) A

Pero, en virtud de la unicidad de la extensién analitica de ambos miembros (en A
y en u), esta igualdad vale VA, u € C.
Entonces,
(63.14) (g D\)x P, =g* (Pr*xP,) =g*xPry,, VA, peC.
En particular, si p = —A,
(63.15) (gxP\)*x D, =gxPy=g=*d(zx) =g,

de donde resulta que las operaciones de derivacion e integracién de orden arbitrario

son la inversa una de la otra.
Otras consecuencias:

(63.16) Dy =Dy, x6(x) =Dy P x0(x) = D_y x0(z) = 0N (z),

x)\—n—l (N )
63.17 - ) =0y kP =, , =D, =5 ().
( ) <F(/\—TL)) A—n A A—n—2A n ()
El problema de Abel: Consideremos una masa m que puede deslizarse sin ro-
zamiento, bajo la accién de la gravedad, sobre una curva en un plano vertical. Se
trata de estudiar el tiempo t(x) que le toma a esa particula alcanzar el nivel z = 0,
si parte desde el reposo a una altura z = x.

De la conservacion de la energia tenemos

(63.18) %mv(z)2 =mg(r — 2) = |[v(2)| = V29(x — 2).
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Entonces, la componente vertical de la velocidad a una altura z esta dada por

(63.19) % = —v/2¢9(x — z) sinf(z),

donde 0(z) es el dangulo que forma la tangente a la curva en ese punto con una
recta horizontal.
Si la forma de la curva fuese conocida, digamos y = y(z), tendriamos que

cot0(z) = dy/dz, y la solucion estaria dada por

* dz
63.20 t(r) = / .
( ) (@) 0 V2¢9(x —z) sinf(z)
En cambio, la pregunta que se pretende responder aqui es cual es la curva y(z)
que hace que el tiempo de caida, t(z), sea una funcién dada de la altura x desde la
cual es soltada la particula. Para ello basta con determinar de (63.20) la funcién

©(z) = 1/sinf(z), por lo que el problema se reduce a resolver la ecuacién integral

de Abel

T__el) dz =t(x).

0o V29(r —2)

Notese que se trata de una ecuacion integral de primera especie, del tipo de

(63.21)

Volterra, cuyo nicleo no es de cuadrado sumable.

Maés generalmente, se llama ecuacion de Abel generalizada a
e —2)"
63.22 —_ dz =
(63.22) | Ty el = fa).
donde 0 < o < 1, p(2) es la incognita y f(x) es una funcién dada. En particular,
para « > 1/2 el nicleo de ese operador integral de Volterra no es de cuadrado
integrable.

Ahora bien, esta ecuacién también puede interpretarse como

(63.23) T )*90=<I>1_a*90=f,

'l -«
que tiene sentido Vo € C, y V f € K* de soporte contenido en R*. Su solucién en

el espacio de distribuciones esta dada simplemente por

(63.24) =Dy 1% (P1_ox0) =Dy 1% [ =PuxD 1 xf =, f.

Supongamos ahora que f sea una distribucion regular definida por una funcién
f(z) diferenciable para z # 0 y nula para x < 0. Entonces, su derivada como
distribucién es

(63.25) o) = Y@

o T fO07)d(@),
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y la solucién de (63.23) se reduce a

d,
(63.26) o) = @o() « LD 4 107 @),
En particular, para o > 0 (lo que hace a ®,, regular) se tiene
o1 T (x _ Z)a—l df(z)
63.27 = f(07) =— d
(63.27) o) = 100 fr + | o G e
para x > 0.
Volviendo al problema original (donde o = 1/2), si tomamos, por ejemplo,
f(z) = T\/2g/7 constante, entonces % = 0 y obtenemos
1 T/ 2g
63.28 = =
( ) #(r) sinf(x)  mw/z '
lo que conduce a una cicloide (is6crona) para la trayectoria de la particula. o

64. DESCOMPOSICION EN DISTRIBUCIONES PROPIAS

Los operadores (esencialmente autoadjuntos) que representan a los observables
de la Mecédnica Cudntica posicién e impulso no tienen autovectores en La(R) .

En efecto,
(x—=Np(z) =0=p(r) =0 a. e. = p(x) = 0(x) € La(R),
(64.1) p
(—i@ — )\) p(z) = 0= ¢p(z) ~ ™ ¢ Ly(R).
No obstante, esos problemas de autovalores si tienen solucion en S*, porque
(64.2) (x=XN)o(x—A)=0,YAXeER,

mientras que e** € §* ,V\ € R.
Veremos en qué sentido estas distribuciones propias conforman sistemas ortogo-

nales y completos.

Primero senalemos que, identificando las funcionales regulares con las funciones

que les dan origen, podemos escribir
(64.3) S CLy(R)C S

Consideremos ahora un operador lineal A : § — S, simétrico y continuo respecto

de la convergencia en ese espacio. Entonces

((Pl, A@Z)Lz(R) = (Agpla SDQ)Lz(R) ) v@l(x)a @2(37) € 87
(64.4)
lim Ap,(z) = Ap(xz) en S, Vo,(z) — p(x) en S.

n—o0
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Su adjunto en La(R), Af, estd definido en un dominio D(A') D S, y su grafica
contiene a la de toda extension simétrica de A en el espacio de Hilbert.

Por otra parte, para toda funcional f € §*, la expresion

(64.5) (9,0)s = (f, Ap)s

define una distribucion sobre S. En efecto, la linealidad de g es evidente a partir
de la linealidad de A y de f. En cuanto a la continuidad, tomemos una secuencia

convergente ¢, (x) — p(z) € S. Entonces

(646)  lim (9, 0)5 = lim (/. Apu)s = (f. lim Ap,) = (1, A9)s = (9.9)s.

n—oo

dada la continuidad de f y de A.
En esas condiciones, podemos decir que el adjunto de A en §*, que también

denotaremos por Af, estd definido sobre todo ese espacio de modo que
(64.7) Alf=g.

Asi definido, A" es evidentemente lineal y continuo respecto de la convergencia
débil. En efecto, si f,, — f en 8*, Vy(x) € S tenemos

(64.8) lim (A'f,0)g = lm (fu, Ap)s = (f, Ag)s = (ATf. ) -

n—oo

En particular, Vi(z) € S C §* y Vp(z) € S, y teniendo en cuenta que A es

simétrico y que Ay (x) € S, tenemos

(64.9) (A, 0) s = (¥, Ap)s = (¥, AD) L, @) = (A, @)@ = (AY, 0)s

y, en consecuencia, Ay)(z) = A (z). En ese sentido, AT constituye una extensién
de A a todo S*.

Una distribucién® y, es una funcional propia de AT correspondiente al autovalor
A si

(64.10) ATy = Axa .
Se puede demostrar el siguiente teorema (ver I. M. Guelfand y G. E. Chilov, Les
distributions, Vol. I - IV).

48Recordemos que toda distribucién sobre S es la derivada de cierto orden (finito) de una
distribucién regular definida por una funcién continua en la recta, cuyo crecimiento es a lo sumo

polinomial.
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Teorema 64.1. Si el operador lineal A : S — S es simétrico y continuo, y admite
una extension autoadjunta en Lg(R), entonces la extension de A a S*, AT, admite
en ese espacio un sistema ortogonal y completo de distribuciones propias (en

un sentido que se aclara a continuacidn), correspondientes a autovalores reales.

En ese enunciado, completo significa que toda funcional regular 1 definida por
una funcién ¢ (z) € S (denso en Ly(R)) es el limite de un desarrollo débilmente

convergente de la forma

(64.11) = (s xa-

A

Esto significa que V p(z) € S se tiene

(64.12) (©,9)s = (Vs @)@ = D, (i ¥)s (X ©)s
A
En particular, para ¢ (z) = ¢(zx),

(64.13) (e @)s = lell® =D 1(xr)s

Esta ecuacién es una generalizacién de la igualdad de Parseval (que, a su vez,

generaliza el teorema de Pitdgoras), lo que justifica el término ortogonal.

Estos resultados se extienden a todo el espacio de Hilbert Ly(R) = S en el
siguiente sentido: si f(x) es una funcién de cuadrado sumable en la recta, entonces

la distribucion regular que ella define es el limite débil de un desarrollo de la forma
(64.14) f=>FWx,
A

donde los coeficientes de ese desarrollo satisfacen

(64.15) 112 =3 |Fof

Ejemplos: El operador impulso, definido como P = —i% sobre D(P) = S, es
simétrico y continuo sobre S, y admite una (tinica) extension autoadjunta en La(R)
(ver las Notas sobre operadores no acotados).

Su extensién a S* estd dada por P'f = —if’, para toda f € S*. En efecto,

V¢ € S tenemos

(6416) (PTfa 90)5 = (fa _2.90/)5 = (_ifla 90)8

Las funcionales propias de P' son distribuciones regulares que estan dadas por
AT

V2r

las funciones x, = para todo A € R.
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Segun el teorema anterior, para ¢(z) € S se tiene

00 ez/\x
(64.17) gp(a:)—/_ o(N) Nor d\

en el sentido de la convergencia débil, donde

PIAT 00 ,—IAT
(64.18) P(A) = (—790(90)) =/ p(z) dx .

En efecto, en este caso () no es otra cosa que la transformada de Fourier de

e(x) € § C Li(R) y la integral en (64.17) converge uniformemente en A (ver el
Lema de Riemann - Lebesgue en las Notas sobre la Transformacion de Fourier en
Ly(R)).

La ortogonalidad se reduce en este caso a

(64.19) lollb? = / B dA = [ 3 [l:2,

que es la igualdad de Parseval.

Por otra parte, dada f(z) € Ly(R), la funcional regular que ella define es el

limite débil de una integral de la forma

N~>oo

(64.20) = lim / e

donde f()\) € Ly(R) y satisface || f(A) [la=| f(z) ||l2. En efecto, f(A) es aqui la
transformada de Fourier de f(x) (en el sentido de Ly(R)) y la convergencia en
media del lado derecho de (64.20) (ver el Teorema de Plancherel en las Notas

sobre la Transformacion de Fourier en Ly(R)) garantiza su convergencia débil.

Similarmente, con las distribuciones propias del operador posiciéon podemos es-

cribir para toda f(z) € Ly(R),

(64.21) fla) = /_ TR 8 — V) da

en el sentido de convergencia débil de la integral. En efecto, V¢ € S tenemos
(64.22)

/ Fx Ne@)ir= [ T N AN = () = (1 9)s
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