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6 0. INTRODUCCION

0.1 Espacio topologico

Definicién 0.1 Un espacio topoldgico es un par (X,T') formado por un con-
junto X y una familia T" de subconjuntos de X tal que:

1. XeT, O0eT
2. VG,G eTesGNG €T

3. V{Gi}iel C T es U G;eT
el

Si (X,T) es un espacio topoldgico, a T se le llama topologia en X y a los
elementos de T se los denomina abiertos de (X, T).

Observacién 0.1 Sean X un conjunto y M = {M; C X, i € I}. Es claro
queVJ Cles UM ={reX|3ieJ|re M} Asimismo

i€J
N M; ={x € X|x € M;Vi € J}; por otra parte, si J =0 es U M; =0y
ieJ €@
N M = X,
€D

Asi se obtiene el siguiente resultado:

Proposicién 0.1 Sean X un conjuntoy T'={G; C X, i € I} entonces
a)vJcl UG, eT
ieJ
b)VF C I finito ( G; €T
el

T es una topologia en X <=

Dado un conjunto X, una topologia 7" en X es un subconjunto de p(X), es
decir, T' C p(X). Todas las topologias posibles en un conjunto X constituyen
un conjunto

7(X) ={T C p(X)|T es topologia en X} C p(p(X)).

El par (7(X),C), donde “ C ” es la relacién de inclusién, constituye un con-
junto ordenado con primer y ultimo elemento. Si T,7" € 7(X) y T C T’ se
dice que “ T es menos fina que T"” o que “ T es més fina que T.” El primer
elemento de (7(X), C) es la denominada topologia trivial en X y se denota
por Ty = {X,0}. El dltimo elemento de (7(X), C) se llama topologia discreta
en X y se denota por Tp = p(X). VI' e 7(X) es T CT C Tp.

En general, (7(X), C) no es un conjunto totalmente ordenado; en efecto, si X
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es un conjunto con mds de un elemento, es decir, | X| > 2 entonces Ja,b € X
con a # b. Sean las familias T} = {0, X, {a}} y To = {0, X, {b}}; es claro que
T1,Ty € 7(X) pero Ty ¢ To y To ¢ T, es decir, existen topologias en X que
no son comparables, luego el orden no es total.

0.2 Base de una topologia

Definicién 0.2 Sea (X,T') un espacio topoldgico; se dice que la familia
B ={B;}icr C p(X) es una base de T' si cumple:

1. BCT

2.VGeT 3JcCcI | G=UB,;
ieJ
Proposicién 0.2 Dado un espacio topolégico (X,T') y una familia B C p(X)
se tiene que
)BCT
T
B es base de ‘:*{ NVGeT,VoeeGIB, € Bloe By CG

Ejemplo 0.1 Dado un conjunto X y dada una familia B C p(X), en general,
no siempre existe una topologia T" en X tal que B es base de T.

X=R B ={(+,1),(0,—)} Si existiera T topologia en R tal que

B es base de T entonces B C T = («,1) € T'y (0,—) € T de donde
(«,1)N(0,—) = (0,1) € T lo cual es absurdo, pues el intervalo (0,1) no
puede expresarse como unién de elementos de B.

Proposicién 0.3 Sean X un conjunto y B = {B;}icr C p(X)
3T topologia en X tal que B es base de T <

1. X=UB,
el

2. Vi,jel,Vere B;(\B; 3keltalquexec B, C B;B;

Demostracion:
(Lﬁ ”
37T topologia en X tal que B es base de T'; como X € T, Vx e X
Jigel|lzeB, cCX=X= U{z}c UB,cUB CX=
zeX zeX el
X = U B;. Ademss, Vi,j € I como B C T, se tiene que B;(1B; € T —
i€l
VZ'GBZ‘ﬂBj E”ﬂGI‘J}EBkCBZﬂBJ
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[13 <: 7
SeaT =T(B)={U Bi|J € p(I)}; veamos que T' = T'(B) es topologia en X
e

y que B es base de T'(B).

1. Iep(l)= UB;=X eT(B)
i€l

Oe p(I) = U B; =0 €T(B).
€@

2. Sea {Gk}keK C T(B) = Vke K3iJyCcltalque Gy = U B;, =
1€

Uaé=U (U Bi) = |J Bidonde |J Ji € p()
keK keK \icJy ie U T keK
keK

y por tanto | Gy € T(B).
keK

3. Sean G,G" € T(B) = 3J C Iy 3J' C I tales que G = U B; y

i€J
G = U Bj -
jedJ’

ene=(yn)n (u Bj) - U@

i€J jeJ’ i€J
jeJ’
Ahora bien, Vi € J,Vj€ J 'y Vo € Bi\B; 3kj; €1 tal que
xEBkZ’Cj CBiﬂBj -

Bz’ﬂBj: U kaj:BijeT(B)zGﬂG’: U BijET(B).
xEBiﬂBj jieejjl’

Veamos finalmente que B es base de T'(5).

L. Viel, {i} € p(I) = U Bj = B; € T(B), luego B C T(B).

jefi}
2. Sea GeT(B)=—3J CI|G= U Bj; por tanto, Ve € GIi, € J C I
i€
tal que z € B;, C G.

Ademas, si se cumplen 1. y 2. existe una unica topologia en X tal que B
es base suya, y ésta es la topologia menos fina de todas las topologias en X
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que contienen a B. En efecto, se ha visto que T'(B) es una topologia en X tal
que B es base de T'(B); veamos que es la unica topologia en X que tiene a
B por base; sea T una topologia en X tal que B es base de T’, veamos que
T' =T(B). Sea G € T'; como B es base de T", Vo € GJi, € I|

x € B, CG = G = | By, € T(B) puesto que B C T(B) y T(B) es

zeG
topologia en X. Sea ahora G € T(B) = 3J C I|G = |J B;; como
ieJ

B Cc T' y T' es topologia en X se tiene que G € T’ como queriamos de-
mostrar. Finalmente, veamos que T'(B) es la topologia en X menos fina
de todas las que contienen a B; sea T’ una topologia en X |B C T’, y sea

GeTB)=—3JcCI|G= B;. ComoVielJ, B;e BCT' ycomoT es
1€J
topologia en X se tiene que G € T’ luego T'(B) C T c.q.d.

Definicién 0.3 Sean X un conjunto y B = {B;}c; C p(X); diremos que B
es base de topologia en X si se cumplen:

1. X=UB&B;
i€l

2.Vi,jel, Yee Bi(\Bj,3kel|x € B, C B;(\B;

Definicién 0.4 Sean X un conjunto y By B’ bases de topologia en X ; diremos

que B y B’ son equivalentes, lo cual se denota por B ~ B’ si se cumple que
T(B)=T(B)

Proposicién 0.4 Sean X un conjunto y B, B’ bases de topologia en X.
BB e 1)VBeBVYze B, 3B eBB'|re B CB

2)VB' e BVYxe B ,3BeBlre BCB

Demostracion:

“2 b

B~ B < T(B)=T(B), por tanto, si Be BC T(B) =T(B") =

Ve e B,3B € B'|x € B' C B, ya que B’ es base de T(B’); andlogamente, si
B eB cT(B)=T(B)= Vaxe€ B'IBeB|x e BC B yaque B es base
de T(B).

“c b

Sea GeT(B)yseax € G= 3B € Blx € B C G, ya que B es base de
T(B). Ahora bien, por 1) 3B’ € B'lx € BB C BC G ycomo B Cc T(B)y
T(B') es topologia en X, se tiene que G € T(B’). Andlogamente se prueba
que si G € T(B') entonces G € T(B); en definitiva, T'(B) = T(B') < B ~ B/,
c.q.d.
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0.3 Espacios seudométricos y métricos (Fréchet, 1906)

Definicién 0.5 Un espacio seudométrico es un par (X,d) donde X es un
conjunto y
d: X x X — IR es una aplicacién que cumple:

1. Vo,y € X, es d(z,y) >0

2. Ve e Xesd(x,z) =0

3. Va,y € X es d(x,y) =d(y,x)

4. Vr,y,z € X esd(z,y) < d(z,z) +d(z,y)

A la aplicacién d se le denomina seudométrica en X.

Definicién 0.6 Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto
y d es una seudométrica en X tal que Vz,y € X d(z,y)=0=z=1y.

Proposicién 0.5 Sea (X, d) un espacio seudométrico, Vz € X, Ve > 0,

(e € RT) sea

Bl(z) = {y € X |d(z,y) < €} (bola abierta centrada en el punto x y de
radio ), y sea la familia By = {B%(z) |z € X, ¢ € RT}, veamos que By es
base de topologia en X.

Demostracion:

l.Vze X,Vee Rt BiC X =
| Bl(z)c X

ecRT
zeX

Sea x € X, Ve € RT 2z € Bd(z) ya que d(z,z) = 0 < ¢, por tanto,

X = |J Bix)
ceeR+
rxeX

2. Sean z,y € X, e,p€ R" ysea z € Bg(:c)ﬂBg(y); como d(z,z) < ey
d(y,z) < p consideremos ¢ = min{e — d(z, z),p — d(y, z)} y veamos que
z € B{(z) c Bd(z)N Bg(y); sea t € BJ(z) entonces
d(t,z) < d(t,z) +d(z,z) < 0 +d(z,x2) < e—d(z,z) +d(z,2) = =
t € Bd(z); por otra parte, d(t,y) < d(t,z) + d(z,y) < & + d(z,y) <
p—d(y,z)+d(z,y) = p=t e Bly) cqd.
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Asi, Ty=T(By) ={GC X|Vz €G,3e>0,Fye X,z € Bly) CG} =
{G C X|Vx3§ > 0,z € BYx) C G} es la topologia asociada a la seu-
dométrica d. (6 =e—d(z,y))

Ejemplo 0.2 Consideremos el espacio topolégico (R?, T, 2) y las familias

B = {B(2,y))]| (z,y) € R* ¢ € R'} donde d es la métrica euclidea, y
B = {(a,b) x (¢,d)|a,b,c,d € R, a < b, ¢ < d}; pues bien, se tiene que By
B’ son bases de la topologia usual 72 y ademds B ~ B'.

En efecto, veamos que T'(B) = T(B'). Sea un abierto basico de B, B¢((x,y)),
donde ¢ € RT y (2,y) € R? son arbitrarios, y sea (x1,y1) € B4((x,y)); como
B((z.y)) € B C T(B) = 3&1 > 0| (z1.11) € BL (21, 31)) C B(())

(z1,y1)

Seana:ml—gel, b::zl—f—@el, c:yl—gel, d:y1+§51
entonces (z1,y1) € (a,b) x (¢,d) C BZ ((z1,11)) C Bd((z,y)); en efecto,
a<zi <byc<y <d;ademss, si (z1,22) € (a,b) X (¢,d) =

] — @51 <z <mx + @51 Yy Y1 — @61 <z <y + 451, y por tanto,

d2((21, ), (01,90) = (1 —2)2 + (22— 1)’ < G+ F =

d((z1,22), (z1,91)) < €1, luego (21,22) € B ((z1,51)) C B((z,y)) vy asi
T(B) c T(B).

Veamos ahora que T'(B') C T(B). Sea (a,b) x (¢,d) € B', donde a,b,c,d € R
verifican a < by ¢ < d; sea (z,y) € (a,b) x (¢,d) y consideremos

e =min{d —y,y — ¢,z — a,b— 2} entonces (z,y) € B¢((x,y)) C (a,b) x (c,d);
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En efecto, sea (2/,y') € B2((x,y)), veamos que (z',y) € (a,b) x (c,d); se tiene
que

|2/ —z]? < |2’ — 2P+ |y —y|* = d*((z,y), (2, ¢))) < = |2/ —z| <e

y andlogamente se deduce que |y’ —y| < ¢, luego |2/ —z| < e <z —a =
a—x <2 —x<x—a= a<z' yporotra parte

|/ —z| <e<b—zr=2-b< 2 —x <b—a = 2’ <b;portanto, a < 2’ <b.
Igualmente, |y —y| <e<y—c=c—y<y —-y<y—-c=c<y'y
vV —yl<e<d—-y=y—-d<y -—y<d—-y=y <dyasic<y <d,
luego (z',%) € (a,b) x (c,d), lo cual implica que BZ((x,y)) C (a,b) x (c,d) y
como consecuencia T(B") C T'(B) c.q.d.

0.4 Sub-base de una topologia

Definicién 0.7 Sea (X,7T") un espacio topoldgico y sea ¥ = {S;}icr C p(X);

se dice que ¥ es una sub-base de T'si B(X) = () Si|F C I es ﬁnito} es una
icF

base de T
Observacién 0.2 Si ¥ es sub-base de T' = ¥ C B(X) C T.

Ejemplo 0.3 En el espacio topoldgico (IR, T,) la familia
Yu={(— )|z e R} U{(y,—) |y € R} es sub-base de T,,.
Se tiene que B(X,) = {R}U{O} U{(z,y) |z,y € R, con x < y}JX, es base
de T),; téngase en cuenta que si F' = @ C [ entonces (] S; = IR.

€@
Proposicién 0.6 Sea X un conjuntoy X = {S;}icr C p(X); existe una dnica
topologia en X, que designaremos por T'(X), tal que X es sub-base de T'(X).
A esta topologia se le denomina topologia generada por ¥; ademas T'(X) es la
topologia menos fina de todas las topologias en X que contienen a X.
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Demostracién:

Consideremos B(X) = { N Si|F e py:([)}; veamos que B(X) es base de
el

topologia en X.

1. Es claro que |J B C X; ahora, O€ pr(l) =
BeB(S)
NSi=XeBX)y=—=Xc U Byai U B=X
€@ BeB(%) BeB(%)
2. Sean B, B’ € B(X) y sea x € B[ B’, veamos que
dB" € B(X)|x € B” ¢ BN B'; como B,B' € B(X) se tiene que
JF,F' € pr(I) tales que

B—(SyB - ﬂSi:>BﬂB’:<ﬂSi>ﬂ(ﬂ sl-) _ N s

i€l icF’ i€F ieF’ ieF|JF’

donde F'JF' € pr(I), (partes finitas de I), y por tanto,

BNOB' € B(X)=3B"=BNB € B(X) tal que z € B" ¢ BN B'.
Sea entonces T'(X) = T'(B(X)); como T'(B(X)) es la tnica topologia en
X de la cudl B(X) es base, es claro que T'(B(X)) es la unica topologia en
X de la cudl ¥ es sub-base.

Finalmente, si 7" es una topologia en X tal que ¥ C T = T'(X) C T'; en efecto,

scaGeT(X),VeeG, IBeB(X)|lreBCGE=3IFcpr(I)|B= Si
el
pero como Vi € Fles S; € X CT = B €Ty portanto, G € T.

Observacion 0.3

T(E) = { U (ﬂ 5i> |Jcm(1)}

FeJg \ieF
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0.5 Aplicacion continua y homeomorfismo

Definicién 0.8 Sean (X,T) y (X', T") espacios topoldgicos y f : X — X'
una aplicacién; se dice que la aplicacién f: (X,T) — (X', T") es continua si
VG' €T es f7HG) €T

El siguiente resultado sera 1til en los capitulos posteriores:

Proposicién 0.7 Sean (X,T),(X',T") espacios topoldgicos,>'una sub-base
deT'y f: X — X’ una aplicacién; entonces:
f:(X,T) — (X', T") es continua <= VS’ € ¥ es f~1(S) €T

Demostracién:

“ i 2

Evidente, puesto que ¥/ c T”

13 C 2

Si ¥ = {S!}ier C p(X'), como X/ es sub-base de T", VG’ € T",

3T C pr(1),|G" = U (ﬂ 5{) — NG = f_1< U (ﬂ 5{)) =

FeJ \ieF FeJ \ieF

FeJ \i€F
finito se tiene que VF € Jes ) f1(S) e T = f1G") €T c.q.d.

1eF
Definicién 0.9 Sean (X,T),(X’,T") espacios topoldgicos, y f : X — X'
una aplicacién; se dice que f : (X,T) — (X', T") es un homeomorfismo si f
es biyectiva y tanto f : (X,T) — (X',T") como su inversa
(X', T") — (X, T) son aplicaciones continuas. Se dice que el espacio
topoldgico (X,T) es homeomdrfico u homeomorfo a (X', T") lo cual se denota
por (X,T) ~ (X',T") si existe un homeomorfismo f: (X,T) — (X', T7).

U (ﬂ f_l(SZ()); ahora bien, Vi € F, es f71(S!) € T, y como F C I es

Proposicién 0.8 La relacién binaria “ &~ ” (homeomorfico a) es una relacién
de equivalencia.

Demostracion:

1. Reflexiva: (X,T) ~ (X,T) ya que 1x : (X,T) — (X, T) es homeomor-
fismo

2. Simétrica: (X,T) =~ (X', 7") = 3f : (X,T) — (X', T") homeomor-

fismo = f~!: (X', T") — (X, T) es homeomorfismo
— (X', T") ~ (X, T)
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3. Transitiva: (X,T) ~ (X', 7)) y (X', T") =~ (X", T") =
1f: (X, T) — (X', T') homeomorfismo y g : (X', T") — (X", T")
homeomorfismo = go f : (X,T) — (X”,T”) es homeomorfismo —>
(X’ T) ~ (X//’T//)

Observacién 0.4 La composicién de aplicaciones continuas entre espacios
topoldgicos es una aplicacién continua.
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1.1 Definicién. Caracterizaciones. Casos particu-
lares

Observacién 1.1 Sean X un conjunto, {(X;,T;)}ics una familia de espacios
topologicos, y

Viel f;:X — X; una aplicacién. Si tomamos en X la topologia discreta
Tp = p(X) se tiene que Vi € I f; : (X,Tp) — (X;,T;) es continua; esta
observacion pone de manifiesto que existe alguna topologia en X que hace
continuas a todas las aplicaciones f;; pues bien, a la topologia menos fina
de entre todas ellas se la denomina topologia inicial en X para la familia de
aplicaciones dada.

Definicién 1.1 Sea X un conjunto y sea F = {(fi, (Xi,T;))}ier donde

Vi el f;: X — X, es una aplicacién; se llama topologia inicial en X
para la familia F, y se denota por T'r, a la topologia que tiene por sub-base
Sr={f71(G)|Gi €T, iel}

Teniendo en cuenta que si ig € I y G%O, cees Gfo € T;,, entonces

fHGONNHGE) = fi(GL N NGE) donde GE N+ -NGE € Ty,

resulta que B(Xr) = Br = { N fi_l(Gi)\F € pr(l), G, eT;Vie I} y asf
1€EF
Tr :T(E}') = {G C X|V£L’ e GdF € p]:(f), Vie F,3G; € T; con

ze N f71(G)ca}
icF

Proposicién 1.1 Sea X un conjunto, F = {(fi, (Xi,T;)) }ier con
fi : X — X aplicacién Vi € I y T una topologia en X, entonces
)Vielf,: (X, T) — (X;,T;) es continua
T =Tr <= < 2)VT’ topologia en X tal que Vi € I es
fi (X, T") — (X;,T;) continua — T C T’

Demostracion:

43 :> b

Sean i € I y G; € T; y veamos que f;l(Gi) € T'; ahora bien,

fl-_l(Gi) eEXrCTr=T,luegoViel, fi:(X,T)— (X;,T;) es continua.

Sea ahora T” una topologfa en X tal que Vi € I, es f; : (X,T') — (X;,T)

continua, y veamos que T' C T"; sea G € T = Tz, entonces Vz € G,

IF € pr(I)| Yie F,3G; €T, conz € N f;1(G;) C G. Pero Vi€ F, es
i€F

f71(Gy) € T' y puesto que F C I es finito se tiene () f; 1(G;) € T y asi
i€EF
GeT cqd.
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13 <: b))

T'r es una topologia en X tal que Vi € I, f; : (X,Tr) — (X;,T;) es continua,

luego por 2) T' C Tr. Veamos que Tr CT. Sea G € Tr =

Vo € G3F € Pr(I),Vi € F3G; € Ty con z € () f; Y(G;) € G. Por 1),
1€EF

Vi€ F, {7 Y(G;) € T, luego como F € Px(I), es (N f;*(G;) € T, y por
iEF
tanto, G € T c. gq. d.
Proposicién 1.2 Sean X un conjunto, F = {(fi, (Xi,T3)) }icr una familia de
espacios topolégicos donde Vi € I es f; : X — X; una aplicacién, y sea T
una topologia en X, entonces:
V (X', T") espacio topoldgico, Vg : X' — X aplicacién, es
T=Tr<+= < ¢g: (X', T') — (X,T) continua < f;og: (X, T) — (X;,T;)
es continua V¢ € 1

Demostracion:

“ :> 2

“=7Sig: (X, T') — (X,T) es continua, como por hip6tesis T = T'x es
Viel, fi: (X,T) — (X;,T;) continua, y asi Vi € I,

fiog: (X', T") — (X;,T;) es continua.

€ 7

Para probar que g : (X', T") — (X, T) es continua, al ser T' = T'x es suficiente
probar que dado un abierto sub-bésico arbitrario de Xz, su imagen inversa por
g es abierto en T’; sean, pues, ¢ € I, G; € Tj; es f[l(Gi) € Xr, y es claro
que "L (f71(Gh)) = (fi09) " (Gs) € T, yaque fiog : (X', T) — (Xi, T es
continua por hipétesis.

€

Tomemos el espacio topolégico (X', T') = (X,T) y la aplicacién identidad
en X, es decir, g = 1x; es g = 1x : (X,T) — (X,T) continua, luego por
hipétesis Vi € I, fiog = fiolx = f; : (X,T) — (X;,T;) es continua, y
asi T C T'r. Consideremos ahora el espacio topolégico (X', T") = (X, Tr) y
la aplicacién g = 1x; Vi € I, fiog= fiolx = f; : (X,Tr) — (X;,T;) es
continua, luego por hipétesis 1x : (X,Tr) — (X,T) es continua de donde
T C Tr; en definitiva, T =T

Proposicién 1.3 Sea X un conjunto y F = {(fi, (Xi,T;))}ier una familia
de espacios topolégicos donde Vi € I es f; : X — X; una aplicacion; sea
Vi € I, ¥; una sub-base de T}, entonces X' = {fi_l(Si) |i€l,S; €X;}esuna
sub-base de T'x.

Demostracion:
Viel, 5, CT, =Y, CErCTr. SeaGeTryseaxeG=
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IFcPr(I)yvVic FIG, €Tz e N f7(G))cG=VicF,
1€EF

. . pi .
filx) eG e T, = Vie FEngl,...,Sfpi € 3 tales que fi(z) € N S C G;,
k=1

DPi .
y por tanto z € < N ff(Sﬁ’“)) C N £ HG;) C G donde los
i€F \k=1 iEF

fi_l(Sg’“) € Y/, donde F es finito y Vi € F{1,...,p;} es finito, por lo que

N <ﬁ fil(Sgk)) € B(X%) c. q. d.
i€F \k=1



