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Capitulo 1

Conjuntos y funciones

Introduccién. Ademds de fijar alguna terminologia, referente a la teoria de conjuntos, este capitulo
tiene por objeto establecer el concepto fundamental de funcién y estudiar sus propiedades elemen-
tales, a saber: composicién de funciones, funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. Unas breves

palabras seran dichas a cerca de las relaciones de orden y de equivalencia.

1.1. Conjuntos.

Cualquier teoria matemaética debe tener un punto de partida; es decir, se deben aceptar (sin defini-
cién alguna), una serie de términos primitivos y ciertas relaciones entre ellos, llamadas axiomas.
En el caso que nos ocupa, los términos primitivos (que aceptaremos como intuitivos) son aquellos de
conjunto, elemento y pertenencia.

En general, se usaran letras maytsculas A, B, ..., X,Y, ... para denotar conjuntos. Los elementos
de un conjunto seran denotados generalmente, por letras minusculas tanto del alfabeto griego como
latino. Dados un elemento x y un conjunto A pondremos x € A (léase: “x pertenece a A”) para indicar
que z es un elemento de A. En caso contrario se utiliza el simbolo = ¢ A, que se lee: “x no pertenece
aA’.

Sean A y B conjuntos. El simbolo A = B (léase: “A igual a B”) se usard para indicar que A y
B son el mismo conjunto. En caso contrario, usaremos el simbolo A # B que se lee: “A distinto (o
diferente) de B”. Uno de los axiomas de la teoria de conjuntos dice que:

A =B siy solo si Ay B poseen los mismos elementos.

Sean A, B conjuntos. Diremos que A estd contenido en B o que A es un subconjunto de B,
denotado A C B, si todo elemento de A es elemento de B. Si A C B también pondremos B D A, que
se lee: “B contiene a A”. Si A C By A # B diremos que A es un subconjunto propio de B. Note

que cualesquiera sean los conjuntos A, B, C, se tiene:
i) AcC A.

ii) A=Bsiysélosi AC By B C A.



iii) Si AC By B C C, entonces A C C.

Sea A un conjunto y sea P(x) una oracién que tiene a x como sujeto. Un axioma de la teoria de
conjuntos informalmente dice que:

Los elementos x de A para los cuales P(z) es verdadera, es un conjunto.

Ese conjunto serd denotado por {x € A : P(x)}. El simbolo {z € A : ...} se lee: “El conjunto de
los x en A tales que ...”. A fin de aclarar un poco mas el axioma anterior daremos a continuacion

algunos ejemplos.

1) El conjunto vacio. En el capitulo siguiente admitiremos como un axioma més, la existencia del
conjunto de los ntimeros reales. En particular, tendremos la existencia de al menos un conjunto
A. Consideremos ahora la oracién P(x) = “x no pertenece a A”. Por el axioma precedente se
tiene un conjunto definido por {x € A : x ¢ A} que denotaremos por () y que llamaremos
conjunto vacio. Note que ) es el tinico conjunto que no tiene elementos. Note también que
para cualquier conjunto X se tiene () C X (porque no hay elementos en () que no pertenezcan a
X).

2) Conjunto Singular. Sea A un conjunto y sea a € A. Considerando la oracién “z es igual a a”
obtenemos el conjunto {z € A : z = a} que se denota por {a} y se llama el conjunto singular

de a. Note que {a} posee a a como tnico elemento.

3) Interseccién de conjuntos. Sea A, B conjuntos y consideremos la oracién P(z) = “x pertenece
a B”. Entonces, {x € A : x € B} es un conjunto que se denota por AN B y que se llama la

interseccién de A con B. Cuando AN B = () decimos que A y B son disjuntos.

4) Diferencia de Conjuntos. Sean A, B conjuntos. La diferencia A\ B se define como {z € A :
x ¢ B}. Si B C A, el conjunto A\ B se llama el complemento de B respecto a A y se denota

también por B¢, si ello no acarrea confusion.

Sean A, B conjuntos. El axioma de las uniones dice que:

Eziste un (dnico) conjunto cuyos elementos son exactamente aquellos que estin en A o que estdn
en B.

Dicho conjunto se denota por AU B y se llama la unién de A con B. En realidad, el axioma de las
uniones dice que si P es un conjunto y cada elemento de P es a su vez un conjunto, entonces existe
un unico conjunto A tal que x € A siy sélo si z € X para algin X € P. Sean z,y elementos de un
conjunto A. El conjunto {z} U {y} se denotard por {x,y}.

Un axioma adicional de la teoria de conjuntos dice que:

Si A es un conjunto, entonces hay un conjunto cuyos elementos son exactamente los subconjuntos

de A.



Este conjunto lo denotamos por P(A) y lo llamamos el conjunto de partes de A.

Ejercicios.
1. Sean A, B, C conjuntos. Pruebe que:

a) ANB=BNA.

b) ANn(BNC)=(ANB)NC, lo que permite escribir AN BN C en lugar de AN (BNC)o
de (AnB)NC.

c) ANB=Asiysélosi AC B.
d) SiAcC B,entonces ANC C BNC.

2. Sean A, B, C conjuntos. Pruebe que

a) AUB=BUAyAU(BUC)=(AuB)UC.

) AN(BUC)=(ANB)UANC)yAUu(BNC)=(AuB)N(AUC).
) AUBC Asiysolosi BC A.
)

AUB=AU(B\A)y An(B\A)=0.

S

o

d

3. Sea A un conjunto. Pruebe que dados X,Y € P(A) se tiene que : (X¢)° =X, (XUY )= X°NY*
y (XNY)¢ = XCUuY*. Aqui, X¢ denota el complemento de X en A. Pruebe también que X C YV
siy sélo si X¢ D Y€,

4. Pruebe que no existe ningin conjunto U que contenga a cualquier otro conjunto. Ayuda. Suponga
que tal U existe y defina V ={A € P(U): A¢ A}. Ya que U contiene cualquier conjunto, debe
tenerse que V C U. Observe ahora que cualquiera de las dos siguientes posibilidades V' € V,

V ¢ V, lleva a contradiccion.

1.2. Funciones.

En esta seccién, A, B denotan conjuntos. Dados © € A,y € B definimos el par ordenado (z,y)
como el conjunto {{z},{z,y}}. Dejamos como un ejercicio al lector mostrar la siguiente propiedad
importante de los pares ordenados: (a,b) = (z,y) siy sélosia=xzy b=y.

El producto cartesiano de A por B, denotado A x B, se define como el conjunto de todos los
pares ordenados (x,y) tales que z € A e y € B. (Note que (z,y) es un elemento de P(P(AU B))).

Una funcién o aplicaciéon de A en B es una terna ordenada (A4, f, B) donde f es un subconjunto
de A x B con la siguiente propiedad:

Para cada x € A existe un unico elemento y € B tal que (z,y) € f.

Este tnico elemento y se denota por f(z) y se llama la imagen de x por f. El conjunto A es

llamado el dominio de f y el conjunto f(A) := {f(z) : * € A} se conoce como el rango de f. El



conjunto f se conoce también como el grafico de la funcién (A, f, B). En la casi totalidad de los
casos y cuando esto no cause confusin, diremos “la funcién f”, en vez de la funcién (A, f, B).

En la literatura corriente, una funcién (A4, f, B) se denota por el simbolo f : A — By se le piensa
como una ley o regla que a cada elemento x € A asocia un unico elemento f(z) de B.

Ejemplos.

a) Sean A, B conjuntos no vacios y fijemos b € B. Entonces (4, f,B) := (A, A x {b}, B) es una
funcién de A en B tal que f(z) = b, para todo = € A. Esta funcién es llamada funcién constante
(de valor b).

b) Asociada con cada conjunto no vacio A se tiene una aplicacién idyg : A — A definida por
ida(z) = = para cada x € A. Dicha aplicacién se denomina identidad de A y como subconjunto de
A x A no es otra cosa que {(z,y) € Ax A:z =y}

Enunciaremos a continuacién el axioma de eleccién o escogencia; uno de los méas famosos de
la teoria de conjuntos.

Sea X un conjunto y sea P un subconjunto de P(X)\{0}. Entonces existe una funcién S : P — X
tal que S(Z) € Z para cada Z € P.

Informalmente hablando, este axioma dice que dada cualquier familia P de subconjuntos no vacios
de X, es posible escoger un elemento en cada uno de los miembros de esa familia. Cuando la familia
en cuestion es “pequena” esto parece obvio. Sin embargo no es nada claro cuando la “familia es muy
grande”.

Sean A, B,C conjuntos. Dadas aplicaciones f : A — B,g : B — C, se define la composiciéon o

compuesta de f con g como la funcién go f: A — C dada por go f(z) = g(f(z)).
Proposicion 1.2.1. Dada una aplicacion f : A — B se tieneidpo f = f y foida = f.

Proposiciéon 1.2.2. Sean A, B,C, D conjuntos y sean f: A— B, g: B— C, h:C — D funciones.

Entonces (hog)o f =ho(go f). Es decir, “la composicién de funciones es asociativa”.
Demostracion. De la definicién de composicién de funciones se tiene:
[(hog)o fl(z) = (hog)(f(z)) = h(g(f(z)))

De manera anéloga, [ho (go f)](z) = h((go f)(x)) = h(g(f(x))), lo cual termina la prueba. |

Estudiaremos ahora algunos tipos particulares de funciones.

Definicion 1.2.3. Una funcion f : A — B se dice biyectiva si existe una funcion g : B — A tal que

go f=idy y fog=idp. Note que, en este caso, g también es biyectiva.

Proposiciéon 1.2.4. Sea f : A — B una funcion biyectiva. Entonces existe una unica aplicacion

g : B — A satisfaciendo las condiciones de la Definicion 1.2.5.



Demostracién. Supongamos que g1, 92 : B — A son funciones que satisfacen las condiciones de
la Definicién 1.2.3. Entonces, g1 o f =ida y f o go = idp, y usando las dos Proposiciones anteriores
obtenemos

g2=1daoga=(g10f)oga=g10(fog2) =g1oidp=gi.
[

Observaciones: a) Sea f : A — B una biyeccién. La tnica aplicacién g : B — A dada por la
Definicién 1.2.3 y la Proposicién 1.2.4 se llama la inversa de f y se denota por f~!. De la definicién
1.2.3 resulta que f~! es una biyeccién cuya inversa es f. Es decir, (f~1)~! = f.

b) La funcién id4 es una biyeccién cuya inversa es ella misma.

Proposiciéon 1.2.5. Si f : A — B y g : B — C son funciones biyectivas, entonces la composicion

go f también lo es y (go f)~t = fLog™t.

Demostracién. De las Proposiciones 1.2.1-1.2.2 y de la Definicién 1.2.3 se tiene:
[(gof)o(ftog =golfo(ftog =gol(fof ! og™]

=golidpog =gog ! =idc.
De manera semejante, (f~'og™!)o(go f) =ida, lo cual completa la prueba. |
Diremos que una funcién f : A — B es inyectiva si la relacién f(x) = f(2) implica x = 2. Esto
equivale a decir que f(x) # f(2') si x # 2/. Note que si f es inyectiva e y € f(A), entonces existe un

tnico z € A tal que f(z) =y.

Proposicion 1.2.6. Una funcion f : A — B es inyectiva si y sdlo si existe una funcion g : B — A

tal que go f =id4.

Demostracion. Supongamos primero que existe una funcién g : B — A tal que go f = id4. Si
f(z) = f(a'), entonces g(f(x)) = g(f(2)) de donde, ida(x) = ids(x'). De aqui, x = 2/, lo cual prueba
que f es inyectiva.

Supongamos ahora que f es inyectiva y fijemos ag € A. Definiremos g : B — A como sigue:
9(y) = ao si y ¢ f(A).

gly) =z si ye f(A) e y=f(a).
De la definicién de g se tiene g(f(z)) = z, cualquiera sea x € A, de modo que go f = id4. [
Sea f : A — B una aplicaciéon. Dado b € B definimos la contraimagen de b por f como el
conjunto f~1(b) = {x € A : f(z) = b}. (Note que el simbolo f~1(b) estd definido aunque f no sea
biyectiva). Cuando f~1(b) # ), para cada b € B, decimos que f es sobre 6 sobreyectiva. Es decir,
f es sobreyectiva si y s6lo si para cada b € B existe a € A tal que f(a) = b. En otras palabras, f es

sobreyectiva si y sélo si f(A) = B.



Proposicion 1.2.7. Una aplicacion f : A — B es sobreyectiva si y sdlo si existe una aplicacion

g:B — A tal que fog=1dp.

Demostraciéon. Supongamos primero que existe g : B — A tal que f o g = idp. Fijemos b€ By
pongamos a = g(b). Entonces, f(a) = f o g(b) = idp(b) = b, lo cual muestra que f es sobreyectiva.

Supongamos ahora que f es sobreyectiva. Por el axioma de eleccién existe una funcién S : {f~1(b) :
b€ B} — A tal que S(f~!(b)) € f~1(b) para cada b € B. Definamos ahora g : B — A mediante
g(b) = S(f71(b)). Ya que g(b) € f~1(b), se sigue de la definicién de contraimigen, que f(g(b)) = b =
idp(b). |

Proposiciéon 1.2.8. Una aplicacion f: A — B es biyectiva si y solo si f es inyectiva y sobreyectiva

al mismo tiempo.

Demostracién. Si f es biyectiva existe g : B — A tal que go f =ida y fog = idp, y de las
Proposiciones 1.2.6-1.2.7, f es inyectiva y sobreyectiva.

Reciprocamente, si f es inyectiva y sobreyectiva, entonces por las Proposiciones 1.2.6 y 1.2.7 existen
funciones g,h : B — A tales que go f =ida y f o h = idp. Usando el argumento de la Proposicién
1.2.4 se prueba (hacerlo) que h = g y en consecuencia, g satisface las condiciones de la Definicién
1.2.3. Luego, f es biyectiva. [ |

Dada una funcién f : A — B y subconjuntos X C A,Y C B, definimos f(X) = {f(z) : z €
X}, f7Y(B) = {x € A: f(x) € B}. El primero de ellos se llama la imagen de X por f, mientras
que el segundo se conoce como la contraimagen de Y por f.

Sean A, I conjuntos. Toda aplicacién F' : I — P(A) es llamada una familia de subconjuntos de
A. La notacién usual para una tal familia es {X;};cs, donde X; = F(i). Se dice también que la familia
{X.}ier esta indizada por I.

Se define la unién de la familia {X;}i € I, denotada (J; X; (o [J;c; Xi) como el conjunto de
aquellos elementos € A tales que € X; para algin i € I. Es decir, |J; X; = {z € A: z €
X; para algin ¢ € I}. Si I # (), se define la interseccién de la familia {X;};cs, denotada (); X;, como
el conjunto de los elementos de A que son comunes a todos los X;. Es decir, [, X; ={z € A:x €
Xi,Vi € I}. El simbolo V se lee: “para todo”.

Nota. Se define (J; X; = (). Sin embargo no puede definirse el simbolo (), X;, porque esto darfa
un conjunto U que contiene cualquier elemento x. Por el ejercicio 4 de la seccion 1, esto resultaria
imposible.

Se dice que la familia {X;}ic; es disjunta si X; N X; = (), cuando i # j.

Un subconjunto A de P(A) también puede ser considerado como una familia de subconjuntos de
Aj; a través de la aplicacién de inclusién F: A — P(A); F(X) = X.

Ejercicios.



10.

11.

12.

13.

Sean a,z € Ay b,y € B. Pruebe que (a,b) = (z,y) siysélosia=xy b=y.

Defina la terna ordenada (z,y, z) como el conjunto {{z},{z,y},{z,y,2}} y pruebe un resul-

tado andlogo al anterior. Defina también la nocién de cuaterna ordenada.

Sean A, B,C, D conjuntos. Pruebe que dos funciones (A, f, B), (C, g, D) son iguales si y sélo si
A=C,B=Dy f(z) = g(z) para cada = € A. En este caso algunos autores escriben f = g y se

dice que f y g son idénticas.

Sea (A, f, B) una funcién y sea X un subconjunto de A. Pruebe que (A4, f N X x B, B) es una

funcién que denotaremos por f|x y que llamaremos la restriccién de f a X.

Pruebe que dado un subconjunto X de A y una funcién g : X — B, existe una funcién f : A — B

tal que f|x = g. Esta funcién f es llamada una extensién o prolongamiento de g.
Sean a, b elementos de un conjunto A. Muestre la existencia de una biyeccién f : A\{a} — A\{b}.

Pruebe que la composicién de funciones inyectivas (resp. sobreyectivas) es inyectiva (resp. so-

breyectiva).

Sea f : A — B una funcién inyectiva (resp. sobreyectiva). Pruebe que dados a € A,b € B, existe

una funcién inyectiva (resp. sobreyectiva) de A\ {a} en B\ {b}.

Dada una funcién f: A — B, pruebe que la funcién g : A — f(A) definida por g(x) = f(x), es

sobreyectiva. Concluya que g es biyectiva si y sélo si f es inyectiva.
Sea B un subconjunto de un conjunto A. Construya una funcién sobreyectiva de A en B.

Sea f : A — B una funcién sobreyectiva y sea b € B. Pruebe que la funcién g : A\ f~1(b) —
B\ {b} definida por g(z) = f(x) es sobreyectiva.

Sea f: A — B una funcién. Dados X1, Xo C A e Y7, Yo C B pruebe que:

a) [TV UYs) = fH (Y1) U fTH(Ya)
i inYs) = 71 (Y1) n f71(Yz)

)
)
) [N\ Ye) = )\ fH(Y).
)
)

S

o

QU

f(X1UXp) = f(X1) U f(X2)

(
e) f(XinNXy)C f(X1)N f(X2). Dar un ejemplo donde la contencién sea estricta.

(Leyes de Morgan). Sea {X; };cr una familia de subconjuntos de A. Pruebe que (J; X;)¢ =), X¢
y (N Xo)° = U X7



1.3. Relaciones.

Una versién preliminar de estas notas fué escrita sin hacer uso explicito de la nocién de relacién.
Sin embargo, las relaciones de orden y de equivalencia son tan importantes en matematicas, que una
mencion a ellas se hace necesaria.

En lo que resta del capitulo, A y B denotan conjuntos. Todo subconjunto R C A x B sera llamado
una relacién (entre A y B). Si (z,y) € R decimos que z estd en la relacién R con y y escribimos
zRy.

Las relaciones més importantes en matemadtica (aparte de la nocién de funcién) ocurren cuando
A = B. En este caso una relacién R C A X B se llamard interna en A.

Sea R una relacién interna en A. Diremos que:

1) R es reflexiva, si x Rx para cada x € A.
2
3

4) R es antisimétrica si las condiciones xRy e yRz implican z = y.

)
) R es transitiva, si las condiciones x Ry, y R z implican x R z.

) R es simétrica si la condicién xRy implica yRz.

)

Un orden (u orden parcial) en A es una relacién interna < en A la cual es reflexiva antisimétrica
y transitiva. Un conjunto ordenado es un par (A, <) donde A es un conjunto y < es un orden en A.

Ejemplo. Sea X un conjunto. Entonces la relacién de contencién Y C Z;Y, Z € P(X); define una
relacién de orden en P(X). Asi, (P(X), C) es un conjunto ordenado.

Una relacion interna ~ en A se dice de equivalencia, si esa relacion es reflexiva, simétrica y
transitiva. En lo que resta de la seccién, ~ denotard una relaciéon de equivalencia en A. Diremos que
« C A es una clase de A segun ~~ si:

i) a # 0.

ii) x ~ y cualesquiera sean z,y € .

l)yeasiz~yyxeEa.

El conjunto {ov € P(A) : & es una clase de A segiin ~} se llama el conjunto cociente de A por

~ y se denota por A/ ~.

Ejercicios.

1. Sea (A, <) un conjunto ordenado. Diremos que a € A es cota superior (resp. inferior) de
un subconjunto B de A si x < a (resp. x > a) para cada x € B. En este caso se dice que B
estd acotado superiormente (resp. inferiormente) en A. Se dice que B tiene supremo en
A si” B posee una cota superior minima”; es decir, si existe una cota superior ¢ € A de B tal que
¢ < a para cualquier otra cota superior a de B. Pruebe que existe a lo sumo un elemento ¢ € A
con esta propiedad. Cuando tal ¢ exista, serd llamado el supremo de B en A y sera denotado

por sup 4(B) (6 por sup(B), si no hay peligro de confusién).



Sea X un conjunto. Pruebe que todo subconjunto de P(X) posee supremo con respecto al orden

dado por contencion.

Sea (A, <) un conjunto ordenado y suponga que el conjunto {a,b} posee supremo en A, cua-
lesquiera sean a,b € A. Defina aVb = sup({a, b}) y muestre que aVb = bVay aV(bVc) = (aVb) Ve,

cualesquiera sean a, b, c € A.

Sean «, 3 C A dos clases de A segin ~. Pruebe que si N 3 # (), entonces a = (. En otras

palabras, dos clases de A segun ~ ¢ son disjuntas 6 son iguales.

Pruebe que para cada a € A, el conjunto [a] := {x € A: x ~ a} es una clase de A segin ~, que

llamaremos la clase de a segiin ~ .
Sea o C A una clase de A segin ~. Pruebe que si a € «, entonces a = [a].

Por una divisién de A entendemos una familia P de subconjuntos no vacios de A, dos a dos
disjuntos cuya reunién es A. Pruebe que A/ ~ es una divisién de A. Reciprocamente, pruebe

que si P es una divisién de A, entonces P = A/ ~ para alguna relacién de equivalencia ~ en A.
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Capitulo 2

Sistemas numeéricos

Introduccion. El objeto de este capitulo es introducir, de manera axiomaética, el cuerpo de los nimeros
reales y estudiar algunos de sus subconjuntos mas importantes, a saber: niimeros naturales, enteros,
racionales e irracionales.

Hay otra forma de introducir los ntimeros reales, llamada constructiva. Esta via comienza con
la aceptacion de los nimeros naturales y se construyen sucesivamente, los enteros, los racionales vy,
finalmente, los niimeros reales. La construccién de los enteros y racionales es sumamente algebraica
y no aporta mucho al estudio del andlisis matemético. Para la construccién de los nimeros reales, a
partir de los racionales, se presentan dos alternativas: Las Cortaduras de Dedekind o Las Sucesiones
de Cauchy. La primera de ellas es un proceso muy particular que sélo sirve para construir los niimeros
reales, mientras que el segundo, si tiene importancia posterior, como es la completacién de un espacio
métrico [?]. Sin embargo, debido a las sutilezas y tecnicismos de este método, es preferible, a nuestro

criterio, dejarlo para un curso mas avanzado.

2.1. Leyes de composicion.

En esta seccion, A denota un conjunto no vacio. Toda aplicacion * : A x A — A serd llamada una
ley de composicién en A. La imagen de (x,y) mediante tal ley, serd denotada por z *y en vez de
*((z,y)). En lo que resta de esta seccién, * denotard una ley de composicién en A. Diremos que:

i) * es asociativa, si x x (y * z) = (z % y) * z, cualesquiera sean x,y, z € A.

ii) * es conmutativa, si x * y = y * x, cualesquiera sean x,y € A.

iii) e € A es elemento neutro para x, si z xe = e x x = x, para cada x € A.

Supongamos que * es una ley de composicién en un conjunto A, la cual posee un elemento neutro e.

Se dice que x € A es simetrizable 6 invertible respecto a * si existe y € A tal que x*xy = yxx =e.

Ejemplo 1. Sea X un conjunto y sea A el conjunto de todas las funciones f : X — X entonces,
la composicién de funciones es una ley de composicién en A. De manera mas precisa, se tiene una ley

de composicién * en A definida por f*g = go f. Note que por la Proposicién 1.2.1, id4 es el elemento

11
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neutro de *. Ademads, por la Proposicién 1.2.2, * es asociativa. Es méds, de la definicién 1.2.3, se tiene
que los elementos invertibles de A son las biyecciones de X en si mismo.

Ejemplo 2. Sea X un conjunto. Entonces, la unién de conjuntos define una ley de composicién * en
P(X). El lector comprobara que * es conmutativa y asociativa. Ademas, () es el elemento neutro de esta
ley de composicién. ;Qué puede usted decir acerca de la ley de composicién dada por Ax B = AN BY.

Un grupo es un par (G, x), donde * es una ley de composicién en un conjunto G, la cual es
asociativa, posee un elemento neutro y todo elemento de G es invertible. Si adema&s * es conmutativa,
se dice que (G, ) es conmutativo 6 abeliano. En este caso, la ley * suele denotarse por +, el
elemento neutro de G por 0 y el simétrico de z € G por —z.

Ejemplo. Sea X un conjunto no vacio y sea G el conjunto de todas las biyecciones de X en si
mismo. Entonces (G,o) es un grupo, donde o es la ley de composicién de funciones definida en el

Ejemplo 1 anterior.
Ejercicios.
1. Pruebe que si e, e’ € A son elementos neutros para * entonces e = ¢’.
2. Suponga que * es asociativa y que posee elemento neutro e. Pruebe que si x € A es simetrizable

entonces existe un tnico elemento y € A tal que x xy = y*xx = e. (Ayuda. Imite la prueba de la

Proposicién 1.2.4). Este elemento y sera llamado el simétrico 6 inverso de x y serd denotado

por z~ L

3. Sea X un conjunto de tres elementos. Pruebe que el grupo G del ejemplo anterior no es abeliano.
-1

4. Sea (G,*) un grupo y sean x,y, z elementos de G. Pruebe que (z~ =z yque (zxy)!=
—1

y~Lx 27!, Muestre que si 2y = x * z entonces y = z. Concluya que si & *y = y entonces r = e

(elemento neutro). Enuncie estos resultados con la notacién usada para grupos abelianos.
5. Dados conjuntos Y, Z se define la diferencia simétrica Y AZ como el conjunto (Y \Z)U(Z\Y).

Pruebe que (P(X),A) es un grupo abeliano, cualquiera sea el conjunto X.

2.2. Cuerpos ordenados

Un cuerpo es una terna (K, +,-) donde +,- son leyes de composicién en K llamadas adicién y

multiplicacién respectivamente, tales que:
i) (K,+) es un grupo abeliano (cuyo elemento neutro denotamos por 0).

ii) (K\{0},-) es un grupo abeliano cuyo elemento neutro denotamos por 1. Note que 1 # 0 ya que
1 € K\ {0}.

iii) z-(y+2) =2 y+x -z cualesquiera sean z,y, z € K.
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Observaciones: a) El simétrico de un elemento = € K respecto a + serd denotado por —x mientras
que el simétrico de x # 0 respecto a la multiplicacién, serd denotado por 27 1. Asf, 2 + (—x) =0 y
r 2l =1six#0.

b) El producto z -y, de dos elementos en K, serd denotado a menudo por zy. Si ademds y # 0, el

producto xy~! también serd denotado por z/y 6 %

Un cuerpo ordenado es una cuaterna (K, +,-, P) donde (K, +,.) es un cuerpo y P es un sub-

conjunto de K con las siguientes dos propiedades:
0O1) Si z € K entonces ocurre una y sélo una de las siguientes posibilidades:

zreP,z=0, —z€P.

O2) Siz,y € P entonces x + y,x -y € P.
Observacion: Dado un subconjunto A de K pondremos en todo lo que sigue,
—A={-x: x € A}

Con esta notacién, O1) es equivalente a decir que K es la unién de P,{0} y —P y que estos tres
conjuntos son dos a dos disjuntos.

El conjunto P debe pensarse como los elementos “positivos” de K y por ello pondremos x > 0
(léase x mayor que cero) para significar que x € P. Las propiedades O1)-O3) se expresan ahora de

la siguiente forma:

P1) Si z € K entonces ocurre una y sélo una de las siguientes posibilidades: x > 0, x = 0, —z > 0.
Py) Siz,y e Ky z,y > 0, entonces x + y,z -y > 0.

Dados z,y € K definimos
x>y, sizr>yoxr=y

La relacién binaria > (léase x mayor o igual a y) es reflexiva, antisimétrica y transitiva, es decir,
es una relacién de orden sobre K (ver ejercicio 10). Es por esta razén que llamamos a (K, +, -, >) un
cuerpo ordenado. Las propiedades mas importantes del orden > que lo conecta con las propiedades

algebraicas de K son las siguiente (ver ejercicio 10)
VeeK\VyeKVzeK(z>y=ax+2>y+2)

Vee KVye K\VzeP(x>y=z-2>2-y)

En lo que resta de este capitulo (K, +, -, >) denotard un cuerpo ordenado. Es decir, (K, +,-) es un

cuerpo y > es una relacién en K que satisface P1) y P2). Dados z,y € K pondremos x —y = x + (—y)



14

y escribiremos z > y si x —y > 0. El simbolo y > x (léase: y mayor que z) también serd usado
para significar que < y. De la propiedad P;) se tiene que ocurre una y sélo una de las siguientes
posibilidades:

x>y, x=1y; =<uy.

Esta propiedad se conoce con el nombre de ley de tricotomia.

En lo que sigue pondremos 2 =1+ 1,3 =2+ 1,4 = 3+ 1, etc. Note que 1 > 0 (ver ejercicio 8),
luego2=1+1>1,3=2+1> 2 etc, es decir, 1 <2 < 3 < 4 etc.

Terminaremos esta seccién mostrando un resultado que es clave en muchas pruebas del analisis
matematico y que serd usado repetidas veces en este texto. Es un buen ejercicio para el lector observar

durante el desarrollo de este curso la frecuencia con que se usa este sencillo resultado.
Proposiciéon 2.2.1. Sea a € K y supongamos que a < €, para cada € > 0. Entonces, a < 0.

Demostracién. Supongamos que el resultado no es cierto, entonces de la propiedad Py), se tiene
que a > 0. Como 1 < 2, entonces 1/2 < 1 (ver ejercicio 9). Luego multiplicando por a ambos lados de
la desigualdad obtenemos que a/2 < a (ver ejercicio 5). Pero es ficil ver que a/2 > 0 (hacerlo!) y esto

contradice nuestra hipdtesis. [ |
Ejercicios: Sean a, b, c € K. Pruebe que

1. Pruebe que a-0=0. Ayuda. a-0=a-(0+0).

2. (—a)-b=—-a-b=a-(=b),(-a)-(=b)=a-by (-1)-a=—a.

3. Pruebe quesia-b=0, entoncesa=0¢6b=0.

4. a-(b—c)=a-b—a-c.

5. Sia < b, entonces a + ¢ < b+ c. Si ademéas ¢ > 0, muestre que a-c < b- c.

6. a>0siysélosi —a < 0. De manera similar, a > 0 si y s6lo si a=! > 0.

7. a-b<0sia>0>b.

8. Denotaremos a - a por a®. Muestre que a®> > 0, si a # 0. Concluya que 1 > 0.

9. Sia>0b>0,entonces a~! < b1, Si, ademds, ¢ > d > 0, entonces a-c > b - d.

10. Dados x,y € K defina x < y, si x < y o si x = y. Pruebe que < es un orden en K que posee las

siguientes propiedades, donde x, ¥y, z denotaran elementos e K:

a) Siz <y, entonces x+ 2z <y+ z.

b) Siz<yy0<z entonces z-z < z-y.

El simbolo x > y también se usa para significar que y < .
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2.3. Los nimeros naturales

Diremos que un subconjunto I de K es inductivo si
Il) lel.
Is) Sixz eI, entonces x +1 € I.

Es claro que K es inductivo. Ademas, la interseccién de cualquier familia no vacia de subconjuntos
inductivos de K, es un conjunto inductivo (dejamos al lector como ejercicio probar estas afirmaciones).
Por consiguiente, la interseccién de todos los subconjuntos inductivos de K esta bien definida y es un
subconjunto inductivo de K, que denotaremos por N y que llamaremos conjunto de los niimeros
naturales o enteros positivos. Es claro que N es el méds “pequenio” subconjunto inductivo de K.

Es decir,

Teorema 2.3.1. (Principio de Induccion). Si I C K es inductivo, entonces N C I (en otras palabras,

st I C N es inductivo, entonces I = N).

Proposicién 2.3.2. a) Sin € N yn # 1, entoncesn —1 € N.
b) Para cadan € N, n > 1.

Demostracion. a) Supongamos que el resultado es falso. Es decir, que existe n € N tal que n # 1
y n —1 ¢ N. Dejamos al lector verificar que el conjunto N\ {n} es inductivo (ver ejercicio 3). Pero
esto contradice el Teorema 2.3.1 y termina la prueba de a). La prueba de b) es consecuencia directa

del hecho que el conjunto {m € K: m > 1} es inductivo (ver ejercicio 1) y de la definicién de N. N
Proposicién 2.3.3. Si m,n € N, entonces: i) m+n €N, i) m-n €N yiii) m —neN sim >n.

Demostracion. i) Fijemos m € N y definamos A = {n € N: m +n € N}. Ya que N es inductivo
se tiene que m+1 € N, asi, 1 € A. Por otra parte, si x € A, entonces m+x € Ny como N es inductivo,
(m+z)+1€N. Pero, (m+z)+1=m+(x+1), de donde, x+1 € A. Esto prueba que A es inductivo
y por el 2.3.1, N C A. Pero, por definicién, A C N, y asi, A = N. Es decir, m + n € N, para todo
n € N.

Las pruebas de ii) y iii) serdn dejadas al lector, quien mostrard que cada uno de los siguientes

conjuntos es inductivo: {n € N: m-n e N}, {n € N: si m € Nym > n, entonces m —n € N}. |

Proposicién 2.3.4. Sin,z € N yn < z, entonces n+ 1 < x (en otras palabras, sin € N, entonces

entre n y n+ 1 no hay otro natural).

Demostracién. Por la Proposicién 2.3.3, x —n € N y por la parte b) de la proposicién 2.3.2,

r—n>1.Deaqui, x >n+1. |

Teorema 2.3.5. Todo subconjunto no vacio A de N posee un primer elemento. Esto significa, por

definicion, que existe a € A tal que, a < x, para todo x € A.
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Demostracion. Por la proposicién 2.3.2 sabemos que,
n>1, paratodoneN (3.1)

de modo que 1 es el primer elemento de N.

Supongamos que A no tiene primer elemento y definamos B = {n € N: n < z para todo x € A}.
Ya que A no tiene primer elemento, entonces 1 ¢ A y por (3.1), > 1, para todo x € A. De aqui,
1eB.

Supongamos que n € B. Por la definicién de B tenemos que n < x para todo x € A y por
proposicion 2.3.4,

n+1<az, paratodon € A. (3.2)

Si para algin a € A se tuviera a = n+ 1, entonces a seria el primer elemento de A, lo que contradiria
nuestra suposicién de que A no tiene primer elemento. De aqui y de (3.2) obtenemos n + 1 < x; para
todo & € A; lo cual prueba que n + 1 € B. De esta manera tenemos que B es inductivo y por el
teorema 2.3.1, B = N.

Fijemos ahora a € A (recuerde que A no es vacio). Entonces a € N = By, de la definicién de B,

a < a. Esta contradiccién termina la demostracion. [ |
Ejercicios.
1. Pruebe que el conjunto {x € K: z > 1} es inductivo.

2. Pruebe que la interseccién de cualquier familia no vacia de subconjuntos inductivos de K, es un

conjunto inductivo.

3. Sea I un subconjunto inductivo de K y sea a € I. Pruebe que si a # 1y a —1 ¢ I, entonces

I\ {a} es inductivo.
4. Sean z,y € —N. Pruebe que z+y € —N, -y € N.
5. Fije p € Ny construya una aplicacién inyectiva f : N — N\ {p}.

6. Sea B C N no vacio y suponga que existe a € N tal que x < a; para todo z € B. Pruebe que
existe b € B tal que , x < b para cada x € B. Este nimero b se llama el maximo de B. Ayuda.

Sea b el primer elemento del conjunto {n € N: z < n para todo = € B}.

7. Para cada n € N pondremos; en lo que sigue; I, = {i € N: 1 < i < n}. Diremos que A C I,, es
n-inductivosil € Aei+ 1€ Acuando i € A e i # n. Pruebe que si A C I,, es n-inductivo,
entonces A = I,. Ayuda. Suponga que B := I, \ A # () y sea b el primer elemento de B. (Otra

forma. Pruebe que el conjunto AU {i € N:¢ > n} es inductivo).
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8. Pruebe que no existen funciones inyectivas de N en [I,,. Ayuda. Defina F,, como el conjunto de

todas las funciones inyectivas de N en I, y pruebe que el conjunto {n € N : F,, = 0} es inductivo.

9. Sean a,b € N. Diremos que a divide a b si existe ¢ € N tal que b = ac. En este caso se dice
que a es un divisor o factor de b. Denote por Dy al conjunto de divisores de b y pruebe que
Dy, # 0y que b es cota superior de Dy. El maximo comun divisor de a y b se define como el

maximo del conjunto D, N Dy y se denota por MCD(a,b).

Defina M = MCD(a,b) y note que a = Mz,b = My para ciertos x,y € N. Pruebe que
MCD(z,y) = 1. En este caso se dice que z,y no tienen factores comunes o que son copri-

mos.

10. Pruebe que para cualquier a € N, existe b € N tal que a = 2b 6 a = 2b — 1. En en primer caso

se dice que a es par, mientras que en el segundo, decimos que a es impar.

2

11. Sea a € N. Pruebe que si a“ es par, entonces a es par.

12. Sea f: N — N una funcién tal que f(n+1) > f(n) para cada n € N. Pruebe que f es inyectiva.

2.4. Numeros enteros y nimeros racionales

Definimos el conjunto Z de los nimeros enteros como la unién de los conjuntos N, {0} y —N
(recordemos que para un conjunto A C K hemos definido —A como el conjunto {—x : = € A}).

Obviamente, 0,1 € Z.
Proposicion 2.4.1. Si x,y € Z, entonces x +y, —x,xy € 7.

Demostracién. Probaremos tinicamente que z + y € Z. (El resto de la demostracién es parecida
y seréd dejada a cargo del lector). Si z = 0 6 y = 0 no hay nada que mostrar. Si x,y € Nésix,y € —N,
el resultado se sigue de lo expuesto en la secciéon anterior.

Supongamos ahora que x € N y que y € —N. Podemos escribir y = —z para algin z € N y se
presentan los tres casos siguientes:

i) z < z. Por la Proposicién 2.3.3 tenemos que x — z € N, de manera que t +y =x — z € Z.

ii) z=x. Eneste caso, r +y=x—2=0 € Z.

iii) z > . En este caso, z —x € Ny de modo que s +y =2 — 2= —(2 —x2) € -NC Z. |

El conjunto de los nlimeros racionales, que denotaremos por Q, lo definimos como la coleccién
de todas las fracciones de la forma m/n, donde m,n € Z y n # 0. Note que N C Z C Q C K.

Diremos que F C K es un subcuerpo de K si F es un anillo tal que z=! € F cuando z € F y

x # 0.

Proposicién 2.4.2. Q es un subcuerpo de K.
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Demostracién. Sean z,y € Q y escribamos x = a/b,y = ¢/d con a,b,c,d € Z y b,d # 0. Entonces
r+y=abl+cd™! = (ad+be)b~1d™! = (ad + be) /bd, de modo que = +y € Q. El resto de la prueba

sera dejada a cargo del lector. |
Proposicién 2.4.3. Para cada x € Q se tiene x2 # 2.

Demostracién. Supongamos por el absurdo que existe z € Q tal que 22 = 2 y escribamos = = a/b,
donde a,b € Z,b # 0 y a,b no tienen factores comunes. Como a?/b? = x? = 2, entonces a? = 2b%, de

2 es par. Por el ejercicio 11 de la seccién precedente, a es par y por consiguiente a = 2¢

modo que a
para algtn ¢ € Z. De aqui, 2b* = 4¢? y se concluye facilmente que b es par. Esto muestra que 2 es un
factor comun de a y b y esta contradiccién termina la prueba. |

Se dice que K es arquimediano, si dado = € K existe n € N tal que n > x. Dejamos al lector

como ejercicio mostrar que Q es arquimediano. Este hecho se usara con frecuencia.
Ejercicios.

1. Diremos que un subconjunto R de K es un anillosi 0,1 € Ry sixz+vy,—z,2y € si z,y € R
cuando z,y € R. (Con este lenguaje, la Proposicién 2.4.1 dice que Z es un anillo). Pruebe que
todo anillo de K contiene a Z, de modo que Z puede caracterizarse como el anillo “més pequeno”
de K.

2. Sea A un subconjunto de Z acotado inferiormente en Z. Pruebe que existe a € A tal que a < x
para cada x € A. (Es decir, A tiene primer elemento). Ayuda. Sea b € 7Z una cota inferior de

Aynote que {z€Z:z=x—b+ 1 para algin x € A} estd contenido en N.

3. Sea R un anillo de K tal que todo subconjunto no vacio de R, acotado inferiormente en R, posee
primer elemento. Pruebe que R = Z. Ayuda. Sea a el primer elemento de R, := {z € R: z > 0}.
Muestre que N C R, de modo que a < 1. Concluya que a = 1, porque a® € Ry a® < a. Suponga
por el absurdo que R} # N y sea b el primer elemento de R4 \ N. Pruebe que b—1 € R4 \ N.

Nota. Los ejercicios 2 y 3 precedentes, dicen que Z puede caracterizarse como el anillo de K

donde todo subconjunto no vacio y acotado inferiormente en Z, tiene primer elemento.

4. Pruebe que, para cada x € R existe un tnico n € Z tal que n < x < n + 1. Este namero n, se

conoce como la parte entera de z y se le denota por [z]. Ayuda. Use el ejercicio 2.

5. Pruebe que [x +m| = [z] + m, si z € R y m € Z. Concluya que la funcién f: R - R; f(z) =

x — [z]; satisface f(z + 1) = f(z). Una tal funcién se dice 1-periddica,
6. Sea b > 0. Pruebe que, para cada z € R, existe un tnico n € Z tal que, nb < z < (n + 1)b.

7. Sean a,b,m,n, M € 7Z con n,b no nulos, tales que m = Ma y n = Mb. Pruebe que m/n =a/by

deduzca que Q es el conjunto de todas las fracciones a/b donde a, b no tienen factores comunes.



19

8. Pruebe que si F' es un subcuerpo de K, entonces (F,+,.,>) es un cuerpo ordenado. Pruebe
ademas que Q C F, de modo que QQ puede ser caracterizado como el subcuerpo ordenado més

pequeno de K.

9. Pruebe que K es arquimediano si y sélo si, dados x,y € K con x > 0, existe n € N tal que

nx > y. Pruebe también que Q es arquimediano.

2.5. Los numeros reales y el axioma de completitud

En esta seccién presentaremos la definicién de los nimeros reales. Este es sin duda uno de los
conceptos mas importantes de toda la matemaética.

Para facilitar la lectura de esta seccion, recordaremos algunas definiciones dadas en la seccion 1.3.
Diremos que un subconjunto A de K estd acotado superiormente (resp. inferiormente) si existe
b € K tal que < b (resp. b < z) para cada x € A. En este caso se dice que b es una cota superior
(resp. inferior) de A. Se dice que A es acotado si ese conjunto admite cotas inferiores y superiores.

Sea A C K no vacio. Se dice que A tiene supremo en K si existe una cota superior b € K de A tal
que b < ¢ para cualquier otra cota superior ¢ de A. En otras palabras, “el supremo (cuando existal)
es la menor de las cotas superiores” y se denota por sup(A).

De manera semejante, se dice que A tiene infimo en K si existe una cota inferior b de A tal que
b > ¢ para cualquier otra cota inferior ¢ de A. El infimo (cuando exista) serd denotado por inf(A). Es
de observar que “el infimo es la mayor de las cotas inferiores”.

Asumiremos la existencia de un cuerpo ordenado, denotado por (R, +,-,>); llamado cuerpo de
los niimeros reales; tal que todo subconjunto de R no vacio y acotado superiormente tiene supremo
en R. Esta propiedad fundamental de R se conoce como propiedad del supremo o axioma de

completitud.

Observacion: La definicién que hemos dado de R puede (y quizd debe) parecer extrana, pues nada
indica que exista un cuerpo ordenado con la propiedad del supremo. En este texto no daremos una
prueba formal de la existencia R, sino que estudiaremos sus propiedades basados solamente en el
hecho que es un cuerpo ordenado completo. En casos como este, usualmente se dice que se trabaja
azriomaticamente. Este enfoque axiomaético es particularmente efectivo en el caso de R pues existe un
s6lo cuerpo ordenado completo. El significado preciso de esta afirmacion se escapa de los objetivos de
este libro, pero en términos informales, podemos decir que no hay manera de diferenciar o distinguir
dos cuerpos ordenados completos a través de propiedades algebraicas o de propiedades expresadas en
términos del orden.

Ya hemos dicho que Q es un cuerpo ordenado (ver proposicién 2.4.2 y ejercicio 8 de la seccién 2.4),

mostraremos a continuacion que Q no es completo, y por consiguiente Q no es igual a R.



20

Proposicién 2.5.1. El conjunto A :={x € Q:x > 0 y 2> < 2} no es vacio, estd acotado superior-

mente en Q pero no tiene supremo en Q.

Demostracién. Note que A no es vacio porque 1 € A. Ademsds, 2 es cota superior de A porque
si hubiera un = € Q tal que = > 2 se tendria 2 > 4 > 2, contradiciendo la definicién de A. Faltaria
ver que A no tiene supremo en Q, para lo cual supondremos por el absurdo que t € Q es supremo de
A. Mostraremos que las relaciones t? < 2 y t2 > 2 llevan a contradiccién y por la ley de tricotomia se
tendré t2 = 2. Esto contradira la Proposicién 2.4.3 y terminaré la prueba.

Supongamos que t2 < 2. Ya que 2t + 1,2 —t?> € Q y Q es arquimediano, existe n € N tal que
n(2 —t?) > 2t + 1. De aqui, t? + (2t + 1)/n < 2 y en consecuencia

1\? 2 1 2 1 2 + 1
<t+> =P+ =+ S <P+ =+ =1+ 1o
n mn n mn n n

Esto dice que t + 1/n € A y contradice el hecho que t es cota superior de A. Luego, no puede ser
t?2 < 2.

Supongamos que 2 > 2. Ya que Q es arquimediano, existe n € N tal que nt > 1y n(t? — 2) > 2t
(justificar). En particular, 2 — 2¢t/n > 2, de donde (t — 1/n)? > 2. De aqui, para cada = € A se tiene
(t—1/n)? > 22 y como t —1/n > 0, concluimos que ¢t —1/n > . Es decir, t —1/n es una cota superior
de A contradiciendo el hecho que t era la menor de tales cotas. Esta contradiccién dice que la relacién
t2 > 2 no puede suceder y termina la demostracién. |

Todo elemento de R\ Q serd llamado irracional. Veremos enseguida que hay al menos un niimero
irracional. Para ello notemos que el conjunto A := {z € Q: z > 0,22 < 2} no es vacio y estd acotado

superiormente en R. De aqui y la Proposicién 2.5.1, sup(A) es irracional.
Proposicién 2.5.2. R es arquimediano.

Demostracién. Supongamos que el resultado es falso. Entonces existe « € R tal que, n < x para
todo n € N, y en consecuencia, N esta acotado superiormente en R.

Pongamos b = sup(N). Entonces, n + 1 < b, para todo n € N; y de aqui, n < b — 1; para todo
n € N. Es decir, b — 1 es una cota superior de N menor que el supremo. Esta contradiccién termina la

prueba. |
Teorema 2.5.3. (Densidad de Q en R). Dados a,b € R con a < b, existe r € Q tal que a < r < b.

Demostracién. Consideraremos primero el caso en que a > 0. Ya que b —a > 0 y R es arquime-
diano, existe p € N tal que p(b — a) > 1. Por el mismo argumento, el conjunto A := {n € N:n > pa}
no es vacio y en consecuencia posee un primer elemento que denotaremos por m. Afirmamos que
m — 1 < pa. En efecto, si m = 1, entonces m — 1 = 0 < pa (porque a > 0) y si m > 1, entonces

m—1 € Ny como m es el primer elemento de A se tiene que m — 1 ¢ A; asi m — 1 < pa. En cualquier
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caso (m=16m > 1), se que m —1 < pa. Luego pa < m < 1+ pa < pb (recuerde que p(b—a) > 1y
que m € A). Finalmente, tenemos que r = m/p satisface la conclusién del teorema.

Consideremos ahora el caso a < 0. Si b > 0 tomamos r = 0. Si b < 0, entonces 0 < —b < —a y por
el primer caso, existe s € Q tal que —b < s < —a. La prueba se termina tomando r = —s. [ |

La proposicién que sigue muestre que existen irracionales entre dos reales cualesquiera.
Proposicién 2.5.4. Sia,b € R ya <b, entonces a < x < b, para algin x € R\ Q.

Demostracion. Consideraremos tres casos:

Caso a =0, b € Q. Fijemos r € R\ Q (recuerde que este conjunto no es vacio). Podemos asumir que
r > 0 (porque si r < 0, entonces —r > 0y —r € R\ Q). Como R es arquimediano (proposicién
2.5.2), existe n € N tal que n > rb~!, de modo que, b > rn~! > 0, y basta tomar z = r/n.

Caso a,b € Q. Tenemos que b — a € QQ es positivo y por el caso anterior, existe un irracional z tal

que 0 < z < b — a. Ahora basta tomar = = a + z.

Caso General. Por el Teorema 2.5.3, existe s € Q tal que a < s < b, y por el mismo argumento,
existe 7 € Q tal que s < r < b. Por el caso anterior existe un irracional x tal que s <z <r y la

prueba es completa.

Ejercicios.
1. Sea A= {n/(n+1):n € N}. Pruebe que sup(A) =1 si y sélo si K es arquimediano.

2. Sean s,t € R con s racional y t irracional. Pruebe que s + t es irracional y que lo mismo vale
para st si s # 0.

3. Un subconjunto propio y no vacio a de Q es llamado cortadura (de Dedekind) si:
i) Siz <yey€E q, entonces = € a.
ii) Para cada = € « existe y € a tal que z < y.

Pruebe que si & C Q es una cortadura y a € Q\ «, entonces a es una cota superior de «. Pruebe
también que, para cada z € R, el conjunto «, := {z € Q : x < z} es una cortadura cuyo supremo
es z. En fin, sea R, el conjunto de todas las cortaduras. Muestre que la aplicacién S : R, — R

dada por S(a) = sup(«) es biyectiva.

Nota. El ejercicio 3 dice que el cuerpo de los ntimeros reales puede ser construido a partir del

cuerpo de los niimeros racionales a través de las cortaduras de Dedekind.
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2.6. Propiedades del supremo y el infimo

En esta seccién presentaremos algunos resultados generales relativos al supremo y al infimo. El

primero de ellos serd usado con frecuencia y le recomendamos al lector que le preste particular atencién.

Proposiciéon 2.6.1. Sea A C R no vacio y acotado superiormente y sea b € R una cota superior de
A. Son equivalentes:

a) b es supremo de A (en simbolos, b = sup(A)).

b) Para cada € > 0 existe v € A tal que b — e < x.

¢) Para cada a < b; a € R; existe x € A tal que a < x.

Demostraciéon. a)=- b). Si € > 0, entonces b — € < b y en consecuencia, b — € no es cota superior
de A. Por lo tanto, b — € < x, para algiun z € A.
b)= c¢). Sea a € R con a < by pongamos € = b — a. Entonces € > 0 y por lo tanto existe = € A tal
que, a =b—¢€ < .
¢) = a). Sea d una cota superior de A. Por ¢), no puede ser que d < b, y en consecuencia, d > b.
Luego, b = sup(A4). [
La siguiente proposicion es la version andloga a la anterior para el infimo. Su demostracién se deja

como ejercicio.

Proposicion 2.6.2. Sea A C R no vacio y acotado inferiormente y sea b € R una cota inferior de A.
Son equivalentes:

a) b es el infimo de A (en simbolos, b = inf(A)).

b) Para cada € > 0 existe x € A tal que © < b+ €.

¢) Para cada a > b; a € R; existe x € A tal que a > x. |

Dados subconjuntos no vacios A, B de Ry v € R definimos

A+B = {z+y:xz€Aye B}
vA = {yz:z € A}
A-B = {zy:x€ Aye B}
Proposicion 2.6.3. Sean A, B C R no vacios y acotados superiormente. Entonces

a) sup(A + B) = sup(A) + sup(B).

b) ysup(A) = sup(vA) siy = 0.

¢) ysup(A) = inf(yA) siy <0.

d) sup(A - B) = sup(A) - sup(B) si z,y > 0 para todo x € A y todo y € B.

Demostracién. Pongamos a = sup(A), b = sup(B) y recordemos que

r<a e y<b paratodoxe€ A, yeB. (6.1)
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De la relacion anterior, x +y < a + b para cada x € A y cada y € B, lo cual dice que a + b es
cota superior de A + B. Por otra parte, dado € > 0 existen, por la Proposicién 2.6.1, g € A e
yo € B tales que a —€/2 < 29y b—€/2 < yo. De aqui, a + b — € < g + yo. Por la Proposicién
2.6.1 se concluye que sup(A + B) = a + b.

Esta parte, se seguird de la parte d) con B = {v}.

De (6.1) se tiene que yx > 7ya, de modo que va es cota inferior de yA. Poniendo p = —v, se
tiene, del ejercicio 1 de esta seccién, que inf(yA) = inf(—pA) = —sup(uA) = —psup(A), lo cual

completa la prueba de c).

Si a = 0, entonces A = {0} (pues por hipétesis A no contiene elementos negativos). De suerte
que A - B = {0} y en consecuencia sup(A - B) = 0 = a - b. Andlogamente, el resultado también
vale si b = 0. Supongamos ahora que a,b > 0. Por (6.1) se tiene zy < ab, lo cual dice que ab es
cota superior de A - B. Fijemos ahora € > 0 y escojamos ¢ > 0 tal que § < min{a,b,e/(a + b)}.
Por la Proposicién 2.6.1, existen xg € A,yp € B tales que a — 0 < zg y b — § < 19, de donde

zo-yo > (a—08)(b—3)=ab— (a+b)§+6>>ab— (a+b)§>ab—e

y el resultado se sigue de la Proposicién 2.6.1. |

Ejercicios.

Bajo las mismas hip6tesis de la proposicién 2.6.1 pruebe que b = sup(A)) si y solo si para cada
n € N existe x € A tal que b — 1/n < z. Enuncie y demuestre un resultado andlogo para el

infimo.

a) Muestre que sup{giiig € R} =7/3y que inf{gigig € R} = 8/5.

’ . ’ 2
., Qué puede decir acerca del supremo y del infimo de {% :x € R}?

Muestre que inf{ﬁ% :qeQ, ¢g>1}=2/3.

)
)

d) ;Qué puede decir acerca de sup{%‘fi% :q€eQ, ¢g>1}7
)

Sean a, b reales con b positivo. ;Qué puede decir, en términos de a y b, acerca del supremo

y del infimo de gizig : € R}?

Determinar si los siguientes subconjuntos de R son acotados superiormente y/o acotados infe-
riormente, en caso que lo sean, hallar su supremo y/o su infimo. Determinar si tienen maximo

y/o minimo.
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10.

11.

nth . e N} 2t e N} {1-5G neny
{2 :2>1,2eR} {&:neN} {8 — 55— neN}
{5*: xz € Z} {(=5)*: z €Z} {n"™: n €N}

L nen (P ey

Pruebe que A C K estd acotado superiormente si y sélo si —A estd acotado inferiormente. Si
ademds A no es vacio, muestre que A tiene supremo si y sélo si —A tiene infimo. En este caso

pruebe que inf(—A) = —sup(A).

Sean A C B C K conjuntos no vacios. Pruebe que si B estd acotado superiormente (resp.

inferiormente) lo mismo ocurre para A. Si ademés A y B tienen supremo (resp. infimo), entonces

sup(A) < sup(B) (resp. inf(A4) > inf(B)).
Demuestre la proposicién 2.6.2.
Sean A, B C R no vacios y acotados inferiormente. Pruebe que:

a

inf(A + B) = inf(A) + inf(B),

S

inf(yA) = yinf(A) si v > 0,

o

)
)
) yinf(A) =sup(yA) siy <0
)

d) inf(A-B)=inf(A)-inf(B)six >0ey >0, cualesquiera sean x € A e y € B.

Sea A C Ry B = A\|[0,1]. Suponga que B es acotado superiormente y que Sup(B) < 0. Muestre
que A es acotado superiormente y que Sup(A) < 1.

Sean a,b,c,d € R con a < by ¢ < d. Denotaremos por (a,b) el conjunto {x € R : a < z < b},
por (—oo,a) el conjunto {z € R: x < a} y por (a,+00) el conjunto {x € R: a < z}. Usando la

nocion de suma de conjuntos introducida en esta seccién, muestre que

(i) (a,+o0) + (¢,4+00) = (a + ¢, +00)
(i) (—o0,a) + (—o0,c) = (—00,a+ c)
(iii) (a,b) + (¢,d)=(a+c,b+d)

Sean A y B dos subconjuntos de R acotados superiormente. Muestre que A U B es acotado

superiormente y ademés que

Sup(A U B) = max{Sup(A4), Sup(B)}

Sean A, B dos subconjuntos de R tales que A C By A # 0.
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a) Muestre que si B es acotado superiormente, entonces A también lo es y en este caso se
cumple que Sup A < Sup B.

b) De manera similar, muestre que si B es acotado inferiormente, entonces A también lo es y
ademas Inf A < Inf B.

¢) Suponga que A no es acotado superiormente y B C A ;Es posible que B sea acotado

superiormente? Si su respuesta es “si”’, de un ejemplo.

d) (Existirdn subconjuntos de R tales que A C B, B acotado superiormente, A # By Sup A =
Sup B ?

2.7. La recta extendida.

El objeto de esta seccion es introducir algunas notaciones sumamente utiles para lo que sigue. Al
conjunto R le anadiremos dos nuevos elementos que denotaremos por +co y —oo y que llamaremos
mas infinito y menos infinito respectivamente. El conjunto asi obtenido, se le conoce como la recta
extendida y lo denotaremos provisionalmente por R. Extenderemos parcialmente a R las operaciones

de suma y producto en R, asi como el orden de R. Mas precisamente, dado x € R pondremos:

z+(+00) = (+o0)+x = +oo.
r+(—0) = (—oc0)+z = —oc.
(+00) + (+00) = (400)
(—0) 4+ (—0) = —o0
(+o0)x = x(+00) = oo (resp. —00), si z > 0 (resp. z < 0).
(—o0)x = z(—00) = —oo (resp. +0), si z > 0 (resp. z < 0).
(+0)(+0) = (—0)(—0) = 400
(+0)(—0) = (—o0)(+0) = —oo.
—00 < +00
—00 <
r < +0o0

Se suele escribir: x 4 00, x — 00, 00 + 00, —00 — 00, en lugar de, z + (+00), z + (—00), (+00) + (+00) ¥
(—00)4(—00) respectivamente. No se le asigna ningun significado a los simbolos 0-(+00), (+00)+(—00).

Sea A C R no vacio. Si A no estd acotado superiormente (resp. inferiormente), pondremos sup(A) =
+oo (resp. inf(A) = —o0). El lector comprobara que la proposicién 2.6.3 sigue siendo vélida para

subconjuntos arbitrarios de R (ver ejercicio 1).
Ejercicios.

1. Sean A, B C R no vacios. Pruebe que: i) sup(A+ B) = sup(A) + sup(B), ii) sup(yA) = ysup(4)
(resp. yinf(A)) siy € Ry v > 0 (resp. v < 0), iii) sup(A - B) =sup(A)sup(B) si A- B # {0}y
z,y >0cuandor € Aey € B.

2. Pruebe que el ejercicio anterior permanece valido si intercambiamos “supremo” por “infimo”.
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2.8. Valor absoluto.

Dado = € R se define el valor absoluto de x, denotado |z|, por

| = T si x>0
Tl -z si z<0.

)

Si los nimeros reales se representan en una recta, entonces |x| representa “la distancia de x al origen”.

La demostracion de la siguiente proposicién se deja al lector.
Proposicién 2.8.1. 1. |z| >0 para todo x € R. Es mds, |x| =0 si y sdlo si x = 0.
2 |-zl =lal
3. |zyl = lzlly]
4o Uyl =1/lyl (v #0).
5. —|z| <z <|x| para todo z € R.
Proposicién 2.8.2. Sea b € R no negativo (b > 0). Entonces, |x| < b siy sdlo si —b <z <b.

Demostracién. Si |z| < b, entonces —b < —|z| < x < |z| < b. Reciprocamente, supongamos que

—b<ax <b. Siz>0,entonces |z| =z < b; mientras que si <0, |z| = —z < b, porque —b<z. N
Proposicién 2.8.3. (Propiedad Triangular). Si x,y € R, entonces |x + y| < |z| + |y|.

Demostracién. Sabemos que, —|z| < z < |z| y —|y| <y < |y|, y sumando miembro a miembro
estas desigualdades queda, —(|z|+|y|) < x+y < |z|+|y|. El resultado se sigue ahora de la proposicién
2.8.2. |

Proposicion 2.8.4. Sean x,y,r € R. Entonces
i)z =yl < |z —yl.
i) || <yl +rsi|le—y|l <r.

Demostracién. Ya que x = (z — y) + y, entonces por la propiedad triangular, se tiene que

|z| < |z —y| + |y|; de donde,

2] = |y < [z —yl. (8.1)
Por el mismo argumento, |y| < |y — x| + |z|; de donde, |z| — |y| > —|y — z|. Pero, y — z = —(z — y),
asi que |y — z| = |x — y|. De aqui,

|z =yl = =z —yl. (8.2)

La prueba de i) se sigue ahora de (8.1)-(8.2) y la proposicién 2.8.2. La prueba de ii) se sigue
facilmente de (8.1). [ ]
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Proposicion 2.8.5. Sea A C R acotado y no vacio. Entonces,
sup(A) — inf(A) = sup{|jz —y| : z,y € A}.

Demostracion. Pongamos
C={lx—y|: z,y € A}.

Sean a = inf(A), b = sup(A4) y ¢ = sup(C). Dados z,y € A, tenemos que a < z, y < b. De esto se
sigue que —(b—a) =a—b <z —y < b—a. Por la proposicién 2.8.2, |x —y| < b—a. Asi, b— a es cota
superior de C'y en consecuencia, ¢ < b — a.

Fijemos € > 0. Por la proposicién 2.6.1, existen x,y € A tales que b —¢/2 < z, y < a + €/2. De
aqui,b—a <x—y+e<|r—y|+e < c+e Esdecir,b—a—c < e para cada € > 0, y por la proposicién
221, b—a—c<0. Esdecir,b—a<c. [ |

Ejercicios.
1. Sea b € R positivo. Pruebe que |z| < bsiy sélo si —b < x < b.

2. Sean z,e € R, con € > 0. Pruebe que existe r € Q tal que |z — r| <e.

3. Pruebe que A C R es acotado si y solo si existe M > 0 tal que |z| < M, para todo x € A.

2.9. Un ejemplo de un cuerpo ordenado no arquimediano.

En esta seccién daremos algunas indicaciones para construir un cuerpo ordenado que no es arqui-

mediano.

1. Considere el conjunto Q(t) formado por todas formas racionales % donde p(t) y q(t) son

polinomios en la indeterminada ¢ con coeficientes racionales y ¢(t) no es el polinomio cero. Es
decir, los elementos de Q(t) son la expresiones de la forma

ant™ + -+ + a1t + ag
bynt™ + - - + byt + by

donde ay,---,ay,,b1,---,b, son racionales, n,m son naturales y algin b; no es igual a cero.
Defina sobre Q(¢) las operaciones usuales de suma y multiplicacién, es decir,

p®)  P() _ p®)d(#)+p B)a(t)
q(t)  ¢'(t) q(t)q'(t)
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-1
(1) a0
q(t) p(t)
Muestre que Q(¢) con estas operaciones es un cuerpo.

El conjunto P de los elemento positivos de Q(t) es la coleccién de la formas racionales % tales

que los coeficientes de p(t) y ¢(t) de la mayor potencia de ¢ son del mismo signo. Es decir, si
p(t) es ant™ + -+ art +ag y q(t) es byt™ + -+ - 4+ b1t + by, entonces apb,, > 0. Muestre que
P satisface las condiciones O; y Oz introducidas en la seccién 2.2. En consecuencia Q(t) es un

cuerpo ordenado.

Muestre que Q(t) no es arquimediano. Recuerde que el elemento unidad de Q(t) es el polinomio
p(t) = 1. Muestre que n - 1 < t para todo n € N (es decir que n - p(t) es menor, en el orden de

Q(t), que el polinomio ¢(t) = t).

Muestre que Q(¢) no es completo consiguiendo un subconjunto de Q(¢) acotado superiormente
que no tiene supremo. Sugerencia: Considere el conjunto A = {1,2,3,---} como subconjunto de
Q(t). Muestre que A es acotado superiormente, pero no tiene supremo. Para esto suponga que

7 es una cota superior de A y muestre que r/2 también es una cota superior de A.



Capitulo 3

Definiciones recursivas y conjuntos
infinitos

Introduccion. Nuestro interés primordial, en este capitulo, es introducir las nociones de sumatorias,
productorias y numerabilidad. Esto sera realizado en las secciones 2 y 3, pero necesita de, lo que
usualmente se llaman, las definiciones recursivas o por induccién. Este tema serd tratado en la seccion
1y, en una primera lectura, el lector puede omitir las demostraciones de los resultados alli probados.
En fin, en la seccién 4, desarrollamos el tema de las sumas finitas, utilizando las mismas ideas de la

seccion 1. Uno de los logros mayores de este capitulo es la construccion de las funciones potenciales

(f(x) = 2™) y radicales (f(z) = ¥x).

3.1. Definiciones por recursion

El objeto de esta seccién es dar significado preciso a expresiones de la forma a1 +---+ap, aj - - - @y,
etc. También se definirdn las potencias a™;n € N; de un elemento a € K, donde K es un cuerpo

ordenado en todo lo que sigue. Usaremos la siguiente notacion
Iﬂ = {1,2,"',71}
para cada n € N.

Teorema 3.1.1. Dados un conjunto X, un elemento a € X y una funcion f : X — X, existe una

unica funcion ¢ : N — X tal que ¢(1) =a y ¢(n+ 1) = f(¢(n)) para todo n € N.

Demostracion. Para cada n € N definamos F,, como el conjunto de todas aquellas funciones

Y I, — X tales que

$l)=a ¥y G+ =f@E) s i<n (L1)

Note que Fj es el conjunto singular {1;} donde v : Iy — X es definida por ¥;(1) = a. Probaremos

que el conjunto A := {n € N : F, es singular} es inductivo. Para ello, fijemos n € A y pongamos

29
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Fn = {¢n}. Definamos ahora 1 : I;,11 — X mediante
w(z) = ¢n(1) si 1€ Ip,
Y(n+1) = f(Yn(n)).

Usando (1.1) se verifica sin dificultad que 1 € F, 11 y en consecuencia ese conjunto no es vacio.
Supongamos ahora que o, 3 € F, 41 y sean ¢, : I, — X las restricciones de «, (3 respectivamente. Es
facil ver que ¢, € F, y como este conjunto es singular, se concluye que 1) = ¢. Es decir, a(i) = [(i)
sii € Ip. Pero de (1.1), a(n + 1) = f(a(n)) = f(B(n)) = B(n + 1) y en consecuencia o = (. Esto
muestra que F,41 es singular y en consecuencia, A es inductivo. Asi, A = N.

Para cada n € N escribamos F,, = {¢,,} y definamos ¢ : N — X mediante ¢(n) = 1,(n). Ya que

la restriccion de ¥,1 a I, estd en F,, se tiene ¢, +1(n) = ¥, (n), de modo que,

¢(n+1) = Ynia1(n +1) = f(Pny1(n)) = f(n(n)) = f(o(n)),

lo cual demuestra la existencia de una funcién ¢ satisfaciendo los requerimientos del teorema. Supong-
amos ahora que ¢,1 : N — X satisfacen tales requerimientos. El lector interesado mostrard que el
conjunto {n € N: ¢(n) = (n)} es inductivo, de donde ¢ = 1. |
El resultado que enunciaremos a continuacién, aparentemente mas general que el teorema anterior,
puede probarse usando los mismos argumentos que en este iltimo. Sin embargo, aqui obtendremos el
teorema 3.1.2 como consecuencia del teorema 3.1.1, lo que de paso, ilustra la fuerza de este tltimo.

Necesitamos alguna terminologia previa. Dados un conjunto X y n € N, denotamos por X" al

conjunto de todas las funciones de I,, en X. Un elemento o € X" suele denotarse por (z1,..., %)
donde, x; = «(i); ¢ € I,. El conjunto X" se llama la n-ésima potencia de X y el elemento
(x1,...,2,) una n-upla de X. Con esta nueva terminologia, X2 no es otra cosa que X x X.

Teorema 3.1.2. Sea X un conjunto. Dado a € X y funciones fp, : X" — X; para cada n € N; existe
una unica funcion ¢ : N — X tal que ¢(1) =a y ¢(n+ 1) = fr(6(1),...,0(n)).

Demostracién. Pongamos Y = J,cy X" y definamos F' : Y — Y como sigue: Si a € X",

entonces F(a) es el elemento de X™*! definido por:

Fla)(n+1) = fo(a). (1.2)
Note que F(a)|;, = ay que F(X™) C X1
En fin, sea a* € X! definida por a*(1) = a. Por el teorema 3.1.1, existe una funcién ) : N — Y
tal que, ¥(1) = o* y ¥ (n+1) = F(¢»(n)). En particular,

Y(n+ 1)1, =(n). (1.3)
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Definamos ¢ : N — X por ¢(n) = ¢(n)(n). Usando nuevamente induccién puede probarse (hacerlo)

que, ¢[r, = (n), de modo que por (1.2) y (1.3), ¢(n+1) = F((n))(n + 1) = fu($(n)) = fu(0l5,)-

La unicidad de ¢ se sigue como en el teorema 3.1.1. |

Teorema 3.1.3. Sea X un conjunto no vacio provisto de una ley de composicion x. Para cada funcion

g: N — X existe una unica funcion & : N — X tal que §5(1) = g(1) y {g(n+ 1) = &4(n) * g(n + 1).

Demostracién. Para cada n € N definamos f,, : X" — X por fu(z1, -, 2n) = zp * g(n + 1).
Por el Teorema 3.1.2 (con a = g(1)), existe una funcién £ : N — X tal que (1) = g(1) y {(n+ 1) =

fn(&(1),--+,&(n)). La unicidad de & se sigue como en el teorema anterior. [

Observaciones.

a) De las demostraciones de los dos teoremas precedentes se tiene que el teorema 3.1.1 implica el
teorema 3.1.2 y que este implica el teorema 3.1.3. Veremos ahora que este dltimo implica el teorema
3.1.1, (de donde los tres teoremas son equivalentes). Para ello, sea G el conjunto de todas las aplica-
ciones de X en si mismo, provisto de la ley de composicién hxg=goh. Dada f € Gseag: N — G la
aplicacién constante g(n) = f para todo n € N. Por el teorema 3.1.3 existe una aplicaciéon £ : N — G
tal que £(1) = g(1) = fy &(n+1) =&(n) xg(n+1) = fof&(n). El lector verificard que la funcién
¢ : N — X definida por ¢(1) = a y ¢(n) = £(n — 1)(a); si n > 1; satisface los requerimientos del
teorema 3.1.1.

b) En el teorema anterior pongamos g(i) = x;. Entonces, {4(2) = x1 * x2, {4(3) = (21 * x2) * x3,
£g(4) = [(x1 * x2) * 3] * x4; etc. Esto nos lleva a definir “el producto”zq * - - - * 2, como &4(n).

c) Sea (X, %) como en el teorema 3.1.3. Dada una aplicacién h : I,, — X definimos h(1)*---xh(n) =
g(1) % ---x g(n) donde g : N — X es cualquier extensién de h. En el ejercicio 1 se mostrard que esta

definicién no depende de la extensién g de h usada.

Proposicion 3.1.4. Supongamos que en el teorema 8.1.3 * es asociativa, entonces cualesquiera sean

m,n € N se tiene que

g() sk g(m4n) = [g(1) -+ g(m)] + [g(m + 1) 5 - g(m 4 n)].

Demostracion. Fijemos m € N y definamos h : N — X por h(n) = g(m + n). Debemos probar

que
g(1) * -+ g(m+n) =[g(1) % - x g(m)] x [A(1) % - - x h(n)],
lo cual es equivalente a mostrar que

Eg(m +n) = Eg(m) * Ep(n), (1.4)

donde &, y &, vienen dadas por el teorema 3.1.3.
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Fijemos m € N y sea A el conjunto de aquellos n € N que satisfacen (1.4). Ya que &,(1) = h(1) =
g(m+ 1), entonces &;(m + 1) = g(m) * g(m + 1) = £4(m) * &, (1), lo cual prueba que 1 € A.

Supongamos ahora que n € A. Del Teorema 3.1.3 se tiene,
Egm+n+1)=E(m+n)xgm+n+1)=[{(m)*E,(n)] *xh(n+1)
porque n € A, y de la asociatividad de * se concluye que

Eg(m+n+1) = &§(m)  [Ep(n) x h(n* 1)] = Eg(m) * Ep(n +1).
Asi, n+1 € Ay en consecuencia A = N. Es decir, (1.4) es valida para cualquier n € N. |

Ejemplo 1. Sea (X, ) = (K, +). Dada una funcién g : N — K| existe (por el Teorema 3.1.3) una
tnica funcién ¥, : N — K tal que £4(1) = g(1) y Eg(n+ 1) = E4(n) + g(n + 1). Esta aplicacién X,

sera llamada la serie asociada a g. También usaremos el simbolo

para denotar al nimero g(1)+-- -+ g(n) = X4(n). Dicho simbolo es llamado la sumatoria de los g(i)
desde 1 hasta n. Note que por la Proposicion 3.1.4,

m—+n m n

D gty =) g(i)+ Y glm+1i),

=1 =1 =1

cualesquiera sean m,n € N. La ultima de estas sumatorias también suele denotarse por Z?:;fﬂ g(i).

Ejemplo 2. Sea (X, ) = (K, ). Dada una funcién g : N — K, existe (por el Teorema 3.1.3) una
tnica funcién P, : N — K tal que Py(1) = g(1) y Py(n+1) = Py(n) + g(n+ 1). También usaremos los

simbolos

para denotar al nimero P,(n). Note que por la Proposicién 3.1.4,

m+n m n
IT 9 =[] o6) + [ o(m+),
=1 =1 =1

cualesquiera sean m,n € N. La 1ltima de estas “productorias” también suele denotarse por H;ZJ;:LH g(7).

Cuando g(n) = n para todo n € N, el producto [[;_, g(i) es llamado el factorial de n y es
denotado por n!. Recuerde que por el Teorema 3.1.3, los factoriales estan caracterizados por las dos
propiedades siguientes:

=1y (n+1!=nl(n+1).

Ejercicios.
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1. Sea (X,*) como en el Teorema 3.1.3 y sean ¢g,h : N — X aplicaciones tales que, para algin
p € N, g(i) = h(i) si i € I,. Pruebe que g(1) % --- % g(p) = h(1) % --- % h(p). Ayuda. Defina
A={i €L, g1) - #g(i) = h(1) - h(D)}.

2. Dadas g,h: N —=K, a € Ky n €N, pruebe que:

a

) 2 imalg () + h(D)] = 25y 9(8) + 2252, h(9)-
b) Yoiiiag(i) = ad’iy g(i).

)

)

o

|22 9] < 2o 19(@)]-

d) >rqg() <30 k(i) sig(i) < h(i) para todo i € N.

3. Dados z,y € K defina méx{z,y} como el maximo del conjunto {z,y}. Pruebe que dada una
funcién g : N — K existe una tnica funcién My : N — K tal que My(1) = g(1) y My(n+1) =
max{My(n),g(n+1)}. Pruebe también que My(n) > g(i) para todo i € I,,. El nimero My(n)

se suele denotar por max{g(1),---,g(n)} y se llama el maximo de los ntimeros g(1),-- -, g(n).
4. Pruebe un resultado andlogo al anterior, concerniente al minimo.
5. Defina g : N — K por g(n) =n y pruebe que >, g(i) =n(n+1)/2.
6. Pruebe que n! < (n—i)n’sin € Nei <n. Aqui, 0! := 1.

7. Dadosn € Ne 0 <i <n, definamos el nimero combinatorio

()= tm
(=) ()

para todo 1 <4 < n. Use induccién para concluir que (’Z) €N paratodol <i<n.

Pruebe la identidad de Pascal:

3.2. Potenciacion y radicacion

Fijemos a € Ky definamos f : K — K por f(z) = ax. Por Teorema 3.1.1 existe una tinica aplicacién
¢ : N — K tal que ¢(n+1) = f(¢(n)) = a- ¢(n). Note que ¢(2) = a-a = a?,¢(3) = a® - a := a3, etc.
El elemento ¢(n) serd llamado la n-ésima potencia de a y serd denotado por a". Con esta nueva

notacion tenemos

Teorema 3.2.1. Dados a € R positivo y n € N, existe un unico b € R positivo tal que b" = a. Este

nimero b es llamado la raiz n-ésima de a y serd denotado por a'/™ 6 Ya.
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Demostracién. (Unicidad) Supongamos que existen b, ¢ € R positivos tales que b" = a y "

=a.
Entonces, del ejercicio 3, b = c.

(Existencia) Si a = 1 basta tomar b = 1. Supongamos ahora ¢ > 1 y pongamos A = {z € R :
x > 0,2" < a}. Entonces A no es vacio porque 1 € A. También, a es cota superior de A. En efecto,
supongamos por el absurdo que existe x € A tal que z > a, entonces 2" > a™ > a (Ver ejercicio 4), lo
cual contradice la definicién de A y muestra nuestra afirmacion.

Pongamos b = sup(A) y notemos que b > 1. Probaremos que las relaciones " > a y " < a llevan

a contradiccion y por la ley de tricotomia se tendrd b" = a.

Supongamos primero que b < a. Por el ejercicio 7, existe p > 0 tal que
(b+e)™ —b" <pe paratodo €€ [0,1]. (2.1)

Fijemos ahora a« € Rtal que 0 < a < 1y a < (a — b")/p (Justifique la existencia de tal a). De (2.1)
se tiene que (b4 )™ < b" +p a < a, lo cual dice que b+ « € A y contradice el hecho que b es cota
superior de A. Luego, la relacién " < a no puede ocurrir.

Supongamos ahora que b" > a. Por el ejercicio 7 existe ¢ > 0 tal que
b" — (b— €)™ < ge para todo € € [0, b). (2.2)

Fijemos ahora f € Rtal que 0 < S <by < (V" —a)/q. De (2.2), (b— )" > b" — qf > a, de modo
que (b— )" > z™ para cada x € A. De aqui y el ejercicio 3, b — § > z para todo = € A, lo cual dice
que b — (3 es cota superior de A. Esto contradice el hecho que b es la méds pequefia cota superior de A
y prueba que la relacién "™ > a no puede suceder. Esto termina la prueba del caso a > 1
Supongamos en fin que a < 1. Ya que 1/a > 1, existe ¢ € R positivo tal que ¢” = a~! y el resultado

se sigue tomando b = 1/c. |

Proposicién 3.2.2. Sean a,b € R positivos y sean m,n,p,q € N. Entonces:

o) (@) = ()" = a.

b)(a/m)tm = gl/mn,

¢) (ab)t/m = al/npl/n,

3 @) = @)

e) (a™)V/" = (a?)7 si mq = np.

f) atmatnp)/na — (gm)l/n(gryl/a,

g) 11/ =1.

Demostracién. a) Por definicién de raiz n-ésima, (a'/")" = a. Pongamos ahora z = (a™)%/™;
entonces x es la raiz n-ésima de a”, de manera que ™ = a”. De aqui y el ejercicio 3, x = a, lo cual
prueba la parte a).

b) Escribamos z = (a'/™)V/™ e y = a'/™". Entonces 2™ = a!/", de donde (z")™ = a. Es decir,

™" = a. Anédlogamente, y™" = a, de suerte que ™" = y"™" y la parte b) se sigue del ejercicio 3.
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El resto de la prueba serd dejado a cargo del lector. |

Dados a € Ry r € Q positivos, se define a" = (am)l/”, donde m,n € Ny r = m/n. Note que de la
parte e) de la proposicién anterior se tiene que esta definicién no depende de los niimeros m,n tales
que r = m/n. Con esta definicién las partes c), f) y g) de la Proposicién anterior pueden enunciarse

como sigue.

Proposicién 3.2.3. Sean a,b € R y r,s € Q nimeros positivos. Entonces, (ab)” = a’b", a"* = a"a®

y 1" = 1. En particular (a")~! = (a71)".

Por tltimo, sea a € R positivo y defina a” = (a=!)™" si 7 € Q es negativo. Dejamos a cargo del

lector verificar que la proposicién 3.2.3 permanece valida para r, s racionales cualesquiera.
Ejercicios. Sean a,b € Ky m,n € N.
1. Pruebe que ™™ = a" - a™, (a™)" = a™" y (ab)" = a"b".

2. Sia # 0 definimos a” = 1y a™™ = (a~!)™. Pruebe que el ejercicio anterior permanece vélido si

a,b# 0y m,n € Z. Concluya que (a")~! = (a=1)".

3. Sean a,b > 0. Pruebe que "™ > 0 y use este hecho para ver que a > b si y sélo si a’™ > b™.

Concluya que si y aP? = bP para algin p € N, entonces a = b.

4. Pruebe que si a > 1, entonces a”*! > a”. Deduzca que a” > a. Andlogamente, si 0 < a < 1,

muestre que " < a” < a.
5. Pruebe que b" —a™ = (b—a) Y 1 b" a1t
6. Pruebequesia # 1, entonces Y v, a"~ ! = (1—a")/(1—a). Deduzca que Y 1, (1/2)" = 1—(1/2)".

7. Si a > 0 pruebe la existencia de p,,q, € K positivos tales que (a + €)" — a"™ < ppe para todo
0<e<lya"—(a—e)" < qgpeparatodo0<e<a.

8. (Binomio de Newton) Pruebe que

(a+b)" = zn: (ZL) a" b

=0
9. (Desigualdad de Bernoulli) Pruebe que sin € Z conn >0y a > —1, entonces (1+a)"™ > 1+ na.

10. Pruebe que 277! < nl.

11. Suponga b > 1 y muestre que [1 + (1/bn)]" < 1+ (1/b) + (1/b)?. Ayuda. Note que (})n~" <
1/i! < 1/2¢1. Concluya que (1 + 1/n)" < 3.

12.  Pruebe que la proposicién 3.2.3 permanece vélida si r, s € Q son arbitrarios.
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3.3. Equipotencia

Sean A y B conjuntos. Diremos que A es equipotente a B (o que A y B son equipotentes),
denotado A ~ B, si existe una biyeccién f : A — B. Note que:

E;) A~ A ya que id4 es una biyeccién de A en si mismo.

E2) Si A ~ B, entonces B ~ A, porque la inversa de una biyeccién es una biyeccion.

E3)Si A~ By B ~ C, entonces A ~ C porque la composicién de funciones biyectivas es biyectiva.

En otras palabras, la relacién de equipotencia entre conjuntos es una relacién de equivalencia (ver
seccion 1.3).

Recordemos que I, denota el conjunto {1,2,---,n}. Un conjunto A se dice finito si A es vacio o
si es equipotente a I, para algin n € N. En caso contrario, se dice que A es infinito.

Observacion: Por Ej), I, es finito para cada n € N. Ademads, por E3) se tiene que si A ~ B,
entonces A es finito si y sélo si B es finito.

Veremos en un ejercicio mas adelante que si I, ~ I, entonces p = ¢. Esto permite definir el
cardinal de un conjunto finito no vacio A, denotado ¢(A), como aquel entero positivo n tal que
A ~ I,. En este caso se dice que A tiene n elementos. También pondremos ¢(f)) = 0.

Un conjunto equipotente a N se dira infinito numerable, y un conjunto finito o infinito numerable

se dird numerable.
Proposiciéon 3.3.1. Todo subconjunto de I,, es finito.

Demostracion. Sea A el conjunto de aquellos n € N tales que todo subconjunto de I, es finito.
Bastard ver que A es inductivo.

Ya que los tinicos subconjuntos de I son @ e Iy, se concluye que 1 € A. Supongamos ahora que
n € Ay fijemos B C I,,11. Debemos probar que B es finito, para lo cual consideramos dos casos. Si
n+ 1 ¢ B, entonces B C I, y en consecuencia B es finito porque n € A. Si n+ 1 € B, entonces
B =CU{n+ 1} donde C' = BN I, es un subconjunto de I,,. Luego C es finito. Sea k tal que C es

equipotente con . Dejamos a cargo del lector mostrar que B es equipotente con Iy . [ |

Proposicién 3.3.2. a) Si B C A y A es finito, entonces B es finito.
b) Si f: A— B esinyectiva y B es finito, entonces A es finito.
c) Si f: A— B es sobreyectiva y A es finito, entonces B es finito.

Demostracién. Ejercicio.
Nota. La parte a) de la proposicién anterior dice que si un conjunto A contiene un subconjunto

infinito, entonces A es infinito.

Proposicién 3.3.3. Si A y B son conjuntos finitos, entonces AUB es finito y c(AUB)+c(ANB) =
c(A) + ¢(B).
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Demostracion. Consideraremos dos casos.

Caso ANB = 1. Sean f: A — I,, g: B — I, biyecciones, donde n = ¢(A) y m = ¢(B), y
definamos h: AU B — I, 4, por

h(z) = f(x) size A,

h(z) = n+g(z) size B.
Como A y B son disjuntos, h estd bien definida. Ademas, h es obviamente inyectiva. Fijemos ahora
p € Iyyn. Sip < n, entonces p = f(z) para alguin = € A y asi, p = h(z). Mientras que si p > n,
entonces p = n + i para algin i € N y como p < m + n concluimos que i € I,,,. Luego i = g(x) para
algin x € B, de suerte que h(z) =n+ g(z) = n+1i = p. Esto muestra que h es sobreyectiva y prueba
el primer caso.

Caso General. Notemos primero que AUB = AU (B\ A) y que AN (B\ A) = 0. Del caso
precedente (con B\ A en lugar de B) se tiene que AU B es finito y que ¢(AU B) = ¢(A) +¢(B\ 4).
Pero B es la unién disjunta de AN B con B\ A y aplicando el caso precedente una vez mds, se tiene
que ¢(B) =c¢(ANB)+c¢(B\ A). De esto y lo anterior obtenemos que ¢(AU B) = ¢(A) +c¢(B\ A) =
c¢(A) +¢(B) —c(ANB). |

Ejercicios.

1. Sea A un conjunto. Pruebe que si z,y € A, entonces A\ {z} y A\ {y} son equipotentes. Concluya
que si A ~ B, entonces A\ {x} ~ B\ {y} cualesquiera sean z € A e y € B.

2. Pruebe que no existe una funcién sobreyectiva de A en P(A). En particular, A y P(A) no son
equipotentes. Ayuda. Dada f : A — P(A) defina B = {x € A: z ¢ f(x)} y pruebe por el
absurdo que B ¢ f(A).

3. Pruebe que N es infinito.
4. Sea B un subconjunto finito de un conjunto A. Pruebe que BU{a} es finito cualquiera sea a € A.

5. Pruebe que no existen aplicaciones sobreyectivas de I, en I,,1p; p,n € N. (Ayuda. Use induccién

en p). Concluya que si f : I, — I, es sobreyectiva, entonces ¢ < p.
6. Pruebe que si I, ~ I, entonces p = q.
7. Sean Ay B conjuntos finitos. Pruebe que A ~ B siy sélo si ¢(A) = ¢(B).

8. Sea {E, : n € N} una familia de subconjuntos infinitos de N. Pruebe que existe una aplicacién
h : N — N tal que h(n) < h(n+ 1) y h(n) € E, para cada n € N. Ayuda. Aplique el Teorema
3.1.2 al caso en que X = N, a es el primer elemento de Fy y f, : N* — N viene definida como

sigue: fp(«) es el primer elemento de {z € E, 41 : x > «a(i) para todo i € I,,}.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

3.4.

Sea A un conjunto infinito. Pruebe que si B C A es finito, entonces A \ B es infinito. En
particular, A\ B # (.

Pruebe que un conjunto A es infinito si y sélo si A es equipotente con alguno de sus subconjuntos

propios.
Sean A, B finitos. Pruebe que A ~ B siy s6losi A\ B ~ B\ A.

Sea f : A — B una biyeccién entre dos subconjuntos finitos de un conjunto X. Pruebe que existe
una biyeccién F': X — X tal que F(x) = f(z) para todo x € A. Ayuda. Existe una biyeccién
g: B\A— A\ B.

Seann € N, i € I, y F; la familia de aquellos subconjuntos de I,, que tienen cardinal igual a i.
Pruebe que ¢(F;) = (}) y use el binomio de Newton para concluir que ¢(P(I,)) = 2". Deduzca

que ¢(P(A)) = 2", si A es un conjunto finito con ¢(A4) = n.

Sea A un conjunto finito el cual es unién de una familia de subconjuntos {A1,---, A,} dos a dos
disjuntos. Pruebe que c¢(4) = > | c(Ai).

1=

Pruebe que el cardinal del conjunto F de todas las funciones de I, en I, posee ¢” elementos.

Ayuda. Use induccién en p.

Muestre que el conjunto F de todas las funciones de un conjunto A en {1,2} es equipotente a

P(A).

Numerabilidad.

Recordemos que un conjunto equipotente a N se dice que es infinito numerable, y un conjunto

finito o infinito numerable se dice que es numerable.

Proposiciéon 3.4.1. Todo subconjunto A de N es numerable.

Demostracién. Si A es finito no hay nada que probar. Supongamos ahora que A es infinito y para

cada n € A definamos A,, = {z € A: z > n}. Como AN I, es un subconjunto del conjunto finito I,,,

entonces AN I, es finito para cada n € N (ver Proposicién 3.3.1). Como A = A, U (AN I,), entonces

A, es infinito para todo n € N; pues de lo contrario, A seria finito al ser la unién de dos conjuntos

finitos. En particular A, # () para todo n € N. La idea para construir una funcién sobreyectiva de N
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en A es sencilla. Queremos definir, para cada n € N, un elemento a, en A como sigue:

a; = primer elemento de A
ay = primer elemento de {xr € A: x> a1}
ag = primer elemento de {x € A: = > as}
ant+1 = primer elemento de {x € A: x > a,}
Una vez hecho esto, definimos h(n) = a, y afirmamos que h es la biyeccién buscada. Note que
a1 < ag < -++ < ap < ---, asi que h es inyectiva. Ahora mostraremos que h es sobreyectiva. Observe

primero que n < a, para todo n € N. Razonando indirectamente, si h no fuera sobreyectiva y b es
el primer elemento de A \ h[A], entonces se muestra facilmente que a, < b para todo n € N y esto
contradice que b < ay.

Ahora bien, ;Cémo podemos formalizar el argumento anterior? El Teorema 3.1.1 es precisamente
la herramienta adecuada para este fin. Sea a el primer elemento de A y definamos f : A — A poniendo
f(n) = primer elemento de A,. Por el Teorema 3.1.1, existe una tunica funcién ¢ : N — A tal que
d(1)=ay ¢p(n+1) = f(¢(n)). Ya que f(x) € A, se tiene f(x) > z para cada x € A, de modo que
d(n+1) > ¢(n). De aqui se sigue que ¢ es inyectiva (ver el ejercicio 12 de la seccién 2.3).

Supongamos por el absurdo que ¢ no es sobreyectiva y sea b el primer elemento de B := N\ ¢(A).
Ya que a ¢ B tenemos b > a y de aqui C' := {x € A : & < b} no es vacio. Por el ejercicio 6 de la
seccion 2.3, C posee un elemento méaximo que denotamos por ¢ y como ¢ < b tenemos que b € A..
En particular, f(c) < b. Si fuera f(c) < b tendrfamos que f(c) € C, de modo que f(c) < c. Esto
contradice el hecho que f(z) > = para todo z € A y prueba que b = f(c). Por otra parte, ¢ ¢ B ya que
¢ < by bes el primer elemento de B, luego ¢ € ¢(N). Podemos escribir entonces ¢ = ¢(m) para algin
m € N, de donde ¢p(m + 1) = f(p(m)) = f(c) = b. Es decir, b € ¢(N) y esta contradiccién termina la
prueba. [ |

Proposicion 3.4.2. Un conjunto no vacio A es numerable si y sélo si existe una funcion inyectiva
f: A— N. En consecuencia, si existe un conjunto numerable B y una funcién inyectiva f : A — B,

entonces A es numerable.

Demostracién. Si A es numerable, entonces existe una biyeccién g : A — I, para algin n € N
o existe una biyeccién ¢g : A — N. En cualquiera de los dos casos, la funcién f : A — N, definida por
f(x) = g(x), es una inyeccién.

Reciprocamente, si f : A — N es una inyeccién, entonces por la Proposicién 3.4.1, f(A) es numer-
able y en consecuencia A también lo es, porque la funcién g : A — f(A) dada por g(x) = f(x) es una
biyeccién.

La segunda afirmacién se la dejamos al lector para que la verifique (ver ejercicio 1). |

Proposicion 3.4.3. N x N es numerable.
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Demostracién. De acuerdo a la proposicién precedente, bastara ver que la funcién f : NxN — N
dada por f(p,q) = (p+ ¢ —1)(p+ ¢ — 2) + 2¢; es inyectiva. Note que f(p,q) € Zy f(p,q) = 2q, de
modo que f(p,q) € N. Es decir, f estd bien definida.

Sean (a,b), (p,q) € N x N con (a,b) # (p,q) y consideremos los tres casos siguientes:

i) a+b = p+q En este caso, b # ¢q (puesto que en caso contrario se tendria (a,b) = (p,q)) y

ii) a+b > p+q. En este caso definimos r = (a + b) — (p + ¢) y notamos que f(a,b) — f(p,q) =
r2p+2¢—3+7r]+2b—q) >2p+2¢—2+2(b—q) =2(p+b—1) > 2, porque r > 1. Luego
fla,b) > f(p.q).

iii) a + b < p+ ¢q. Igual que antes se tiene f(a,b) < f(p,q). [

Sea f la funcién definida en la prueba de la proposicién 3.4.3 y considere la funcién g : NxN — N;
9(p,q) = f(p,q)/2. Dejamos como ejercicio al lector mostrar que g es biyectiva. Explicaremos a
continuacién el significado de la funcién g. Comenzaremos diciendo que los elementos de N x N suelen

representarse en la siguiente forma cuadrangular:

La funcién g asigna a (1, 1) el nimero 1; a (2, 1), (1, 2) los numeros 2,3 respectivamente; a (3, 1), (2, 2), (1, 3)
los niimeros 4,5,6 respectivamente, etc.

Para ser més precisos, sea Dy la diagonal formada por (s, 1),(s—1,2),...,(1,s) y notemos que Dj
tiene s elementos. Asi, el nimero n de elementos en las diagonales anteriores a Dy es 142+ - -4(s—1) =
(s — 1)s/2. En consecuencia, ¢g(s,1) = n+ 1, g(s —1,2) = n+2,---,9(1,s) = n + s. Es decir,
9(p,q) =n+q,si(p,q) € Ds. Pero (p,q) € Dssiysélosip+q=s+1,y esto termina la construccién
de g.

Proposicion 3.4.4. El producto cartesiano de dos conjuntos numerables es numerable.
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Demostracién. Ejercicio.

Sean A, I conjuntos. Una familia {X;};c; de subconjuntos de A se dird numerable si I es nu-
merable. Cuando I = I,,, la unién (resp. interseccién) de esa familia serd denotada por J;_; X; (resp.
Ni—; X;). Mientras que si I = N, usaremos los simbolos | J;°; X;, (72 Xi.

Proposicién 3.4.5. Sea {X;}icr una familia numerable de subconjuntos numerables de un conjunto

A. Entonces |J;c; Xi es numerable.

Demostracién. Podemos suponer que cada X; no es vacio (Justificar). Para cada ¢ € I pongamos
ier Bi vy defina
F : B — N x I mediante F(z,k) = (frx(z), k). (Note que si (z,k) € B, entonces (z,k) € By de modo
que x € Ag. Luego, F' esta bien definida).

B; = X; x {i} y sea f; : A; — N una inyeccién (véase Proposicién 3.4.2). Sea B :=

Supongamos que F(x,k) = F(y,j). Entonces k = j y fi(z) = fj(y) = fr(y), de donde z = y,
porque fi es inyectiva. De aqui, F' es inyectiva y como por la Proposicién 3.4.4, N x I es numerable,
concluimos que B es numerable (véase ejercicio 1). En fin, la funcién 7 : B — (J;c; X; dada por

m(x, k) = x es sobreyectiva (justificar) y el resultado se sigue del ejercicio 1. [
Proposiciéon 3.4.6. Z y Q son numerables.

Demostracién. Sabemos que Z es la unién de tres conjuntos numerables (N,{0} y —N) y en
consecuencia, Z es numerable. En particular, Z x (Z \ {0}) es numerable y como la funcién f :
Z x (Z \ {0}) — Q dada por f(m,n) = m/n; es sobreyectiva, se sigue del ejercicio 1 que Q es

numerable. [ |

Ejemplo de un Conjunto no Numerable. Sea A el conjunto de todas las funciones de N en
{0,1}. Dado n € N denotemos por &, € A la funcién definida por &,(n) =1y &,(i) = 0 si i # n. El
lector mostrard que el conjunto {&, : n € N} es equipotente a N, de manera que A es infinito (por
contener un subconjunto infinito).

Supongamos ahora que B es un subconjunto infinito numerable de A y sea ® : N — B una
biyeccién. Pongamos f, = ®(n) y definamos f : N — {0,1} mediante f(n) = 0 si fo(n) = 1y
f(n) =1si f(n) = 0. Es claro que f # f, para cada n € N, de modo que f ¢ B. Es decir, f € A\ B,
lo cual dice que B # A. Luego A no es infinito numerable.

Nota. Otra forma de ver que el conjunto P(N) no es numerable es la siguiente. Primero recordemos
que para cualquier conjunto A no existe una funcién sobreyectiva de A en P(A) (ver el ejercicio 2 de la
seccién 3.3). Ahora razonaremos indirectamente. Suponga que P(N) es numerable. Por la Proposicién
3.4.2, existe una inyeccién f : P(N) — N. De aqui y las Proposiciones 1.2.6- 1.2.7, existe una aplicacién
sobreyectiva g : N — P(N), lo cual es una contradiccién.

Una vez que se tiene a la mano un conjunto no numerable, como el descrito en el ejemplo anterior,

la proposicién que mostraremos a continuaciéon provee un método para mostrar que un conjunto no
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es numerable. Por ejemplo, puede ser usada para mostrar que R no es numerable (ver seccién 4.11).

La demostracién es una consecuencia directa de la proposicion 3.4.2.

Proposiciéon 3.4.7. Sean A, B conjuntos. Si A no es numerable y existe una funcién inyectiva f :

A — B, entonces B no es numerable.

Ejercicios.

1. Pruebe quesi f: A — B es inyectiva (resp. sobreyectiva) y B (resp. A) es numerable, entonces

A (resp. B) es numerable.

2. Pruebe que n(n+ 1) es par para cada n € N. Concluya que f(p,q) es par, donde f es la funcién
definida en la prueba de la proposicion 3.4.3. Muestre que la funcién g : N x N — N dada por

9(p,q) = f(p,q)/2 es biyectiva. Ayuda. Pruebe que g(N x N) es inductivo.

3. Pruebe que la funcién h : N x N — N definida por h(p, q) = 2P37 es inyectiva. Ayuda. Note que

3™ es impar para cada n € N.

4. Pruebe que si A es infinito, entonces existe una funcién inyectiva h : N — A. Ayuda. Sea F
la familia de todos los subconjuntos finitos de A. Por el Axioma de Eleccién podemos fijar un
elemento zp € A\ B, para cada B € F. Use el Teorema 3.1.1 para encontrar una funcién

g:N— Ftal que g(1) =0y g(n+1) = g(n) U{zyn} Defina h:N — A por h(n) = 4.

3.5. R no es numerable.

En esta seccién mostraremos que R no es numerable. Usaremos el siguiente resultado que es
importante por si mismo. Recordemos que un intervalo cerrado [a, b], donde a < b, es el subconjunto
de R formado por los nimeros reales z tales que a < x < b. Se dice que el intervalo [a,b] no es

degenerado cuando a y b no son iguales.

Teorema 3.5.1. (El Teorema de los intervalos encajados de Cantor) Sea I, = [an,by], con a, < by,

un intervalo para cada n € N. Suponga que In41 C I, para todo n € N. Entonces (,, I, # 0.

Demostracién: Como por hipotesis 1,11 C I,,, entonces se tiene que
an < Ap+41 < bn+1 <b, (51)

Por lo tanto

IA
A
1S
S
A
S
S
s
A
A
=
S
s
A
=
S
A
A
S
A
s

apg < ay

Sea A el siguiente conjunto
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De (5.1) se tiene que cada a,, es una cota inferior de A. Por consiguiente A tiene infimo, sea z el infimo
de A. Por la misma razén tenemos que a, < z para todo n. Por lo tanto a,, < z < b,. Esto muestra

que z € I, para todo n. |
Teorema 3.5.2. R no es numerable.

Demostracion: Mostraremos que si f : N — R es una funcién, entonces f no es sobreyectiva. Para

esto construiremos, para cada n € N, un intervalo cerrado y acotado I, con las siguientes propiedades.

1. I,41 €I, para todon € N.

2. f(n) & I,, para todo n € N.

Supongamos por un momento que hemos definido una coleccién de intervalos con esas caracteristi-
cas. Por el teorema 3.5.1 existe r € [, I,. Por la segunda condicién arriba se tiene que r # f(n) para
todo n € N. Por consiguiente, f no es sobreyectiva.

Ahora daremos las indicaciones de como construir una sucesién de intervalos con las propiedades
indicadas arriba. Comencemos por elegir un intervalo cerrado I; tal que f(1) & I;. Por ejemplo, Iy
podria ser [f(1) + 1, f(1) + 2]. Supongamos que I; ha sido construido para todo k& < n. Entonces
para definir 1,41 observe que es posible encontrar un intervalo cerrado no degenerado J C I,, tal que

fln+1) ¢ J.
|

Ejercicios.

1. Muestre que todo intervalo no degenerado no es numerable.
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Capitulo 4

Sucesiones y series

En este capitulo introducimos los conceptos fundamentales de convergencia de sucesionesy series
y estudiamos sus relaciones con las operaciones algebraicas y con el orden usual de R. En la seccion
4.8 se prueba la completitud de R, el cual es quizas, el resultado teérico mas importante del capitulo.
Este resultado dice que toda sucesion de Cauchy de ntimeros reales, converge.

En la dltima seccidon, introducimos la nocién de red. Este concepto generaliza la nocién de sucesién,

y sera utilizado en el estudio de las integrales impropias.

4.1. Sucesiones y convergencia de sucesiones.

Las nociones de convergencia y de limite se basan en el concepto mas elemental de distancia. Sean
z,y € R. El nimero |z — y| se conoce como la distancia de x a y. Esta distancia satisface la propiedad

triangular. Es decir,

|x—z|§|x—y\+|y—z|, $,Z/,ZER.

En efecto, basta notar que, z — z = (x — y) + (y — 2), y aplicar la proposicién 2.8.3.

Dados a,r € R con r > 0, definimos el entorno (vecindad) de centro a y radio r; denotado
provisionalmente por E(a,r); como el conjunto de aquellos puntos (elementos) de R cuya distancia a
a es menor que r. En simbolos, E(a,r) = {z € R: |z —a| < r}. Por la proposicién 2.8.2 tenemos que,
x € E(a,r) siysélosia—r <z < a+r. Por esta razén, E(a,r) se denota mas comtinmente por
(a —r,a+r) y se llama el intervalo de centro a y radio r.

Sea A un conjunto no vacio. Toda aplicacién f : N — A, serd llamada una sucesiéon de A.
Usualmente, una sucesién f suele indicarse con el simbolo {x,}, donde z,, = f(n). La letra n, en esta
notacién es “muda’”, en el sentido que podemos usar otras letras como 1, j, k, m etc.

Sea {z,} una sucesién de R. Diremos que {z,} es convergente si existe a € R con la siguiente

propiedad: Para cada € > 0 existe ng € N tal que,

|z, —a|l <e si n>mnm.

45
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Esto equivale a decir que, para cada e > 0 existe ng € N, tal que x,, € (a —¢€,a+¢€), cuando n > nyg.
En este caso, también se dice que {z,} converge o tiende a a. El natural ng, de esta definicién,

depende en general del tamano de €, y serd més grande mientras més pequeno sea e.

Ejemplos:

1. La sucesién 1/n es el ejemplo tipico de una sucesién convergente. Por ser R arquimediano, es

facil verificar que 1/n — 0. Mas generalmente, para cada x € R se tiene que z/n — 0.

2. Si0 <z <1, entonces ™ — 0. En efecto, observemos que al multiplicar por z la desigualdad
x < 1 obtenemos que 22 < x y en general se cumple que 0 < z"t! < 2" < ... < 2? <z < 1. Por
consiguiente a := inf{z" : n > 1} > 0. Notemos que a/x < 2" pues a < 2"t para todo n € N.
Por lo tanto a/x < a y de aqui se tiene que a(l —x) < 0. Como z < 1, entonces a < 0 y por lo
tanto a = 0 (por la tricotomia). Hemos entonces mostrado que inf{z™ : n > 1} = 0. Finalmente

de las propiedades del infimo (Proposicién 2.6.2) se tiene que ™ — 0.

En lo que sigue, {z,}, {yn} denotardn sucesiones de R. La préxima proposicién dice que si una

sucesion es convergente, entonces converge a un sélo nimero.
Proposicién 4.1.1. Si {z,} converge a a € R y también converge a b € R, entonces a = b.

Demostracién. Supongamos a # b y definamos € = |a — b|/2. Ya que € > 0 y {x,} converge a a,
existe ng € N tal que, |z, —a| < € si n > ng. Por la misma razoén, existe mg € N tal que, |z, —b| < € si
n > my. Escojamos k € N tal que k > ng y k > mg (por ejemplo k = mg + ng), entonces |z — a| < e,
|xr — b| < €, y por la Propiedad Triangular, |a — b| < |a — x| + |z — b| < € + € = 2¢ = |a — b|. Esto
contradice la Ley de Tricotomia y termina la prueba. |

Para indicar que una sucesién {z,} de R converge a a € R, usaremos los siguientes simbolos:

T, — a, que se lee: x, tiende a a.

a = lim,_, Ty, que se lee: a es el limite de x,, cuando n tiende a infinito.

Sea a € R y definamos z,, = a, para cada n € N. La sucesién {z,} es llamada la sucesién
constante de valor a. El lector comprobaré que ella converge a a.

Si {x,, : n € N} es un conjunto acotado, diremos que la sucesién {z,} es acotada. En otras

palabras, {z,} es acotada, si existe M > 0 tal que |x,| < M para todo n € N.

Ejercicios.
1. a) Seax,= gzziig. Pruebe que z,, — 7/3.
b) Sea x, = m Pruebe que z,, — 0.

2. Suponga que {z,,} es convergente. Pruebe que dado € > 0 existe ng € N tal que, |z, —2,| < 2,

si n,m > ng. Deduzca que {(—1)"} no es convergente.
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3. Pruebe que si {z,,} — a, entonces |z,,| — |a|. Dé un ejemplo donde el reciproco falla.
4. Pruebe que x, — 0 siy sélo si |z,| — 0.
5. Sea N € N. Pruebe que {z,} es convergente si y sélo si {z,,1n} es convergente.

6. Sea A C R no vacio y acotado superiormente y sea b € R una cota superior de A. Pruebe que

b = sup(A) siy solo si existe una sucesién {z,,} de A que converge a b.

4.2. OQOperaciones algebraicas sobre sucesiones

En el conjunto de sucesiones de R podemos introducir operaciones algebraicas de suma, resta,
multiplicacién y divisién. Méas precisamente, dadas sucesiones {x,}, {y,} de R, definimos nuevas
sucesiones de R por: {z,, + yn}, {zn — yn}, {Tnyn}. Si y, # 0 para todo n € N, también definimos la
sucesién cociente {x,/y,}. Si {x,} es la sucesién constante de valor A, entonces la sucesién {z,y,}
se denota por {\y,}. Las propiedades de estas operaciones algebraicas entre sucesiones se deduciran
de otras que poseen las operaciones entre niimeros reales que veremos en esta seccion.

Sean a, b, ¢, d nimeros reales. Es intuitivamente claro que si a y b estan cerca en la recta y también
lo estan ¢ y d, entonces a 4+ ¢ y b+ d deben estar cerca. Algo similar ocurre con las otras operaciones
algebraicas en R. En esta seccion mostraremos rigurosamente estos hechos que pueden resumirse
diciendo que las operaciones algebraicas en R son continuas (el significado preciso de esta expresién
se aclarard mas adelante).

Recordamos que dados conjuntos A; B C R, se define A+ B = {x+y: xz € A,y € B}y
A-B={x-y:x€A,yc B}.

Proposiciéon 4.2.1. Sean a,b,r,s,€ R con r,s > 0. Entonces,
i) (a—r,a+r)+(b—s,b+s)Cla+b—(r+s),a+b+ (r+9)).
it) (a—r,a+r)-(b—s,b+s)C (ab— p, ab+ p); donde p := r|b| + s|a| + rs.

iti) Sean a,r € R tales que 0 <1 < |a| y sea p =1/][|a|(la| —7]. Six € (a —r,a+7r), entonces © # 0
yr~te (@ —p al+p).

Demostracién. Sean © € (a —r,a+7) ey € (b—s,b+ s). Entonces, |z —a| <7y |y —b| <s.

Note (z +y) — (a+b) = (x — a) + (y — b), luego por la desigualdad triangular obtenemos
(z+y)—(a+b)| <|z—a|+]y—bl <r+s.

Esto prueba i).

A fin de probar ii), invitamos al lector a verificar previamente la siguiente identidad:

zy—ab=(r—a)b+aly—">0)+ (x —a)(y —b). (2.1)
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De aqui y la Propiedad Triangular,

< (@ —a)bl+|aly — )| + [(z — a)(y — b)]
= |z —al[b] +lally — b| + [x — ally — b]
< 7rlb| + |a|s + rs.

|lzy — abl

Para mostrar iii), sea € (a —r,a+7r), esto es, |a — x| < r. Como a = = + (a — ), por la desigualdad

triangular (proposicién 2.8.4), se tiene que |a| < |z| + 7. De aqui,
|z| > |a| —r >0, (2.2)

de donde, x # 0. Por otra parte, 1/x — 1/a = (a — z)/ax, asi que,

| — al r

et —a =
allel ~ Tallz]

y usando (2.2), tenemos que ! < (Ja| — r)~!. Y de aqui
|z~
Esto prueba iii). |
Proposicion 4.2.2. Sean a,b,e € R con € > 0, entonces:
i) Existen r,s > 0 tales que, (a —r,a+71r)+ (b—s,b+s) C(a+b—€a+b+e).
ii) Existen r,s > 0 tales que (a —r,a+r)-(b—s,b+s) C (ab—€,ab+e).

i11) Sean a,e € R tales que, a # 0 y € > 0. Existe u > 0 tal que si x € (a — p,a+ p), entonces x # 0
yrte(at—eal+e).

Demostracién. La parte i) se sigue de la proposicién 4.2.1(i) tomando (por ejemplo), r = s = €/2.

Para probar ii), comencemos tomando 0 < r < 1, tal que r < ¢/(Ja|] + |b| + 1) y sea s = r. Entonces
rlbl + slal +7 -5 =rllal + [b] +r] < rlla] +[b] +1] <€

y el resultado se sigue de la proposicién 4.2.1(ii). La parte iii) se sigue de 4.2.1(iii), eligiendo u € R
de modo que, 0 < u < |a| y 1 < €|al?/(1 + €|al). Note que esta tltima desigualdad es equivalente a

w/llal(lal — )] <e. ]

Proposicion 4.2.3. Siz, — a ey, — b, entonces
i) T+ Yn — a+Db.
i1) A\xn, — Aa, cualquiera sea A € R.

i11) Tpyn — ab.
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) Tp/yn — a/b, siy, #0 para todon € N y b # 0.

Demostracion. La parte i) serd dejada como ejercicio. (El lector podréd adaptar la prueba de iii)
a este caso). La prueba de ii) se seguird de iii), notando que la sucesién constante de valor A converge
a .

Para probar iii), fijemos € > 0 y recordemos que por la proposicién 4.2.2; existen r, s > 0 tales que,
(a—r,a+7r)-(b—sb+s)C (ab—e ab+e). (2.3)
Ya que x,, — a, existe n1 € N tal que,
Tp € (@—rya+71) si n>ng. (2.4)
Por el mismo argumento, existe no € N tal que,
Yn € (b—s,b+s) si n>mno. (2.5)

Pongamos ng = max{ni,na} y sean > ng (n € N). Ya que n es mayor que n; y ng simultdneamente,
entonces (2.4)-(2.5) son validas al mismo tiempo y por (2.3) tenemos que, x,, - y, € (ab — €, ab + ¢€).
Esto termina la prueba de iii).

Ya que x,/yn, = xn(1/yn), iv) se seguird de iii) si probamos que 1/y, — 1/b. Para ello, fijemos
e > 0 y recordemos que por la proposicién 4.2.2, existe u > 0 tal que, si € (a — p,a + p), entonces
r#0yar e (a! —€ea! +¢). Como y, — b, existe ng € N tal que, y, € (b — pt,b+ p) si n > ng.
De aqui, y,' € (b7 —€,b7! +¢€) si n > ng. ]

Nota. De la proposicién 4.2.3 parte ii), se tiene que —y,, — —b. De aqui y de la parte i) de esa

proposicién, z, — y, — a — b.
Ejercicios.
1. Sean a,b € R. Pruebe que si a # b, existe ¢ > 0 tal que, (a —€e,a+¢)N(b—¢€,b+¢€) = (.

2. Dé una interpretacién geométrica de la identidad (2.1) usada en la proposicién 4.2.1, como la

diferencia del area de dos rectangulos.

4.3. Propiedades de las sucesiones convergentes.

FEn esta secciéon mostraremos algunas propiedades de las sucesiones convergentes relativas al orden
de R.

Proposiciéon 4.3.1. i) Sixy — ayx, >0, para cada n € N, entonces a > 0.

it) Si Xy — a, Y — b Yy Tp > Yn, para cada n € N, entonces a > b.
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Demostracién. i) Supongamos que a < 0y sea € = —a/2. Ya que x,, — a, existe ng € N tal que
|z, —al < €, si n > ng. Pero x,, —a > 0 porque z, > 0 y estamos asumiendo que a < 0. De aqui,
Tn, —a < € para n > ng, y en consecuencia, r, < a + € = a/2 < 0, si n > ng. Esto contradice la
hipétesis (z,, > 0, para todo n € N) y termina la prueba de i).

ii) Por la nota a la proposicién anterior, ,, — y, — a — b, pero por hipétesis, x,, — y, > 0, n € N,

y la prueba se sigue de la parte i). |
Proposicion 4.3.2. 5i 0 <z, < y,, para cadan € N e y, — 0, entonces x,, — 0.

Demostracién. Dado € > 0 existe ng tal que |y,| < € si n > ng. Como |z,| < |y,| para todo n,

entonces |z,| < € sin > ng |

1/n 1/n

Ejemplo: Si z > 1, entonces /" — 1. En efecto, como /™ > 1, podemos escribir /" =1+41b,,
para algin b, > 0. Por definicién de raiz n-ésima, z = (1 + b,)", y por la desigualdad de Bernoulli
(ver ejercicio 9 de la seccién 3.2), (1 + by)" > 1 + nb,. En consecuencia, 0 < b, < (z — 1)/n. Como
(x—1)/n — 0, entonces por la proposicién 4.3.2 tenemos que b, — 0. Luego de la proposicién 4.2.3(i)

se obtiene lo deseado.

Proposicién 4.3.3. Sean {z,},{yn}, {2n} sucesiones de R tales que, T, — a y z, — a. St xp, < yp <

zn, para todo n € N, entonces y, — a.

Demostraciéon. Sabemos que z, — z, — a —a = 0. Ademas, 0 < y, — z, < 2z, — Tp, ¥y por la

proposicién precedente, y, — x, — 0. De aqui, y, = (yn — zn) + 2p, — 0+ a = a. [ |
Ejercicios.
1. Pruebe que si #2 — 0, entonces x,, — 0.

2. Pruebe que dado = € R existe una sucesién {z,,} de Q convergente a x. Ayuda. Use la densidad

de Q en R (teorema 2.5.3) para hallar un racional z,, tal que < z,, < x+1/n, para cadan € N.
3. Pruebe que toda sucesién convergente es acotada.
4. Pruebe que a/(n + b) — 0, cualquiera sean a,b € R, —b ¢ N.

5. Pruebe que 2™ — 0 si |z| < 1. Pruebe que {z"} no converge si |z| > 1. Concluya que {z"}

converge si y sélosi —1 < x < 1.

1/n

6. Pruebe que /" — 1 si > 0. Compare este resultado con lo mostrado en el ejemplo que sigue

a la Proposicién 4.3.2.

1/n

7. Pruebe que n*/™ — 1. Ayuda. Muestre que nl/m =1+ b, para algin b,, > 0. Use el Binomio de

Newton para probar que si a > 0, entonces (1 + a)” > n(n — 1)a?/2.
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8. Pruebe que si z,, — 0 e {y,,} es acotada, entonces x,y, — 0.

9. Dados a,\,t € Rcona > 1,t € Q, A < a. Pruebe que existe s € Q; s < t; tal que A\ < a®.

Ayuda: Busque s de la forma ¢t — 1/n para algun natural n y recuerde que (a)l/ " tiende a 1.
10. Pruebe que las dos condiciones siguientes son equivalentes:

a) R es arquimediano,

b) 1/n—0.

4.4. Sucesiones monotonas.

Diremos que {x,} es monétona creciente o més simplemente creciente, si x,, < z,,41, para cada
n € N. Cuando la desigualdad es estricta, se dice que {x,} es estrictamente creciente. Si 2,11 < ),
para cada n € N, decimos que {z,} es monétona decreciente o simplemente decreciente. Diremos

que una sucesién es mondtona si es creciente o decreciente.

Teorema 4.4.1. Si{z,} es creciente y acotada, entonces {x,} es convergente. De hecho, lim,_.oc T, =
sup{z, : n € N}. Este resultado permanece vdlido para sucesiones decrecientes, cambiando supremo

por infimo.

Demostracién. Supongamos que {z,} es creciente y acotada y pongamos: A = {z,, : n € N} y
a = sup(A). Dado € > 0, por la proposicién 2.6.1, existe = € A tal que, a — € < z. Pero como = € A,
existe N e Ntalquexz =zy,yasia—e < zy < x, sin > N. Por otra parte, x,, < a, para todon € N

(porque a = sup(A)), en consecuencia, a — € < x, < a < a+ € si n > N. Esto prueba que z,, — a.

El caso decreciente sera dejado a cargo del lector. |

Ejemplo: Considere la siguiente sucesion

n
Ay =14+ 11+ 1/2141/30+ -+ 1/nl = " 1/i!
i=0
Note que ap+1 — an, = 1/(n+ 1)! > 0, asi que {a,} es estrictamente creciente. Para mostrar que es

acotada, note que 2" < nl, si n > 4 (como se verifica ficilmente por induccién). De esto se sigue

facilmente que

n
2<a, S1+1+1/241/2% 4 +1/2" =1+ 1/2
=0

Por otra parte, se prueba fécilmente por induccién que > i ,1/2" = 2 — 1/2" (ver ejercicios de la
seccién 3.2). Y por ser {ay} creciente, concluimos que a,, < 3 para todo n. Luego por el teorema 4.4.1

se tiene que {a,} es convergente.

Proposicién 4.4.2. La sucesion {(1+ 1)"} es convergente.
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Demostracién. Pongamos x,, = (1 + %)" Por el binomio de Newton,
" /n
Ty = -t
=3 (0)
=0
Note que (:‘)n_Z < 1/id! (verificarlo). Luego x, < a, donde a,, es la sucesién definida en el ejemplo
anterior. Por lo tanto z,, < 3 y claramente 1 < x,, para todo n. Asi, {z,} es acotada.
Probaremos ahora que {x,} es estrictamente creciente, lo que dara fin a la prueba. Para ello
notemos que

$m1=35<”f1)m+4r@>§f<”jfyn+n%

i=0 =0

<?>ni§ (n11>(n—%1)2 (4.1)

si 0 <14 < n. Es claro que esta desigualdad es vélidad para ¢ = 0, luego supondremos que 1 <17 < n.

Por esto, bastara mostrar que

Notemos que

<n>n_i n(n—1)(n—2)-(n— (i—1))

il nt

Ilnn—1n—-2 n—(i—1)
i'ln n n n

) (-2 ()

1 1 2 — 1
< —(1- 1- N

7! n+1 n+1 n+1
o ln+l n on-1 n+1-(G-1)
 didn+ln4ln+1 n+1

1 .
{
Donde la desigualdad arriba es valida ya que 1 — % <1- R%Ll para todo j < n. [

Observacién: Otra manera de mostrar la desigualdad (4.1) es observando que, por la definicién de

factorial, esa desigualdad es equivalente a la siguiente

1\° i
1+-) <14 —— 4.2
< +n> - —i_n—kl—i7 (42)

la cual es obviamente vélida para i = 0,1. Supongamos ahora que (4.2) es valida para algin i < n,

entonces
1\¢+1 1 i _ i+1 1
+D)™ < (+H (v ms) = (0+S) + (o)
+1 i+1
< <1+ﬁ) (nfi)(;L+1fi) < 1+n+1lf(i+1)
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lo cual dice que (4.2) es vdlida para ¢ + 1. Por induccién tenemos que (4.2) es valida para cada
ie{0,1---,n}.

El limite de la sucesién {(1 + %)”} juega un papel tan importante en matematica, que se opté por

denotarlo con un signo particular; a saber, la letra e. Es decir,
1 n
e:= lim (l—l-) .
n—oo n
Ejercicios.
1. Pruebe que si {z,} es creciente, entonces z,, < z, cuando m < n.
2. Sea r € R, x> 1. Pruebe que {z'/"} es decreciente.

3. Considere la sucesién {z,} definida recursivamente de la siguiente manera: 1 = 1 y paran > 1

1 n 2
xT = -\ — ).
n+1 9 n T,

Pruebe que es convergente ; Puede determinar su limite?. Ayuda: Pruebe que a partirden = 2 la

se cumple que

sucesién es decreciente y acotada inferiormente, para esto muestre por induccién que 2 < 22 <
9/4.

4. Pruebe que {n/z"} es decreciente si z > 2.
5. Pruebe que {z,} es creciente si y s6lo si {—z,} es decreciente.

6. Suponga que existe N € N tal que =, > x,41 si n > N. Pruebe que {x,} es convergente si ella

es acotada.

7. Pruebe que z"/n! — 0, cualquiera sea x € R. Ayuda. Suponga primero que x > 0 y escoja
N € N tal que N > z. Sea x,, := z"/n! para n > N. Aplique el ejercicio anterior para deducir
que {z,} converge a algin A € R. Note que zp41 = zp([z/(n+ 1)], y Tnt1 — A

8. Use los argumentos del ejercicio anterior para mostrar que n/z"™ — 0, si z > 1.

9. Considere la sucesién {z,} definida recursivamente de la manera siguiente: 1 = 1y zp41 =

Zn + 1/xy,, para n > 1. Pruebe que {x,} no es acotada. Ayuda: Use 4.4.1

Problemas Los siguientes ejercicios contienen los resultados necesarios para definir la funcién

exponencial e®. Pondremos Fj,(z) = (1 + )", para cada z € R y cada n € N.

1. Use los argumentos de la demostracién de la proposicién 4.4.2 para probar que {F,(x)} es

convergente si 0 < z < 1.
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2. Pruebe que si b, — +00, entonces (1 + 1/nb,)" — 1.

3. Sean z,y > 0. Pruebe que si {F,(z)} vy {F,(y)} son convergentes, entonces {F,,(x+y)} también
loesy
lim Fy(x+y)= lm F,(z)F,(y);

n—-4o0o n—-+o0o

Ayuda. Use el ejercicio anterior para ver que Fy,(z)F,(y)/Fn(x +vy) — 1.
4. Use induccién en k para probar que F,(k) — e* para todo k € N.

5. Pruebe que {F,(z)} es convergente si z > 0. Ayuda. Por el ejercicio 1, s6lo falta mostrar el caso

cuando x > 1. En consecuencia, puede suponer que x = k+rcon k€ Ny 0 <r < 1.

6. Pruebe que (1 —n~2)" — 1. Ayuda. Use la desigualdad de Bernoulli.

7. Pruebe que F,(z)F,(—x) — 1 para todo = € R.
8. Pruebe que {F,(z)} es convergente para todo x € R. Defina F(x) = lim,,_, 4~ F(x) y pruebe

que F(z +y) = F(x)F(y) para todo z,y € R.

4.5. Limites al infinito

En esta seccién precisaremos el significado de los limites al infinito. Diremos que {z,} tiende a
~+00, denotado x,, — +00, si para cada M > 0 existe ng € N tal que x,, > M si n > ng. Analogamente,
diremos que {z,} tiende a —oo, si para cada M > 0 existe ng € N tal que z,, < —M si n > ny.

Las sucesiones mondtonas acotadas son convergentes (por el teorema 4.4.1). La siguiente proposi-

ciéon complementa ese resultado.

Proposicién 4.5.1. Sea {x,} una sucesion mondtona.
i) Si{xn} es creciente y no estd acotada superiormente, entonces x,, — ~+00.
it) Si {xn} es decreciente y no estd acotada inferiormente, entonces x, — —oo.

Demostracién. i) Dado K > 0, ya que {x,,} no es acotada superiormente, existe n tal que z,, > K.
Como {z,} es creciente, entonces z,, > K para todo m > n. Esto muestra lo deseado. La parte ii) la

dejaremos a cargo del lector. |

Observacién: Tenemos entonces que lim, . x, = sup{z, : n € N} cualquiera sea la sucesién

creciente {z,}.

Ejemplo: Mostraremos que 2" — 400, si ¢ > 1. En efecto, tenemos que = < 22 < 2% < - -+, es decir

que esta sucesion es creciente. Afirmamos que z™ no es acotada superiormente. En efecto, si lo fuera,
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entonces ™ convergerfa a un valor a (justifique). Por otra parte tenemos que 2" — z = (2" — 1).

+1

Como z™ y 2™ convergen ambas a a, entonces se tiene que a — xz = x(a — 1). Simplificando esta

igualdad se tiene que a = ax y en consecuencia x = 1 contradiciendo la hipdtesis.

La siguiente proposiciéon nos habla del comportamiento de los limites al infinito en relacién a la

suma, al producto y al orden. Su demostracién quedaré a cargo del lector.

Proposicién 4.5.2. i) Si{xn} es acotada ey, — +00, entonces x,, + y, — +00. Andlogamanete,

St Yp — —00, entonces Tn + Y, — —00

it) Suponga que x, — a e y, — +oo. Si a > 0, entonces xpy, — +oo y si a < 0, entonces

TpYp — —0O0
i11) Suponga que x, < ypn para todo n. Si x, — +00, entonces Y, — +00 Yy Si Yy, — —00, entonces
Ty — —O00.
Ejercicios.
1. Complete la demostracién de la proposicién 4.5.1.
2. Pruebe que |z,| — o0 siy sélo si 1/z, — 0.
3. Demuestre la proposicién 4.5.2.

4. Sea a un real mayor que 1y p € N. Pruebe que a”/n? — +o0o. Ayuda. Pruebe que existe ng € N

tal que {z,}52,, es creciente. Después muestre que no puede ser acotada.

5. Pruebe que n"/n! — +o00. Ayuda. Muestre que n" /n! es creciente. Factorize (n+1)"*1/(n+1)! =

(n™/n!)(1 4+ 1/n)™. Suponga que es acotada y llegue a una contradiccién.

4.6. Subsucesiones
Sea {x,} una sucesién y nj naturales tales que
N <ng<ng<--<ng<--

Entonces la sucesién
TnyyTngyTngs """ s Tngs " °
dada por g(k) = xp, se llama una subsucesién de {z,}. Mas formalmente, diremos que ¢ : N — N

es estrictamente creciente, si ¢(n) < ¢(m) cuando n < m. La composicién f o ¢, de una sucesién

f N — R con una funcién estrictamente creciente ¢ : N — N, serd llamada una subsucesién de f.
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Si denotamos a f por {z,}, entonces f o ¢ es denotada por {Z4)}. La notacién usual para f o ¢ es
{zp, }, donde ny = ¢(k).

Ejemplo: Considere la sucesién x,, = 1/n%. Las siguientes son subsucesiones con sus correspondiente
funciones ¢: (i) y, = 1/4n? donde ¢(n) = 2n. (ii) y, = 1/2%" donde ¢(n) = 2". Por otra parte, la
sucesion 1/4,1,1/16,1/9,1/36,1/25,---,1/(2n +1)2,1/(2n)?,-- - no es una subsucesién de {x,}.

Proposicién 4.6.1. Sea {z,,} una sucesion y {Ty,)} una subsucesion. Entonces

i) Si{zn} es acotada, entonces {Ty(,)} también es acotada.
i) Si{r,} — a, entonces {Tyn)} — a.

i) Si {xn} es mondtona creciente, entonces {Ty,)} también lo es. Andlogamente para mondtona

decreciente.

) Si{Tym)} es una subsucesion de {Ty,)}, entonces {Ty )} también es una subsucesion de {xn}.

Demostracién. i) Suponga que |z,| < M para todo n. Entonces |z4,)| < M para todo n. ii)
Dado e > 0 existe ng € N tal que, |z, —a| < € si n > ng. Por induccién es facil mostrar que por ser
¢ estrictamente creciente, entonces ¢(n) > n para todo n € N; de modo que |z4(,) — a| < € si n > ny.
Dejamos a cargo del lector el resto de la demostracién. |

La sucesion z, = (—1)"/n no es ni creciente ni decreciente, sin embargo la subsucecién {z2,} es

decreciente. Este es un hecho general que mostramos a continuacion.
Teorema 4.6.2. Toda sucesion tiene una subsucesion mondtona
Demostracién. Considere el siguiente conjunto
A={neN: z, <z para todo k > n}
Hay dos casos posibles:
(i) A es infinito. Podemos entonces enumerar los elementos de A en forma creciente
mp <mo < :---<mp<---

Es decir, tomemos ¢ : N — A con ¢(k) = my, creciente y sobreyectiva (vea la proposicién 3.4.1

y su demostracién). Entonces {z4(,)} es una subsucesion creciente (verificarlo).

(ii) A es finito. En este caso sea N tal que A C {1,---, N}. Entonces para cada n > N existe k > n
tal x,, > 3. Ahora definiremos inductivamente una sucesién creciente n; de naturales tales que

T,

; > T, Por las hipétesis del caso (ii) existe ny > N tal que xy41 > @p,. Suponga que

hemos definido N < njy < ng <--- < n; tales que x,, > z,,,, para todo i < j — 1. De nuevo por
las hipétesis de (ii) existe nj1 > n; tal que x,,; > ;. Esto muestra nuestra afirmacién. Para

terminar, notemos que {z,, }1 es una subsucesién decreciente de {zy,}. |
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Nota: La definicién de la subsucecién hecha en el caso (ii) también se puede presentar en términos
de lo visto en la seccién 3.3. En efecto, observemos que el conjunto E,, = {k : x,, > x1} es infinito para
cualquier n > N (justificar). Luego por el ejercicio 8 de la seccién 3.3 existe una funcién h : {k € N :
k> N} — N creciente tal que h(n) € Ej, para cada n > N. Entonces {xj(,)}n>n €s una subsucesion

decreciente.
Corolario 4.6.3. Toda sucesion acotada posee una subsucesion convergente.

Demostracién. Sea {z,} una sucesién acotada. Por el teorema 4.6.2 {z,} tiene una subsucesién
{xn, } monétona que ademds es acotada (por serlo {z,}). Por consiguiente {x,, } es convergente (por
el teorema 4.4.1). ]

Ejercicios.

1. Halle una sucesién que tenga una subsucesién convergente a 1 y otra convergente a 2.

2. Sea ¢ : N — N una funcién tal que ¢(n) < ¢(n + 1) para todo n € N. Pruebe que ¢ es

estrictamente creciente.

3. Sea ¢ : N — N estrictamente creciente. Use induccién para probar que ¢(n) > n, para todo

n € N.

4. Pruebe que si {x,} no es acotada, entonces {z,,} posee una subsucesién {zy,,)} tal que [xp,)| —

+00. Ayuda. Pruebe que, para cada n € N, el conjunto E,, = {k € N: |x;| > n} es infinito.

5. a) Construya una sucesion que posea una subsucesion (estrictamente) creciente y también otra
subsucesién decreciente.
b) Suponga que {z,} es una sucesién en R que no tiene subsucesiones decrecientes. ;Sera cierto

que {z,} es creciente?

6. Pruebe que si las subsucesiones {xo,_1}, {x2,} de {x,} convergen a un mismo a € R, entonces

Ty — Q.

7. Pruebe que si {z2n-1}, {z2n}, {x3,} son convergentes, entonces {x,} es convergente. Ayuda.

Note que {z2,-1} v {x3,} tienen una subsucesién comun y que lo mismo ocurre con {z2,} y

{xgn}.

8. Sea f : N — R una sucesiéon y sean ¢1,...,¢n : N — N estrictamente crecientes tales que,

f(#i(n)) — x paratodoi =1,---, N. Pruebe que si ¢;(N)U---U¢pn(N) = N, entonces f(n) — x.
9. Sea {x,} una sucesién en R. Pruebe lo siguiente

a) Si toda subsucesién de {z,} es acotada, entonces {x,} es acotada.
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b) Si toda subsucesién de {x,} es convergente, entonces {z,} es convergente.

c¢) Sitoda subsucesién de {z,} es mondtona, entonces {z,} es mondtona.
., Que tiene esto que ver con la proposicién 4.6.17
10. Sea {x,} una sucesién acotada.
a) Suponga que todas las subsucesiones convergentes de {z,} convergen al mismo punto.

Muestre que {z,} es convergente.

b) Suponga que todas las subsucesiones mondtonas de {x,} convergen al mismo punto. Muestre

que {z,} es convergente.

4.7. Limites superior e inferior
Si {x,} es acotada definimos:
Tp=sup{z;: i>n} y z, =inf{z; : i >n}.

El lector verificard que {Z,} es una sucesién acotada monétona decreciente y que {z,} es acotada
mondétona creciente. Por el teorema 4.4.1, la sucesion {z,,} (resp. {z,,}) tiene limite, que denotaremos
por limsup,, .. @y (resp. liminf, . x,) y que llamaremos el limite superior (resp. limite inferior
de {z,}).
Note que z,, < Z,; para cada n € N; y por la proposicién 4.3.1, liminf,, . z,, <limsup,, ., Tp.
Si {z,,} no estd acotada superiormente (resp. inferiormente), se define limsup,,_, ., €, = +00 (resp.

liminf, o z, = —00).

Ejemplo: Considere la sucesién x, = (—1)" 4+ 1/n. Se tiene que —1 < z,, < 2y por lo tanto {z,}

es acotada. Por otra parte

1
14—, si n es par
Tp =sup{z;: i>n}= n
14+ ——, sin esimpar
n+1

Ast que los primeros términos de la sucesién {z,} son:

1. 1. 1.1 1 1
[ [N [ Sl [ (RS [ R
gl Il g,

y limsup z,, = 1. Razonando de manera analoga se puede verificar que la sucesién {z,} es constante

igual a -1 y por lo tanto liminf x,, = —1.

Proposicién 4.7.1. Supongamos que {x,} es acotada. Entonces {x,} es convergente si y sélo si sus

limites superior e inferior coinciden. En ambos casos, limsup,, ., n = liminf,, .z, = lim, o 2.



29

Demostracién. Pongamos =, = sup{x; : i > n}, z,, = inf{z; : i > n} y sea T (resp. z) el limite
de {z,} (resp. {z,}).

Supongamos que T = z. Ya que z,, < z, < Ty, se sigue de la proposicién 4.3.3 que {x,} converge

a Z. Reciprocamente, supongamos que {z,} es convergente y notemos que, por la proposicién 2.8.5,

Ty —x, =sup{|z; — x|} 1 4,5 > n}. (7.1)

Por otra parte, mostraremos que, dado € > 0, existe N € N tal que |z; — x| < e si m,n > N. En
efecto, existe N tal que |z, — x| < €/2 si n > N. Luego como x,, — Ty, = Ty, — T + T — Ty, entonces
por la desigualdad triangular, se tiene que |z, — x| < |z, — 2| + |2y — 2| < €si n,m > N. De aqui y

(7.1), &y, — z,, < esin > N, lo cual prueba que z = z. [ |
Ejercicios:

1. Determine los primeros términos de la sucesiones z,, y x,, para cada una de las siguientes suce-

siones y calcule limsup z,, y liminf z,,:
a) xn=(=1)"+(=1)"/n
b) x,=[n+(-1)"(3n—1)]/n.

2. Sea T el limite superior de {z,}. Pruebe que dado € > 0, existe N € N tal que z,, < T + € si
n > N.

3. Sea {z,} una sucesién acotada y {xy, } una subsucesién convergente. Muestre que

liminf z,, < limz,, <limsupz,

4.8. Sucesiones de Cauchy

Se dice que {z,} es de Cauchy, si para cada € > 0, existe ng € N tal que |z, — z,| < € cuando
m,n > ng. La demostracién de la siguiente proposicién la puede extraer el lector interesado de la

prueba de la proposicion 4.7.1.
Proposicion 4.8.1. Toda sucesion convergente es de Cauchy.

El objeto de esta seccién es probar el reciproco del resultado anterior. Pero antes de hacerlo

mostraremos un resultado que nos hard falta.
Proposicion 4.8.2. Toda sucesion de Cauchy es acotada.

Demostracién. Supongamos que {z,} es de Cauchy. Entonces existe N € N tal que, |z, —x,| < 1

si m,n > N. En particular, |z, —xy11]| < 1sin > N,y por la proposicién 2.8.4,

|zn| <1+ |zn41| si n> N. (8.1)
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Si M := max{|z1|,...,|zn], 1+ |znt1]|}, entonces |x;| < M paral <i < N. Ademés 1+ |zy41| < M.

De esto junto con (8.1) se tiene que |z,| < M para todo n. |
Teorema 4.8.3. (Completitud de R) Toda sucesion de Cauchy, en R, es convergente.

Demostracién. Sea {z,} una sucesién de Cauchy en R. Por la proposicién anterior sabemos que
{z,} es acotada y por tanto tiene limites superior e inferior.

Por otra parte, dado ¢ > 0 existe N € N tal que, |x; — x;] < ¢, si 4,7 > N, y argumentando
como en la proposicién 4.7.1 mostraremos que los limites superior e inferior de {x,} coinciden y de la

proposicién 4.7.1, {x,} es convergente. En efecto, por la proposicién 2.8.5,

Ty —x, =sup{|z; — x|} 1 4,5 > n}.
Luego z,, — z,, < esin > N. De aqui se sigue que z — z < € para todo € > 0. Luego * = z. |
Ejercicios.
1. En este ejercicio daremos una prueba alternativa de la completitud de R.

a) Pruebe que si una sucesién de Cauchy posee una subsucesién convergente, entonces dicha

sucesion converge.

b) Use la proposicion 4.8.2 y el corolario 4.6.3 para mostrar que toda sucesién de Cauchy posee

una subsucesién convergente y luego concluya usando la parte (a).

2. Pruebe que {z,} es de Cauchy si y sélo si para cada € > 0 existe N € N tal que, |z,4p — 2| <€
sipeNyn>N.

3. Sean A, C R conjuntos tales que
A1 DAy D - A,
y ademés que
|z —y| < 1/n para todo z,y € A,

Muestre que si {x,} es una sucesién tal que z, € A, para todo n € N, entonces {z,} es

convergente.

4. Sea {z,} una sucesién en R y defina

Sp =21+ T2+ Ty
tn = |z1| + |z2| + -+ - |70

Muestre que si ¢,, es convergente también lo es s,, Ayuda: Por la desigualdad triangular |s, —s,,| <

[tn, — tm].
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5. Sea {z,} una sucesién con la siguiente propiedad
dng, Vi, j > no, ‘.%'Z — JZJ" <1

Muestre que {z,} es acotada. Compare la hipétesis de este ejercicio con la de la proposicién
4.8.2.

6. Sea S el conjunto de todas las sucesiones de Cauchy f : N — Q. Dadas f,g € S, escriba f ~ g si
f(n)—g(n) — 0y pruebe que ~ es una relacién de equivalencia en S. Denote por Ry el conjunto
cociente de § por ~ y pruebe que la funcién L : Ry — R; L([f]) = lim,— f(n); estd bien
definida y es biyectiva. Aqui, [f] denota la clase de f € S segtin ~ (Ver seccién 1.3).

Nota. El ejercicio 6 dice que el cuerpo de los niimeros reales puede ser construido, una vez conocido
el cuerpo de los nimeros racionales, a través de ciertas clases de sucesiones de Cauchy de nimeros

racionales.

4.9. Series.

Sea f : N — R una sucesion, por el teorema 3.1.3, existe una tnica funcién Xy : N — R tal que,
Yr(1)=f(1) y Xf(n+1) = X¢(n) + f(n+ 1). Esta sucesién X se conoce como la serie asociada a
f.

Denotemos la sucesién f por {an} (a, := f(n)). En la literatura corriente, la serie ¥ se denota
por Y > an (6 por > a, o aln, por aj + -+ a,---) y se llama la serie de término general
an. El nimero ¥¢(n) se denomina la n-ésima suma parcial de la serie ), a, y se denota por
Sp=a1+ - +ap =Y. a; Silasucesién Xy (= {s,}) converge, diremos que la serie ), a, es
convergente. En caso contrario, se dice que la serie diverge. Si la serie ) a, converge, entonces
el limite de la sucesién {s,} se llama la suma de ), a, y se denota también por ) a,. Este
abuso de notacién no causa, en general, confusién. En fin, la serie ), a, también suele indicarse por
a1+ +an+---6poray+as—+---

Ejemplo. La Serie Geométrica. Sea r € R. La serie

Zr"‘l =1+4r+- e
n
se conoce con el nombre de serie geométrica de razén r. Sabemos que, (1 —7)(1+7r+---+7""1) =
1 — 7" (ver el ejercicio 5 de la seccién 3.2); asi que la n-ésima suma parcial, s, = 14 ---+7""1 de esa
serie, viene dada por s, = (1 —7")/(1 —r)sir # 1y s, =nsir = 1. En particular, la serie diverge si
r = 1. Por otra parte, también sabemos que {r"} converge si y sélosi —1 < r <1y ademas r" — 0 si
|r| < 1 (ver el ejercicio 5 de la seccién 4.3). En consecuencia, la serie geométrica de razén r converge

siy sélo si |r| < 1y en este caso, su suma es, 1/(1 —r) = limy, 00 Sp.
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Proposicién 4.9.1. Si ) a, converge, entonces a, — 0.

Demostracion. Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie en cuestién. Por hipdtesis, existe s € R
tal que, s, — s, pero {s,11} también converge a s, por ser una subsucesién de {s,}, y asi s,4+1—s, — 0.

Es decir, ap+1 — 0 y de aqui, a,, — 0. |

Contraejemplo. La Serie Arménica. Probaremos que la serie ), 1/n (llamada arménica)

diverge, aunque su término general tiende a cero. Sea s, =1+ 1/2+---+ 1/n y para k pongamos
te=Sop =14+1/24 - +1/2%,

probaremos por induccién que tp > 1+ k/2. Para ello sea A = {k € N : ¢, > 1+ k/2}. Ya que
t; = sy = 3/2, entonces 1 € A. Sea k € A y pongamos n = 2*. Es facil ver que

n
thpr =te+ Y _1/(n+1)

i=1
y como n+i < 2n para 1 < ¢ < n, entonces, ty11 > 1+k/2+n/2n =1+ (k+1)/2. Es decir, k+1 € A,
de modo que A es inductivo y asi, tx, > 1+ k/2; para todo k € N. Ya que {#;} no es acotada, entonces

{sn} no es convergente porque {tx} es una subsucesién de {s,}.

4.10. Series absolutamente convergentes

Se dice que ), a, es absolutamente convergente, si ) |a,| es convergente.

Proposicién 4.10.1. Toda serie ), a, absolutamente convergente es convergente y | . an| <

2o lanl.

Demostracién. Sea ), a, absolutamente convergente y pongamos s, = a1+ -+ ap, t, = |a1|+
- |ap|. Por hipdtesis, {t,} es convergente y en consecuencia de Cauchy. Por otra parte, |Sp4p — Sn| =
lan+1 4+ -+ antp| < lans1| + -+ + [antp|=tntp — tn; de donde {s,} es de Cauchy y en consecuencia
convergente. Sean s, ¢ los limites de {sy, } y {t,} respectivamente, ya que |s,| < t,, y |sn| — |s|, entonces
por la proposicién 4.3.1(ii), |s| < t. [

Si una serie es convergente pero no absolutamente convergente, decimos que ella es condicional-
mente convergente. Veremos mas adelante (proposicién 4.11.6) que >, (—1)""1/n es convergente,

y como la serie arménica diverge, entonces Y (—1)""1/n es condicionalmente convergente.

Definicién 4.10.2. Sih: N — N es una biyeccion, la serie ), Ap(n) €8 llamada un reordenamiento
de >, ay.

Por ejemplo, la serie

14+1/3—1/241/5+1/7T—1/4+1/9+1/11 —1/6+-- -,
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es un reordenamiento de la serie
D" n=1-1/24+1/3-1/44---.
n
En este caso, la aplicacién h viene dada por: h(3n —2) =4n — 3, h(3n —1) =4n — 1y h(3n) = 2n.
Nota. Si ), a, es condicionalmente convergente, puede probarse que, dado o € R existe un

reordenamiento de ella convergente a a. Ver [?].

Proposicién 4.10.3. Si ), a, es absolutamente convergente, entonces todo reordenamiento de ), ar,

converge y tiene la misma suma que ) an

Demostracién. Sea ), Ap(n) un reordenamiento de Y nGn Y PONGAMOS, Sy = a1 + -+ + ap,
th = ap)y + 0+ apy, T = laa] + -+ anl, s = limy o sy ¥ 7 = limy oo 7. Dado € > 0 existe
N e Ntal que, |s, —s| <e/2yr—r, <e/2sin>N.

Por otro lado, es facil probar que {j € N: h(j) < N} es acotado y en consecuencia tiene maximo,
que denotamos por p. Note que, h(I,) D In (recuerde que I, denota el conjunto {1,---,n}). Sin > p,
entonces h(I,) D Iy de modo que, t,, = sy + >, @i, donde F' = h(I,) \ Iy. Sea g el méaximo de F.

Entonces
1=q
o —s| < ls—snl+ D lail <e/2+ Y lai| <e/2+4rg—rn <e/2+7 -1y <e
i€F i=N+1
Hemos probado que: dado € > 0 existe p € N tal que, [t, — s| <€, sin > p. [
Ejercicios.

1. Sean ), an, >, by series convergentes y sea A € R. Pruebe que > (a, + b,) y >, Aa, son
convergentes y que, > (an +bp) =D, an+ >, bn, D, Aan = AD, an.

2. Sea N € N. Pruebe que ), a, converge siy sélo si ) an4n converge. Deduzca que lo mismo

es cierto para series absolutamente convergentes.

3. Pruebe que el reordenamiento Y., b, de Y, (—1)""!/n, dado después de la definicién 4.10.2,
es convergente y que su suma es (3/2) > (—1)""!/n. Ayuda. Escriba t,, = by + -+ + by, s, =
a1 + -+ a, y pruebe que:

a) Atsn}, {tsns+2} son mondtonas, la primera creciente y la segunda decreciente.

S

o

)
) tan+2 — t3nr1 — 0y tant1 — t3n — 0.
) t3ny2 > tani1 > tan.

)

d) Deduzca que {tsn}, {tsn+1} v {t3n+2} son convergentes a un mismo limite. Concluya que

{tn} es convergente (ver el ejercicio 7 de la seccién 4.6).

e) tan = San + Son/2.
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4.11. Criterios de convergencia de series

Proposicién 4.11.1. (Criterio de Cauchy). Sea ), an una serie con la siguiente propiedad: Para
cada € > 0 existe N € N tal que,
i=n+p

| Z ajl<e si peNyn>N. (11.1)
i=n+1

Entonces, Y, an es convergente.

Demostraciéon. Sea s, la n-ésima suma parcial de la serie en cuestién. De (11.1) se tiene que,
|Snt+p — Sn| < €sin > N; de modo que {s,} es de Cauchy, y por lo tanto convergente (por el teorema
4.8.3). u

Proposicién 4.11.2. Si Y a, es una serie de términos no negativos (esto es, an, > 0 para todo

n € N) y la sucesion {s,} de sumas parciales es acotada, entonces ) a, es convergente.

Demostracién. Note que las desigualdades s, < sp+1, Gnt1 > 0 son equivalentes. Por lo tanto la

sucesién de sumas parciales es creciente y acotada, luego convergente (por el teorema 4.4.1). |

Proposicién 4.11.3. Sean {a,}, {b,} sucesiones en R tales que 0 < a, < by; n € N. Si ) by,
converge, entonces Y an converge y y . an < Y . by. La conclusion sigue siendo vdlida si para algin

N € N se tiene que 0 < a,, < b, para todon > N.

Demostracién. Pongamos s, = aj +---+ap y t, = by + -+ + by,. Entonces s, <t, y {sn}, {tn}
son crecientes. Por hipétesis, ¢, — t, para algiun ¢ € R, y por ser ser creciente t = sup{t,, : n € N}
(teorema 4.4.1). En particular, 0 < s, < t,, < ¢, y por lo tanto, {s,} es acotada. Por la proposicién
4.11.2, s, — s, para algin s € R, y por la proposicion 4.3.1, s < t. La segunda parte de la proposicién

se prueba de manera similar y la dejamos al lector (ver ejercicio 2). [

Proposicién 4.11.4. Sean ) an,, Y., b, series de términos positivos y supongamos que la sucesion
{bn/an} converge a un nimero positivo c. Entonces ), an es convergente si y sdlo si, . by, es

convergente.

Demostracién. Pongamos € = ¢/2 y fijemos N € N tal que,

b
|- —c/<e si n>N.
an,

De la definicién de € queda, después de algunas manipulaciones que,

3
gan<bn<§an si n>N

Ahora la prueba se sigue facilmente de la proposicién 4.11.3 (verficarlo). |
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Proposicién 4.11.5. (Criterio del Cociente). Supongamos que a, # 0; n € N.
a) Si c:=limsup,_ . |any1|/|an| < 1, entonces ), a, es absolutamente convergente.

b) Sid:=liminf, . |ant1/an| > 1, entonces Y, an, es divergente.

Demostracion. a) Fijemos b € R tal que, ¢ < b < 1y sea € = b — c¢. Entonces existe N € N tal

que, |any1/lan] < c+e=0b,sin > N. De aqui,

lanin| _ lani \GN+2!‘ (@nin] _ym
lan| lan| [an41 lan+n—1]
Luego |apin| < A0™; n € N; donde A := |ay]|. Pero la serie geométrica, de razén b, es convergente

(porque 0 < b < 1), y por la proposicién 4.11.3, > |ansnN| es convergente. De aqui, > |a,| es
convergente.

b) Fijemos b € (1,d). Usando el argumento de la parte a), podemos encontrar N € N tal que
|an+n| > |an|b™. En consecuencia, la sucesién {a,} no puede converger a cero y la prueba se sigue de
la proposicién 4.9.1. |

Nota. Supongamos que a, # 0; n € N; y que la sucesién {|an+1/an|} converge a ¢ € R. La
proposicién anterior dice que la serie ) a, es absolutamente convergente (resp. divergente) si ¢ < 1
(resp. ¢ > 1). Sin embargo, en el caso ¢ = 1, dicha serie puede ser convergente o divergente, como lo

muestran los siguientes ejemplos:

1. Para la serie armédnica se tiene que ¢ = 1 y esta serie es divergente.

2. Sia, = (=1)""!/n, entonces ¢ = 1 y la serie converge, porque satisface las hipétesis de la

proposicion 4.11.6, mas abajo.
Proposicién 4.11.6. (Series Alternadas). Sea {a,} una sucesion decreciente de nimeros reales no

negativos, convergente a cero (ap > ant1 > 0y an — 0), entonces Zn(—l)"_lan converge.

Demostracién. Pongamos s, = > ;_; (—1)""ta;, entonces:

a) Sop—2 — S2n = A2p—1 — G2n42 > 0.
b) Sop—1 — S2n41 = G2 — A2p41 >0
C) Sop—1 — Sop = a2y, > 0.

De a) (resp. b)), se tiene que {sa2,} (resp. {s2n—1}) es creciente (resp. decreciente). En particular,
Som > S2 Y Sop—1 < S1,y POr ¢), S2 < Sa, < Sop—1 < s1. Esto prueba que {s2,} y {s2n—1} son acotadas
y por el teorema 4.4.1, convergentes. Por ¢) {s2,} v {s2n—1} tienen el mismo limite, ya que ag, — 0.
Sea s el limite de ambas, mostraremos que s, converge a s. Dado € > 0 existe IV tal que |s — s9p,| < €

Y |s — sont1] < esin > N. Luego |s — s,| < esin>2N. |
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La serie Zn(—l)”*lan, con a, > 0, se dice alternada, porque escrita en la forma a; —as+ag—aq - - -,

los términos de la serie van alternando su signo.

Ejemplo. Sea p € R un racional positivo. La serie ) # es llamada una p-serie. (En realidad,
esta terminologia es utilizada para cualquier nimero real positivo, pero en nuestro caso, todavia no
hemos definido el simbolo nP, para p irracional). Nuestro préximo objetivo es probar que la p-serie
converge si y sélo si, p > 1. Ya sabemos que la serie arménica (p = 1) diverge, de suerte que la p-serie

diverge si p < 1. (Justificar). Restarfa probar que la p-serie converge si p > 1
Proposiciéon 4.11.7. La p-serie converge si p > 1.

Demostracion. Definamos ¢ = p—1, d, = n"9y b, = d,, — d,+1. Del ejercicio 8, mas abajo,
>, bn converge, y del ejercicio 9, mas abajo, lim, .,y n”b, = ¢, (justificar). La prueba se sigue ahora

de la proposicién 4.11.4 colocando a,, = 1/nP. [

No numerabilidad de R. Usaremos los resultados de esta seccién para dar otra demostracion
de que R no es numerable. La demostraciéon que presentaremos dard mas informacién que la dada
por la prueba del teorema 3.5.2. Pues ahora mostraremos que la cardinalidad de R es al menos la
del conjunto de todas las funciones de N en {0, 1}, el cual denotaremos por A. Recordemos que A no
es numerable (ver seccién 3.4). Construiremos una inyecciéon £ : A — R, y de la proposicién 3.4.7,
resultara lo deseado.

Para cada f € A se tiene que la serie ), f(n)-37" converge (justificarlo). Denotemos su suma por
xyy veamos que xf # x4 si f # g. Con este fin, sea N el primer elemento de {n € N: f(n) # g(n)}.
Ya que f(N) # g(N), podemos asumir, intercambiando los papeles de f y de g si fuera necesario,
que f(N) = 0y g(N) = 1. Pongamos s, = >, f(i) - 37% t, = > g(i) - 37". Observe que
Sn=tN-1+ D iy f(0) 37ty ty =tn_1+ 37N, Luego, si n > N se tiene que

n
ty—sn=3"N— Y f(i)3~".
i=N+1
Ya que 0 < f(n) < 1, entonces
n . .
ty—sn 23N = > 373 V1) 37 =3"/2>0.
1=N+1 7

Es decir, s, <ty —271-37N <ty < z,. Por lo tanto, la funcién £ : A — R, £(f) = xy, es inyectiva.

Ejercicios.

1. Sea {z,} una sucesién de R tal que |zp+1 — x| < (1/2)", para todo n € N. Pruebe que
{z,} es convergente. Ayuda. Las sumas parciales de la serie > xp41 — 2, vienen dadas por

Sp = Tptl — T1.



67

2. Sean {an}, {bn} sucesiones de R y suponga que existe N € N tal que, 0 < a,, < by, cuando

n > N. Pruebe que si ), b, converge, entonces ) a, converge.

3. Pruebe que si ), a, es convergente y a,, > 0 para todo n € N, entonces ) a? es convergente.

Ayuda. Recuerde que si 0 < x < 1, entonces 2 < z.
4. Pruebe quesi ), ay es acotada y 0 < r < 1, entonces »  a,r" es absolutamente convergente.

5. Pruebe que la serie Y ., 2"/n! converge cualquiera sea z € R. Aquf, 2°:= 1,0 =1y > . an

denota la serie >, a,—1.

6. Pruebe que EnZO 1/n! = e. Ayudas. Muestre que (TZ)n*’ < %, si 0 <14 < n,y concluya que
(1+ %)" < Z?:o;lg- Por otra parte, fijado m € N, se tiene (1 + %)” >3 (?)n_i, para
cualquier n > m; n € N. Ademas, (’;‘)n_Z — %

7. (Criterio de la Raiz.) Pruebe que si limsup,, .. |an|"/" < 1 (resp. liminf, .o |an|/™ > 1),

entonces »  a, es absolutamente convergente (resp. divergente).
8. Pruebe que si la sucesion {d, } converge a cero, entonces la serie ) (d,, — d,+1) converge.

9. Pruebe que si ¢ € Q es positivo, entonces lim,, o n[(1 + %)q — 1] = q. Ayuda. Pruebe primero
el caso en que ¢ € N. En el caso general, escriba ¢ = m/r con m,r € N y use el ejercicio 5 de la

seccion 3.2 para mostrar que si, a,b € R son positivos, entonces

b — o™ = (b — a9) Z pa(r—i) 4ali=1)
i=1

10. Pruebe que todo intervalo no degenerado es no numerable. Ayuda. Muestre que la aplicacién

fiR— (=1,1); f(x) = 2(1 +2%)~'/2; es biyectiva.

4.12. Redes.

El concepto de convergencia de sucesiones, establecido en la seccion 4.3, es insuficiente en algunas
ramas de las matematicas. De hecho, en la teoria de integrales impropias desarrolladas en el capitulo
8, se toman limites de familias de elementos de R, que estan indizadas por el conjunto de los intervalos
compactos, contenidos en el intervalo I de integracion.

Sea I un conjunto. Diremos que J C P(I) es un conjunto dirigido, si dados J, K € J existe L € J
tal que J C L'y K C L. Por una red en un conjunto A entendemos cualquier familia {x s} cj, de
elementos de A, indizada por un conjunto dirigido J. Cuando no haya peligro de confusion, utilizaremos
la notacién abreviada {z}.

Nota. Los conceptos de “dirigido” y “red”, que acabamos de dar, son un caso particular de una
teoria més general, pero son suficientes para nuestros propésitos.

Ejemplos.
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1. El conjunto J = {I,, : n € N} es dirigido. Ademds, una red indizada por este J corresponde

exactamente a una sucesion.

2. El conjunto J, de todos los subconjuntos finitos de I, es dirigido. Ademas, con cualquier familia

{a;} de ntimeros reales, se tiene la red de “las sumas parciales” {) ;. ;a;i} e

Diremos que una red {z;}sc; de R es convergente, si existe a € R con la siguiente propiedad:

Para cada ¢ > 0, existe Jy € J tal que,
vy —al <e si JDJo.

En este caso se dice que {x;} converge a a y lo denotaremos por x; — a.

Los resultados de esta seccién seréan, en su mayoria, dejados como ejercicios. La demostracion del
primero de ellos servird para ilustrar donde se utiliza el hecho de que J es dirigido. Las otras pruebas se
obtienen utilizando los argumentos de este primer resultado y los argumentos de las cuatro secciones

precedentes.
Proposicién 4.12.1. Sea {x;} una red en R. Si xy — a y xj — b, entonces a = b.

Demostracién. Supongamos a # b y pongamos € = |b — a|/2. Ya que x; — a, existe J; € J tal
que

lzy—al <e si JDJ. (12.1)

Por el mismo argumento, existe Js € J tal que,
]xJ — b| <e si JD.J. (12.2)

Como J es dirigido, existe K € J tal que J; C Ky Jo C K, y por (12.1)-(12.2), |a — b| < |a — zx| +
|z — b| < 2¢ = |a — b|. Esta contradiccién termina la prueba. |

En lo que resta del capitulo, {z s}, {ys} denotardn redes en R, indizadas por un conjunto dirigido

J.

Proposicion 4.12.2. Supongamos que xj — a e yy — b. Entonces: xj+yjy — a+b, xjy; — ab y
Axy — Aa si A € R. Ademas, 1/y; — 1/b, sib# 0 eyy # 0 para todo J € J.

Proposicion 4.12.3. Supongamos que rj — a e yy — b. Si xy < yj, para todo J € J, entonces
a <b.

Diremos que {x;} es creciente, si z; < zx cuando J C K. Se dice que {z;} estd acotada
superiormente si {x; : J € J} estd acotado superiormente. De manera anéloga se definen los

conceptos de red decreciente y acotada inferiormente.

Proposicién 4.12.4. Si{x;} es creciente y acotada superiormente, entonces ella es convergente y su

limite es sup{x; : J € J}. Un resultado andlogo ocurre para redes decrecientes acotadas inferiormente.
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Se dice que la red {z;} es de Cauchy, si para cada € > 0, existe, Jy € J tal que, |z; — x| <€,
cuando J, K D Jg.

Proposicién 4.12.5. Toda red {z;} de Cauchy converge.

Demostracion. Sea n € N. Aplicando la definicién de red de Cauchy, con € = 27", tenemos que
existe J, € J tal que,
ey —xx| <27 si J, KD Jy. (12.3)

Definamos K,, = U' 1 J; € yp, = xg,. Como Ky 11 DO K, D Jy, se sigue de (12.3) que |yp+1 —yn| < 27"
y por el ejercicio 2 de la seccién 4.5, {y, }es convergente. Asi, y,, — z, para algin x € R.

Sea € > 0. Ya que, y, —» xy 27" — 0, existe N € N tal que |[yy —z| < €/2y 27" < ¢/2. De aqui y
(12.3), |xzg —z| < |zj—yn|+|yy —x| < 27" +€/2 < ¢, si J D Jy. |

Sea I un conjunto. Dada una aplicacién f : I — R, existe una tnica aplicacion X7 : IPo (1) — R tal
que Xp({i}) = f(i);i € I; y ¥g(JU{i}) = Eg(J)+ f(i),si J € IPoo(I) ei € I\ J. Ver corolario ??. Esta
aplicacion ¥, la llamaremos la serie asociada a f y la denotaremos por ), ;a;, donde a; = f(i).
Asociada con la serie ), _; a; tenemos la red {s;} de sumas parciales definida por s; = >, ; a;, para
cada J € J := P (I). En lo que resta del capitulo, pondremos J = IPo(I). Si {s;} converge a s € R,

se dice que ) ;. ;a; es convergente y que su suma es s. En este caso escribiremos s = ) . ; a;.

Ejercicios.

1. Suponga que existe L € J tal que J C L para todo J € J y pruebe que z; — xp. (Este L,

cuando existe, se llama el maximo de J).
2. Pruebe que si {x;} es constante de valor a (Es decir, x; = a, para todo J € J), entonces z; — a.
3. Pruebe que toda red convergente es de Cauchy.

4. Pruebe que la red {sr}, de sumas parciales, es de Cauchy si y solo si, para cada € > 0 existe

Jo € J tal que, |sg| <€, cuando H € Jy HN Jy = 0.

5. Pruebequesi), ;a;, > ;- bi convergen, entonces  ;;(a;+b;) y Y .c; Aa; convergen, cualquiera
sea A € R. Ademads, Y, (ai+ b)) =D icrai + 2 icrbis Dojer ANai = XD G4

6. Pruebe que si ), ;|a;| converge, entonces, ), ;a; converge. Ademds |> ;. a;| < > i ;lag.

Ayuda. |s; — sk| < |s; — sjuk| + [sjur] = s\l + s k]-

7. Suponga que a; > 0 para todo i € I. Pruebe que si la red {s;} estd acotada superiormente,

entonces ) .. a; converge y su suma es sup{y . ;a; : J C I es finito no vacio}.
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8. Supongamos que [ es la unién de una familia numerable {I,,},cs, de conjuntos numerables I,,
y sea g : I — R no negativa. Pruebe que »;c;g(i) < > ;> icr g(i)]. Ayuda. Si F' C I es
finito, entonces existe G C J finito, tal que F' C Upegln.

9. Suponga que )_,;;|a;| converge y sea h : I — I una biyeccién. Pruebe que ) ;. ap(;) converge

y que tiene la misma suma que ) . ; a;.



Capitulo 5

Topologia de la Recta

Introduccion.

El concepto bésico de este capitulo es el de conjunto abierto. A partir de él, se derivan los conceptos
de: conjunto cerrado, punto interior, punto de clausura, punto de acumulacion, conjunto denso y
conjunto compacto, los cuales son llamados conceptos topoldgicos, precisamente porque pueden definirse
usando solamente la nocién de conjunto abierto.

Los resultados mas importantes del capitulo son la caracterizacién de los conjuntos compactos
como conjuntos cerrados y acotados, y el teorema de Bolzano-Weierstrass, el cual asegura que todo

subconjunto infinito y acotado de R, posee un punto de acumulacién.

5.1. Intervalos
Dados a,b € R con a < b definimos:
(a,b) ={zeR:a<z<b}; (a,b)j={reR:a<z<b}

[a,b) ={zeR:a<z<b}; [a,b]={recR:a<z<b}.

Estos conjuntos son llamados intervalos de extremos a y b. El primero (resp. ltimo) de ellos se
dice abierto (resp. cerrado). Cuando a = b se tiene (a,b) = 0; [a,b] = {a} y se les llama intervalos
degenerados.

Los cuatro intervalos definidos anteriormente, son conjuntos acotados, por lo que también se de-
nominan intervalos acotados. La longitud de cualquiera de ellos se define como el niimero b — a.

Dado a € R definimos:
(—o00,a) ={zeR:z<a}; (—o0,a]l={zeR:z<a}l,

(a,400) ={z€eR:x>a}; [a,+00)={z€R:2>a}

Estos conjuntos son conocidos como intervalos no acotados. El primero (resp. segundo) de ellos

también se le dice la semirrecta izquierda abierta (resp. cerrada) de extremo a, mientras que

71
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para los dos ultimos se utiliza una terminologia analoga. En fin, alguna veces pondremos
(—o0,+00) =R.

Los nueve conjuntos, definidos anteriormente, son conocidos bajo el nombre genérico de intervalos.
Los que se definen usando sdlo paréntesis, son llamados abiertos.
Sea I un intervalo de R. Es facil ver que si x,y € I con z < y, entonces (z,y) C I. Probaremos

que esta propiedad caracteriza los intervalos.

Proposicién 5.1.1. Sea I C R tal que (z,y) C I, para todo x,y € I con x < y. Entonces I es un

mtervalo.

Demostracién. Supongamos primero que I es acotado y pongamos a = inf(I) y b = sup([). Es
claro que I C [a,b]. Probaremos que (a,b) C I y en consecuencia I serd un intervalo.

Sea ¢ € (a,b). Por la Proposicién 2.6.1, existe y € I tal que ¢ < y y por la Proposicién 2.6.2 existe
x € I tal que x < c. Por hipétesis, (z,y) C I, luego ¢ € I. Esto muestra que (a,b) C I.

Supongamos ahora que [ estd acotado superiormente pero que no lo estd inferiormente y definamos
a = sup([l). Es claro que I C (—00,al, por lo cual basta ver que (—oo,a) C I. Para ello, sea ¢ < a.
Igual que antes, existe y € I tal que ¢ < y, pero como I no estd acotado inferiormente, existe x € I
tal que = < c. Asi, ¢ € (x,y) C I, y la prueba de este caso es completa.

La prueba de los dos casos restantes serd dejada a cargo del lector. |
Proposicion 5.1.2. La union de una familia de intervalos con un punto comin, es un intervalo.

Demostracién. Sea {I, : p € P} una familia de intervalos indizada por un conjunto P y supong-
amos que existe a € R, tal que, a € I,, para cada p € P. Denotemos por I la unién de esa familia y
fijemos x,y € I con = < y. De acuerdo a la proposicién anterior bastard ver que (z,y) C I. Con este
fin, fijemos p,q € P tales que x € I, e y € I, y consideremos los tres casos que siguen:

i) y < a. En este caso, (z,y) C (z,a) C I, C I.

ii) @ < z. En este caso se tiene (z,y) C (a,y) C I, C I.

ili) z < a < y. En este caso, (z,y) C (z,a]Ua,y) C I,UI, C I. |

Ejercicios.

1. Sean a,b € R con a < b. Pruebe que (a,b) es el entorno de centro (ver seccién 4.2) (a +b)/2 y
radio (b — a)/2.

2. Sea {I, : p € P} una familia de intervalos y suponga que existe ¢ € P tal que I, N I, # (), para
todo p € P. Pruebe que la unién de los I, es un intervalo. Ayuda. Aplique la proposicién 5.1.2

a la familia {J, : p € P} donde J, = I, U I, para cada p € P.
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3. Sea {I, : p € P} una familia de intervalos no degenerados dos a dos disjuntos. Pruebe que P
es numerable. Ayuda. Muestre que todo intervalo no degenerado contiene un ntimero racional y

construya una inyeccion de P en Q.

4. Sea A un subconjunto de R con la siguiente propiedad: Para todo x € A existe y € A tal que
x#yy (z,y) CAo (y,z) C A (seginsea x <y oy < x). jEs A un intervalo? Justifique su

respuesta y comparela con la proposicién 5.1.1.

5.2. Conjuntos Abiertos

Diremos que U C R es abierto, si para cada x € U existe € > 0 tal que (z — e,z +¢) C U. Este
numero € depende en general de .

Ejemplos: Es obvio que R es un conjunto abierto. También se tiene que () es abierto, porque no
hay ningin z en () que no verifique la condicién anterior. Por otra parte, Q no es abierto, pues todo
intervalo contiene irracionales (proposicién 2.5.4). Los intervalos de la forma [a,b) no son abiertos,

pues la condicién de la defincion de abierto no se cumple para = = a.

Proposicion 5.2.1. Sea I un intervalo. Entonces I es un intervalo abierto sit I es un conjunto

abierto.

Demostracién. Sea I un intervalo abierto. Ya que R y () son abiertos, debemos considerar los
casos I = (a,b),(—00,a), (a,+00), donde a,b e Ry a <bsil=a,b).

Supongamos que I = (a,b). Dado = € I definamos € = min{z — a,b — z}. Entonces a < x — € <
x+e<b de donde (x —e,x +€) C (a,b). Luego I es abierto. Los otros dos casos seran dejados a
cargo del lector.

Sea I un intervalo que satisface la definicién de conjunto abierto. Para ver que I es un intervalo
abierto, basta mostrar que no puede ser de ninguno de los siguientes: [a, b], [a,+00), (—00,b], donde
a < b. Le dejamos al lector la tarea de verificar que en cualquiera de estos casos los extremos acotados

del intervalo no satisfacen condicién en la definicion de conjunto abierto. |

Proposicién 5.2.2. a) La union de cualquier familia de abiertos es abierto.

b) La interseccion de cualquier familia finita de abiertos es abierto.

Demostracion. La parte a) serd dejada a cargo del lector. Para probar b), mostraremos sélo que
la interseccién de dos abiertos es abierto, el caso general se hace por induccién en el niimero de abiertos
y lo dejaremos al lector. Sean Uy, Uy abiertos de R y fijemos © € U NUs. Ya que x € Uy, existe €1 > 0
tal que (z — €1,z + €1) C U;. Por el mismo argumento, existe e2 > 0 tal que (z — €2, + €2) C Us. Sea

e = min{ep, e2}. Es claro que (x — ¢,z + €) C U; N Us. |

Proposicion 5.2.3. Todo abierto de R es la union de una familia numerable de intervalos abiertos

dos a dos disjuntos.
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Demostracién. Sea U un abierto de R y sea x € U. Entonces la familia F,., de aquellos intervalos
abiertos contenidos en U que contienen a x, no es vacia y tienen a & como punto comin. De aqui y la
Proposicion 5.1.2; la unién de los miembros de F, es un intervalo I, que contiene a z. Note también
que por las Proposiciones 5.2.1 y 5.2.2, I, es abierto. Es maés, I, es el més grande de los intervalos
abiertos contenidos en U y que contienen a x.

Sea x,y € U y supongamos que I, NI, # (. De las Proposiciones 5.1.2, 5.2.1 y 5.2.2, I, U I, es un
intervalo abierto contenido en U. Como x (resp. y) estd en esa unidn, se sigue de la maximalidad de
I, (resp. I) que I, U I, C I, (resp. I, UI, C I). De aqui, I, C I (resp. I, C 1), lo cual muestra
que I, = I,,. En otras palabras, cualesquiera dos elementos de la familia {I, : € U} son iguales o
disjuntos. Denotemos por Z esa familia de intervalos. Para cada intervalo I € 7 escoja un racional ¢
en I. Como la familia 7 es dos a dos disjunta, entonces la funcién I — ¢ es inyectiva. Como Q es
numerable entonces Z es numerable (ver proposicién 3.4.2). Para concluir, note que U es la unién de

los intervalos en 7. [

Nota: La proposicion anterior por una parte dice que todo conjunto abierto es la uniéon de una
coleccién numerable de intervalos. Esto se puede mostrar simplemente notando que para todo punto
x de un conjunto abierto U existen racionales r < s tales que r < z < sy (r,s) C U (justificarlo).
Asi que la coleccion de todos los intervalos abiertos con extremos racionales contenidos en U cumple
con lo requerido. Esto es, todo conjunto abierto es la unién de intervalos con extremos racionales.
Note que una coleccién infinita de intervalos con extremos racionales es equipotente con una coleccion
de pares ordenados (s,7) € Q x Q tales que r < s y en consecuencia dicha coleccién es numerable.
Sin embargo, no es cierto que todo conjunto abierto es la unién disjunta de intervalos con extremos

racionales, por ejemplo, el intervalo (0,7) donde r es cualquier irracional positivo (ver ejercicio 11).

Proposiciéon 5.2.4. Un conjunto A C R no es un intervalo si y sélo si existen abiertos U,V de R

tales que

UNV =0, UNA#0, VNA#D, yACUUYV. (2.1)

Demostracién. Si A no es un intervalo entonces, por la Proposicion 5.1.1 existen x < y en A y
c € (x,y) tales que ¢ ¢ A. De aqui, los conjuntos U = (—o0,¢), V = (¢,00) son abiertos que verifican
(2.1).

Supongamos ahora que U,V son abiertos de R verificando (2.1) y fijemosa e UNAybe ANV.
Ya que UNV = (), tenemos a # b, e intercambiando los papeles de U y V si fuera necesario, podemos
asumir que a < b.

Pongamos B = {z € [a,b] : [a,z] C U} y notemos que a € B y que b es cota superior de B.
Esto permite definir ¢ = sup(B). Ya que U es abierto, existe » > 0 tal que (a —r,a+7r) C U y en

consecuencia, a + r/2 € B. Luego, ¢ > a.
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Sea d € [a,c). Por la Proposicién 2.6.1, existe z € B tal que z > d, y como [a, z] C U, entonces
d € U. Esto prueba que [a,c) C U. Veamos ahora que ¢ ¢ U, porque si ese fuera el caso, existiria e > 0
tal que (¢ —€,c+¢€) C U y por lo tanto [a,c+ €/2] € U. Es decir, ¢ + €/2 € B, lo cual contradice el
hecho que ¢ es el supremo de B y muestra que ¢ ¢ U.

Supongamos que ¢ € V' y fijemos p > 0 tal que (¢ — p,c+ p) C V. Entonces (¢ — p,c) N [a,c) C
UNV =0, pero esto es contradictorio porque, al ser a < ¢, se tiene que (¢ — p,c) N [a,c) # 0. Esta
contradiccién prueba que ¢ ¢ V; de donde ¢ < b. Ademés, ¢ ¢ U UV, y por lo tanto ¢ ¢ A. Por la
Proposicién 5.1.1, A no es un intervalo porque a,b € A, a <by c € (a,b). [ |

Ejercicios.
1. Complete la demostracion de la proposicién 5.2.2.

2. Sea U, = (—1/n,1/n);n € N. Pruebe que NS ,U,, = {0} y concluya que la interseccién de una

familia infinita de abiertos no es necesariamente abierto.
3. Sea U C R un conjunto abierto no vacio. Pruebe que UNQ y U N (R \ Q) no son vacios.

4. Pruebe que si {U; : i € I} es una familia de abiertos no vacios, dos a dos disjuntos, entonces I

es numerable.

5. Sean x € A C R. Diremos que z es un punto interior de A si existe un abierto U de R tal
que z € U C A. Denotaremos por A o int(A) el conjunto de los puntos interiores de A. Pruebe
que
a) int(A) es abierto. Es decir, = € int(A) si y sélo si existe € > 0 tal que (v —¢,x +¢€) C A.

b) Cualquier abierto de R, contenido en A, estd contenido en int(A). Es decir, siU C Ay U

es un abierto, entonces U C int(A).

¢) Concluya de lo anterior que int(A) es el abierto mas grande contenido en A. Por ejemplo,

muestre que int([1,3)) = (1, 3).
6. Calcule int([a,b]),int(Q) e int(R\ Q).

7. Sean A, B C R. Pruebe que int(AN B) =int(A) Nint(B) y que int(AU B) C int(A) Uint(B).

Dé un ejemplo donde esta contencién sea estricta.
8. Sea A, = (—1/n,1/n);n € N. Pruebe que int(NpenAn) # Nnenint(Ay).

9. Sea A C R. Se dice que B C A es abierto en A si para cada zy € B existe r > 0 tal que
(xo —r,zo +1r)N A C B. Pruebe que B C A es abierto en A siy sélo si B = ANU para algin
abierto U de R.
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10. Sea U C R. Muestre que las siguientes condiciones son equivalentes
(a) U es abierto.

(b) Para todo = € U y toda sucesién {x,} convergente a x, existe N tal que x,, € U para todo

n>N.

11.  a) Muestre que ningtn intervalo abierto es igual a la unién disjunta de dos intervalos abiertos
(no vacios).

b) Muestre que ningun intervalo de la forma (a,b) donde a o b es irracional es igual a la
unién de una coleccién numerable y dos a dos disjunta de intervalos abiertos con extremos
racionales. Explique por qué no hay conflicto entre este ejercicio y la proposicién 5.2.3.
Ayuda: Suponga, sin pérdida de generalidad, que b es irracional. Sea I,, = (an,b,), n € N,

intervalos con extremos racionales y dos a dos disjuntos contenidos en (a,b). Muestre que

b €U, In-
12. Sean A C Ry r > 0 cualesquiera. Muestre que el siguiente conjunto es abierto
U={zeR: |xr—a| <rparaalgina e A}

Ayuda: Escriba U como la unién de una coleccién de intervalos abiertos.

5.3. Conjuntos Cerrados y Clausura

En esta seccién, A denota un subconjunto de R. Diremos que A es cerrado si su complementario

R\ A es abierto. Por ejemplo, los intervalos de la forma [a, b] son cerrados.

Proposicién 5.3.1. a) ) y R son cerrados.
b) La union de una familia finita de cerrados es cerrado.

¢) La interseccion de cualquier familia de cerrados es cerrado.

Demostracion. Ejercicio.

Observacién: Note que () y R son a la vez abiertos y cerrados. De hecho son los tinicos subconjuntos
de R con esta propiedad (ver ejercicio 12). Es importante tener presente que un conjunto puede no

ser ni abierto ni cerrado, por ejemplo (1, 5].

Diremos que zg € R es un punto de clausura de A si U N A # () para cualquier abierto U de R
que contenga a xg. El conjunto de todos los puntos de clausura de A serd denotado A y sera llamado

la clausura o adherencia de A. Es obvio que § = 0 y que A C A. En particular, R = R.

Ejemplo: Mostraremos que 2 es un punto de clausura del intervalo (2, 7]. En efecto, sea U un abierto
cualquiera que contenga a 2. Por definicién de conjunto abierto, existe r > 0 tal que (2—r,2+7r) C U.

Podemos escoger r tal que 2 4+ r < 7. Escoja ahora t tal que 2 < ¢t < 2+ r. Entonces t € U N (2,7].
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Proposicién 5.3.2. A es cerrado.

Demostracién. Mostraremos que B := R\ A es abierto. Sea g € B, es decir 9 ¢ A. Por
definicién de clausura, existe un abierto U tal que zg € U y U N A = (). Por definicién de abierto,
existe r > 0 tal que (zo—7,z9+7) C U. Luego es claro que (zg—7,z9+7)NA = 0. Como (zo—1r,x0+7)
es un conjunto abierto, entonces por la definicién de clausura tenemos que (zg — 7,29 +7) CR\ A. Y

con esto termina la prueba. |
Proposicién 5.3.3. A es cerrado si y sélo si A = A.

Demostracién. Si A = A se tiene, de la proposicién anterior, que A es cerrado. Supongamos
ahora que A es cerrado. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que A # R (;por qué?). Fijemos
x ¢ A, entonces z estd en el abierto U := R\ A y por tanto existe r > 0 tal que (z —r,z +7r) C U.
Luego, (x — 7,2 +7)N A =) y en consecuencia, ¢ A. Esto muestra que R\ A C R\ A. Por lo tanto,
AC Aycomo AC A, entonces A = A. [

Proposicién 5.3.4. a) Si BCR y A C B entonces A C B. En particular, si B es cerrado y A C B,
entonces A C B.
b) AUB = AU B, cualesquiera sean A, B C R.

Demostracién. a) Suponga que A C B y fije + € A y un abierto U que contiene a x. Como
UNA#Q, entonces UN B # (). Asi = € B. La segunda afirmacién se sigue de la Proposicién 5.3.3.

b) De la relaciéon A C AU B se tiene A C AU B. De manera ansloga, B C AU B, de modo que
AUBC AUB.

Por otra parte, de las Proposiciones 5.3.2 y 5.3.1 se tiene que AU B es cerrado y como obviamente,

ese cerrado contiene a A U B, se sigue de la parte a), que AUB D AU B. [

Ejemplo: Mostraremos que la clausura de (2,7] es [2, 7]. Es claro que R\ [2,7] = (—00,2)U(7,+00) es

abierto, luego [2,7] es cerrado. Por lo tanto, la proposicién 5.3.4 a) nos asegura que (2,7] C [2,7]. Por

otra parte, ya vimos que 2 es un punto de clausura de (2, 7], es decir, 2 € (2,7]. Como (2,7] C (2,7],

entonces [2,7] C (2,7]. En conclusién, tenemos que (2,7] = [2,7].

La Proposicién 5.3.2, junto con la parte a) de la proposicién anterior, dicen que A es el cerrado
“més pequeno” (con respecto al orden C) que contiene a A. Terminaremos esta seccién caracterizando
los conjuntos cerrados a través de sucesiones. Para ello establecemos la siguiente definiciéon. Diremos

que g € R es un punto limite de A si existe una sucesién {z,,} en A que converge a .
Proposicién 5.3.5. g € R es punto limite de A si y solo si xg € A.

Demostracién. Sea xy un punto limite de A y sea {z,,} una sucesién en A que converge a x.

Dado un abierto U de R que contiene a zg, fijemos € > 0 tal que (z¢ — €, 29 + €) C U; entonces existe
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N € N tal que |z, — x¢| < €, para n > N. Es decir, x,, € AN (z¢ — €,z9 + €); n > N; lo cual prueba
que UN A # (. Es decir, x¢ € A.

Supongamos ahora que xg € A, entonces (rg — 1/n,z9+1/n)N A # (0, para cada n € N. Si fijamos
xp € (xg—1/n, 20+ 1/n) N A, tenemos una sucesién {z, } en A tal que |z, —x¢| < 1/n. En particular,
Ty — X y por lo tanto, g es un punto limite de A. [ |

Como corolario a las Proposiciones 5.3.3-5.3.5 se obtiene:
Corolario 5.3.6. A es cerrado si y sélo si A contiene todos sus puntos limite.

Un subconjunto A de R se dice denso, si A = R. Por ejemplo, Q es un subconjunto denso de R
(ver ejercicio 6). Por consiguiente, de la proposicién 5.3.5 se tiene que todo real es el limite de una

sucesiéon de racionales.
Ejercicios.
1. Demuestre la proposicién 5.3.1.
2. Sean a < b en R. Pruebe que los intervalos [a, b], (—00, al, [a, 00) son conjuntos cerrados.

3. Pruebe que Z es cerrado. Ayuda. Recuerde que para todo real r existe un entero m (llamado
la parte entera de r) tal que m < r < m + 1 (la parte entera estd formalmente definida en el

ejercicio 4 de la seccién 2.4).
4. Pruebe que el conjunto A = {1/n: n € N} no es cerrado.

5. Pruebe que un subconjunto de R que contiene un sélo elemento es cerrado. Concluya que todo

conjunto finito es cerrado.

6. Pruebe que Q = R. Calcule ademsés la clausura de los siguientes subconjuntos de R: R\ Q, (a, b)
y {1/n:n €N}

7. Pruebe que ANB C AN B, cualesquiera sean A, B C R. Muestre, con un ejemplo, que la

contenciéon puede ser estricta.
8. Pruebe que g € A siy sélo si (xg — 7,20 + 1) N A # () para todo r > 0.
9. Sea U un abierto de R tal que U N A # (). Pruebe que U N A # ().
10. Para cadan € N, sea A,, = {1/n}. Pruebe que U, cny An # Uy en An-

11. Sea A C R. Para cada n € N defina

U,={x€R: |z —a| <1/nparaalginac A}
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13.

14.

15.

16.

5.4.
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a) Muestre que
A=(\Ua
n
b) Concluya que todo cerrado es igual a una interseccién numerable de abiertos y andloga-

mente, que todo abierto es igual a una unién numerable de cerrados. Ayuda: Use el ejercicio

12 de la seccién 5.2.

Pruebe que si A # () es abierto y cerrado entonces A = R. Ayuda: Suponga que x ¢ Ay 2z € A.
Sin perdida de generalidad suponga que z < z. Sea B={y e R: y <z, [y,z] N A = 0}. B es
acotado inferiormente. Sea a = inf B. Muestre que se llega a una contradiccién ya sea que a € A

oque a ¢ A.

Sea A # (. Dado zp € R, defina la distancia de zp a A mediante, d(zg, A) := inf{|z — x| :
x e A}

a) Muestre que si xg € A, entonces d(zg, A) = 0.
b) Pruebe que si A es cerrado y d(zg, A) = 0, entonces xy € A.

¢) Suponga que A no es vacio y es acotado superiormente. Pruebe que d(sup(A), A) = 0.
Concluya que d(1,[0,1)) = 0.

En el ejercicio 9 de la seccién 5.2 introdujimos el concepto de abierto relativo a un conjunto,
ahora haremos lo correspondiente con el concepto de cerrado. Sean B C A C R. Diremos que B
es cerrado en A is A\ B es abierto en A. Muestre que B es cerrado en A si dada una sucesién

{z,} en B convergente a un punto x en A, entonces x pertenece a B.

Sea U y V subconjuntos densos de R. Suponga que uno de ellos es abierto y muestre que U NV

es denso en R. ;Sera cierto el resultado para conjuntos densos cualesquiera?

Muestre que si A es numerable, entonces R \ A es denso. Ayuda: Use que todo intervalo no

degenerado no es numerable (ver ejercicio 10 de la seccién 4.11).

Puntos de Acumulacién

Al igual que en la seccién precedente, A denota un subconjunto de R. Diremos que 29 € R es un

punto de acumulacién de A, si UN (A \ {z0}) # 0, para cada abierto U de R, que contenga a x.

Es obvio que todo punto de acumulaciéon de A es punto de clausura de A. Un punto x¢ € A se dice

aislado en A si existe un abierto U de R, conteniendo x, tal que U N A = {z¢}.

Ejemplo: Considere el conjunto A = {1/n: n € N}. Se tiene que 0 es un punto de acumulacién

de A y de hecho es el tnico. Note que todo elemento de A es un punto de clausura de A pero no es de

acumulacién, pues todo los elementos de A son aislados en A.
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Ya vimos que toda sucesién acotada tiene una subsucesién convergente (Corolario 4.6.3). El sigu-

iente teorema generaliza este resultado a conjuntos infinitos y acotados.

Teorema 5.4.1. (Bolzano-Weierstrass) Todo subconjunto infinito y acotado de R posee un punto de

acumulacion.

Demostracién. Daremos dos argumentos diferentes para mostrar el teorema. Sea A un subcon-
junto de R infinito y acotado.

Primera version: Como A es infinito, entonces existe una funcién f : N — A inyectiva. Considere
la sucesién dada por f, es decir, x, = f(n). Por el Corolario 4.6.3 sabemos que {z,} tiene una
subsucesién {z,, }1 convergente a un punto a. Para ver que a es un punto de acumulacién de A, sea
U un abierto que contenga a a. Luego existe IV tal que x,, € U para todo k > N. Por ser f inyectiva,
tenemos que x,, # a para todo k excepto para a lo sumo un valor de k. En particular, como el rango
de f esta contenido en A, se tiene que U N (A \ {a}) # 0. Y esto termina la prueba.

Segunda version: Dado un intervalo J = [c,d|, definimos su punto medio como z = (¢ + d)/2
y cada uno de los intervalos [c, 2], [z, d] serd llamado una mitad de J. Si AN J es infinito y Ji, Jo
son las dos mitades de J entonces A N J; es infinito para algin ¢ = 1,2; pués en caso contrario,
ANJ = (ANJ1)U (AN Jz) serfa finito al ser la unién de dos conjuntos finito (ver proposicién 3.3.3).

Definamos a = inf(A), b = sup(A) e I = [a, b]. Es claro que A C I. Sea I; una mitad de I tal que
I; N A es infinito. Sea I una mitad de I tal que AN Is es infinito. “Prosiguiendo de esta manera”, se
construye una familia de intervalos {I,, },en con las siguientes propiedades:

(i) Ip+1 es una mitad de I,,.

(i) I, N A es infinito.

En particular de (i) se tiene que cada I, es un intervalo cerrado, digamos que I, = [ay,by].
Observemos que de (i) también se tiene que by41 — any1 = (b, — ap)/2 y aplicando induccién se
muestra que b, — a, = (b — a)/2". De aqui, b, — a,, — 0.

Por el teorema de los intervalos encajados (3.5.1) se tiene que existe zg € (), In. Mostraremos que
o es un punto de acumulacién de A. Para ello, fijemos un abierto U que contiene a xy. Debemos
mostrar que U N (A \ {z0}) # 0. Por definicién de conjunto abierto, sabemos que existe r > 0
tal (xg — r,xg + 1) C U. Es claro que es suficiente mostrar que (xg — r,xg + r) N A es infinito.
Como b, — a, — 0, entonces existe N € N tal que by — ay < r. Como zy € [an,by]|, entonces
[an,bn] C (xo — 7,20 + r). En consecuencia, Iy N A C (xg — r,z9 + 1) N A. De (ii) concluimos que

(xo — 1,20 + 1) N A es infinito. |

Nota. La oracién “Prosiguiendo de esta manera”, en la segunda versién de la prueba de 5.4.1,
es imprecisa y, aunque de uso corriente, consideramos saludable dar una versién matematicamente
correcta de lo que ella significa. Para ello sea J el conjunto de todos aquellos intervalos cerrados

J C I tales que AN J es infinito. Obviamente, I € J. Dado J € J, denotemos por f(J) una de las
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mitades de J tal que f(J)N A es infinito. Se tiene asi una aplicacién f : J — J. Por el Teorema 3.1.1,
existe una aplicacién ¢ : N — J tal que ¢(1) = I y ¢(n+1) = f(¢(n)). Los intervalos I,, “construidos”

en la prueba anterior pueden ahora definirse de manera precisa poniendo I, = ¢(n + 1).

Ejercicios.

1. Pruebe que todo punto de clausura de A que no es punto de acumulaciéon de A es un punto
aislado de A.

2. Use la Proposicién 5.3.3 para probar que A es cerrado si y sélo si contiene todos sus puntos de
acumulacién.

3. Pruebe que las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) o € R es punto de acumulacién de A.

i) (A\ {zo}) N (xg — 7,20 + 1) # 0 para todo r > 0.

iii) (zo — r, o + r) N A es infinito para cada r > 0.

iv) Existe una sucesién {z,} en A\ {zo} que converge a xg.

4. Pruebe que si todos los puntos de un conjunto A C R son aislados en A, entonces A es numerable.
Ayuda: Muestre que existen intervalos abiertos, dos a dos disjuntos, cada uno conteniendo un
sélo punto de A y cuya unién es A. Para hacerlo, defina, para cada a € A, s, = inf{|z — al :
x € A\ {a}} (se puede suponer que A contiene al menos dos elementos). Muestre que s, > 0y

ponga rq := 84/2. Muestre ahora que (a — rq,a 4+ 14) N (b — 1y, b+ 1) =0, si a,b € A, a # b.

(Vea el ejercicio 13 de la seccién 5.3 para entender mejor el significado de los nimeros s,).
5. Sea {z,} una sucesién acotada en R. Sea A = {x,, : n € N} el rango de la sucesién.

a) Recuerde la definicién de Z,, y z,, dada en la seccién 4.7. Suponga que a es un punto de

acumulacién de A y muestre que z,, < a < z,, para todo n y que

liminf x, <a < limsupz,

b) Determine bajo que condiciones lim inf z,, y lim sup z,, son puntos de acumulacién de A.

¢) De un ejemplo de una sucesién acotada {z,} tal que su rango no tenga puntos de acumu-

lacién y calcule liminf x,, y limsup x,,.

d) Sea {z,} una enumeracién de los racionales en [0, 1]. Calcule lim inf z,, y lim sup z,,. ; Cudles

son los puntos de acumulacién del rango de {z,}?
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5.5. Conjuntos Compactos

En esta seccién, K denota un subconjunto de R y U := {U, };c; denota una familia de abiertos de
R indizada por algin conjunto I.

Diremos que U es un cubrimiento abierto de K, si la unién U;c;U; contiene a K. Si para
algun subconjunto J de I se tiene que {U;};c; es un cubrimiento de K, diremos que {U;};c; es un
subcubrimiento de K extraido de U, el cual se dird finito si el conjunto {U; : ¢ € J} es finito.
Diremos que K es compacto, si todo cubrimiento abierto de K posee un subcubrimiento finito
extraido de U.

Esta definicion es bastante abstracta y esto obedece al hecho de estar enunciada utilizando tnica-
mente la nocién de conjunto abierto. Sin embargo, uno de los propédsitos principales de la seccién es
caracterizar los conjuntos compactos de una manera simple; a saber como aquellos que son a la vez
cerrados y acotados.

Ejemplos:
(i) Considere el conjunto A = (1,3) y el cubrimiento & de A formado por los conjuntos
(1+1/n,3—1/n), n € N.

Entonces U no admite un subcubrimiento finito (verificarlo). Luego A no es compacto. Los

conjuntos compactos mas sencillos son los conjuntos finitos (ver ejercicios).

n
Vo=1(-1,——
( n+1>

y sea U la siguiente coleccién de abiertos:

(ii) Para cada n € N positivo sea

U={V,: n>1}U{(98/99, 2)}

Es facil verificar que U es un cubrimiento de [0, 1]. El lector verificara que el siguiente subconjunto

de U es un subcubrimiento finito de [0, 1]:
(Vo : 1< n <99} U{(98/99, 2)}

Puede el lector conseguir un subcubrimiento finito que contenga sélo dos conjuntos?

Teorema 5.5.1. Todo intervalo [a,b], con a < b en R, es compacto.

Demostracién. Sea U un cubrimiento abierto de [a,b] y definamos A como el conjunto de aque-

llos z € [a,b], tales que, [a,z] admite un subcubrimiento finito extraido de U. Para completar la
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demostracién bastaria probar que b € A. Para lo cual comenzamos notando que a € A y A es acotado.
Esto permite definir ¢ = sup(A4).

Afirmacion. ¢ = b. En efecto, es claro que ¢ < b. Razonaremos indirectamente. Supongamos ¢ < b
y escojamos U € U tal que ¢ € U. Ahora escojamos r > 0 tal que (¢ —r,c+r) C U y fijemos
x € A tal que ¢ — r < x (recuerde que c es el supremo de A). En fin, fijemos y € (¢,c+ 1) N (c,b) y
notemos que [z,y] C U y por lo tanto [a,y] admite un subcubrimiento finito extraido de U (note que
[a,y] = [a,z] U [x,y]). Luego, y € A, pero esto es una contradiccién (porque y > ¢ = sup(A)), lo cual
prueba la afirmacién.

Sea U € U tal que b € U y sea r > 0 tal que (b—r,b+r) C U. Por la afirmacién, b = sup(A) y en
consecuencia existe x € A tal que b —r < x. De aqui, [a, b] admite un subcubrimiento finito extraido

de U, porque [a,b] = [a,z| U [z,b] y [z,b] C U. ]
Proposicion 5.5.2. Todo compacto es cerrado y acotado.

Demostraciéon. Sea K un subconjunto compacto de R. Como R es arquimediano (ver proposicién
2.5.2), se tiene que {U,, := (—n, n) }pen es un cubrimiento de R y por tanto de K. Como K es compacto
yU C Uy C Uz C---, existe N € N tal que K C Uy y en consecuencia, K es acotado.

Supongamos ahora que K no es cerrado, entonces R \ K no es abierto y asi existe g € R\ K tal

que (zg — r,xo + r) no estd contenido en R\ K, para ningin r > 0. En particular,
(xo — 1/n,z0+ 1/n) N K # () para todo n € N. (5.1)

Para cada n € N, pongamos V,, = {x € R: |z — x9| > 1/n}. El lector probard que V,, es abierto y que
la unién de los V;, es R\ {zo}. De aqui, {V}, }sen €s un cubrimiento abierto de K, porque zg ¢ K. Como
Vi C Vo C -+, entonces existe N € N tal que K C Viy y en consecuencia, [zg—1/N,zo+1/N]NK = (.

Esto contradice (5.1) y termina la prueba. |
Proposicion 5.5.3. Si K es compacto y A C K es cerrado, entonces A es compacto.

Demostracién. Sea U un cubrimiento abierto de A. Entonces UU{R\ A} es un cubrimiento abierto
de K y en consecuencia existe un subconjunto finito V de U tal que VU{R\ A} es un cubrimiento de

K. De aqui (justificar) V es un cubrimiento finito de A. |

Teorema 5.5.4. (Heine-Borel) Un subconjunto K de R es compacto si y sélo si K es cerrado y

acotado.

Demostracién. La primera mitad del teorema fué probada en la Proposicién 5.5.2. Supongamos
ahora que K es cerrado y acotado y pongamos a = inf(K), b = sup(K). Entonces K es un subconjunto
cerrado del compacto [a,b] y el resultado se sigue de la Proposicién 5.5.3. |

El siguiente teorema caracteriza los subconjuntos compactos de la recta en términos de sucesiones
convergentes. Este resultado es sumamente 1til, pues no hace referencia al concepto mas complejo de

cubrimiento por abiertos.
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Teorema 5.5.5. K es compacto si y solo si toda sucesion en K posee una subsucesion convergente a

un punto de K.

Demostracién. Supongamos primero que K es compacto y fijemos una sucesion {z,} en K. Como
K es acotado (proposicién 5.5.2), entonces {z,,} también lo es. Del Corolario 4.6.3, esa sucesién posee
una subsucesién {xh(k)} que converge a un punto zg € R. Es decir, xg es un punto limite de K. Por
ser K cerrado, z¢ € K (proposicién 5.5.2 y corolario 5.3.6).

Ahora mostraremos el reciproco. Sea K un conjunto como en la hipétesis. Por el teorema de Heine-
Borel (5.5.4) basta mostrar que K es cerrado y acotado. Para ver que K es cerrado, sea {z,} una
sucesion en K que converge a x € R. Por hipétesis, {z,} posee una subsucesion {zy)} que converge
a un punto z € K. Pero por la Proposicién 4.6.1, z,xy — o y ast x = 2z € K. Es decir, K contiene
todos sus puntos limite, luego K es cerrado (Corolario 5.3.6).

Para terminar, supongamos que K no es acotado, entonces para cada n € N existe x,, € K tal
que |x,| > n. Por otro lado, la sucesién {x,} posee una subsucesién convergente, en particular, posee
una subsucesion acotada {zp)}. Pero |zy)| > h(k) > k; k € N y esta contradiccién termina la

demostracion. ]
Ejercicios.

1. Pruebe que la unién de una familia finita de compactos es compacto. Concluya que todo conjunto

finito de R es compacto.

2. Sea {z,} una sucesién de R convergente a z € R. Pruebe que {z, : n € N} U {z} es compacto.
Es muy ilustrativo resolver este ejercicio usando las tres maneras de verificar compacidad vistas

hasta ahora: por definicién, usando el teorema de Heine-Borel o el teorema 5.5.5.
3. Sean Ay B subconjuntos cerrados de R y C un subconjunto compacto.

a) Muestre que A+ C ={a+c: a€ A,ce C} es cerrado. Ayuda: Sea ap + ¢, — . Para

mostrar que z € A + C, use una subsucesién de {¢,} convergente.

b) Muestre que A + B no es necesariamente cerrado. Ayuda: Considere por ejemplo A =Ny
B={-n+1/n: n=23,---}.

¢) (Es cierto que si A y B son compactos, entonces A + B es compacto?

4. Sea K1 D K9 D K3 D ---, una familia decreciente de compactos no vacios. Pruebe que NpenKy

no es vacio.
5. Sea K un conjunto compacto, muestre que sup K e inf K pertenecen a K.

6. Dé otra prueba del Teorema 5.5.1 como sigue. Suponga que existe un cubrimiento abierto U de

Iy := [a,b] del cual no es posible extraer un subcubrimiento finito y construya una familia de
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intervalos Iy D Iy D I3 D ---, contenidos en [a,b], tal que I,, es una mitad de I,,_; (como en la
demostracién del teorema 5.4.1) que no posee un subcubrimiento finito extraido de U. Sea x
como en la prueba del Teorema 5.4.1 y sea U € U conteniendo a xg. Pruebe que Iy C U para

algin N € N.

5.6. Los subgrupos aditivos de R

La siguiente serie de problemas tiene por objeto clasificar los subgrupos aditivos de R.

Por un subgrupo aditivo de R (6 subgrupo de (R, +)) entendemos un subconjunto no vacio
G de R tal que b —a € G si a,b € G. En los problemas que siguen, G denota un subgrupo aditivo de
R tal que G # {0}.

1. Pruebe que {0},Z,Q, y R son subgrupos aditivos de R.

2. Pruebe que 0 € Gy que —x € G, si z € G. Concluya que (G,+) es un grupo y que G4 := {z €

G : x > 0} no es vacio.
3. Pruebe que si a € G, entonces aZ C G. Ayuda. Use induccion para mostrar que aN C G.
En los problemas que siguen, a denota el infimo de G4. Es decir, a = inf(G4 ). De la definicién

de G se tiene a > 0.

4. Pruebe que si a > 0, entonces a € G. Ayuda. Por definicién de infimo, existe x € G4 tal que

a < x < 2a. Asuma a < x y vuelva a aplicar la definicién de infimo.
5. Pruebe que si a > 0, entonces G = aZ. Ayuda. Aplique el ejercicio 6 de la seccién 2.4.

6. Pruebe que si a = 0, entonces G es denso en R. Ayuda. Suponga primero que x > 0y fije € > 0.
Muestre que existe y € G tal que |z — y| < e. Ya que a = 0, se sigue de las propiedades del
infimo, la existencia de o € G4 tal que xg < e. Aplique ahora el ejercicio 6 de la seccién 2.4 con

b:l'o.

7. Pruebe que el conjunto G' := {3% : m € Z,n € N} es denso en R. Concluya que A := {37 :
m,n € N;m < 2"} es un subconjunto denso en (0,1). Esto significa que: para cada x € (0,1) y

cada € > 0 existe y € A tal que |z — y| < e.
8. Sea G un subgrupo aditivo de R. Pruebe que si int(G) # (), entonces G = R.

9. En este ejercicio trabajaremos con la estructura multiplicativa de R. Sea H C (0, +00). Suponga

que si z,y € H, entonces z/y € H. Muestre que si int(H) # () entonces H = (0, 4+00).
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Capitulo 6

Limites y Continuidad

Introducciéon. En este capitulo introducimos el concepto més importante de este libro; a saber, el
concepto de limite, el cual es usado explicitamente en el tema de derivadas e implicitamente, en el
tema de integracién. La mayor parte del capitulo es dedicado al estudio de las funciones continuas
y de las funciones monétonas. El estudio de las funciones continuas y estrictamente mondtonas, nos

conducen a la construccién de las funciones exponenciales (f(z) = a®) y logaritmicas (f(z) = log,x).

6.1. Limites

En este capitulo, salvo mencién contraria, A denotard un subconjunto de R, xy € R serd un punto
de acumulacién de Ay f: A — R indicard una funcién. Diremos que f(z) tiene limite cuando z
tiende a z, si existe un nimero real A con la siguiente propiedad: Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal
que,

si 0<|z—m0|<dyxe A, entonces |f(z) — N\ <e. (1.1)

En este caso se escribe,

A= lim f(x) 6 f(z)— A, cuando z — x.
Tr—XT0

El primer simbolo se lee: “\ es el limite de f(x), cuando z tiende a xy”, mientras que el segundo se
lee, “f(x) tiende a A, cuando x tiende a z¢”. La definicién precedente dice que dado un entorno de
A de radio €, existe un entorno de xy de radio ¢ (que depende de €) tal que f(z) € (A — ¢, X+ ¢€) si
x € (zo—0,x0+d)NAy x # xo. Es decir, f((xo—0,20+)N(A\{x0})) C (A—€, A+¢€). Informalmente
hablando, esta definicién dice que f(x) estd “cerca” de A, si x estd cerca de xg y © # xo. El hecho que
xo es punto de acumulacién asegura que (g — 6,29 + ) N (A \ {zo}) # 0, de modo que la definicién
de limite “no es trivial”. Por otra parte, es irrelevante que zy pertenezca o no al dominio de f. Estos
dos comentarios se aclararan con el siguiente ejemplo.

Ejemplo: Sea A = [0,1]U{2} y f : A — R cualquier funcién. El lector interesado comprobara que

dado € > 0 la condicién (1.1) es vélida para g = 2, § = 1/2 y cualquiera Al. En otras palabras, el
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hecho que 2 no es un punto de acumulacién del dominio de la funcién hace que el concepto de limite
(en ese punto) no tenga ninguna utilidad.

Por otra parte si A = [0,2) y f(x) = 2%, entonces el limite de f cuando z tiende a 2 es igual a 4.
Note que es irrelevante que 2 no pertenezca al dominio de f. En otras palabras, podemos agregar 2 al
dominio de la funcién y definirla en 2 como queramos y todavia obtener que el limite de f cuando x

tiende a 2 es igual a 4.

La siguiente proposicién muestra que el concepto de limite puede expresarse en términos de la

convergencia de ciertas sucesiones y es, por consiguiente, un concepto topolégico.

Proposicién 6.1.1. f(z) — A, cuando © — xq, si y sdlo si, f(x,) — X\ para cada sucesion {x,} de

A\ {zo} que converge a xg.
Demostracién. =). Sea {z,} una sucesién de A\ {zo} que converge a z¢ y fijemos € > 0. Por
definicién de limite de una funcién, existe d > 0 tal que
lf(z) = A <e si0O<|z—x9| <dyaxeEA, (1.2)
y por definicién de limite de una sucesién existe N € N tal que
|zp, — 20| <& si n> N. (1.3)
Por otra parte, x,, # ¢, lo cual permite aplicar (1.2)-(1.3) para concluir que
|f(zn) — Al <€ si n>N.

Esto prueba que {f(z,)} converge a .

<). Supongamos por el absurdo que f(x) no tiende a A\, cuando z — z(. Entonces existe € > 0 tal
que f((xog—0,20+9)N(A\{zo}) no esta contenido en (A — e, A\+¢), para ningin 6 > 0. En particular,
para cada n € N existe z,, € (xg — 1/n,z0 + 1/n) N (A\ {zo}) tal que f(x,) ¢ (A — €, A+ €). De esta
forma queda construida una sucesion {z,} en A\ {xo} tal que |z, —xo| < 1/ny |f(x,) — A| > €. Es

decir, z,, — xg pero {f(z,)} no converge a A. Esta contradiccién termina la demostracion. [

Observacion: Es importante que el lector ponga atencién a la estructura légica de la implicacion
(«<=) en la demostracién anterior. Observe que se hizo de manera indirecta. La contradiccién se obtuvo

construyendo una sucesion {z,} que converge a xg pero que {f(z,)} no converge a \.
Ejemplos:

1. Considere la funcién f : R — R definida por partes de la manera siguiente: f(x) = 0 si x es

racional y f(x) = 1 si x es irracional. Sea xy un real cualquiera. Mostraremos que f no tiene
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limite en zy. Por la densidad de Q en R existe una sucesién z,, € Q con x, # x¢ para todo n
y tal que x,, — xo. Note que f(x,) — 0, de hecho f(z,) es una sucesién contante igual a 0.
De igual forma, como los irracionales también son densos en R, existe una sucesién y, € R\ Q
con y, # o para todo n y tal que y, — . Note que f(y,) — 1. Usando la proposicién 6.1.1

concluimos que f no tiene limite en x.

2. Considere ahora la funcién f : R — R definida por partes de la manera siguiente:

fz) =

2

x+2 ,six esracional
x , si x es irracional

Se tiene que lim,_,5 f(x) = 4. En efecto, sea {x,} una sucesion convergente a 2. Es claro que si
{z,,} estuviera formada sélo por racionales o sélo por irracionales, entonces f(x,) — 4. Dejamos
la tarea al lector (ver ejercicio 5) de mostrar que esto garantiza que f(x,) es convergente. ;En

que otro punto existe el limite?

3. Considere ahora la funcién f : (0,1) — R definida por partes de la manera siguiente:

) = { 1/q , S? T = p/ q dlonde p < q son enteros positivos y sin divisores comunes.
0 , sl x es irracional y 0 < x < 1.

Sea xg € (0,1) cualquiera. Mostraremos que f tiende a 0 en zp. Sea € > 0y escojan € N tal que

1/n < e. Sea B el conjunto de todos los racionales de la forma p/q con 0 < p < gy ¢ < n. Note

que B es finito. Observe ahora que si z es racional y « ¢ B, entonces 0 < f(z) < 1/n. Como B

es finito, existe 0 > 0 tal que si 0 < |zg — z| < J, entonces x ¢ B. De aqui se puede facilmente

deducir que si 0 < |xg — x| < J, entonces |f(z)| < 1/n.

Los cuatro resultados enunciados a continuacién pueden probarse usando los mismos argumentos
de las secciones 4.1, 4.2 y 4.3 o utilizando la Proposicion 6.1.1 y los correspondientes resultados del

capitulo 4.
Proposicién 6.1.2. Si f(x) = X y f(z) — pu cuando x — xq, entonces A = p.

Dadas funciones f,g : A — R y ¢ € R, se definen funciones f + g,cf,f-¢ : A — R mediante
(F+9)(x) = f(z) +g(2); (cf)(x) = cf(x); (- 9)(x) = f(x)-g(x). St ademds, g(x) # 0;x € A; se define
(f/9)(x) = f(x)/g(x).

Proposicién 6.1.3. Sean f, g,c como antes y supongamos que f(z) — A y g(x) — p, cuando x — xg.

Entonces f(x) 4+ g(x) = A+ p, cf(x) — ch y f(x)g(x) — A\u, cuando x — xo. Si ademds, g(x) # 0
para todo x € A y u # 0, entonces f(x)/g(x) — \/p, cuando x — xg.

Proposicién 6.1.4. Sean f,g: A — R tales que f < g (lo que por definicion significa que f(z) <
g(x);x € A). Si f(x) = X yg(x) — pu, cuando x — g, entonces A < p.
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Proposicién 6.1.5. Sean f,g,h : A — R funciones tales que f < g < h. Si f(z) = X y h(z) — A

cuando © — xg, entonces g(x) — A cuando x — xg.

Definiremos ahora el concepto de limite lateral. Para ello necesitamos el siguiente concepto: Diremos
que g € R es un punto de acumulacién a derecha (resp. izquierda) de A si (xp,z0+€)NA

(resp. (zo — €,29) N A) no es vacio, para ningin € > 0.

Ejemplo. Todo punto de QQ es a la vez punto de acumulacién a derecha e izquierda de Q. Si 1
es un intervalo no degenerado, entonces todo punto de int(I) es punto de acumulacién a derecha e
izquierda de I. Por otra parte, si a es el extremo izquierdo de I, entonces a es un punto de acumulacién
a derecha de I.

Sea zyp € R un punto de acumulacién a derecha (resp. izquierda) de A. Diremos que f(z) tiene
limite, cuando x tiende a x( por la derecha (resp. izquierda), si existe un nimero real A con la

siguiente propiedad:
|f(x) = A <e si0O<z—x9 <0 (resp. -0 <z —1x9<0)yzecA.

En este caso también se dice que f(x) tiende a A, cuando x tiende a xo por la derecha (resp. izquierda),
o que X es el limite de f(x), cuando x tiende a x¢ por la derecha (resp. izquierda). Para denotar esta

situacién, se utilizan los siguientes simbolos:

A= h'mm_m:Jr f(z) (resp. A = limzqza f(z)).
f(z) = A, cuando z — zf (resp. x — xy ).
A= f(zot) (resp. A= f(zo—)).

Proposicién 6.1.6. Sea xg € R un punto de acumulacion a derecha e izquierda de A. Entonces f(x)
tiene limite A, cuando x — ¢ si y sdlo si existen los limites laterales f(xo+), f(xo—) y f(zo+) =
f(zo—). En ambos casos, A = f(xo+) = f(xo—).

Demostracion. Ejercicio.

Terminaremos esta seccién definiendo los conceptos de limites al infinito y limites infinitos. Para
lo primero, necesitamos suponer que A no estd acotado superiormente (resp. inferiormente). En este
caso decimos que f(z) tiene limite )\, cuando z tiende a +oco (resp. —o0), si para cada € > 0 existe
M > 0 tal que,

|f(x) = Al <€ six>M (resp. z < —M) y x € A.
Esta situacion suele expresarse a través de algunos de los siguientes simbolos:
A =limy o f(2) (resp. A =lim,—,_ f(x)).

f(x) = A cuando, x — +o0 (resp. x — —00).

A = f(+00) (resp. A = f(—0)).
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Sea xp un punto de acumulacién de A. Diremos que f(z) tiende a mads infinito (resp. menos

infinito), cuando z tiende a x(, si para cada M > 0 existe § > 0 tal que,
flx) > M (resp. f(z) < —M) siO<|z—zo|<dyaxe€A

En este caso escribimos:

limg_z, f(z) = +00 (resp. limg_., f(x) = —00)
f(z) — +o0 (resp. f(z) — —o0) cuando, x — x.

Dejaremos a cuidado del lector definir los conceptos de limites laterales infinitos.
Ejercicios.

1. En cada uno de los siguientes ejercicios pruebe usando la definicién e-§ que el limite de f cuando

z tiende a a es \.

2. Pruebe las proposiciones 6.1.2-6.1.5.

3. Suponga que las funciones f y g tienen la siguiente propiedad. Para todo ¢ > 0 y todo z,
si 0 < |z — 2| < ¢/2, entonces |f(x) — 2| <,
si 0 < |z — 2| < €2, entonces |g(z) — 4| < e.
Para cada € > 0 halle un 6 > 0 tal que para todo z,
si0 < |z —2| <9, entonces |f(z)g(zr) — 8] <e.
Ayuda: Note que f(z)g(x) —8 = [f(z) — 2]g(z) + 2[g(z) — 4].
4. Halle un ejemplo de una funcién f : A — R tal que para algin punto de acumulacién o de A

exista una sucesién {x,} convergente a xgy pero que f(z,) no sea convergente. ;Qué tiene esto

que ver con la demostracién de la proposicién 6.1.17.

5. Sea f:R — R una funcién y zg € R. Suponga que para todo par de sucesiones {z,} y {y,} con
Tn € Qy y, € R\ Q ambas convergiendo a xy se cumple que f(x,) vy f(yn) convergen al mismo

valor A\. Muestre que lim,_.,, f(z) = A. Ayuda: Vea el ejercicio 6 de la seccién 4.6.
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6. Suponga que f(z) — A cuando x — zp y sea ¢ : T — A\ {z¢} una funcién definida en un
subconjunto 7' de R, tal que ¢ty € R es un punto de acumulacién de T'y ¢(t) — xo cuando

t — to. Pruebe que f(¢(t)) — A cuando t — tp.
7. Pruebe que las Proposiciones 6.1.2-6.1.5 siguen siendo validas para limites laterales.
8.  Enuncie y demuestre una versiéon de la Proposicién 6.1.1 para limites laterales.

9. Enuncie y demuestre resultados analogos a las Proposiciones 6.1.1-6.1.5 referentes a los limites

al infinito.

10.  Sea p(x) una funcidn polinomial, es decir, p es una funcién de la forma p(z) = ap+a1x+- - -+apz™;
donde n € Ny ag,ay, -, a, € R. Use la versién de 6.1.1 para limites al infinito (probada en el

ejercicio anterior) para determinar limy,_, o p(x) y limy—,— o p().

11. De otra demostracién de la implicacién (<) en la proposicién 6.1.1. Primero muestre la con-
trareciproca de («<). Luego intente dar una demostracién directa de (<) (sin reduccién al ab-

surdo).

12. Halle ejemplos que muestren que los siguientes enunciados no son equivalentes al concepto de

limite “f(z) — A, cuando x — a”.

a) Para todo > 0 existe un € > 0 tal que si 0 < |z — a| < ¢, entonces |f(z) — \| < e.
b) Para todo € > 0 existe un § > 0 tal que si |f(z)) — A\| < ¢, entonces 0 < |z — a| < 4.

c) Existe un € > 0 tal que para todo § > 0si 0 < |x — a| < 0, entonces |f(z) — A| < e.

6.2. Funciones Continuas

En esta seccién, A denota un subconjunto de R, g un punto de Ay f: A — R es una funcién.

Diremos que f es continua en z, si para cada € > 0 existe § > 0 tal que,
|f(z) = f(zo)| <€, si|r—wmo| <dyzeA

Informalmente hablando, f es continua en zg si f(z) estd préximo a f(xp), cuando x lo estd de zo.
Diremos que f es continua en A si ella es continua en todo punto de A.

La siguientes dos proposiciones caracterizan la continuidad de una funcién en términos de su com-
portamiento con respecto a los limites y a las sucesiones convergentes. La primera es una consecuencia

inmediata de las definiciones y la segunda se deduce a partir de la proposicién 6.1.1.

Proposicion 6.2.1. Sea f : A — R y ¢ es un punto de acumulacion de A. Se tiene que f es continua

en xg si y solo si f(x) — f(xo) cuando x — xg.
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Proposicion 6.2.2. Sea f : A — R y xg € A. Se tiene que f es continua en xy si y sélo si,

f(zn) — f(xo), para cada sucesion {x,} en A convergente a .

La proposiciéon que sigue nos dice que la composicién de funciones continuas es una funcién con-

tinua.

Proposicion 6.2.3. Sean A,B C R. Si f : A — B es continua en oy y g : B — R es continua en

f(zo), entonces go f es continua en xg.

Demostracién. Sea ¢ > 0. Para simplificar la notacién pondremos yo := f(zg). Ya que g es

continua en g, existe n > 0 tal que

lg(y) —g(wo)l <€ sily—wl<nyyeB.
Como a su vez, f es continua en zg, existe d > 0 tal que
|f(2) — f(zo)| <m, silz—zo| <dyxe A
De aqui y la relacién precedente, y teniendo en cuenta que yo = f(x¢) obtenemos:

lg(f(x)) —g(f(x0))| <€ silz—zo/<dyxeA

Ejercicios.

1. Determine los puntos de continuidad de las funciones definidas en el ejemplo que sigue a la

proposicién 6.1.1.

2. Pruebe que si zg es un punto aislado de A, entonces cualquier funcién f : A — R es continua en

ZQ-

3. Sea f: A — R continuay B C A. Muestre que la restriccién de f a B es una funcién continua.
Este resultado se puede mostrar directamente usando la definicién de continuidad o se puede

deducir de la proposicién 6.2.3 (Ayuda: Sea g : B — R dada por g(z) = = y considere la funcién
gof)

4. Completar las demostraciones de las proposiciones 6.2.1 y 6.2.2.

5. Sean f,g: A — R funciones continuas en zg. Pruebe que f + g y f - ¢ son continuas en xg. Si

ademads, g(x) # 0 para todo x € A, entonces f/g también es continua en x.

6. Pruebe que si f es constante 6 si f(z) = x para todo = € A, entonces f es continua. Use el
ejercicio anterior para concluir que toda funcién polinomial es continua, es decir las funciones

de la forma f(z) = ap + a1z + -+ + apz™; donde n € Ny ag,a1,--,a, € R.
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=

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sean f,g: A — R continuas en un punto a € A. Defina ¢,9 : A — R de la manera siguiente

p(x) = max{f(z),g(x)} vy (z) =mn{f(z),g(z)}
Muestre que ¢ y ¥ son continuas en a.

a) Sea f:R — R. Pruebe que f es continua si y s6lo si f~(V) es abierto para cada abierto
V de R.

b) Sea f: A — R. Pruebe que f es continua si y sélo si f~}(V) es abierto en A, para cada

abierto V' de R (ver ejercicio 9 de la seccién 5.2).

Recuerde que un subconjunto B de A se dice cerrado en A si A\ B es abierto en A (ver ejercicio
14 de la seccién 5.3). Pruebe que f es continua si y s6lo si f~1(Z) es cerrado en A para cada
cerrado Z de R. En particular, si f : R — R entonces f es continua si y s6lo si f~!(Z) es cerrado

para cada cerrado Z de R.

Pruebe que si f es continua, entonces f(C N A) C f(C), para cada subconjunto C' de A.

Sean f,g: R — R funciones continuas tales que f(z) = g(x) para todo racional x. Muestre que

f =g. iQue puede decir si f y ¢ son iguales en los irracionales?

Pruebe que f tiene a lo sumo una extensién continua F : A — R. Es decir, si F,G : A — R son

continuas y F(z) = G(z) para todo = € A, entonces F' = G.
Sea A C R cerrado y no vacio.

a) Defina f : R — R de la manera siguiente f(z) = inf{|x —a| : a € A}. Muestre que f es
continua y que f(z) = 0 para todo x € A. Ayuda: Muestre que |f(z) — f(y)| < |z — yl.

b) Sic ¢ A. Muestre que existe una funcién continua g : R — R tal que g(¢) =1y g(z) =0
para todo x € A.

Sean f,g : R — R funciones continuas. Muestre que {z € R : f(x) = g(z)} es cerrado y que

{r eR: f(x) < g(x)} es abierto.

Pruebe que si f : R — R es continua y f(R\ Q) es numerable, entonces f es constante. Ayuda.
Pruebe primero que f(R) es numerable. Enseguida suponga que existen a,b € f(R) con a < b. Ya
que (a,b) no es numerable, existe ¢ € (a,b)\ f(R). Defina U = f~1((—oc,¢)) y V = f~1((c, +00)).

Muestre que U es cerrado y use el ejercicio 12 de la seccién 5.3.
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6.3. Funciones continuas definidas sobre compactos y sobre interva-
los

Estudiaremos ahora los conceptos de maximo y minimo de una funcién y probaremos que si A es
compacto entonces toda funcién continua f : A — R alcanza méximo y minimo.

Diremos que f: A — R alcanza minimo (resp. maximo), si existe z¢ € A tal que, f(zo) < f(z)
(resp. f(x) < f(wo)) para cada x € A. El nimero f(zg) es llamado el minimo (resp. el maximo)
(absoluto) de f en A. Se dice también que f alcanza minimo (resp. maximo) en xy o que xy €s

un punto de minimo (resp maximo) de f.
Proposicién 6.3.1. Si f: A — R es continua y A es compacto, entonces f(A) es compacto.

Demostracién. Sea {y,} una sucesién en f(A). De acuerdo al Teorema 5.5.5, bastara probar que
{yn} posee una subsucesién convergente a un punto de f(A).
Para cada n escoja x,, € A tal que f(x,) = yn. Ya que A es compacto, se sigue del Teorema 5.5.5,

que {x,} posee una subsucesién {x;)} convergente a un punto z9 € A y por la proposicién 6.2.2

tenemos que yp) = f(@nw)) — f(z0)- |
Teorema 6.3.2. Si f: A — R es continua y A es compacto, entonces f alcanza mazrimo y minimo.

Demostracién. Por la proposicién anterior, K := f(A) es compacto, lo que permite definir
¢ =inf(K),d = sup(K). Dejamos al lector verificar que por ser K cerrado, se tiene que ¢,d € K (ver
ejercicio 5 de la seccién 5.5). De modo que, ¢ = f(xg) y d = f(z0), para ciertos zg, zo € A. El resultado

se sigue ahora notando que ¢ < f(x) < d para todo = € A. [ |

Incluir grafica

Nos encaminamos ahora a probar el Teorema de Bolzano de los Valores Intermedios, una de cuyas
formas dice que: “la imagen de un intervalo por una funcion continua es un intervalo”. Una version
maés sugerente es que si dos puntos g, y1 estdn en la imagen de una funcién continua, cuyo dominio
es un intervalo, entonces todo punto entre y, e y; también esta en la imagen de f. La prueba de este

resultado necesita el siguiente resultado auxiliar.

Proposicién 6.3.3. i) Sea [ : (a,b) — R continua y supongamos que f(xg) > 0 (resp. f(xg) < 0),
para algin xo. Entonces existe r > 0 tal que, (xo—71,z0+7) C (a,b) y f(x) > 0 (resp. f(x) < 0),

para cada x € (xg — 1,20 +1).
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ii) Sea f :[a,b] — R continua con a < b y supongamos que f(a) < 0 (resp. f(a) > 0). Entonces
existe r € (0,b — a) tal que f(z) <0 (resp. f(x) > 0) para cada z € [a,a + 7).

iii) Sea f : ]a,b] — R continua con a < b y supongamos que f(b) < 0 (resp. f(b) > 0). Entonces
existe r € (0,b — a) tal que f(z) <0 (resp. f(x) > 0) para cada x € [b—r,b)].

Demostracién. (i) Probaremos sélo el caso en que f(xg) > 0. De la definicién de continuidad con
e = f(xo), existe 6 > 0 tal que |f(x) — f(zo)| < f(xo0), si |z —xo] < dy z € (a,b). El resultado se
seguird facilmente fijando r > 0 tal que (zo—r, xo+r) estd contenido en el abierto (a, b)N(xo—3J, zg+3).

Dejaremos a cargo del lector la demostracion de (ii) y (iii). [

Teorema 6.3.4. (Bolzano) Sea f : [a,b] — R continua tal que f(a) < 0 < f(b), entonces existe
c € (a,b) tal que f(c) =0.

Demostracién. Sea B := {z € [a,b] : f(x) < 0}. Entonces a € B y b es cota superior de B, lo
cual permite definir ¢ = sup(B). Note que de la proposicién 6.3.3(ii) se concluye que a < c.

Afirmacion: ¢ < b. En efecto, si fuera ¢ = b, entonces de la proposicién 6.3.3(iii) se concluye que
existe r € (0,b—a) tal que f(x) > 0 para cada x € [b—r,b]. De aqui, B C [a,b—r) y en consecuencia,
b — r es una cota superior de B. Esto es una contradiccién (porque ¢ = b es la menor de tales cotas)
y prueba la afirmacion.

Supongamos que f(c) < 0. Por la proposicién 6.3.3(i) existe d € (c,b) tal que f(d) < 0y esto es
una contradiccién porque d € B y ¢ es cota superior de B. Esta contradiccién muestra que f(c) > 0.

Si fuera f(c) > 0 entonces, por la proposicién 6.3.3(i) existirfa » > 0 tal que (c—r,c+7r) C (a,b) y
f(z)>0en (¢c—r,c+r). Asi, B C [a,c—r] (justificar) y en consecuencia, ¢ —r seria una cota superior

de B menor que el supremo. Esta contradiccién termina la demostracién. |

Incluir grafica

El lector comprobard que el resultado anterior permanece valido si reemplazamos la hipotesis
fla) < 0 < f(b) por f(b) < 0 < f(a). De aqui se tiene que si: “f : [a,b] — R es continua y toma
valores de signo opuesto en los extremos del intervalo [a,b], entonces f se anula por lo menos una vez

en (a,b).”

Corolario 6.3.5. Sea A un intervalo y sea f : A — R una funcion continua tal que f(x) # 0, para

todo x € A. Entonces f(x) > 0, para todo x € A; 6 f(x) <0 para todo x € A.

Demostracién. Supongamos por el absurdo que existen a,b € A tales que f(a) < 0 < f(b). Sin

pérdida de generalidad, puede suponerse que a < b. Pero [a,b] C A, y aplicando el Teorema de Bolzano
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(6.3.4) a la restriccion de f|, ), tendriamos f(c) = 0, para algiin ¢ € (a,b). Esta contradiccién termina

la prueba. |
Corolario 6.3.6. Si A es un intervalo y f : A — R es continua, entonces f(A) es un intervalo.

Demostracién. Fijemos ¢ < d en f(A) y z € (¢,d). Pongamos ahora ¢ = f(a),d = f(b) para
ciertos a,b € A. Intercambiando los papeles de a y b si fuera necesario, podemos suponer que a < b.
(Note que a # b, pues ¢ # d). Si definimos g : [a,b] — R por g(x) = f(z) — z tenemos que g(a) < 0 <
g(b) y por el Teorema de Bolzano, g(w) = 0 para algin w € (a,b). Asi, f(w) = z, lo cual prueba que
(c,d) C f(A) y el resultado se sigue de la Proposicién 5.1.1. |

De lo visto en esta seccién se deduce que si f : [a,b] — R es continua entonces el rango de f es
un intervalo compacto de la forma [c, d]. Sin embargo, si f : I — R es continua e I es un intervalo, no
podemos en general decir que tipo de intervalo tiene el rango de f. Por ejemplo, considere la funcién
f(z) = 2? definida z € R. Entonces la imagen de (—1,1) bajo f es [0,1). Por otra parte, la imagen
del intervalo (—2,—1] es [1,4) y la imagen de [1,3) es [1,9). Le dejamos al lector la tarea de buscar
ejemplos que muestren que el rango de una funcién continua definida en un interval no compacto
puede ser de cualquier tipo. Por otra parte, veremos en la secciéon que sigue, que cuando f es creciente

o decreciente, si podemos saber el tipo de intervalo que aparece en el rango.
Ejercicios:

1. Dé otra prueba de la proposicién 6.3.1, usando la definicién original de conjunto compacto en

términos de cubrimiento por abiertos Ayuda: Use el ejercicio 8 de la seccion 6.2.
2. Complete la demostracién de la proposicién 6.3.3.

3. En este ejercicio se demuestra que todo polinomio real de grado impar tiene al menos una raiz

real.

a) Sea g : R — R continua y suponga que existe n € N impar tal que g(x)/z"™ — 0 cuando
x — 400 y también cuando x — —oo. Pruebe que existe ¢ € R tal que ¢" + g(c) = 0.
Ayuda: Sea h(x) = g(z) + 2™. Use un argumento indirecto para mostrar que h cambia de

signo.

b) Sea n € N impar y sean ag,ay,---,a, € R con a, # 0. Use la parte a) para probar que

existe ¢ € R tal que ag + aic + asc® + -+ + apc™ = 0.

4. Pruebe que si g : [0,1] — [0,1] es continua, entonces g(c) = ¢ para algin c¢. Ayuda. Si g(0) = 0
6 si g(1) = 1 no hay nada que mostrar. En caso contrario aplique el Teorema de Bolzano a la
funcién f(z) = z — g(x). Concluya que este resultado permanece valido para cualquier funcién

continua ¢ : [a, b] — [a, b].
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5. Pruebe que toda funcién continua e inyectiva g : A — R, definida en un intervalo A, es mondtona.
Ayuda. Suponga que existen xg < x1,yo < y1 en A tales que g(zg) < g(z1) y g9(yo) > g(y1) y
aplique el Teorema de Bolzano a la funcién f : [0, 1] — R dada por f(s) = g((1 — s)xo + syo) —

9((1 = s)z1 + sy1).

6. Sea f :[a,b] — [c,d] continua y biyectiva. Muestre que la funcién inversa f~! : [c,d] — [a,b] es
continua. Ayuda: Muestre que si y,, es una sucesién en [c, d] convergente a un punto y, entonces
" (yn) converge a f~1(y). Suponga que no es asf y use el teorema 5.5.5 aplicado al compacto
[a, b].

6.4. Continuidad Uniforme

Sea f : A — R una funcién continua. Entonces, para cada xg € A y cada ¢ > 0, existe § > 0
tal que, |f(z) — f(zo)| < € si |z — o] < J. Lo que deseamos hacer notar, es que este d depende no
solamente de € si no también de zy. Cuando se pueda tomar el ¢ independiente de zy se dird que f
es uniformemente continua. De manera precisa, diremos que f es uniformemente continua si para

cada € > 0 existe § > 0 tal que
lf(x) = f(z)| <€ silz—2z2|<dywx,ze A (4.1)

El lector verificard sin dificultad que toda funcién uniformemente continua es continua. Sin embargo, el
reciproco no es cierto, como lo muestra el ejemplo que veremos en seguida. El ejemplo mas sencillo de
funcién uniformemente continua es la funcién identidad. En efecto, sea f : R — R dada por f(x) ==

y € > 0 si ponemos 0 = ¢ es claro que (4.1) se cumple.

Ejemplo: La funcién f : (0,00) — R; f(z) = 2?

; es obviamente continua, pero veremos enseguida
que no es uniformemente continua. Para ello supongamos que la afirmacién es falsa y apliquemos
la definicién de continuidad uniforme, con € = 1, para obtener 6 > 0 tal que, |f(z) — f(2)] < 1, si

|z — 2| < dy x,z> 0. Entonces
22 — 2 =z +zllz—2| <1, sijlz—2/<dyxz>0.

Fijemos ahora n € N tal que nd > 1 y pongamos x = n + 6/2, z = n, entonces |z — z| = /2 <y
|x + z||lx — 2| = (2n 4+ §/2)0/2 > nd > 1, lo cual contradice la relacién precedente y prueba nuestra
afirmacién.

Por otra parte, si restringimos el dominio a un intervalo compacto [a, b], entonces f si es uniforme-
mente continua. Sea M = max{|2al,|2b|}. Notemos que 2a < x + z < 2b para todo z, z € [a, b]. Luego

|z + z| < M para todo z, z € [a,b] y en consecuencia

22 — 2% = v+ z||z — 2| < M|z — 2|, siz, z € a,b]
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Luego dado € > 0, sea 6 = ¢/M. De la desigualdad anterior se sigue inmediatamente que (4.1) se

cumple y por consiguiente f es uniformemente continua en [a, b].

El teorema que mostramos a continuacién dice que el hecho ilustrado en el ejemplo anterior es un
resultado general que se cumple para toda funcién continua con dominio compacto. La prueba hara uso
del teorema de Heine-Borel 5.5.4. De hecho, el teorema de Heine-Borel (y el concepto de conjunto
compacto definido por cubrimientos abiertos) estd histéricamente relacionado con la demostracién del

teorema que sigue!.

Teorema 6.4.1. Si f: A — R es continua y A es compacto, entonces f es uniformemente continua.

Demostracion. Fijemos € > 0. Como f es continua en A, entonces para cada z € A, existe d, > 0
tal que,
lf(z) = f(2)| <€/2, silz—2z2]<d,yx€A (4.2)

Para cada z € A denotemos por U, al intervalo (z — 6,/2,2z 4 ¢,/2). Tenemos entonces que la familia
{U,: z € A} es un cubrimiento abierto de A. Como A es compacto, entonces existe un subconjunto
finito F' de A tal que V := {U, : z € F'} es un cubrimiento de A. Definamos § = min{d,/2: 2 € F}y
fijemos x, z € A tales que |z — z| < §. Ya que V es cubrimiento de A, existe w € F tal que z € Uy, de
donde

|z —w| <|z—z|+|z—w| <I+6u/2 < 0w/2 + 0u/2 = .

De aqui y (4.2), se obtiene que |f(z) — f(w)| < €/2. Luego por la desigualdad triangular concluimos
que |f(x) — f(2)| < ¢, con lo cual termina la prueba. |

Terminaremos la seccién mostrando que toda funcién uniformemente continua f : A — R admite
una tnica extensién continua a A, es decir, existe una tnica funcién F : A — R continua y tal que
F(z) = f(z) para todo « € A. De hecho, F' es uniformemente continua, como se indica en el ejercicio

3. Comenzaremos con el siguiente resultado auxiliar, que por si sélo tiene su interés.

Proposicién 6.4.2. Sea f : A — R uniformemente continua y {z,} una sucesion en A. Si {x,} es

de Cauchy, entonces {f(xy)} es de Cauchy.
Demostracion. Dado € > 0 escojamos § > 0 tal que
lf(x) — f(z)| <e€ si|x—z <6 (4.3)

Ya que {z,} es de Cauchy, existe N € N tal que |z, — x| < d si myn > N. De aqui y (4.3),
|f(xn)_f($m)|<6>51man>N- u

Teorema 6.4.3. Toda funcién uniformemente continua f : A — R posee una unica extension continua

F: A —R. De hecho, F es uniformemente continua.

1Se puede obtener mas informacién sobre la historia de este teorema en http://www-history.mcs.st-
and.ac.uk/history /Mathematicians/Heine.html
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Demostracién. Fijemos © € A y recordemos que por la proposicién 5.3.5, existe una sucesién
{zn} en A que converge a x. En particular, esa sucesién es de Cauchy, y por la proposicién anterior,
lo mismo vale para {f(zy,)}. De aqui, {f(x,)} es convergente, lo que permite definir,

F(zx)= lim f(zp). (4.4)

n—+0o00
Debemos ver que esta definicién no depende de la eleccién de la sucesién {z,}. Con ese fin, sea {z,}
otra sucesién en A que converge a £ y mostremos que

lim f(z,) = lim f(zn). (4.5)

n—-+0o00 n—-+o0o

Para ello, fijemos ¢ > 0. Como f es uniformemente continua, existe § > 0 verificando (4.3) y como
Ty — zn, — 0, existe N € N tal que, |z, — z,| < d sin > N. De aqui y (4.3), |f(zn) — f(zn)] < € si
n > N lo cual dice que f(x,) — f(2n) — 0. Esto prueba (4.5) y en consecuencia, se tiene una funcién
bien definida F : A — R mediante (4.4).

Sea x € A y pongamos x,, = x; para todo n € N. Entonces z, — = y f(z,) — f(x). De aqui y
(4.4), F(x) = f(z), lo cual dice que F' es una extensién de f.

Veremos ahora que F' es uniformemente continua. Dado € > 0 escojamos § > 0 satisfaciendo (4.3),
definamos n = §/3 y fijemos x,z € A tales que |z — 2| < n. Tomemos ahora sucesiones {z,}, {2z}
en A convergiendo a x y z respectivamente y recordemos que por definicién de F, f(z,) — F(z) y
f(zn) — F(x). Asi,

F(n) = F(za)] — [F(2) — F(2)]. (4.6)

Por otra parte, existe N € N tal que |z, — x| < ny |z, — 2| <71 sin > N. En particular,
|zy — 2n| < |xp — 2|+ |2 — 2|+ |2 — 2,] <3n =0 paratodon €N,

y por (4.3), |f(zn) — f(2n)] < € sin > N. De aqui y (4.6), |F(z) — F(2)| < esi |z — z| < n. Esto
prueba que F' es uniformemente continua. La unicidad de F se sigue del ejercicio 12 de la seccién 6.2.
[

Corolario 6.4.4. Si f : A — R es uniformemente continua y A es acotado, entonces f(A) es acotado.

Demostracién. Por el teorema anterior, f posee una extensién continua F : A — R y por el
teorema 5.5.4, A es compacto. De aqui y la proposicién 6.3.1, F(A) es compacto y en consecuencia

acotado. Esto termina la prueba, porque f(A) C F(A). ]
Ejercicios.
1. Sean a < b en R. Pruebe que f : (a,b) — R; f(x) = 2%; es uniformemente continua.

2. Pruebe que f:(0,1) = R; f(x) =1/z; no es uniformemente continua.



101

3. Pruebe que las funciones f,g,h : R — R definidas por h(x) = ax, con a € R, f(z) = (1 + 2?)~!

y g(x) = z f(x) son uniformemente continuas.

4. Sea f:R — R una funcién continua. Pruebe que si f(x) — 0 cuando  — 400, entonces f es

uniformemente continua.

5. Sea f:R — R continua y suponga ademads que f restringida a (0, +00) y a (—00,0) es uniforme-

mente continua. Muestre que f es uniformemente continua.

6. Muestre que la suma de funciones uniformemente continuas es uniformemente continua, pero
. 2 . .
el producto no lo es necesariamente. Deduzca que f(z) = gf—“ es uniformemente continua en

: _ 1
[a,+00) donde a > 0. Ayuda: Note que f(z) =2z — 1+ -

7. Pruebe que si F': A — R es una extensién continua, de una funciéon uniformemente continua

f:+A— R, entonces F' es uniformemente continua.

6.5. Funciones Mondtonas

Igual que en las secciones precedentes, f : A — R denota una funcién definida en un subconjunto A
de R. Diremos que f es creciente (resp. estrictamente creciente) si f(x) < f(y) (resp. f(z) < f(y))
cuando = < y. Se dice que f es decreciente (resp. estrictamente decreciente) si f(x) > f(y)
(resp. f(x) > f(y)) cuando z < y. Cualquier funcién que satisfaga alguna de las cuatro definiciones
anteriores, se dice monétona. En esta seccién mostraremos que las funciones monétonas definidas
en intervalos son casi continuas. Con esto queremos decir que su conjunto de discontinuidades es
numerable. También mostraremos que las funciones biyectivas y continuas definidas sobre intervalos
tienen inversa continua.

Recordemos que f(xo9+) denota el limite de f cuando x tiende a xy por la derecha, f(zo—) denota
el limite por la izquierday f(400)y f(—o0) denotan, respectivamente, el limite cuando x tiende a +oo
y —o0. Cuando f(zo+) y f(zo—) existen, entonces definimos s(x) := f(zo+) — f(zo—). Este ntimero
se conoce con el nombre de salto de f en zy. Note que s(zg) > 0. Es claro que si f es continua en
xg, entonces s(xg) = 0. El reciproco no es en general cierto, sin embargo mostraremos a continuacién
que si es valido para las funciones mondétonas y de hecho es la clave para estudiar el comportamiento

de estas funciones.
Proposiciéon 6.5.1. Sea f: A — R creciente.

a) Sixg € R es un punto de acumulacion a derecha (resp. a izquierda) de A, entonces f(xo+) =

inf{f(z) : x > xo} (resp. f(zo—) =sup{f(x):z < zo}).

b) Sixg € A es a la vez punto de acumulacion a derecha e izquierda de A, entonces f(zo—) <

(o) < f(wo+)-
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c) Si xg (resp. yo) es un punto de acumulacion a derecha (resp. a izquierda) de A y xy < Yo,

entonces f(xo+) < f(yo—).

d) Si A no estd acotado superiormente (resp. inferiormente), entonces f(+o00) = sup f(A) (resp.

f(—o00) = inf f(A).
Demostracion.

a) Probaremos sélo el caso en que zp es punto de acumulacién a derecha de A. En este caso,
(xg,00) N A # 0, lo que permite definir A = inf{f(z) : z > z¢}. Note que —oo < \ < +o0.

Consideremos ahora los dos casos siguientes:

Caso —oo < A. Dado € > 0 existe a € A; a > xo; tal que f(a) < A+ € (porque el infimo es la

mayor de las cotas inferiores).

Definamos § = a — xg. Entonces, para cada x € AN (zg,z9 + 0) se tiene z < a, de donde
f(z) < f(a). Asi, A —e < A < f(z) < f(a) < A+ ¢, lo cual equivale a decir que , |f(z) — A| <€
si rg < ¢ < xg + §. Esto prueba el primer caso.

Caso A\ = —o0o0. Dado M > 0 existe a € A;a > xp; tal que f(a) < —M. Si ponemos 6 = a —xy y

razonamos como antes, vemos que f(zx) < —M si 0 < z — z¢ < J. Esto termina la prueba de a).

b) Dado =z > xp en A, tenemos f(x) > f(zo), de modo que f(zg) es cota inferior del conjunto
{f(z) : o > xo}. De aqui y la parte a), f(zo) < f(zo+). De manera andloga, f(zo—) < f(zo), lo

cual prueba la parte b).

c¢) Fijemos = € (x9,y0) N A # 0. De la parte a) se tiene, f(zo+) < f(z) < f(yo—), lo cual prueba
c).

d) Probaremos sélo el caso en que A no estd acotado superiormente. Para ello pongamos A =
sup f(A) y consideremos los dos casos siguientes:

Caso A € R. Dado € > 0 fijemos a € A tal que A —e€ < f(a). Para > a tenemos A —e < f(a) <
f(x) <A< A+e¢, lo cual prueba que f(x) — A cuando & — +oo.

Caso A = +oo. Dado M > 0, existe a € A tal que, f(a) > M y el resultado se sigue como antes.

Una proposicion analoga a la anterior es véalida para funciones decrecientes, dejaremos al lector la

tarea de enunciarla (ver ejercicio 3).

Teorema 6.5.2. Sea f : [a,b] — R estrictamente creciente, donde a < b estdin en R y D el conjunto

de aquellos puntos x € (a,b) donde f no es continua. Entonces D es numerable.



103

Demostracién. Fijemos zg € (a,b). De las partes a)-b) de la proposicién 6.5.1, f(xo—) y f(xo+)
son numeros reales. Consideremos el salto de f en xy que vimos se define como s(zg) := f(zo+) —
f(zo—). Se sigue inmediatamente de 6.5.1(b) que f es continua en zq si y sélo si s(zp) = 0. Es decir,
x € D siy sélosi s(x) > 0.

Para cada = € D, sea I(x) el intervalo abierto no trivial de extremidades f(z—) y f(z+). De
la parte ¢) de la proposicién anterior tenemos que, I(x) N I(y) = 0, si z,y € D y x # y. Tenemos
entonces que {I(z) : = € D} es un coleccién de intervalos abiertos disjuntos dos a dos, en consecuencia
es numerable (ver ejercicio 3 de la seccién 5.1). Es claro también que la funcién que envia z € D a
I(x) es inyectiva, luego D es numerable. [

Ya hemos visto que la imagen bajo una funcién continua de un intervalo es un intervalo y también
que la imagen continua de un conjunto compacto es compacto. De esto se deduce que si f : [a,b] — R
es continua entonces el rango de f es un intervalo compacto de la forma [c, d].

Terminaremos esta seccién estudiando algunas propiedades de las funciones continuas y estricta-
mente mondtonas. En particular, mostraremos que las funciones biyectivas y continuas definidas sobre
intervalos tienen inversa continua. Recordemos que por el corolario 6.3.6 la imagen continua de un
intervalo es un intervalo. Y ya mencionamos, justo después de 6.3.6, que en general no existen una
relacién entre el tipo de intervalo en el dominio y en el rango. Sin embargo para funciones mondétonas

si existe una relacién como veremos a continuacion.

Proposiciéon 6.5.3. Sea A un intervalo y sea f: A — R continua y estrictamente creciente.

a) Si A= (a,b), entonces f(A) = (f(a+), f(b—)).

b) Si A =la,b), entonces f(A) =[f(a), ( -))-
c) Si A= (a,b], entonces f(A) = (f(a+), f(b)].
d) Si A =la,b], entonces f(A) = [f(a), (b ]

Aqui, f(a+) = f(—00), sia=—o0 y f(b—) = f(4+00), si b = +o0.

Demostracién. a) Supongamos primero que a,b € R y sea = € (a,b). De la proposicién 6.5.1,
fla+) < f(z) < f(b—) y como f es estrictamente creciente entonces, f(a+) < f(x) < f(b—) (justi-
ficar). De aqui, f(A) C (f(a+), f(b—)).

Fijemos ahora y € (f(a+), f(b—)). De la proposicién 6.5.1, existen z1,z2 € A tales que f(z1) <
y < f(x2) y por el corolario 6.3.6, y € f(A).

Consideremos ahora el caso en que a = —oco y b € R. De la proposicién 6.5.1, f(—o0) < f(z) <
f(b—) y la prueba prosigue como antes.

Los dos restantes casos de la parte a); a saber a € R, b = 400 y A = R; serdn dejados a cargo del

lector, quien también probara las partes b), c¢) y d). [

Ahora mostraremos que la inversa de una funcién continua y biyectiva definida sobre un intervalo

es continua. Pero primero mostraremos un ejemplo que ilustra que no es en general cierto que la
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inversa de una funcién continua es continua.

Ejemplo: Considere la funcién f : {0} U [1,+00) — R dada por f(0) =1y f(z) = z/(xz + 1)
si x > 1. El lector verificard que f es inyectiva y que su rango es [1/2,1]. Luego restringiendo el
contradominio de f obtenemos una funcién f : {0} U [1,+00) — [1/2, 1] biyectiva y continua. Pero su
inversa no es continua en 1. jPuede el lector mostrar usando 6.3.1 que la inversa de f no puede ser

continua?(sin necesidad de mostrar en que punto f ~1 1o es continua).

Teorema 6.5.4. Sea A un intervalo y sea f : A — B C R una biyeccion continua. Entonces f~! :

B — A es continua.

Demostracién. Mostraremos primero que f es estrictamente monénota. En efecto, si no lo fuera,
entonces existirfan xzy < 1,350 < y1 en A tales que f(xg) < f(x1) y f(yo) > f(y1). Considere la
la funcién g : [0,1] — R dada por g(s) = f((1 — s)xo + syo) — f((1 — s)x1 + sy1). Note que g es
continua y ademds esté bien definida pues (1 — s)zg+ syo y (1 — s)z1 + sy; pertenecen a A cualquiera
sea s € [0,1]. Es facil verificar que ¢(0) y g¢(1) tienen signos opuesto. Luego, por el Teorema de
Bolzano 6.3.4, se tiene que g se anula en algin punto r de [0,1]. Por ser f inyectiva, obtenemos que
(I—=r)xo+ryo = (1 —r)x1+7ry1 y de aqui se tiene que (1—7)(zo—2x1) = 7(y1 —yo) lo cual es imposible
(justificar).

Supondremos que f es estrictamente creciente. El caso cuando f sea estrictamente decreciente lo
dejaremos al lector (ver el ejercicio 3).

Ahora mostraremos que f~! es continua. Primero que todo note que, por la proposicién 6.5.3, B es
un intervalo. Por otra parte f~! es estrictamente creciente, por serlo f (justificar). Por la proposiciéon
6.5.1 sabemos que si f~! tuviera algtin punto de discontinuidad 7, entonces necesariamente es de “tipo
salto”, esto es s(yg) > 0. Pero esto implicaria que A, el rango de f~!, no es un intervalo (justificar),

lo cual contradice una de las hipdtesis. |

Observacion: El lector deberia comparar el argumento dado en la demostracién del teorema 6.5.4

con lo indicado en el ejercicio 6 de la seccién 6.3.

El teorema 6.5.4 es sumamente util para dar pruebas cortas de la continuidad de una funcién.
Por ejemplo, considere la funcién f(z) = 2™ para x € (0,+00). El lector podrd constatar que f es
continua, estrictamente creciente y su rango es (0,+00). Luego por el teorema anterior la inversa de

f es continua, es decir la funcién z'/" es continua en (0, +00) (ver el ejercicio 5).
Ejercicios.

1. Sean f: A — B; g: B — R funciones crecientes (resp. decrecientes), donde A, B C R. Pruebe

que g o f es creciente. ;Qué puede Ud. decir en el caso mondtono estricto?.
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Sea f : A — B una biyeccién creciente entre subconjuntos de R. Pruebe que f~! es creciente.

a) Pruebe que f es creciente si y sélo si —f es decreciente.
b) Use la parte a) para enunciar y probar un resultado andlogo a la proposicién 6.5.1 para

funciones decrecientes.

Sea f : A — R una funcién continua y estrictamente creciente. Pruebe que bajo las condiciones
indicadas f(A) es abierto y que f~!: f(A) — A es continua.

a) A esla unién de dos intervalos abiertos.

b) A es un conjunto abierto.

Pruebe que la aplicacién P, : (0,00) — (0,00) dada por P,(x) = 2™ es una biyeccién continua y

estrictamente creciente, para cada n € N. Deduzca que la aplicacién Ry, : (0,00) — (0,00) dada

por R(z) = z/™ es una biyeccién continua estrictamente creciente.

Pruebe que para cada racional positivo 7, la aplicacién P, : (0,00) — (0, 00) dada por P.(z) = a"
es una biyeccién continua estrictamente creciente. Deduzca que z" > 1 si x > 1. Ayuda: Use el

ejercicio 5 para expresar P. como composicion de funciones continuas y estrictamente crecientes.

De un ejemplo de una funcién f : A — B continua y biyectiva tal que f~! no es continua y
ademds que A y B son ambos conjuntos acotados (compare con el ejemplo que sigue al teorema
6.5.4).

Funciones exponenciales y logaritmicas

En la seccién 3.2 vimos como se define a” para todo real positivo a y todo racional r. Haremos

uso de los resultados de la seccién anterior para extender la exponenciacién a toda la recta real, es

decir, mostraremos cémo se define a” para cualquier real r. Estas son las funciones exponenciales que

veremos son continuas y estrictamente crecientes. Sus inversas son las funciones logaritmicas.

Teorema 6.6.1. Dado a € R positivo, existe una tinica aplicacion continua E, : R — (0,00) tal que

E,(1)=a y Ey(z +vy) = Eu(x)Ey(y). Es mds, E, es una biyeccion continua estrictamente creciente

(resp. decreciente) si a > 1 (resp. a < 1).

Demostracion. Nos ocuparemos inicialmente de la existencia de una tal funcién E,, para lo cual

consideramos tres casos.

Caso a > 1 . Para cada z € R definamos

B,={reQ: r<uz}; Ay ={a" : 7 € B;}.
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Observemos primero que si s,7 € Q y r < s, entonces a” < a® (ver ejercicio 1). De esto se sigue

que a® es cota superior de A, si s € Q y s > x; lo cual permite definir
E,(xz) =sup(Ay).

Note que, para cualquier r € By, E,(xz) > a” > 0, de modo que E, toma sus valores en (0, c0).

Asi tenemos una funcién, E, : R — (0, +00) definida por E,(z) = sup(A;).

Afirmacién 1. E,(z) = a*, si x € Q. En efecto, si z € Q, entonces a”" < a¥, para todo
r € By, lo cual dice que a® es cota superior de A,. Asi, E,(z) < a”. Supongamos ahora que
d = a® — E4(z) > 0 y recordemos que la sucesién {a%} converge a 1 (Véase ejercicio 6 de la

secci6n 4.3). De aqui,

1 1
y en consecuencia, existe N € N tal que |a®*” ¥ — a®| < d. Luego, a®* ¥ > a* —d = E,(x). Por
otra parte, x — % € By, de manera que E,(x) > a®~ N y esta contradiccién da fin a la prueba

de la afirmacién 1.

Afirmacién 2. B, , = B, +B,. En efecto, el lector verificara sin dificultad que B, + B, C Byyy.
Fijemos ahora t € B,4,. Ya que t — x < y, entonces por la densidad de los racionales (Teorema
2.5.3), existe r € Q tal que t —x < r < y. Si definimos s =t —r, tenemos que: s € B, r € By y

t =s+r;luego t € B, + By, lo cual termina la prueba de la afirmacién 2.

Con lo mostrado hasta ahora podemos probar que E, es estrictamente creciente. En efecto, de la

afirmacién 1 se tiene E,(1) = a, mientras que de la afirmacién 2 y la proposicién 2.6.3 tenemos

Eo(z)Eq(y) = sup(Az)sup(Ay)

sup(A, - Ay)

sup{a’a®: r € By, s € By}
sup{a"™*: r € By, s € By}
sup{a’ : t € Byiy}

— Ea(m + y)

Sea z > 0 y por la densidad de los racionales (Teorema 2.5.3) existe r € Q N (0, z). Entonces
E,(z) > a" > 1. De aqui, si z,y € Ry = < y entonces, poniendo z = y — x obtenemos,

E.(y) = Eo(z + 2) = Eq(2)Ea(z) > Eq(z), lo cual muestra que E, es estrictamente creciente.
Ahora mostraremos que E, es continua. Comenzaremos mostrando que es continua en 0.

Afirmacién 3: E,(x) — 1, cuando z — 0. En efecto, por la afirmacién 1 tenemos Ey(1/n) =

a'/™, para cada n € N, de modo que E,(1/n) — 1. Analogamente, E,(—1/n) — 1.

Fijemos ahora € > 0 y un entero N € N tal que a/N < 14+eya /N > 1—¢ (justificar
la existencia de este N). Si z € [0,1/N] entonces, 1 = E,(0) < E,(z) < E,(1/N) < 1+ e
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De manera semejante, si z € [—1/N,0] entonces 1 > E,(x) > 1 — e. Hemos probado asi que,

|Eq(z) — 1| < €, siz € [-1/N,1/N], y esto prueba la afirmacién 3.

Fijemos ahora zg € R. Ya que E,(x) = Eq(x—x0)Eq(x0), entonces E,(x)—Eq(z0) = Eq(x0)[Eo(x—

xo) — 1] y la continuidad de E, en x( se sigue facilmente de la afirmacién 3 (Justifique).

Probaremos ahora que E, es sobreyectiva. Para ello definamos b = a — 1 > 0 y notemos que
E,(n) = (1+0b)" > 1+ na, para cada n € N. De aqui, E,(n) — +oo. El lector usara ahora la
monotonia de E, para probar que E,(x) — +00, cuando z — +oo. Por otra parte, para cada
n € N se tiene Eq(—n) = a~" = 1/a™ — 0y usando la monotonia de E, una vez mds, concluimos
que Eq(r) — 0 cuando x — —oo. De aqui y la proposicién 6.5.3; parte a); E, es sobreyectiva y

en consecuencia biyectiva.
Caso a = 1. En este caso definimos E,(x) =1; x € R.

Caso a < 1. En este caso, 1/a > 1, lo que permite definir E,(z) = E;/,(a)". El lector verificard que
FE, es una biyeccién continua y estrictamente decreciente que satisface los otros dos requerim-

ientos del Teorema.

La unicidad de la funciéon E, serd obtenida inmediatamente después del siguiente resultado.

Lemma 6.6.2. Sea E : R — R una funcion tal que E(x +y) = E(z)E(y). Entonces, E(1) > 0 y
E(r)=E1)"; reQ.

Demostracién. Si E(z) = 0, para algun z, entonces E(x) = E(xr — 2)E(z) = 0, para todo
x € R, y el resultado es trivial. Supongamos ahora que E(z) # 0 para todo z € R. Ya que E(z) =
E(x/2)E(z/2) = E(x/2)?, tenemos E(x) > 0 para todo x € R. Méas aiin, como E(0) = E(0+0) =
E(0)E(0), concluimos que E(0) = 1. Por otra parte, de la relaciéon 1 = E(0) = E(z—z) = E(x)E(—x),

tenemos que

Usando induccién tenemos FE(nx) = E(x)" si x € R y n € N; y usando la relacién anterior probamos
que E(nz) = E(z)", cualquiera sea n € Z.

Dado r € Q, podemos escribir r = m/n, donde m € Z y n € N. Asi, E(1)" = E(m) = E(nr) =
E(r)", lo cual prueba que E(r) = E(1)"™/™. |

Prueba de la Parte de Unicidad del Teorema 6.6.1. Supongamos que F, F : R — R son
funciones continuas tales que E(x 4+ y) = E(z)E(y); F(x +vy) = F(z)F(y); E(1) = F(1). Del lema
anterior tenemos que E(r) = F(r); r € Q. Ahora, dado cualquier x € R, fijemos una sucesién {r,}
en Q que converge a x. De la continuidad de F, F' tenemos que E(r,) — E(x) y F(r,) — F(x). Asi,
E(z) = F(x). |
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Sea a € R positivo. La funcién E,, dada por el teorema 6.6.1, se denota por E,(z) = a® y se le
llama la funcién exponencial de base ¢ . Cuando a # 1, entonces E, es biyectiva, su inversa se
denota por log, : (0,00) — R y se llama la funcién logaritmica de base a. Por la proposicién
6.5.4, log, es continua y por el teorema 6.6.1, esta funcién tiene las dos propiedades fundamentales
siguientes:

IOga(a) =1 IOga(xy) = IOga(x) + loga(y)'

Recordemos que el nimero e se define como el siguiente limite (ver proposicién 4.4.2)

1 n
e:= lim (1 + ) .
n—oo n

La funcion logaritmica de base e se denota por In y se llama también logaritmo neperiano.
Ejercicios.
1. Seaa > 1. Pruebe quea” <a®sir,s e Qyr <s.

2. Pruebe que si a > 1, entonces E,(x)/xP — +00, cuando x — +00, cualquiera sea p € N. Ayuda:
Note que Eq4(z)/zP > al*! /(14 [2])P, donde [z] es la parte entera de z. Aplique ahora el ejercicio

4 de la seccion 4.3.

3. Pruebe quesia > 1, entonces log,(x)/x —, cuando z — +o00. Ayuda: Use el “cambio de variable”

y = log,(z).



Capitulo 7

Diferenciacion

Introduccion. La teoria de diferenciacién o derivacién, tiene sus origenes en dos problemas distintos.
En el primero de ellos, se trataba de encontrar rectas tangentes a una curva plana. Para curvas simples,
como circunferencias, parabolas, etc., el problema era facil, pero en general, era muy complicado. Una
primera aproximacion fue obtenida por Fermat, cuando queriendo calcular maximos y minimos de
funciones reales, se di6 cuenta que las tangentes a las graficas de tales funciones, eran paralelas al eje
x, en los puntos de méximo y minimo. Sin embargo, fué Leibnitz quien realmente desarrollé la teoria
de diferenciacién a partir de este punto de vista. (El de encontrar rectas tangentes a una curva plana).

La otra motivacién de este concepto nos viene de la fisica y fué desarrollado por Newton, quien
estaba interesado en describir la velocidad de un cuerpo en movimiento rectilineo no uniforme. Desde
este punto de vista, el concepto de derivada se interpreta como velocidad. Aunque Leibnitz y Newton
eran contemporaneos (Siglo XVII), sus trabajos fueron realizados de manera independiente.

Nuestra exposicién no esta guiada por motivaciones fisicas ni geométricas. Simplemente quere-
mos exponer la teoria de diferenciacion de manera rigurosa, en la creencia de que el lector ha sido
suficientemente motivado en los cursos de célculo.

Los temas tratados en este capitulo son los usuales: Regla de la Cadena, Teoremas de Valor Medio,
Derivadas de Orden Superior y Férmula de Taylor, Funciones Convexas y Aplicaciones al Estudio de

Méximos y Minimos.

7.1. Definicion de la derivada

En esta seccién, f : (a,b) — R denota una funcién definida en un intervalo abierto (a,b) (—oco <
a < b< +400)y xg denota un punto de (a,b). Diremos que f es derivable en xg, si existe m € R con

la siguiente propiedad: Para cada € > 0 existe § > 0 tal que:
|f(z) = f(zo) = m(x — x0)| < €lx — x| si |z —zo| <. (1.1)
Equivalentemente,

f(@) = f(@0)

—m|<e si 0<|zr—xz <. (1.2)
Tr — X

109
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Como veremos enseguida, este nimero m estd univocamente determinado por la propiedad anterior y

se llama la derivada de f en z(. Una notacién bastante usual es m = f’(zg).

Observaciones 7.1.1.  a) Definamos r : R — R por r(z) = f(x¢) + m(z — z¢). De (1.1) tenemos que

f es derivable en xq si, para cada € > 0 existe d > 0 tal que,
|f(x) —r(z)] <€l — x|, cuando |z — xg| < 0.

Este hecho se expresa diciendo que f y r son tangentes en xg. O que las gréficas de r y f son

tangentes en (zg, f(zg)). Note que “la grdfica de r es la recta de pendiente m que pasa por

(w0, f(70))”.

Incluir grafica

b) Definamos A : (a,b) \ {x0} — R por,

A(z) = f(z) = f(zo) (1.3)

r — X
y notemos que zp es un punto de acumulacién de (a,b)\{zo}. De (1.2) tenemos que f es derivable

en g, si y sélo si, A(x) tiene limite, cuando x tiende a xy. Es mas,

f(xo) = lim A(xz).

T—T0

De aqui se tiene que si f es derivable en zg, entonces existe un tinico m € R verificando la

definicién de derivada.

Si queremos (o necesitamos) ser mas precisos con la notacién debemos escribir Ay (z) para

indicar el punto donde se calcula la derivada.
Ejemplos.

1. Si f es constante, entonces f es derivable en todo punto zg € (a,b) y f/(zo) = 0. Esta afirmacién

se obtiene facilmente, observando que f(x) — f(z9) = 0, cualesquiera sean x, z¢ € (a,b).

2. La funcién f : (a,b) — R dada por f(x) = x es derivable en todo punto zg de (a,b) y f'(z¢) = 1,
para cada xg € (a,b). En efecto, si A se define como en (1.3), entonces A(x) = 1, para cada

x € (a,b) \ {zo} y el resultado se sigue facilmente.

Ahora mostraremos que toda funcién derivable es continua.
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Proposicion 7.1.2. Si f es derivable en xg, entonces existen M, 6 € R positivos tales que,
If(z) — f(zo)| < M|z — x0|, si|z—zo| <0. (1.4)
En particular, f es continua en xg.

Demostracién. Pongamos m = f’(x). Aplicando la definicién de derivada con € = 1, obtenemos

0 > 0 tal que,

|f(x) = f(zo) —m(x —x0)| < v —a0|, si |z—x0| <.

De aqui, |f(z) — f(zo)| < |m(x — z)| + |z — o] si |z — x| < I, y el resultado se obtiene tomando
M =1+ |m|. |
No es cierto que toda funcién continua en un punto xy es derivable en xg, como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea f : R — R definida por f(z) = |z| y sea 2o = 0. Entonces, la funcién A : R\{0} — R
dada por (1.3) satisface que A(z) = 1six > 0y A(x) = —1 si # < 0. En consecuencia, A(z) no
tiene limite cuando x — 0 y asi, f no es derivable en xg = 0. Ndtese que la grafica de f presenta un

o “punto anguloso” en x = 0, lo que nos lleva a decir que una funcién cuya grafica presenta un

“piCO 9y
“pico” o “punto anguloso” en el punto z = xg, no es derivable en xg. Por esta razén, las aplicaciones

derivables se conocen también con el nombre de “lisas o suaves”.
Ejercicios.

1. Suponga que f es creciente. Pruebe que si f es derivable en x, entonces f’(xg) > 0.

2. Supongamos que f es diferenciable en 2y y que f/'(xg) > 0. Pruebe que existe § > 0 tal que,
flx) < flzo)si =0 <ax—x90 <0y f(zr) > f(xg) si 0 < x — x9 < J. Enuncie y demuestre un

resultado andlogo cuando f’(x¢) < 0.

3. Supongamos que existen constantes M > 0y « > 1 tales que |f(x) — f(y)| < M|z — y|*; para
todo z,y € (a,b). Pruebe que f’(z) =0, para cada x € (a,b).

4. Sea f:R — R una funcién diferenciable en 0. Suponga que f satisface que f(z) = f(—z) para

todo = € R. Muestre que f'(0) = 0.

5. Una aplicacién f que verifique la conclusion de la proposicién 7.1.2 se dice Lipschitziana en xg.
Sean f: (a,b) — (¢,d), g : (¢,d) — (a,b) funciones tales que (f o g)(y) = y para todo y € (¢, d);
y sea xg € (a,b) y yo := f(xp). Pruebe que si f es Lipschitziana en xy y g es derivable en yo,

entonces ¢'(yo) # 0.
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6. Sea f : (a,b) — R derivable en un punto ¢ € (a,b). Sean {z,} y {yn} sucesiones en (a,b)

convergiendo ambas a c y tales que z,, < ¢ < y,. Muestre que

f'(c) = h;?l —
Ayuda: Sea t, = yyn"_;cn. Observe que 0 < t,, < 1. Muestre que
w — f'(c) = [A(yn) = [/ ()] tn + [A(zn) — F(e)](1 — tn)

7.2. Algebra de derivadas y la regla de la cadena

Proposicién 7.2.1. Sean f,g : (a,b) — R funciones derivables en un punto zo € (a,b). Entonces

f+9guyf-g son derivables en un punto xg y se cumple que:
a) (f+9)(z0) = f'(z0) + g'(x0)-
b) (f-9)(wo) = f'(x0)g(x0) + f(x0)g' (x0)-
c) Si g(z) # 0 para todo = € (a,b), entonces 1/g es derivable en xg y

(1/9) (x0) = —g'(x0)/g(x0)*.

Demostracién. La parte correspondiente a la adicion serd dejada como ejercicio. Notemos ahora

que
(f-9)(@) = (f-9)(z0) = [(2)g(z)— f(z0)g(z0)
= f(z)g(x) — f(z0)g(x) + f(z0)g(x) — f(x0)g(0)
= [f(z) — f(z0)lg(x) + f(zo)[g(z) — g(z0)],
de donde,
(f- 9)(92 : S;Z ~9)(x0) _ g(a:)f(xx) : i(()ﬂﬂo) + £ )9(92 : iéﬂﬁo)

De la proposicién 7.1.2 sabemos que g es continua en zg, asi g(x) — g(z¢) cuando x — zp. Luego
por el dlgebra de limites (proposicién 6.1.3), f - g es diferenciable en z( y vale b).
Para terminar la prueba, pongamos h = 1/g y notemos que,
g(zo) — g(z)
hz) — h(zg) = —F"————,
9(z0)g(z)

de modo que,
q B = o) _ o 00) — o)

Tr — T0 r — X0

)

y el resultado se sigue de las proposiciones 7.1.2 y 6.1.3. |

Teorema 7.2.2. (Regla de la Cadena). Sean f : (a,b) — (¢,d) y g : (¢,d) — R funciones derivables

en xg e yo := f(xg) respectivamente. Entonces la composicion g o f es derivable en zq y

(g0 f) (o) = g'(y0).f'(z0) = (¢ f (w0)) f'(x0))-
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Demostracion. Por la proposicién 7.1.2, existen My, dg > 0 tales que
|f(z) = f(@o)| < Molz — zof, sl |z — o] < do. (2.5)

Fijemos ahora € > 0 y pongamos M = max{ My, |¢'(vo)|}, €1 = €2 = ¢/2M. Ya que f y g son

diferenciables en x( e yg respectivamente, existen d1,do > 0 tales que,
|f(x) = f(zo) — f(z0)(x — m0)| < e1]x —x0], si |x— x| < b1. (2.6)

l9(y) — 9(w0) — 9" (o) (y — wo)| < e2ly —wol, st |y —yo| < da. (2.7)

Definamos § = min{do, d1,02/M}. Si |z — zo| < 4, se tiene de (2.5) que |f(x) — f(xo)| < b2, de
modo que por (2.7), (2.5) y la definicién de M,

l9(f(2)) = 9(f(x0)) — g'(f (w0))[f () — f(z0)]]

IN

ea|f(x) — f(xo)l

Meg|x — xo|, si |z —xo| <. (2.8)

A

Por otra parte,

9(f(x)) = g(f(z0)) — g'(f (@) f'(wo)(z —xo) = g(f(x)) — g(f(x0)) — ¢'(f(w0))[f () — f(x0)]
+9'(f(20))[f () = f(w0) — f'(wo)(z — w0)],

y usando (2.8), (2.6) y la definicién de § y M obtenemos,

lg o f(x) =g o f(xo) — g'(f(x0)) f'(zo)(z — o) Mea|x — xo| + |g'(f (xo))ler|z — ol

<
< 6‘.%'—330‘7

si |x — xo| < §. Esto termina la prueba. |

Definiremos ahora el concepto de derivada lateral en un punto. Sea A la funcién definida por (1.3);
diremos que f tiene derivada lateral derecha, denotada f’, (zo), en zo si A(z) tiene limite cuando
T — xar, es decir,

RPN (COE (L
szt T — o
Anélogamente definimos la derivada lateral izquierda, denotada f’ (x), en zp si el siguiente limite
existe
£ tae) 1 L@ = F@0)
Tz T — o
El concepto de derivada lateral también tiene sentido para funciones cuyo dominio no es necesariamente
un intervalo abierto. Por ejemplo, dada una funcién f : [a,b) — R, se define la derivada lateral derecha

de f en a, denotada también f’ (a), de la misma manera que antes, como lim, .+ A(z).

Ejercicios:
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1. Sean € N. Pruebe que la funcién f : R — R, f(x) = 2", es derivable en cada punto z € R y que

f'(z) = nz"!. Ayuda. Use induccién y la proposicién 7.2.1.

2. Sean f,g: (a,b) — R funciones diferenciables en un punto zy de (a,b) y sea A € R. Pruebe que

Afy f— g son derivables en zo y que (Af)'(z0) = Af'(x0) ¥ (f — 9)'(x0) = f'(x0) — g'(x0)-
3. Sea f:(a,b) — (c,d) una biyeccién entre dos intervalos abiertos y xg € (a,b).

a) Sify f~!son diferenciables en zq y f(xo) respectivamente, pruebe que f'(xq) # 0. Ayuda:

Use la regla de la cadena.

b) Pruebe que si f es diferenciable es g, f~! continua en f(xq) y f'(z0) # 0, entonces f~! es

S (ym) =0

sm—fwo) o término de f.

diferenciable en f(xo). Ayuda: Sea y, — f(xo) exprese

4. Pruebe que f: R — R; f(x) = 2%; es una biyeccién con f’(0) = 0. ;Contradice esto lo dicho en

el ejercicio 37
5. Pruebe que f es derivable en xg si y sélo si f tiene derivadas laterales en zg y f! (zo) = f(z0).

6. Pruebe que si f admite derivada lateral derecha (res. izquierda) en xg, entonces f es continua a
derecha (resp. izquierda) en zy. Concluya que si f posee derivadas laterales en ¢, entonces f es

continua en xg.

7.3. Teoremas de Valor Medio

Esta seccién estd dedicada a probar los resultados més resaltantes del cdlculo diferencial para
funciones reales de una variable real.

Sea f : A — R una funcién definida en un subconjunto A de R. Diremos que zg € A es un
maximo (resp. minimo) relativo de f si existe un abierto U de R tal que g € U y f(z) < f(=0)
(resp. f(zo) < f(z)) para cada = € U N A. Es facil ver que g € A es un maximo (resp. minimo)
relativo de f si y sélo si existe r > 0 tal que f(x) < f(xg) (resp. f(xo) < f(z)), cuando |x — x| < 7.

Un méaximo o minimo relativo serd llamado un extremo relativo.

Proposicién 7.3.1. Sea f: A — R definida en un intervalo A y supongamos que xo € int(A) es un

extremo relativo de f. Si f es derivable en xg, entonces f'(xg) = 0.

Demostracién. Sin pérdida de generalidad, podemos asumir que zg es un maximo relativo de f.
Luego existe r > 0 tal que

flx) = f(zo) <0, si |z—xo| <. (3.1)

Como int(A) es abierto, podemos suponer (disminuyendo el tamafio de 7 si fuera necesario) que
I := (xg —r,xo +r) C A. Definamos ahora A : I\ {zo} — R por A(z) = [f(z) — f(x0)]/(x — x0).
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Ya hemos observado que A(z) — f’(zg) cuando x — xzg. Por otra parte, de (3.1), A(z) < 0 si
O<z—zp<ryAlr)>0si —r <z —1x9<0. De esto se deduce que

lim A(z) <0y lim A(z)>0

T—T) T—T)

(véase prueba de la proposicién 6.1.4). El resultado se sigue ahora notando que ambos limites son
iguales a f(x¢). ]

Sea f : I — R una funcién definida en un intervalo I y sea A C int(I). Diremos que f es derivable
o diferenciable en A si f es diferenciable en cada punto de A. Cuando [ es abierto y f es diferenciable
en [ diremos simplemente que f es diferenciable. En este caso se tiene una aplicacién f': I — R (que
envia x en la derivada de f en x) que llamaremos la diferencial o primera derivada de f.

El préximo resultado nos dice que si una funcién derivable toma el mismo valor en los extremos
de un intervalo, entonces “el grafico de f posee una recta tangente horizontal” en algin punto del

intervalo.

Incluir grafica

Teorema 7.3.2. (Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcion continua (a,b € R, a < b), derivable en
(a,b). Si f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Demostracién. Por el corolario 6.3.2, f alcanza méximo y minimo en [a, b], que denotamos por
M y m respectivamente. Si m = M, entonces f es constante, de modo que f’(x) = 0, para cada x
de (a,b). Supongamos ahora que m < M vy fijemos ¢,d en [a,b] tales que m = f(c) y M = f(d). Ya
que f(a) = f(b), entonces uno de los puntos ¢, d esta en (a,b) y en consecuencia, f tiene un extremo

relativo en int([a, b]). El resultado se sigue ahora de la proposicién 7.3.1. u

Incluir grafica

Teorema 7.3.3. (Valor Medio). Sea f : [a,b] — R una funcion continua. Si f es derivable en (a,b),

entonces existe ¢ € (a,b) tal que, f(b) — f(a) = (b—a)f'(c).

Demostracién. Sea g : [a,b] — R definida por g(z) = mz + p, donde m, p € R son determinados
univocamente por las relaciones f(a) = g(a) y f(b) = g(b). De hecho, m = [f(b) — f(a)]/(b — a).
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Es decir, m es la pendiente de la recta que une los puntos (a, f(a)), (b, f(b)). Ahora considere la
funcién h(z) = f(x) — max — p. Es claro que h es continua en [a, b] y diferenciable en (a,b). Ademds,
h(a) = h(b) =0y W(x) = f'(x) — m. Luego por el teorema de Rolle 7.3.2, existe ¢ € (a,b) tal que
R'(¢) = 0. Esto es, f'(¢) =m y de aqui se tiene el resultado. ]

Corolario 7.3.4. Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y diferenciable en (a,b). Si f'(x) =0 para cada

x € (a,b), entonces f es constante.

Demostracién. Probaremos que f(x) = f(a), para cualquier x € (a,b]. Para ello notemos que la
restriccién de f a [a, z], que seguimos denotando por f, es continua en [a, z| y diferenciable en (a, ).

De aqui y el teorema 7.3.3, existe ¢ € (a,z) tal que f(z) = f(a) + (x —a)f'(c). Asi, f(z) = f(a). W

Corolario 7.3.5. Sea f: I — R una funcion definida y continua en un intervalo I y diferenciable en
int(I). Si f'(x) > 0 (resp. f'(x) > 0), para cada x € int(I), entonces f es creciente (resp. estrictamente

creciente).

Demostracién. Sean a,b € I con a < b. Ya que (a,b) C int(I) entonces, por el teorema del Valor
Medio, existe ¢ € (a,b) tal que f(b) — f(a) = (b—a)f'(c). De aqui, f(b) > f(a) (resp. f(b) > f(a)) lo
cual termina la prueba. |

Ya vimos (teorema 6.5.4) que toda funcién f : (a,b) — (c,d) continua y biyectiva tiene inversa

continua. Ahora mostraremos que si f es diferenciable en (a,b), entonces su inversa también lo es.

Teorema 7.3.6. (Funcion Inversa). Sea f : (a,b) — R una funcion diferenciable en (a,b) tal que
f'(x) # 0 para cada x € (a,b). Entonces I := f((a,b)) es un intervalo abierto, f : (a,b) — I es

biyectiva y f~' : I — (a,b) es diferenciable en I. Es mds,

Demostracién. Se sigue del teorema de Rolle 7.3.2 que f debe ser inyectiva (justificar) y, mas atin,
es estrictamente monénota (vea la demostracién del teorema 6.5.4). Por la proposicién 6.5.3 sabemos
que I, el rango de f, es un intervalo abierto y por el teorema 6.5.4 f~1: I — (a,b) es continua.

Fijemos o € I y veamos que f~! es derivable en gg. Con ese fin, definamos z9 = f~'(yo) ¥
A: (a,b) = R por A(zg) = f'(z0) y

Aw) L&) = @)
x — xg

1

si & # x0. Ya que A es continua en zo y f~! es continua en 7, tenemos que A o f~! es continua en

Yo (proposicién 6.2.3), es decir

lim A(f7(y)) = A(f ™ (w0)) = Aao) = f'(x0)-

Y—Y%o
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Pero

si y # 1o, ¥ en consecuencia,
—1 _ -1 1
i W) = (o) _ 1
y=0 Y=o (o)
Es decir, f~! es derivable en yo y (f %) (v0) = 1/ (f*(y0)). Asi, f~! es diferenciableen I y (f~1)" =

1/(f o f7h).

Teorema 7.3.7. (Valor Medio de Cauchy). Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas tales que f,g
son diferenciables en (a,b) y ¢'(xz) # 0 para cada x € (a,b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que

f) = fla) _ f'(o)
g(b)

Demostracién. Note primero que g(a) # ¢(b), pues de lo contrario el Teorema de Rolle (7.3.2)

gla) g'(c)

garantizaria que existe ¢ € (a,b) tal que ¢’(¢) = 0 lo cual es imposible por hipétesis. Esto permite
definir m = [f(b) — f(a)]/[g(b) — g(a)]. Por otra parte, es ficil ver que la aplicacién h : [a,b] — R;
h(z) = f(x) — mg(x); satisface las hipétesis del teorema de Rolle y en consecuencia, existe ¢ € (a, b)
tal que h/(c) = 0. Pero h/(x) = f'(x) — mg¢'(x), de donde m = f'(c)/¢'(c). ]

El teorema del Valor Medio se obtiene del resultado anterior mediante la funcién g(z) = z, pero
su utilidad méas grande se obtiene en el calculo de limites indeterminados, por ejemplo para mostrar

la regla de L’Hopital (ver ejercicio 12).
Ejercicios:
1. Compare el contenido de este ejercicio con el teorema de Rolle (7.3.2).
a) Sea f:]a.b] — R continua en [a,b] y diferenciable en (a,b). Suponga que existe ¢ € (a,b)
tal que f(c) = 0. ;Es cierto que f(a) = f(b)?
b) Sea f : [a.b] — R diferenciable en (a,b) (por lo tanto continua en (a,b)). Suponga que
f(a) = f(b). {Es cierto que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 07?.

2. Sean f,g : [a,b] — R funciones continuas tales que f(a) = g(a) y f(b) = g(b). Pruebe que
si f, g son diferenciables en (a,b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = ¢'(¢). Deduzca de

este ejercicio el teorema 7.3.3 considerando la recta del plano que pasa por los puntos (a, f(a)),

(b, £(b))-

3. (Teorema de Darboux) Sea f : I — R una funcién diferenciable en un intervalo abierto I. Pruebe

quesia,be Iy f'(a) <d< f'(b), entonces existe ¢ entre a y b tal que f’(c) = d. (Este teorema
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10.

11.

12.

de valores intermedios fué descubierto por Darboux y no necesita que la funcién f’: I — R sea
continua). Ayuda. Defina F(x) = f(z) — dz y observe que F'(a) < 0 < F’(b). Suponga primero
que a < by use el ejercicio 2 de la seccién 7.1 para ver que existen puntos p, g € (a,b) tales que
F(p) < F(a) y F(q) < F(b). Concluya que el minimo de F' en el compacto [a, b] es alcanzado en

un punto ¢ € (a,b).

Una funcion f : A — R se dice Lipschitziana en A si existe una constante M > 0 tal que
|f(x) — f(y)| < M|x — yl; para todo z,y € A. Suponga que A es un intervalo, que f es continua

en A y diferenciable en int(A). Pruebe que f es Lipschitziana si y sélo si f’ es acotada.

Sea f : R — R una funcién diferenciable en R tal que f’(x) = f(z) para cada z € R. Sea
A={zeR: f(x) =0}. Pruebe que A =0 o A =R. Ayuda. Suponga que A # (). Por el ejercicio
12 de la seccién 5.3 basta mostrar que A es abierto y cerrado. Sean zp € A y © € R. Pruebe
inductivamente que, para cada n € N, existe ¢, entre z y x¢ tal que |f(z)| < |z — xo|"|f(cn)]-

Deduzca que (zg — 1,29 + 1) C A.

Sea f : R — R una funcién diferenciable en R tal que f’(x) = f(x); * € R. Pruebe que si
f(0) =1, entonces f es una exponencial, es decir, satisface que f(x +y) = f(z)f(y) para todo
z,y € R. Ayuda. Fije y en R y defina g : R — R por g(z) = f(x+y) — f(y) f(x). Use el ejercicio
5 para mostrar que g es constante igual a cero (observe que ¢'(z) = g(z) para todo z € R y que
9(0) = 0).

Sea f : (a,b) — R continua en (a,b) y diferenciable en (a,b) \ {c}, donde ¢ € (a,b). Pruebe que

si f'(x) — A, cuando x — ¢, entonces f es derivable en ¢y f/'(c) = A.
Enuncie y demuestre un resultado analogo al corolario 7.3.5 referente a las funciones decrecientes.

Sea f : I — R una funcién continua en un intervalo I y diferenciable en int(I). Pruebe que si

f'(x) # 0 para cada z € int([), entonces f es inyectiva. Concluya que f es monétona estricta.
Pruebe que el polinomio 223 + 322 4 62 + b posee una tnica rafz, cualquiera sea b € R.

Sea f : (0,00) — R una funcién diferenciable tal que lim,_ ~ f'(z) = b. Pruebe que si b > 0,
entonces lim, . f(x) = +00. Ayuda. Muestre que para cada sucesién x,, de reales positivos,
tal que x,, — 400 cuando n — +o00, se cumple que f(x,) — 400 (use el Teorema del Valor
Medio).

(Regla de L’Hopital). Sean f, g : (a,b) — R funciones diferenciables en (a, b) tales que:

i) f(x) > 0,six—a',

ii) g(z) — 0, si z — a™,
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iii) ¢'(z) # 0 para todo x € (a,b) y

iv) fl(x)/d(x) > XN ER, six— at.

Use ii), iii) y el teorema de Rolle para probar que g(z) # 0 para todo x € (a,b). Use el teorema
7.3.7 para ver que f(z)/g(z) = Asiz — a™.

7.4. Derivadas de Orden Superior

Sea f : (a,b) — R una funcién diferenciable. Si f’ es continua decimos que f es de clase C! en
(a,b) o mas simplemente f € C!, cuando no haya peligro de confusién. En este caso también se dice
que f es continuamente diferenciable.

Un ejemplo de una funcién que es diferenciable pero no estd en C! es h : R — R dada por h(0) = 0
y h(z) = :L‘zcosi. En la seccién 7.7 daremos las indicaciones de como construir otro ejemplo de una
funcién diferenciable que no es de clase C! pero que no hace uso de la funcién cos(z) (la cual no la
hemos definido formalmente hasta ahora).

De la proposicién 7.2.1 se tiene que, si f, g : (a,b) — R son diferenciables en (a,b) entonces, f + g,
f-gtambiénlosony (f+9) =f"+4¢,(f-9)=f -9+ f-g. Deaquiy el ejercicio 4 de la seccién
6.2, f+g,f-geClsifgeCl

Si g es diferenciable y g(x) # 0; x € (a,b); entonces 1/g es diferenciable y (1/g) = —g'/g*. En

particular, 1/g € C1, si g € C!. Del teorema 7.2.2 también se obtiene lo siguiente:

Proposicién 7.4.1. Sean f : (a,b) — (¢,d), g:(c,d) — R funciones diferenciables. Entonces g o f
es diferenciable y (go f) = (¢’ o f) - f'. En particular, go f € C* si f,g € C .

Sea f : (a,b) — R diferenciable en (a,b). Si a su vez, f’ es diferenciable en (a,b), diremos que f
es diferenciable de orden dos en (a,b) y pondremos f” = (f'). Mds generalmente, supongamos
definido inductivamente, el concepto de funcién n veces diferenciable en (a,b), para algin n € N.
Diremos que f es n + 1 veces diferenciable en (a,b), si f es diferenciable en (a,b) y f’ es n veces
diferenciable en (a,b).

Sea f : (a,b) — R una funcién n veces diferenciable. La n-ésima derivada de [ se define
inductivamente como la funcién f™ : (a,b) — R; £ = (f")(*~1); donde, por conveniencia, ponemos
f© = f para cada funcién f. Note que, f) = f/ v f& = #”. En muchas ocasiones se utiliza la
notacién f”, f en vez de f®, ) respectivamente.

Si f es n veces diferenciable en (a,b) y f(™ es continua en (a,b), decimos que f es de clase C”
en (a,b) y ponemos f € C™(a,b) 6 f € C™, si no hay peligro de confusién.

Diremos que f es de clase C° o infinitamente diferenciable en (a,b), si f € C™ para cada

n € N. En fin, pondremos f € C° para indicar que f es continua.
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Proposicién 7.4.2. Si f : (a,b) — R es de clase C™ para algin n € N; entonces f € C"~1. Ademds,
f=1 es diferenciable y (f=1D) = f),

Demostracién. (Induccién) De la proposicién 7.1.2 se tiene que el resultado es vélido paran = 1.
Supongamos ahora que nuestra proposicién vale para algin n € N y sea f : (a,b) — R una aplicacién
de clase C"*1. Ya que g := f’ es de clase C™, entonces por la hipétesis inductiva ¢ € C* 1 y
(¢"=DY = ¢ En particular, f € C" porque f' € C" L.

Por definicién, f+D = () y f) = (=1 = g1 de modo que, f*) = g —=
(g»=DY = (f™)Y. Esto dice que el resultado es cierto para n + 1 y termina la prueba. |

Proposicién 7.4.3. Sean f,g: (a,b) — R funciones de clase C™, para algin entero n > 0. Entonces,
a) fHgeCmy(f+g)"=f g,
b) f-geC™
c) 1/g € C" si g(x) # 0 para cada x € (a,b).

Demostracion. (Induccién) a) se deja como ejercicio. b) Para n = 0, ya sabemos que el producto
de funciones continuas es continua (ver ejercicio 5 de la seccién 6.2). Supongamos que b) vale para
funciones de clase C™, para algin n > 0 y sean f,g : (a,b) — R funciones de clase C"!. Por la
proposicién anterior, f,g € C™ y por definicién, f’,¢" € C™. Por hipédtesis inductiva, f'-g+ f-¢g" € C™.
De aqui y la proposicién 7.2.1, (f - g)’ € C™, lo cual muestra que f - g € C"*!. Esto termina la prueba
de b).

c) Para el caso n = 0 ver el ejercicio 5 de la seccién 6.2. Supongamos que c¢) vale para funciones
de clase O™ (algiin n > 0) y sea g € C™*!1. Por la proposicién anterior y la parte b), g> = g-g € C"
y por hipétesis inductiva, 1/g% € C™. Por definicién, ¢’ € C" y de aqui es facil ver que —g’ € C™ (ver
ejercicio 1). De la parte b) —g'/g* € C™. Asi, (1/g)’ € C™, lo cual termina la prueba. |

Proposicién 7.4.4. Si f : (a,b) — (¢,d) y g : (¢,d) — R son funciones de clase C™ entonces,
gofeC".

Demostracién. Para n = 0 el resultado se sigue de la proposicién 6.2.3. Supongamos que la
proposicién es cierta para funciones de clase C™ (algtin entero n > 0) y sean f, g de clase C"*!. Por
la proposicién 7.4.2, f € C™ y por definicién, f/, ¢’ € C™. Por hipétesis inductiva, ¢’ o f € C™ y por
la proposicién anterior, (g o f) - f' € C™. Por la proposicién 7.4.1, (g o f) € C™. lo cual termina la

prueba. |

Nota 7.4.5. Las proposiciones 7.4.2-7.4.4 permanecen validas si reemplazamos la frase “funcién de

clase C™” por la frase “funcién n veces diferenciable” (resp. “funcién de clase C*°”).

Ya vimos (teorema 7.3.6) que toda funcién f : (a,b) — (c,d) biyectiva y diferenciable tiene inversa

diferenciable. Ahora veremos que la inversa es de clase C", si f lo es.
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Proposicién 7.4.6. Sea [ : (a,b) — R una funcion diferenciable en (a,b) tal que f'(x) # 0 para cada

x € (a,b). Si f es de clase C™, para algiin n > 1, entonces f~' también lo es.

Demostracién. Recordemos que por el teorema 7.3.6, (f~1)(y) = m Para ver que f~! €
C™, procedemos por induccién. Si n = 1, entonces f’ es continua y como f~! también es continua, lo
mismo vale para (f~1)". Asi, f~! € C'. Supongamos ahora que nuestro resultado es valido para algiin
n > 1y sea f una funcién de clase C"*1. Por la Proposicién 7.4.2, f € C™ y por la hipétesis inductiva,
f~1 € C™. Por definicién, f' € C™ y el resultado se sigue facilmente de las proposiciones 7.4.4 y 7.4.3.
|

Ejercicios.
1. Pruebe que f € C" siy sélo si —f € C™. Pruebe ademés que (—f)™ = —f("),
2. Pruebe que f: (a,b) — R es de clase C* si y sélo si f es diferenciable en (a,b) y f' € C.

3. Sea f : (a,b) — R diferenciable. Pruebe que si f’ = f entonces f € C*°. Concluya que la
funcién idénticamente nula (f(z) = 0; x € (a,b)) es de clase C*° y deduzca que toda funcién

constante es C°°. En fin, pruebe que toda aplicacion polinomial es C°.

4. Sea k € Nysea f: R — R definida por f(z) = z¥. Use induccién para mostrar que f'(z) =
kz*=1. Pruebe que f™(z) = k(k—1)--- (k—n+1)zF " sin—1 < k y deduzca que f*) (z) = k!
y f)(x) =0,sin >k

5. Sea f:(0,00) — R definida por f(z) = 1/z. Pruebe que f € C* y use induccién para ver que
£ (@) = (—1)rnl/zmH,

6. Sea k € Ny definamos f : (0,00) — (0,00) por f(z) = x'/*. Use el teorema 7.3.6 para ver que
feC®yaque f'(z) = %x%

7. Sear € Qy defina f: (0,00) — (0,00) por f(z) = a". Pruebe que f € C® y que f'(x) = ra" !,
7.5. La Férmula de Taylor

En esta seccién f : I — R denota una aplicaciéon definida en un intervalo abierto I de R y zg
denota un punto de I. Si f es n veces diferenciable, definimos el polinomio de Taylor de orden n

de f alrededor de x( mediante:
—~ 1. i
Pu(z) =) Z_—'f( ) (20)(x — xo)*. (5.1)
i=0

El objetivo de ésta seccién es probar que “P,(x) es una buena aproximacion de f(x), cuando x

estd cerca de xy”. Mas precisamente, mostraremos lo siguiente
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Teorema 7.5.1. (Fdrmula de Taylor). Supongamos que f es n+ 1 veces diferenciable en I y xg € I.

Dado x € I existe ¢ entre xg y x tal que

1
(n+1)!
donde P,(x) es el polinomio de Taylor de orden n de f alrededor de xo (definido en (5.1)).

f(n+1) (C) (33 . :Co)nJrl,

fz) = Pa(x) +

En el ejercicio 3 veremos con mas precisién que tan buena es la aproximacién de una funcién
a través de su polinomio de Taylor. Para la demostracion de 7.5.1 necesitamos algunos resultados
auxiliares. Es claro que P, (x) y f(z) tiene las mismas primeras n derivadas en zg, esto lo enunciamos

a continuacién y dejamos la tarea al lector de verificarlo.

Proposicién 7.5.2. Sean ag,ai,---,a, € R y definamos Q : R — R por Q(z) = Y I, ai(x — xo)".
Entonces Q € C™ y QW (z¢) = ila; si0<i<ny Q" (z) =0 para todo .

Proposicion 7.5.3. Sea n € N, I un intervalo abierto y xo € I. Si R: I — R es una funcion n veces
diferenciable tal que R(zo) = R'(z9) = --- = R™ 1V (xq) = 0, entonces para cada x € I existe ¢ entre

xo y x (esto es, |c — x| < |x — x0|) tal que

R(z) = %(:p — o) R (0).

Demostracion. Como el resultado es trivial para x = zy, podemos asumir que = # zy. Méas ain,
para fijar las ideas, supondremos que x > xg. Procederemos ahora por induccién en n € N.

Por el Teorema del Valor Medio, existe ¢ € (zg,x) tal que R(x) — R(xg) = (z — x0) R'(¢), de modo
que el resultado vale para n = 1. Asumamos que el resultado vale para todas las funciones n veces
diferenciables y sea R : I — R una funcién n+1 veces diferenciable tal que R®)(z0) = 0 para 0 < i < n.
Por el Teorema del Valor Medio de Cauchy aplicado a las funciones f(t) = R(t) y g(t) = (t — x¢)"*!
(definidas en el intervalo [xg, x]), obtenemos z € (x¢, z) tal que

R(x) R/(z)
(x = zo)™ 1 (n+1)(z — o)™

(5.2)
Por otra parte, la funcién R’ es de clase C™ y aplicando la hipétesis inductiva, tenemos

R(z) = (= — )" ()" (c)

para algiin ¢ € (0, z). El resultado se sigue ahora de la relacién (5.2), recordando que (R')(™ = R("+1),

Ahora tenemos todo lo que hace falta para probar la férmula de Taylor.

Demostraciéon de 7.5.1. Definamos @, R : I — R mediante Q(h) = P,(h) y R(h) = f(h)—Q(h).
De la proposicién 7.5.2, Q) (xg) = £ (zg) para 0 < i < n, de modo que R(i)(aro) =0s10<1¢<n.
Por la proposicién 7.5.3 tenemos que dado z € I existe c entre xg y x tal que

1 1

Riw) = gy (@ — 20" RO = gy,

(l‘ - .%’())n+1f(n+1)(0).
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pues Q"1 () = 0 para todo t. Para finalizar, recuerde que f(z) = P,(z) + R(x). |
Para finalizar esta seccion daremos una aplicacién importante de la férmula de Taylor conocida

como el método de Newton. Este método es muy util para aproximar raices de polinomios.

Incluir grafica

Teorema 7.5.4. (Método de Newton). Supongamos que f : [a,b] — R es 2 veces diferenciable en
I = [a,b] y ademds que f(a)- f(b) < 0. Suponga que existen constantes m y M tales que f'(x) > m >0
y |f"(z)| < M para todo x € I. Entonces existe un intervalo J C I yr € J con f(r) =0 tal que para
cualquier xo € J la sucesion x,, definida recursivamente por

S )
n

conn >0 (5.3)

converge a r.

Demostracién. Como f(a) y f(b) tienen signos opuestos, entonces por el teorema de Bolzano
(6.3.4) sabemos que existe r € I tal que f(r) = 0. Como f’ no se anula en I, entonces por el teorema
de Rolle (7.3.2) sabemos que tal r es tnico.

Sea x € I cualquiera. Por la férmula de Taylor 7.5.1 aplicada a f alrededor de x, sabemos que

existe c entre x y 7 tal que

0= () = £() + £ @) — ) + Ty

Luego
@) = @) - a)+ Ty
Definimos
@
f'(x)
Notemos que
’r_ _ lf”(c) _0\2
r=xz+(r—x) + 2f’(x)(r x)
Luego .
, B lf” c B
Tz —r= 2f’(:v)(r x)2

Por lo tanto, denotando M/2m por K y recordando que por hipétesis |f”(c)| < M y que f'(z) > m
tenemos que

|z’ —r| < K\r—x\Q (5.4)
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Fijemos § > 0 tal que K < 1 y ademds que (r — d,r + ) C I. Fijemos z € (r — 0, + §). Definimos,
para n > 0,

Tpntl = Tp — f/(ilf )
n

De (5.4) se tiene que |z,11 — r| < K|z, — r|?. Por induccién se comprueba que |z,, — r| < § para todo
n > 0. De esto se tiene que x,, € I y ademas que |z, 1 —r| < Kd|z, — r| para todo n > 0. Luego por
induccién se obtiene que |z, —r| < (K§)"|xo — r| para todo n > 1. Como K < 1, se sigue facilmente

que {z,} converge a r. |

Ejemplo: (Célculo aproximado de v/2 por el método de Newton). Considere la funcién f(x) =
22 — 2 para x € R. En el intervalo [1,2] se tiene que f(1) = —1y f(2) = 2. En este caso tenemos que
|f'(x)] = 2|x| > 2y f"(x) = 2 para todo x € [1,2]. La formula de iteracién (5.3) se convierte en este

w2 -2 1 2
Ip4+l = Tn — o0 :Q Ty + —
n n

Tomando 21 = 1, obtenemos xo = 3/2, x5 = 17/12, x4 = 577/408 = 1,414215 y x5 = 665857/470832 =
1,414113562374. Por el teorema 7.5.4 sabemos que x,, converge a /2.

caso en la siguiente

Ejercicios.

1. Sea @ :R — R una funcién polinomial de grado < n. Pruebe que si lim;,_,g Q(h)/h™ = 0 entonces
@ = 0. Es decir, Q(h) = 0 para todo h € R.

2. Sean >1y R:J — Runafuncién n+1 veces diferenciable en un intervalo abierto J que contiene
a 0. Suponga que R(0) = 0 y que R (0) = 0 para 1 < i < n. Pruebe que lim;,_g R(h)/h" = 0.
Ayuda. Use induccién y la Regla de L’Hopital.

3. Sea f:I — R una funciéon n + 1 veces diferenciable en un intervalo abierto I y fijemos z¢ € I.

Pruebe que
TGl 1CI Y
z—zo  (x — x0)"
donde P, (z) es el polinomio de Taylor de orden n de f alrededor de z(. Use el ejercicio 1 para

probar que P, (x) es el tinico polinomio de grado < n que verifica la relacién anterior.

4. Suponga que f es de clase C"*! en I y que f()(z9) = 0 para 0 < i < n. Pruebe que si
f (”H)(xo) > (0 y n es impar, entonces zy es un minimo relativo. Enuncie y demuestre un criterio

analogo para maximos relativos.

5. Suponga que f : R — R es una funcién diferenciable con f’ = f. Pruebe que f € C*® y que
f) = f. para todo n € N. Muestre que, si ademds f(0) = 0, entonces f(x) = 0 para todo

x € R. Este ejercicio ya fué resuelto en la seccién 7.3 (ver ejercicio 5). Es interesante comparar
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las dos maneras de resolverlo, pues ahora lo podemos hacer usando la férmula de Taylor. Fije
x € R, x # 0y use la férmula de Taylor para encontrar una sucesién {c,} entre cero y z tal que
f(x) = f(en)z™/n! para todo n € N.

6. Suponga que f: R — R es una funcién dos veces diferenciable tal que f” + f = 0. Pruebe que
si 0 = f(0) = f’(0), entonces f(x) = 0, para todo =z € R. Ayuda. Note que f es necesariamente
C* y ademas que f (”)(0) = (0 para todo n. Y concluya usando un razonamiento similar al del

ejercicio anterior.

7.6. Extremos Relativos y Convexidad

El propésito de esta seccién es poner en evidencia la utilidad de la segunda derivada. Igual que en
las secciones precedentes, f : I — R denota una funcién definida en un intervalo 1.

Supongamos que f es diferenciable. Diremos que xg € I es un punto critico de f si f'(z¢) = 0. La
proposicién 7.3.1 dice que todo extremo relativo de f en int(I) es un punto critico de f. El reciproco
es falso, como lo muestra la funcién f : R — R; f(x) = 23; la cual tiene a 0 como un punto critico

que no es extremo relativo.

Proposicién 7.6.1. Supongamos que f es derivable y que xo € int(I) es un punto critico de f. Si

1" (x0) existe y es positiva (resp. negativa), entonces xo es un minimo (resp. mdzimo) relativo.

Demostracién. Consideramos sélo el caso en que f”(zg) > 0, dejando el otro caso a cargo del
lector. Por el ejercicio 2 de la seccién 7.1 aplicado a la funcién f’, existe 6 > 0 tal que f/ > 0 en
(0,20 +9) y f' < 0en (xg—d,x0). De aqui, del corolario 7.3.5 y del ejercicio 8 de la seccién 7.3, se
tiene que f(z) > f(zo), si 0 < |x — xg| < 9. |

En términos geométricos, una funcién f : I — R definida en un intervalo I, se dice convexa, si

dados @ < b en I se tiene que el grafico de f en [a,b] estd por debajo de la recta que pasa por los

puntos (a, f(a)) y (b, f(b))-

Incluir grafica

Recordamos que la ecuacién de dicha recta viene dada por y = m(xz — a) + f(a) donde m :=
[f(b) — f(a)]/(b— a). Asi, podemos dar la siguiente definicién (analitica) de convexidad. Se dice que
una funcién f : I — R, definida en un intervalo I, es conveza si dados a < b en [ se tiene que,

F@) = fla) _ )~ f(@)

T —a - b—a

, si a<x<b.
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El lector comprobara que la desigualdad anterior es equivalente a

f(6) — f(a)
b—a ~— b—z

si a<z<b,
puesto que ambas son equivalentes a la desigualdad
b—a)f(x) < (b—=z)f(a)+ (x—a)f(b), si a<z<bh.

Proposicién 7.6.2. Si f es convexa, entonces f posee derivadas laterales en todo punto de int(I).

En particular, f es continua en int([).

Demostracién. Fijemos a € int(I) y fijemos ¢,b € I tales que ¢ < a < b. De la convexidad de f
se sigue que la funcién ¢ : (a,b) — R, definida por ¢(x) = [f(z) — f(a)]/(x — a), es creciente. Por otra
parte, [f(a)— f(c)]/(a—c) < ¢(x) y por la proposicién 6.5.1; parte a); ¢(x) tiene limite lateral derecho
en a. Es decir, f tiene derivada lateral derecha en a. La existencia de la derivada lateral izquierda
serd dejada a cargo del lector. Finalmente, la continuidad de f en todo punto de int(I) se sigue de la

existencia de las derivadas laterales (ver el ejercicio 6 de la seccién 7.2). |

Proposicién 7.6.3. Sea f : [a,b] — R una funcion continua tal que f(a) = f(b) = 0. Si f es derivable

en (a,b) y f" es creciente en ese intervalo, entonces f(x) <0 para cada x € [a,b].

Demostracién. Supongamos que el resultado es falso. Entonces el maximo de f es positivo y en
consecuencia se alcanza en un punto zg de (a,b). Por la proposicién 7.3.1, f/'(xo) = 0 y como [’ es
creciente, entonces f' > 0 en (xg, b). Luego f es creciente en ese intervalo y de aqui, f(b) > f(x¢) > 0.

Esta contradiccién termina la prueba. |

Proposicién 7.6.4. Supongamos que f es continua en I y diferenciable en int(I). Entonces f es

convezxa si y solo si f' es creciente en int(I).

Demostracién. Supongamos que f’ es creciente en int([), fijemos a < b en I y definamos g :
[a,b] — R por g(x) = f(a)+m(x —a) donde m := [f(b) — f(a)]/(b—a). Es ficil probar que la funcién
f — g satisface las hipdtesis de la proposicién precedente y en consecuencia, f < g en [a, b]. Luego, f
es convexa.

Reciprocamente, supongamos que f es convexa y fijemos a < b en int(I). De la definicién de
convexidad se tiene [f(x) — f(a)]/(x — a) < m para todo = € (a,b) donde m es como antes. De aqui,
f(a) < m.

Por otra parte, también sabemos que [f(b) — f(z)]/(b — x) > m para a < x < b; de modo que
F/(8) > m. Asi, £/(b) > f(a). .

Corolario 7.6.5. Supongamos que f es continua en I y dos veces diferenciable en int(I). Entonces

f es conveza si y sélo si f"" > 0.
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Ejercicios.

Supongamos que f es 3 veces diferenciable en I y que f'(zo) = f"(x¢) = f"'(x0) = 0, para algiin

zo € int(I). Pruebe que si f(%)(zq) existe y es positiva, entonces z es un minimo relativo.

Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y diferenciable en (a,b). Sea M el maximo de f y sea P
el conjunto de puntos criticos de f en (a,b). Pruebe que M = max{f(a), f(b)} si P es vacio.

Si P no es vacio, pruebe que el niumero My := max{f(x) : © € P} estd bien definido y que
M = méx{f(a), f(b)7M0}

Pruebe que f es convexa si y s6lo si f((1 —t)a+tb) < (1 —t)f(a) + tf(b), cualesquiera sean
a,belytel0,1].

Pruebe que una funcién continua f es convexa, si y solo si, f((x +y)/2) < [f(z) + f(y)]/2,
para todo z,y € I. Ayuda. Pruebe que la desigualdad del ejercicio anterior vale cuando t =

m/2" m,n € Ny m < 2"

Pruebe que f es convexa, si y sélo si, f(3 /-, tizi) < >.i;tif(x;), cualesquiera sean n €

N, z1,---,apn €l yty, -, t, €[0,1], con Y1 | t; = 1. Ayuda. Use induccién y el ejercicio 3.
Pruebe que toda exponencial continua E : R — (0, 00) es convexa.

Sean b1, - - - b, nimeros reales positivos. La media aritmética de estos nimeros se define como
(14 +by)/n

y la media geométrica como

(by - -‘bn)l/”

Muestre que la media geométrica es menor o igual a la media aritmética. Ayuda. Fije a > 1y sea
E, = a” la exponencial de base a. Sea z; € R tal que E,(x;) = b; y aplique el ejercicio anterior

cont) =---=t,=1/n.

Sea f : (0,1) — R una funcién convexa tal que f(z) — 0, cuando * — 0T. Pruebe que la
funcién ¢ : (0,1) — R; g(z) = f(x)/z; es creciente. Ayuda. Pruebe que la extensién continua

F :[0,1) — R de f es convexa y recuerde que F'(0) = 0.

Pruebe que la funcién f : [0,1] — R definida por f(0) =1y f(z) = 0 para 0 < z < 1, es

convexa. Note que f no es continua en x = 0.
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7.7. Construccién de una funcién diferenciable que no es C'!

En esta secciéon daremos las indicaciones para construir un ejemplo elemental de una funcién

diferenciable que no es continuamente diferenciable.

1. Sea g : [0,1] — R una funcién tal que g(0) = g(1). Pruebe que g posee una tnica extensién
1-periddica. Es decir, existe una unica extensién f : R — R de g, tal que f(x + 1) = f(z) para
todo z € R. Ayuda. f(z) = g(z — [z]), donde [z] denota la parte entera de z. Pruebe ademas

que si g es continua, entonces f también lo es.

2. Sea f : R — R una funcién 1l-periédica. Pruebe que si existe lim, 1 f(x), entonces f es

constante.

3. Sea g :[0,1] — R diferenciable en (0,1) y supongamos que las derivadas laterales ¢, (0), ¢’ (1)
existen y son iguales. Pruebe que si g(0) = g(1), entonces la tinica extensién 1-periédica, f de g,
es diferenciable y f’ es la unica extensién 1 periddica de la funcién h : [0,1] — R, definida por:

h(0) = ¢/ (0), h(1)=g¢ (1) yh(z)=9¢'(x)si0<z<1.

4. Sea g:[0,1] — R definida por g(x) = 2%(1 —x)? y f la extensién 1-periédica de g. Pruebe que f
es continuamente diferenciable. Pruebe también que la funcién h : R — R, definida por: h(0) = 0

y h(z) = 2% f(2), para = # 0, es diferenciable pero no continuamente diferenciable.

Incluir grafica



Capitulo 8

Integracion

Introduccion. Los origenes de la teoria de integracion hay que buscarlos mas de dos mil anos atras,
cuando los griegos trataron de calcular el drea de ciertas figuras planas. La técnica usada por ellos,
conocida como método erhaustivo, consistia en introducir en la figura dada, otra figura, cuyo borde
fuera poligonal y de area facil de calcular. Enseguida, se introducian nuevas curvas poligonales, con
mas lados que las anteriores, de manera que las figuras limitadas por estas poligonales fueran “aprox-
imandose” a la figura inicial. Usando este método, Arquimedes logré calcular el drea de unas pocas
figuras elementales, no pudiendo hacer maés, debido a las limitaciones de naturaleza algebraica de los

métodos desarrollados en esa época por los matematicos griegos.

Fué en el siglo XVII cuando el método exhaustivo recibié su mayor impulso, debido principalmente
a los trabajos de Newton y Leibnitz. Sin embargo, hubo que esperar hasta el siglo pasado para que,

con los trabajos de Riemann, la teoria de integracién reposara sobre bases firmes.

Un hecho fundamental a destacar es que el proceso de encontrar rectas tangentes y el proceso de
calcular areas; temas aparentemente distintos; estan intimamente relacionados a través de un resultado
conocido como el Teorema Fundamental del Caculo (Seccién 8.3). De manera informal, este teorema

dice que los procesos de derivacion e integracién son el uno inverso del otro.

Los temas tratadoa aqui, son los usuales: Propiedades Basicas de la Integral de Riemann, Teorema
Fundamental del Célculo, Carecterizacion de las Funciones Integrables Riemann a través de su conjunto
de discontinuidades e Integracién Impropia. Este dltimo tema fué tratado de manera unificada, usando

teoria de redes.

En lo que sigue, B([a,b]) denotard el conjunto de todas las funciones acotadas f : [a,b] — R.
Recordamos que f € B([a,b]) si y sélo si existe M > 0 tal que |f(x)| < M, para cada x € [a,b]. De
la proposicién 6.3.1, toda funcién continua f : [a,b] — R estd en B([a,b]). Note también que toda

funcién mondtona f : [a,b] — R es acotada. En todo este capitulo, f denota un elemento de B([a, b]).

129
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8.1. Particiones de un intervalo

En lo que sigue, [a, b] denota un intervalo compacto con a < b. El niimero b—a se llama la longitud
de [a, b] y se denota por I(]a,b]). Una particién del intervalo [a, b] es un subconjunto finito de puntos
{zo, 21, "+, Tpn_1,2,} del intervalo [a, b] tales que el menor de ellos es a y el mayor es b. Usaremos la
siguiente notacién {xg =a < x; < g2 < -+ < xp—1 < x, = b} para de indicar de una vez el orden de

los puntos de la particion.

Ejemplo:
Considere para cada natural n la siguiente coleccién de puntos en [0, 1]:
1 2 n—1
o=0,21=—, x2=—, -+, Tp-1= ; Ty =1
n n n

Es claro que ellos forman una particién de [0, 1]. Mas generalmente

k(b —a)

T = a-+

para k = 0,---n forman una particién de [a,b]. Esta particién tiene la propiedad que los intervalos

[, zi+1] (lamados los intervalos de la particién) todos tienen longitud igual a (b — a)/n.

El conjunto de todas las particiones de [a, b] serd denotado por Pla, b]. Dadas P, @ € P|a, b] diremos
que @ es mas fina que P o que ( es un refinamiento de P, si P C (). En este caso escribimos
P <Q.

Los intervalos [x;, z;+1] para 0 <i < n — 1 se llaman los intervalos de la particién. El concepto de
particién también puede ser expresado en términos de esta colecciéon de intervalos, como lo muestra la
proposicion que sigue. Esta version mas abstracta de las particiones es til y funciona muy bien en la

teoria de integracién de funciones de varias variables. Dejaremos la demostracion a cargo del lector.

Proposicion 8.1.1. Sea P una familia finita de intervalos compactos no degenerados tales que:

1. a,b] es la union de los elementos de P.

2. INJ eswvacio o contiene un solo elemento, si I,J € P e I # J.

Entonces la coleccion {zg < x1 < --- < xp} formada por los extremos de los intervalos en P es una
particion de [a,b] tal que P es igual a {[x;, xiy1]: 0 <i<n—1}.
Si Q es otra familia finita de intervalos compactos no degenerados que satisface estas dos propiedades,

entonces QQ es mas fina que P si para cada I € Q existe J € P tal que I C J.

De ahora en adelante usaremos indistintamente estas dos formas de presentar las particiones:
como coleccién finita de puntos o como familias de intervalos con las dos propiedades enunciadas en

la proposicién anterior.
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Proposicién 8.1.2. Si P es una particion de [a,b] entonces

> UI)=b-a.

IeP

Demostracién. Sea P ={zp=a < x; < x93 < -+ < 1 < x, = b}. Entonces

n—1
Zl([)zZ:cHl—xi:mn—xo:b—a

IepP 1=0

Ejercicios.
1. Pruebe la proposicién 8.1.1.

2. Sea P,Q € Pla,b] con P < Q. Dado J € P, pruebe que Q7 :={I € Q : I C J} es una particién
de J. Pruebe ademds que @ es la reunién disjunta de los Q. Es decir, Q@ = U{Q; : J € P} y

QrNQg =0siJ# K. Describa Qs en términos de los extremos de los intervalos en Q.

3. Sean P,Q € Pla,b]. Pruebe que R := PUQ € Pla,b] es més fina que P y @ simultdneamente.
Muestre que los intervalos de R son precisamente {INJ : [ € P,J € Q e INJ no es degenerado}.

4. Seac € (a,b) y sea R € Pla,b]. Pruebe que existen P € Pla,c] y @ € Plc,b] tales que R < PUQ.
Note que P U Q@ es una particién de [a, b].

5. Sea P, la particién de [a,b] dada por

para i = 0, - - -n. Muestre que para cada par de naturales n, m existe otro natural k£ tal que P

es mas fina que P, y Pp,.

8.2. La Definicion de la Integral de Riemann

Dado A C [a,b], definimos
M(f,A) = sup{f(z):2€ A}
m(f,A) = inf{f(z):z e A}

Usualmente escribiremos M (f, A) = sup(f(A)) y m(f, A) = inf(f(A)). Dada P € Pla, b] definimos:

U(f,P) = > M(f, DI(I)

IeP

L(f,P) = Y _m(f, DI

IeP
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Incluir grafica

El primero de estos nimeros es llamado una suma superior de f, mientras que el segundo es
llamado una suma inferior de f. Si P = {zp =a < 21 < 22 < -+ < Tp_1 < T, = b}, las sumas

superior e inferior se expresan, respectivamente, de la siguiente manera:

n—1

Uf,P) = > M(f, [, zipa])(wiss — 23)
=0
n—1

L(f? P) = m(f, [xivxi-‘rl])(xi-i-l - xl)
=0

Note que la relacién m(f,I) < M(f,I) implica L(f, P) < U(f, P).

Proposicién 8.2.1. Sean P,Q € P([a,b]) con P < Q. Entonces U(f,Q) < U(f,P) y L(f,P) <
L(f,Q)-

Demostraciéon. Sea P = {zp =a < 21 < 23 < -+ < Tp_1 < &, = b}. Supondremos primero que
Q@ = P U {r}. Entonces existe j € {0,n — 1} tal que z; < r < zj41. Denotaremos M (f, [z;,2it1])
por M;. Note que M(f,[z;,7]) < My, M(f,[r,zj+1]) < Mjy que zj41 — x5 = (xj41 — 1) + (r — zj).
Tenemos que

uf,p) = Z Mi(zipr — @) + Mj(xj1 — ;)
i=0,ij

n
> Y Mi(wi —a) + M(f, [ag,r])(r = ap) + M(f, [roajn))(@jen — )
i=0,i#]
= U(/,Q)
Para el caso general, si ) \ P contiene k puntos, repetimos el argumento anterior k veces (o para ser

mas precisos, hacemos una prueba por induccién en k). El resto de la prueba sera dejado al lector. B

La proposicién anterior dice que “las sumas superiores (resp. inferiores) decrecen (resp. crecen)

cuando se afinan las particiones’, y sera un resultado clave en la definicion de integral.

Proposicién 8.2.2. L(f, P) < U(f,Q) para todo P,Q € Pla,b).
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Demostracién. Sea R € Pla,b] mas fina que Py @ (por ejemplo R = Q U P). Por la proposicién
anterior, U(f,R) < U(f,Q) y L(f,P) < L(f,R). El resultado se obtiene ahora recordando que
L(f,R) < U(/.R). .

Sea M > 0 tal que |f(x)| < M para todo = € [a,b]. De la proposicién 8.1.2 tenemos
U(f,P)l<M(b—a) y |L(f,P)|<M(b—a).

Esto permite definir la integral superior de f en [a,b] y la integral inferior de f en [a, b] respec-

tivamente, por las siguientes férmulas:

—.b
/ f=mf{U(f,P): PecPlab]},

b
/ f=sup{L(f,P): P € Pla,b|}.

Proposicién 8.2.3. Para cada f € B([a,b]) se tiene que

/?s]}

Demostracién. Fijemos P € Pla,b]. Por la proposicién anterior, U(f, P) es cota superior del

conjunto {L(f,Q) : Q € P([a,b])} y en consecuencia, U(f, P) > fbf. De aqui, fbf es cota inferior
“a Za

del conjunto {U(f,P): P € P([a,b])} y el resultado se sigue facilmente. |

Diremos que f € B([a,b]) es R-integrable (o integrable en el sentido de Riemann) en [a,b],

denotado f € R([a,b]), si B
b b
=]

FEn este caso, ambas integrales serdn denotadas por f: f, que llamaremos la integral (de Riemann)
de f en [a,b]. Por razones histéricas, se utiliza mas a menudo el simbolo f; f(x)dz y lo haremos

asi cuando sea necesario escribir la férmula explicita de f.
Ejemplos.

1. Sea f la funcién constante f(z) = 1. Es fécil ver que U(f, P) = L(f, P) = b — a, para cualquier
P € Pla,b], de modo que f € R([a,b]) y f:f = b — a. En la notacién histérica esto se expresa

mediante el sfmbolo ff dr =b— a.

2. Sea f :[0,1] — R la funcién acotada definida por f(z) = 0 si = es racional y f(x) = 1 si x
es irracional. Fijemos P € Pla,b] e I € P. De la densidad de Q y de R\ Q (teoremas 2.5.3 y
2.5.4) se tiene que M(f,I) =1, m(f,I) = 0. De modo que U(f,P) =1y L(f,P) = 0. De aqui,
1= ]éf >0= Ll)f. Es decir, f no es R-integrable en [0, 1].
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La siguiente proposiciéon provee un criterio para la R-integrabilidad de una funcién que usaremos

con frecuencia.

Proposicién 8.2.4. f € R([a,b]) si y sdlo si, para cada € > 0 existe P € Pla,b] tal que U(f, P) —
L(f,P) < e.

Demostracién. Supongamos que f € R([a,b]) y fijemos € > 0. De las deficiones de integral

superior e inferior, existen @, R € Pla, b] tales que

b b
Wﬁ@—wx/f;umwﬂmZ/f

Sea P € Pla,b] més fina que @ y R. De la proposicién 8.2.1 y de la definicién de integral tenemos,

b b
Umm—ms/fyme+mz/ﬂ

de modo que U(f,P) — L(f,P) <e.
Para mostrar el reciproco observemos que dada un particiéon P, por la proposicion 8.2.3, se cumple

que )
b b
U(f,P)Z/ fz/ f>L(f,P)

y en consecuencia, para todo P € Pla, b

0< /jf—/if <U(f,P)— L(f, P).

De aqui y nuestra hipdtesis, para todo € > 0 se tiene que

ogfabf—/bfée,

-—a

y por consiguiente f; f= fbf (por la proposicién 2.2.1). [ |
Lq

Daremos dos aplicaciones interesantes de la proposicién anterior. Ahora definimos la oscilacién
de fen A

De acuerdo a la proposicion 2.8.5, tenemos la siguiente identidad que serd usada repetidas veces:
Q(f, A) = sup{|f(z) — f(y)| : z,y € A}.

Notemos de una vez por todas que para toda particién P € P([a,b]) se cumple que

U(f,P) = L(f,P) =Y _Q(f, DI(I). (2.1)

IepP
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Proposicién 8.2.5. Si f es mondtona, entonces f € R([a,b]).

Demostracién: Dado € > 0 elijamos n € N tal que ne > (b—a)|f(b) — f(a)| y sea P la particién
de [a,b] que lo divide en n partes iguales. Esto es, sea P = {I1,---,I,}, donde I} := [zp_1,2%] ¥
zg:=a+ (k/n)(b—a) parak=0,1,---,n.

Supongamos ahora que f es creciente (el otro caso es similar y serd dejado a cargo del lector).
Entonces Q(f,Ix) = f(zx) — f(xg—1), y recordando que I(I}) = (b —a)/n; 1 < k < n; de (2.1)

obtenemos,

b—a b—a

- [f(zr) — flzp-1)] = -
k=1

U(f,P)—L(f,P):

El resultado se sigue ahora de la proposicién precedente. |
Proposicién 8.2.6. Toda funcién continua f : [a,b] — R es R-integrable en [a,b].

Demostracion: Fijemos € > 0 y pongamos € = ¢/(b — a). Como [a, b] es compacto (por teorema

5.5.1), entonces f es uniformemente continua (por teorema 6.4.1), y por lo tanto, existe 6 > 0 tal que

[f(z) = fy)| < € si |z —y| <o

Elijjamos n € N tal que nd > (b —a) y sea P como en la demostracién de la proposicién anterior. Si

I € P entonces [(I) = (b—a)/n < § y en consecuencia,

If(z) — fly)| <€ si x,yel.

Es decir, Q(f,I) < €, y por lo tanto,

U(f,P) = L(f,P) <€) II)=€(b—a)=e

IepP

Ejercicios.
1. Complete la demostracién de la proposicién 8.2.1.

2. a) Pruebe que la funcién f : [0,1] — R; f(z) = z; es R-integrable en [0,1] y que fol f=1/2.
Es decir, fol xzdx = 1/2. Ayuda. Para cada n € N, considere la particiéon P, de [0,1] que
divide ese intervalo en subintervalos de longitud 1/n y pruebe que U(f, P,) = (n+1)/2n

y L(f,P) = (n—1)/2n.
b) Hago lo mismo para las funciones f(z) = 2% y f(x) =23 con 0 <z < 1.

3. Sea f(x) = 22 —x y P, la particién de [1,2] en n intervalos de longitud 1/n. Calcule U(f, P,,) y
L(f, P,) para cada n.
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4. Sea f:[a,b] — Ry P, la particién de [a,b] en n intervalos de longitud (b — a)/n. Suponga que
lim,, U(f, P,) = lim,, L(f, P,,). Muestre que f es R-integrable.

5. Pruebe que f € R([a,b]) siy sélosi —f € R([a,b]). En este caso, muestre que f;(—f) =— f; f

6. Pruebe que si f > 0, entonces iif > 0. Concluya que si f(z) < g(x) para todo = € |a,b,

entonces i Z f< Ll; g. i Qué puede decir sobre la integral superior?

7. Sea f :[-1,1] — R una funcién impar (es decir, f(x) = —f(—=z)) R-integrable. Muestre que
f}l f =0. {Qué puede decir en el caso que f sea par (es decir, f(x) = f(—x))?

8. a) Seac¢€ [a,bly f:[ab] — R tal que f(x) = 0 si x # c. Pruebe que f € R([a,b]) y que
Pr=o.
b) Sean f,g : [a,b] — R. Suponga que f es R-integrable y que {z € [a,b] : f(z) # g(x)} es
finito. Muestre que g es R-integrable y que f: f= f;g
¢) Sea f:[a,b] — R una funcién tal que f(z) = 1 para todo = € (a,b). Pruebe que f € R([a,b])
y que f;f:b—a.
9. Sea f : [a,b] — R una funcién continua no negativa (f > 0) tal que f(¢) > 0 para algin c.
Pruebe que fff > 0.

10.  Sea f la funcién f : [0,1] — R definida por partes de la manera siguiente:

fz) = 1/q ,six=p/qdonde p < g son enteros no negativos y sin divisores comunes.
1 0, sizesirracional y 0 <z < 1.

Pruebe que f es continua en todos los irracionales y no lo es en los racionales. Ademds f es

R-integrable y fol f=

8.3. Propiedades Basicas de la Integral de Riemann.

Recordemos que B([a,b]) denota el conjunto de todas las funciones acotadas f : [a,b] — R. El
lector probara que si f,g € B([a,b]) y A € R entonces f + g, \f, f - g € B([a,b]). Este resultado suele
enunciarse diciendo que B([a, b]) es un algebra real. El objeto de esta seccién es probar que R([a, b))
es un algebra real y que fab “es un funcional lineal continuo y monétono”. Probaremos también que
si ¢ € (a,b), entonces f: = fac + fcb”. Los significados precisos de estas frases seran dados en la seis

proposiciones siguientes

Proposicién 8.3.1. (Linealidad) Sean f,g € R([a,b]) y sea A € R. Entonces f + g, \f € R([a,b]) y

/f+g /f+/g,
lAf:Alf.
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Demostracién. Sea A C [a,b] no vacio y notemos que
(f +9)(A) = {f(x) + g(z) -z € A} C{f(2) + 9(y) : 2,y € A} = [(A) + g(A).
De aqui y la proposicién 2.6.3, M(f + g, A) < M(f, A) + M(g, A) y en consecuencia,
U(f+9,P)<U(f,P)+Ul(g,P) (3.1)

para todo P € P([a,b]). Dado € > 0 elijamos particiones @, R de [a, b] tales que

b b
U(f,Q)§6/2+/f v U(g,R>§e/2+/g,

y tomemos una particién P de [a,b], més fina que @ y R simultdneamente. De la proposicién 8.2.1 y

de la integrabilidad de f y g se tiene

b b
U(f,P>Se/2+/ fy U(g,P>§e/2+/g.

De aquiy (3.1),U(f+g,P) <e-+ fab f+ fabg y como esta desigualdad vale para cada € > 0, se sigue
de la proposicién 2.2.1 que, U(f + g, P) < fab f+ f:g. En consecuencia,

/ab(f+g)§/abf+/abg. (3.2)

Por un argumento similar, el lector probara que

/z(f+g)2/abf+/abg,

lo que junto con la desigualdad (3.2) dice que f + g € R([a,b]) y que f;(f +g)= fff + f(fg.

Supongamos A > 0. Entonces, M(\f, A) = AM(f, A), de donde resulta que f;()\f) = )\f; f- De
manera semejante, [ Z()\ H=A fab f, lo cual prueba el resultado en el caso en que A > 0.

En fin, si A <0, escribimos Af = (=\)(—f) y el resultado se sigue del caso anterior y del ejercicio

5 de la seccion 8.2. [
Proposicién 8.3.2. Si f,g € R([a,b]), entonces f - g € R([a,b]).

Demostracién. Probaremos primero que f2 := f- f € R([a,b]), para cualquier f € R([a,b]). Para
ello fijemos M > 0 tal que |f(z)] < M y notemos que

[f(2)* = F()°] = 1f(x) + f()lIf(z) = Fy)| < 2M]|f(z) = f(y)l.
De aqui, Q(f2, A) <2MQ(f, A) si 0 # A C [a,b] y en consecuencia,

U(f27p>_L(f27P) SQM[U(.ﬂP)_L(f:PH
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para todo P € Pla,b]. Fijemos € > 0 y pongamos ¢ = €/(2M). Por la proposicién 8.2.4, existe una
particién P de [a, b] tal que U(f, P)—L(f, P) < ¢ y de la desigualdad precedente, U(f?, P)—L(f?, P) <
e. De aqui y la proposicién 8.2.4, f2 € R([a, b]).
Por otra parte, f-g = [(f + 9)? — f? — ¢°]/2 y el resultado se sigue de la proposicién 8.3.1 (lo
detalles quedan a cargo del lector). [
Las dos proposiciones anteriores nos dicen que R([a,b]) es un &lgebra real y que la operacién de
integracién f(f : R([a,b]) — R dada por f — fab f; es lineal. Ahora nos encaminamos a mostrar que

esta operacién es mondtona y continua.

Proposicién 8.3.3. (Monotonia) Sean f,g € R([a,b]) tales que f < g. Entonces,

/:fé/abg-

Demostracién. Por la proposicién 8.3.1, g — f € R([a,b]) y por el ejercicio 6 de la seccién 8.2,
ff(g — f) > 0. Aplicando nuevamente la proposicién 8.3.1 obtenemos ff(g - f) = ffg - f;f y el

resultado se sigue facilmente. |

Proposicién 8.3.4. (Continuidad) Sea f € R([a,b]) y denotemos por |f] : [a,b] — R a la funcion
que envia x en |f(x)|. Entonces |f| € R([a,b]) y

/abf‘é/ablfl-

En particular, si |f(z)| < M para cada x € [a,b], entonces

/abf’gM(b—a).

Demostracién. Obviamente, |f| es acotada. Por otra parte, de la desigualdad ||z| — |y|| < |z —y|
se sigue facilmente que Q(|f], A) < Q(f, A), para cada subconjunto no vacio A de [a,b]. De aqui y
usando (2.1) se tiene que

U(lfl, P) = L(If|, P) < U(f, P) = L(f, P)

para todo P € P([a,b]). Por la proposicién 8.2.4, |f| € R([a,b]).
Por otra parte, —|f| < f < |f| y por la proposicién anterior, — f; If] < fff < f; |f]. La segunda
afirmacion es una consecuencia inmediata de la monotonfa (8.3.3) y del hecho que f; M =M(b-a).

Los detalles quedan a cargo del lector. |

Corolario 8.3.5. (Teorema del Valor Medio para Integrales) Si f : [a,b] — R es continua, entonces

existe ¢ € [a,b] tal que

[ r=0-wre.
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Demostracién. Por el teorema 6.3.2, f alcanza méximo y minimo en [a, b], que denotaremos por
M y m respectivamente. Ya que m < f < M, se sigue de la proposicién 8.3.3 que m(b — a) < f: f<
M(b— a) y en consecuencia, m < (ff f)/(b—a) < M. Como f es continua, entonces por el teorema
del valor intermedio 6.3.6 sabemos que todo el intervalo [m, M| esté contenido en el rango de f y con

esto termina la prueba. [ |

Fijemos c € (a,b) y sea f € B(a,b]). Las restricciones f[(, q v flic, las seguiremos denotando por
f. Por ejemplo, si P € P([a,(]), la suma superior U(f|4,, P’) la denotaremos mds simplemente por

U(f, P). Esperamos que este abuso de notacién no serd causa de confusion.

Proposicién 8.3.6. Sea ¢ € (a,b) y f € B(la,b]). Entonces f € R([a,b]) si y sdlo si f € R([a,c]) N

R([e,b]). En ambos casos, b b
/a f = / it / .

Demostracién. Sean P, (Q particiones de [a, ] y [c, b] respectivamente. El lector verificard que

U(f,P)+U(f,Q) =U(f,PUQ). (3-3)

Sea R € P([a,b]). Es facil ver que existen P € P([a,c]) y Q € P([c,b]) tales que R < P U Q, de modo
que U(f,R) > U(f,PUQ). De aqui y (3.3),

AV+KU<U@R)

para todo R € Pla,b]. De esto y de la definicién de integral superior se tiene que

/acf + /be < /bf (3.4)

Dado € > 0 escojamos P € P([a,c]) y Q € P([c,b]) tales que,

e b
U(f.P) < /2 + / foUGLQ) < )2+ / ;.

Note que P U @ es una particién de [a, b]. De (3.3) y (3.4) se tiene

/abfgwf,PUQ)Se+/:f+/cbf56+/abf,

/:fz/:ﬂ/cbf.

El lector probara que una identidad semejante es valida para las correspondientes integrales inferiores.

[=[s 1

lo que prueba que

Es decir,
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Por lo tanto L
—b b e c b b
[o-[i=[r-[s[s-]1
De esto se deduce que fjbf —il;f =0 si y sélo si T;f—i;f =0 yf:bf —f;f = 0. Lo cual muestra lo
afirmado. m

Terminaremos esta seccién con unas notaciones sumamente utiles para todo lo que sigue. Sea
[+ A — R una funcién definida en un intervalo Ay sean a,b € A con a < b. Si la restriccién f|i, ) es

R-integrable en [a, b], escribiremos ff f en lugar de f: flla,p)- También definimos

/f:—() si a€eA

b a
/ f::—/ f st a,be A vy b<a.
a b
Observe que con estas notaciones se tiene
a b
IRERIA
b a

para todo a,b € A. Con esta notacién podemos generalizar las propiedades de la integral que hemos
probado en esta seccién (especificamente 8.3.1, 8.3.4 y 8.3.6). Lo importante es notar que la integral

f; f tiene sentido sin suponer que a < b.

Proposiciéon 8.3.7. Sean f,g: A — R definidas en un intervalo A; sean a,b,c € A y sea A € R. Si

las integrales de abajo estdn definidas, entonces
i) [J(f+9) =L+ g
i) [POf)=A["F.
iii) Jo f = [ f+ )T
iv) [PA=\0b-a).

o) |21 < 1

Ejercicios.

1. Sea P € P([a,b]). Pruebe que f € R([a,b]) siy sélosi f € R(I), para cada I € P. En este caso
pruebe que fff = iepJ; [, donde [; f denota la integral de Riemann de f en I.

2.  Demuestre la proposicién 8.3.7
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3. Sea f € R([a,b]). Pruebe que la funcién F : [a,b] — R definida por F(z) = [ f; es Lipschitziana

en [a,b]. En particular, F' es continua en [a, b].

Ahora sé6lo suponga que f es acotada en [a,b] y defina H : [a,b] — R por H(z) = TZ f. Muestre
que H es Lipschitziana en [a,b]. En particular, H es continua en [a,b]. ;Qué puede decir si en

lugar de la integral superior usamos la inferior?

8.4. El Teorema Fundamental del Calculo

El objeto de esta seccién es poner en evidencia las relaciones existentes entre los conceptos de
derivacién e integracién. El resultado principal dice, grosso modo, que estos procesos son inversos el

uno del otro.

Teorema 8.4.1. Sea f € R([a,b]). Si f es continua en un punto ¢ € (a,b), entonces la funcion

F :la,b] — R definida por N
Fo)= [ 1

Demostracién. Pongamos m = f(c) y sea g : [a,b] — R la funcién constante de valor m. De la

es derivable en ¢ y F'(c) = f(c)

proposicion 8.3.7(iv) se sigue que [ g = m(x —c) y de la parte (iii) de la misma proposicién se obtiene
que

nm—F@—mw—@z/Qwﬂ> (4.1)

para todo = € [a,b]. Fijemos € > 0. Ya que f es continua en ¢, existe § > 0 tal que |f(z) — f(c)] < e,
si |z — ¢ < 4. De aqui,
|f(z) —g(z)] <e, si|z—c| <d. (4.2)

De la proposicién 8.3.7(v) se tiene que | [“(f—g)| < | [7[(f—g)||. De aqui, de (4.2) y de la proposicién
8.3.4 se tiene que | [F(f — g)| < €|z — ¢, si |z — ¢| < 8. Por (4.1),

|F(z) — F(c) —m(x —c¢)| <€elz—¢|, si |r—c <0,
lo cual dice que F es diferenciable en ¢y que F'(c) = m. [

Corolario 8.4.2. Sea f : [a,b] — R continua y supongamos que existe G : [a,b] — R continua en

[a,b] y derivable en (a,b) tal que G'(x) = f(x) para todo x € (a,b). Entonces,

b
/ f =G - Gla).

Demostracién. Como f es continua, entonces f es integrable (por la proposicién 8.2.6). Sea F
como en el teorema anterior, es decir, F(z) = [ f para € [a,b]. Como f es continua en [a,b], en

particular es acotada, digamos que |f(z)] < M para todo x € [a,b]. Luego de la proposiciones 8.3.4 y
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8.3.7 se sigue |F(z)— F(y)| = | [ f| < M|x—y]| para todo z,y € [a,b]. En particular, F es continua en
[a, b]. Por otra parte, el teorema 8.4.1 nos asegura que F es diferenciable en (a,b) y que F'(x) = f(x)
para todo z € (a,b). De modo que la funcién F' — G satisface las hipétesis del corolario 7.3.4. Luego,
F — G es constante y asi, F'(b) — G(b) = F(a) — G(a). Es decir, G(b) — G(a) = F(b) — F(a) y el

resultado se sigue de la definicién de F'. |

Una funcién G que cumpla que G’ = f es llamada una primitiva de f. El corolario anterior es
el que permite, en la practica, el calculo de la integral de Riemann. Por ejemplo, sea f : [a,b] — R
definida por f(z) = z", para algiin n € N. Ya que la funcién G(z) = 2""!/(n + 1) es una primitiva
de f, se sigue del corolario anterior que f; f =" —a"™1]/(n + 1), relacién que no es nada obvia a
partir de la definicién de integral.

Terminaremos esta secciéon dando soporte tedrico a dos métodos de integraciéon conocidos con
los nombres de: cambio de variables e integracion por partes. Comenzaremos extendiendo el
concepto de funcién C! que vimos en la seccién 7.4 referido solamente a funciones definidas en intervalos
abiertos. Diremos que una funcién f : [a,b] — R es de es de clase C! si la restriccién de f a (a,b)
es de clase C! y la derivada lateral derecha en a y lateral izquierda en b existen. Por esta tltima
condicién podemos hablar de f’ como funcién definida en [a,b]. Dejamos como ejercicio mostrar que

en este caso tanto f como f’ son continuas en [a, b]

Corolario 8.4.3. (Cambio de Variable) Sea g : [a,b] — [c,d] de clase C y sea f : [c,d] — R continua.

Entonces (fog) -4 es continua y ademds

/ab(fog)-g’z/g(gj)f-

Demostracién. Ya mencionamos que bajo las condiciones que definen la clase C! se tiene que g
y ¢’ son continuas (ver ejercicio 1), luego por la proposicién 6.2.3, (f o g) - ¢’ es continua. Definamos
ahora F' : [¢,d] — R por F(y f Y f ysea G := F og. Por la Regla de la Cadena y el teorema 8.4.1,
G' =(fog) g en (a,b). Ademas G es continua en [a, b, y por el corolario 8.4.2,

/:(fog»g’:G /g(b / / ;

La ultima igualdad se sigue de la proposicién 8.3.7(iii). [

Corolario 8.4.4. (Integracion por Partes) Sean f,g: [a,b] — R funciones de clase C*. Entonces,

b b
/ 19 = F)g(b) — F(a)gla) - / fod

Demostracién. Es facil verificar que f-g es de clase C'! (ver ejercicio 4), y que (f-g) = f-g+f-¢.

Ademds, por el corolario 8.4.2,

b
/<f-g>'=<f-g><b>—<f-g><a>
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y de esto se sigue inmediatamente el resultado. |

Proposicién 8.4.5. (Férmula de Taylor con Resto Integral) Sea f : I — R una funcién de clase C™
en un intervalo abierto I, donde n € N. Fijemos a € I y sea P,_1 el polinomio de Taylor de orden
n—1 de f alrededor de a (definido por la ecuacion (5.1) de la seccion 7.5). Entonces, para cada z € 1
se tiene

F2) = Pua(@) + g [ (o= @) (43)

(n—1

Demostracion. (Por induccién) Paran = 1, Py es constante igual a f(a) y asi, la férmula anterior
es equivalente a decir que f(z) = f(a)+ [ az f'. Luego, paran = 1, el resultado es equivalente al corolario
8.4.2.

Supongamos ahora que el resultado es cierto para todas las funciones de clase C", (algtiin n € N),
y asumamos que f € C™F!. Por la proposicién 7.4.2, f € C™ y por lo tanto, vale la férmula (4.3).
Por otra parte, aplicando Integracién por Partes a las funciones F(z) := —(z — z)"/n y G(x) :=
f™(z); = € [a, z]; obtenemos,

/ (o ) O () d = / TP (@)G()dr = F(2)G(2) — F(a)G(a) — / T P)C () de

a

(z —a)"

— f(”)(a) + Tll/z(z _ x)nf(n+1)(x)d$7

n
porque F(z) = 0. Reemplazando esta igualdad en (4.3) vemos que nuestra férmula vale para n + 1 en

lugar de n. |

Proposicién 8.4.6. La aplicacion L : (0,00) — R definida por

x 1
- -
L(x) /1 Zdz,

es una funcion biyectiva de clase C* tal que L(x -y) = L(x) + L(y). Es decir, L es una funcion

logaritmica. De hecho, la funcion L se suele denotar por In y se llama logaritmo neperiano.

Demostracién. Sean z,y € R positivos, entonces

1 1 1
L(zy) :/ —dz :/ dz+/ —dz,
1~ 1+ z ~

y usando el Teorema del Cambio de Variables con z = g(u) = xu obtenemos

W1 Y1
/ —dz = / —du = L(y).
z ? 1 u

Por otra parte, del Teorema Fundamental del Célculo (teorema 8.4.1), L'(z) = 1/x, de modo que
L' € C* y por ende, L € C*. Note también que L es estrictamente creciente, ya que L' > 0. En

particular, L es inyectiva.
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En fin, por induccién, L(2") = nL(2); L(27") = —nL(2) para cadan € N; y como L(2) > L(1) =0
concluimos que L(2") — 400 y L(27") — —o00. Como L es continua y su dominio es un intervalo,
concluimos que el rango de L es un intervalo (proposicién 6.3.6). Por lo anterior, necesariamente el

rango de L es R y por ende L es sobreyectiva. |
Ejercicios.
1. Pruebe quesi f : [a,b] — R es de clase C!, entonces f y f’ son continuas en [a, b].

2. Muestre que f : [a,b] — R es de clase C' si y s6lo si ella posee una extensién F : I — R de clase

C' definida en un intervalo abierto I (que contiene a [a, b]).

3. Sea f :[a,b] — R de clase C' y sean FF : I — R, G : J — R extensiones de f de clase
C1, definidas en intervalos abiertos I,.J. Pruebe que F’ = G’ en [a,b]. Esto permite definir

[’ [a,b] — R como la restriccién de F’. En particular, f’ es continua.
4. Pruebe quesi f, g : [a,b] — R son de clase C', entonces f-g tambiénloesy (f-g) = f'-g+f-¢.

5. Sea L dada por la proposicién 8.4.6 y sea E : R — (0,00) su inversa. Pruebe que E es una

exponencial, de clase C*°, tal que E' = E. Concluya que toda exponencial continua es C°°.

6. Use el ejercicio 3 de la seccién 8.3 para construir una funcién Lipschitziana en [a, b] que no sea

diferenciable en todo punto de [a, b].

7. Sea g:R — R dada por

R |
G(:c):/o e dt

Muestre que

a) G estd bien definida y que es una funcién impar (es decir, G(—z) = —G(x) para todo
z € R).

b) G es estrictamente creciente.

¢) Para todo entero positivo k, se cumple que

! cem-ch-1<—1

IN

1+ k2~ 14 (k—1)2
Concluya de lo anterior que
1 - 1
—— < @Gn)< —_— .
2 e SO < 1+ (k—1)2

k=1 k=1
para todo entero positivo n.
d) Muestre que el rango de G es un intervalo abierto (—a,a) para algtin real a > 0. Ayuda:
Note que 1/k? < 1/k(k — 1) para k > 2 y tselo para mostrar que > _; 1%2 < 2 para todo

entero positivo n.
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8.5. Integrabilidad y Continuidad.

El objeto de esta seccién es caracterizar las funciones Riemann integrables, en términos de su
subconjunto de discontinuidades. El resultado principal de esta seccién dice que f € B([a,b]) es R~
integrable en [a, b] si y s6lo si, el conjunto D de discontinuidades de f es “pequeno”, en el sentido que:
para cualquier € > 0 existe un cubrimiento de D, por una familia de intervalos abiertos, cuya suma
de longitudes no excede €. La longitud de un intervalo I de extremidades finitas ¢ < d, es el nimero
I(I):=d—c.

Fijemos f € B([a,b]) y ¢ € [a,b]. La oscilacién de f en c es el nimero no negativo w( f, ¢) definido
por:

w(f,c) =inf{Q(f,[a,b] N (¢ = d,c+0)):6 > 0}.
Proposicién 8.5.1. Sea f € B([a,b]) y c € [a,b]. f es continua en ¢ si y sélo si w(f,c) =0.

Demostraciéon. Supongamos que f es continua en c y fijemos ¢ > 0. Entonces existe § > 0 tal

que |f(z) — f(c)| < €/2si |z — ¢| < 4. De aqui,

|f(x)— fly)| <e si x,y€(c—46c+90).

Es decir, Q(f,[a,b]N(c—d,c+9)) < ey por lo tanto, w(f, c) < e. De la proposicién 2.2.1, w(f,c) = 0.
Supongamos ahora que w(f,c) =0y fijemos € > 0. Entonces existe § > 0 tal que Q(f, [a,b] N (¢ —
d,c+9)) < e. De aqui se sigue que |f(z) — f(c)| <€, si|z—c <dyx€[a,b]. |

Proposicién 8.5.2. Sea f € B([a,b]). Para cada € > 0, el conjunto D := {z € [a,b] : w(f,z) > €} es

cerrado (y en consecuencia, compacto).

Demostracién. Sea {x,} una sucesién de D, que converge a 2 € R y note que = € [a, b], porque
ese intervalo es cerrado. Supongamos por el absurdo que = ¢ D,, entonces w(f,x) < € y por lo tanto,
existe 0 > 0 tal que Q(f,[a,b] N (x — 6,2 + J)) < €. Por otra parte, como z,, — z, existe i € N tal que

x; € (x— 9,2+ 0) y en consecuencia, existe r > 0 tal que (z; —r,z; +7) C (x —J,z+ ). En particular,
w(faxi) < Q(fa [aab] N (1:1 —’I“,IL‘i—I-’I“)) < Q(fv [aab] N ($_5a$+5)) <€,
lo cual dice que z; € D.. Esta contradiccién termina la prueba. |

Se dice que un subconjunto A de R tiene medida cero; denotado m(A) = 0; si para cada € > 0
existe un cubrimiento U de A, por intervalos abiertos, tal que la suma de sus longitudes no excede e,

es decir, Y, [(I) < e. Es evidente que todo subconjunto de uno de medida cero, tiene medida cero.

Ejemplos:
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1. Sea F = {z1,x9, -+, z,} un conjunto finito de reales. Mostraremos que F tiene medida cero.
En efecto, dado € > 0 considere los intervalos abiertos U; = (z; — €/2n, x; + €/2n) para cada i €
{1,---,n}. Note que los U; claramente forman un cubrimiento de F. Por otra parte, [(U;) = ¢/n

para cada i y por lo tanto > 1 ; [(U;) < e.

2. Mostraremos que N tiene medida cero. En efecto, fijemos € > 0 y tomemos, para cada n € N, el
siguiente intervalo abierto

U, = (n _ 6/2n+2’n + 6/2n+2)

Note que [(Uy,) = /2" para cada n € N. Por tltimo observe que

(o] o0
e/t =€) 1/27 = ¢/2
n=1 n=1

3. Veremos en seguida que Q también tiene medida cero, por ser un conjunto numerable.

Proposicién 8.5.3. Si {A,, : n € N} es una familia de conjuntos de medida cero, entonces lo mismo

ocurre con Su UNION.

Demostracién. Sea A := U{4,, : n € N}. Fijemos ¢ > 0. Sabemos que cada A, posee un
cubrimiento U,, formada por una coleccién numerable de intervalos abiertos, tal que la suma de sus
longitudes es menor que 27 "¢. Como la unién de una familia numerable de colecciones numerables es
numerable (ver proposicién 3.4.5), se tiene que la unién U de estos U,, es un cubrimiento numerable

de A, por intervalos abiertos. Notemos que

MUD=> >IN <) 2 =e

Ieu neN IelU, neN

(en el ejercicio 8 de la seccién 4.12 el lector interesado encontrard una justificacién precisa de la iltima

afirmacién). |

Proposicién 8.5.4. Sea f € R([a,b]). Entonces para cada v > 0, el conjunto D, := {x € [a,b] :

w(f,x) > r} tiene medida cero.

Demostracién. Fijemos € > 0 y recordemos que, por la proposicién 8.2.4, existe P € P([a,b]) tal
que

U(f,P) — L(f,P) < re. (5.1)

Considere el conjunto finito F' formado por los extremos de los intervalos en P. Vimos en el ejemplo
arriba que F' tiene medida cero. Como D, C (D, \ F')UF, entonces, por la proposicién 8.5.3, bastara ver

que D, \ F tiene medida cero. Sea E := D, \ F.
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Pongamos Q ={l € P: int(I)NE # (}. Dado x € E, existe I € P tal que z € [, y como z & F,
entonces z € int(I). De aqui, el conjunto & := {int(/) : I € @} es un cubrimiento de E por intervalos
abiertos. Sea I € @ y fijemos ¢ € int(]) N E. Fijemos también § > 0 tal que (¢—d,c+0) C I y notemos
que,

Q(f, 1) =2 Qf, [a,b] N (c = 6,4+ 6)) > w(f,c) 27

Asi,
rY U <Y QDU <D Q(f, DI = U(f, P) = L(f, P),

1€Q 1€Q IeP
y por (5.1), > ;e l(I) < €. Tenemos entonces que U es un cubrimiento de £ por intervalos abiertos,

cuya suma de longitudes es menor que e. |

Teorema 8.5.5. Sea f € B([a,b]). Entonces, f € R([a,b]) si y sdlo si, el conjunto D, de discon-

tinuidades de f, tiene medida cero.

Demostracién. Supongamos primero que m(D) = 0. Dado € > 0, existen intervalos abiertos

Ii,---, I, - tales que
€
D | |I E (I — 5.2
- - kY - (k)<2K7 ( )

donde K es la oscilacién de f en [a,b]. Para cada = € [a,b] \ D existe un intervalo abierto J, de
centro z tal que Q(f,[a,b] N J;) < €/2(b — a). Como la coleccién de intervalos I, y J, para k > 1
y ¢ € [a,b] \ D forman un cubrimiento por abiertos del compacto [a,b], entonces existe m > 1y
X1, -+, Ty en [a,b] \ D tales que [a,b] C [ U---U L, UdJy U---UJ, . Sea P la particién de [a, b
formada por los extremos de esos intervalos (que pertenezcan a [a, b]). Denotaremos con [t;_1,t;] los
intervalos que estdn contenidos en algin I, y con [sj_1,s;] el resto de los intervalos de P. De (5.2) se
tiene que Y, I([ti—1,t;]) < €/2K. Denotemos con €; a Q(f, [a,b] N [ti—1,t;]). Por la eleccién de los J,
se tiene también que Q; := Q(f, [a,b] N [s;j—1,s;]) < €/2(b— a). Luego tenemos que

U(f,P) = L(f,P) = > Qi-(ti—tim1) + Y Q- (55— sj-1)
i j

< ZK-(ti—ti_l)—i—zﬂbie_a).(sj—sj‘_l)
i J

_ Ke db-a)
2K 2(b—a)

=€

y por la proposicién 8.2.4, f es R-integrable en [a, b].
Supongamos ahora que f € R([a,b]) y definamos, para cada k € N, E = {z € [a,b] : w(f,x) >

1/k}. De la proposicién 8.5.1, D es la unién de los Ej, y de las proposiciones 8.5.4-8.5.3, m(D) = 0. B

Ejercicios:.
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1. Pruebe que todo conjunto numerable tiene medida cero.

2. Sea U un cubrimiento abierto de [a,b]. Muestre que existe P € P([a,b]) tal que cada I € P
estd contenido en algin U € U. Sugerencia: Dado x € [a,b] escoja W, € U tal que x € W,.
Como W, es abierto, existe §(x) > 0 tal que (x — 20(z),x + 26(z)) C W,. Por otra parte,
{(z —é(x),x + 0(x)) : © € [a,b]} es un cubrimiento abierto de [a,b] y en consecuencia existen
X1, -, Tpn € [a,b] tales que {(x; — 0(x;),z; + 6(x;)) : 1 < i < n} es un cubrimiento de [a, b].
Sea § = min{d(x;) : 1 < i < n}; elija N € N tal que 6 > a := (b —a)/N y defina P =
{la+ (k—1)a,a+ka]: 1 <k < N}. Es claro que P es una particién de [a,b] y que todo I € P
tiene longitud «. En particular, |x — ¢| < a si z,¢ € I e I € P. Muestre que P satisface la

conclusion.

3. Suponga que existe k > 0 tal que w(f,z) < k para todo x € [a,b]. Muestre que existe una
particién P de [a,b] tal que Q(f,I) < k para todo I € P. En particular, U(f, P) — L(f, P) <
k(b — a). Ayuda. Para cada = € [a,b] existe d; > 0 tal que Q(f,[a,b] N (x — bz, x + 0z)) < k.

Entonces {(x — 05,2 + 05) : © € [a,b]} es un cubrimiento de [a, b]. Use el ejercicio 2.

8.6. Integrales Impropias.

Por integral impropia se entiende aquella donde el intervalo donde se integra no es acotado, o no
es cerrado o la funcién que se integra no es acotada.

En esta seccion, f : I — R denota una funcién definida en un intervalo no degenerado I y J denota
la familia de todos los intervalos compactos J contenidos en I. A fin de enunciar nuestros resultados
con mayor comodidad, diremos que f es de tipo R si f € R(J), para cualquier J € J. En este caso,
dado J = [a,b] € J, pondremos [, f = f; f.

Las redes (ver seccién 4.12) seran la herramienta fundamental para lo que sigue. En particular, el
lector probard que J es un conjunto dirigido. Por lo tanto, si f es de tipo R, entonces { [ s flies es
una red y en el caso que sea convergente, diremos que f es Cauchy-Riemann integrable en [ y
pondremos f € CR(I). En este caso, el limite de la red { [, f} serd denotado por [; f y lo llamaremos
la integral de Cauchy-Riemann de f en I.

Si I = [a,b] es compacto, entonces I € J y por el ejercicio 1 de la seccién 4.12, la red {fJ f}
converge a [, [ = f; f. Esto dice que si f € R([a,b]), entonces f € CR([a,b]) y que la integral de
Cauchy-Riemann de f coincide con la integral de Riemann de f. Esto justifica la notacién escogida
para denotar la integral de Cauchy-Riemann. El uso de redes permite un tratamiento general de las
integrales impropias sin importar el tipo del intervalo I. El siguiente resultado, que se demostrara la

final, contiene las propiedades mas importantes de la integral impropia de Riemann.

Teorema 8.6.1. Supongamos que f es de tipo R y sea
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a) I = [a,b) con b < +o0. Entonces, f € CR(I) siy sdlo si, la funcion F : [a,b) - R; F(z) =

fax f; tiene limite, cuando x tiende a b.
b) I = (a,b], con —oo < a. Entonces, f € CR(I) siy sdlo si, el siguiente limite existe: limy_., fff

¢) I = (a,b). Entonces, f € CR(I) si y sdlo si f € CR((a,c)) NCR((c,b)), para algin ¢ € I. En
ambos casos, [, f = facf—i-fcbf.

Antes de presentar las herramientas para probar este teorema ilustraremos su uso mediante algunos

ejemplos.

Ejemplos: Sean —oo < a < b < +00 las extremidades de I. Si f es de tipo Ry f € CR(I), pondremos

/, 1 f= f: f. Consideremos ahora los siguientes ejemplos:

1. La funcién f: (0,1] = R; f(z) = 272 es de tipo R, por ser continua. Por otra parte, para
0 <z <1 tenemos, le f =2[1 —z'/?], porque G(z) := 2x'/? es una primitiva de f. De aqui y
la parte b) de la proposicién 8.6.1, f € CR((0,1]) y fol f=2.

2. Igual que en el ejemplo anterior, la funcién f : [1,+00) — R;  f(x) = 272; es de tipo R. Ademés,
J{f=1-2"" paracada z > 1, y por la parte a) de la proposicién 8.6.1, f € CR([1,400)) y

Ff=1

Proposicién 8.6.2. Sea f de tipo R. Entonces, f € CR(I) si y sdlo si, para cada € > 0 existe Jy € J
tal que | [ fl <e, si He J y HNJy es degenerado.

Demostracién. Supongamos que f € CR(I) y fijemos € > 0. Ya que la red { [, f} es de Cauchy

(por ser convergente), existe Jy € J tal que

!/Jf—/Kf|<e si JycJ KeJ. (6.1)

Fijemos H € J tal que H N Jy es degenerado. Es fécil ver (justificar) que existe K € J conteniendo
a Jy tal que K N H es un conjunto singular. En particular, J := K U H es un intervalo compacto e
;=i f=Jyf Deaquiy (6.1), | [, f| <e

Reciprocamente, dado € > 0 fijemos Jy € J tal que | [,; f| < e/4si H € J y HN.Jy es degenerado.
SiJy C J € J, podemos escribir J = AUJyUB, donde A, B € J y ANB ANJy BNJy son degenerados.

De aqui,
/sz/Aer/Jof+/Bf-

Andlogamente, si Jo C K € J, entonces [, f = [ f+ [, f+ [p f, para ciertos intervalos C, D € J
tales que C N Jy y DN Jy son degenerados. Asi,

I/Jf—/KfSI/Af|+!/Bf|+|/Cf|+|/Df|<4(6/4)=e,

lo cual muestra que { [ ; f} es de Cauchy. El resultado se sigue ahora de la proposicién ?7. |
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Proposicion 8.6.3. Supongamos que f es de tipo R y que la red {fJ f} es acotada. Entonces, f,|f| €

CR(I) y
‘/If‘ < [

Demostracién. Por el ejercicio 4, { [ 7| f1} es convergente y en consecuencia, de Cauchy. Asi, dado
€ > 0, existe H € J tal que, fJ Ifl <esiJeJyJNH es degenerado. Se sigue de la proposicién
8.2.1 que, para tales J se tiene, | [, f| <€, de modo que, por la proposicién anterior, f € CR(I). La
prueba se sigue ahora de las proposiciones 8.2.1 y 4.12.3. [ |

Proposicién 8.6.4. Supongamos que f es de tipo R y sea ¢ € int(I). Pongamos A = (—oo,c] N
I, B=]|c,+0)NI, y supongamos que f € CR(A) NCR(B). Entonces, f € CR(I) y

Ji=] 1+ ]

Demostracion. Sea J4 (resp. Jp) el conjunto de todos los intervalos compactos contenidos en A

(resp. B) y fijemos € > 0. Por hipétesis, existen J4 € Ja, JB € Jp tales que,

RS RE

|/Bf—/Df|§§ si DeJg y D>J" (6.3)

Fijemos Jy € J conteniendo a JAUJB y sea J € J conteniendo a Jy. Si escribimos C = JNA, B =

si CeJga y CDJY (6.2)

DO ™

J N B, entonces, de la proposicion 8.3.6 se tiene, fJ f= fo f+ fD f, v de aqui,

== [n<i[r=[n+1] -] 1

El resultado se sigue ahora de (6.2)-(6.3), puesto que, C D J4 y D > JB. |

Demostraciéon del teorema 8.6.1. Es claro que la parte c), se sigue de las partes a)-b) y
la proposicién 8.6.4. Por otra parte, las pruebas de a) y b) son similares entre si, por lo cual, nos
ocuparemos s6lo de la prueba de a).

Supongamos que f € CR(I) y fijemos € > 0. Entonces, existe Jy € J tal que, |f1f — fJf| <, si
JeJyJ D Jy. Escribamos Jy = [d, ] y sea x € [¢,b); entonces, [a,z] D Jy y de aqui,

[i-[ <

Esto prueba que lim,_;, [ f existe y es igual a [} f

Reciprocamente, supongamos que el limite anterior existe y denotemoslo por [. Entonces, fijado
e > 0, existe 6 > 0 tal que |l—fax| <e€sib—0 <z <b Tomemos Jy = [a,b— 9] yseaJ € J
conteniendo a Jy. Si escribimos J = [a, x|, tendremos x > b — § y de aqui, |l — ff f| < e. Esto prueba

que la red {[; f} converge a I. ]

Ejercicios.
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1. Pruebe que f es de tipo R si y sélo si f es acotada en cada subconjunto compacto de [ y las

discontinuidades de f forman un conjunto de medida cero.
2. Pruebe que la funcién f : (0,1] — R definida por:
f(d/n)=n si neN,
f(z)=0 siz# 2L paratodon €N,
es de tipo R, pero no acotada.

3. Pruebe que si f,g : I — R son de tipo R, entonces f 4+ g y Af también lo son, cualquiera sea
A€ R. Es més, si f,g € CR(I), pruebe que f + g,\f € CR(I) y que

Jura= [+ o [r=x]s

4. Suponga que f es de tipo R y que f(z) > 0 para todo x € I. Pruebe que si la red { [, f}
estd acotada superiormente, entonces f € CR(I) e | ;[ = sup{ 1l s f+J € T} Ayuda. Use la
proposicién 4.12.4.

5. Pruebe que si f es constante de valor ¢, entonces f € CR(I) e [; f = cl(I

6. Suponga que f es acotada de tipo R. Pruebe que si I es acotado, entonces f € CR(I). Ayuda.

Note que f + M > 0, para alguna constante M y aplique los dos ejercicios precedentes.

7. Sea f :[l,+00) — [0,400) decreciente. Pruebe que la serie )\ f(n) converge si y sélo si

f € CR([1,+00)). Concluya que Y, .\ = converge si p > 1.

8.7. Una definicion alternativa de la Integral de Riemann

Los problemas que plantearemos a continuacion, tienen por objeto presentar una definicién al-
ternativa de la Integral de Riemann. Comenzaremos con una definicién. Diremos que una funcién
¢ : la,b] — R es en escalera, si existe una particiéon P de [a, b] tal que ¢ es constante en el interior
de cada miembro de P. Es decir, ¢ es en escalera, si existe una particién P de [a,b] y una familia de

numeros {c; : I € P} tal que,
¢(x)=cr, si xeint(l); Ie€P.

En este caso también se dice que ¢ es en escalera respecto a P. Note que si ¢ es en escalera
respecto a P, entonces también lo es con respecto a cualquier particién més fina que P. Obviamente,

toda funcion constante es una funcion en escalera.



152

Pruebe que si ¢, : [a,b] — R son en escalera, entonces ¢p+1p, max{¢, v}, min{¢p, 1} y A\¢ también
lo son, para cualquier A € R. Aqui, max{¢, 1} denota la funcién que envia z en max{¢(z), v (z)}.

Ayuda. Pruebe que ¢ y 1 son en escalera respecto de una misma particién.

Sea ¢ : [a,b] — R en escalera con respecto a P. Definimos la integral de ¢ en [a,b], denotada

f: ¢, mediante:
b
/ ¢ = ell),

donde ¢; es el valor de ¢ en int(A).

Muestre que la definicién anterior no depende de la particién P. Ayuda. Suponga que ¢ es en
escalera con respecto a particiones P, (Q y analice primero el caso en que ) es mas fina que P.

Enseguida considere una particiéon més fina que ambas.

Sean ¢, : [a,b] — R en escalera y sea A € R. Muestre que:

D R A A A 2

i) [1o< [T, 50 <.

Ademas, si ¢ € (a,b), entonces

i) [ 6= [0+ [ ¢

Note que si ¢ es en escalera, lo mismo ocurre con la restriccién de ¢ a cualquier intervalo [z, y]

contenido en [a, b].

Dada una funcién acotada f : [a,b] — R, definimos Ef (resp. E +) como el conjunto de aquellas
funciones en escalera que son mayores (resp. menores) que f. Note que E y E¢ no son vacios,
porque contienen las funciones constantes de valor M y —M , respectivamente, donde M satisface:
|f(z)] < M para todo z € [a,b].

Definimos la integral inferior (resp. superior) de f en [a,b], denotada [ Z f (resp. fag f)

/if:SUP{/ab¢:¢€Ef},

/abf:inf{/abf:qbeEf}.

Pruebe que si f,g : [a,b] — R son acotadas, entonces ff(f_+ g) < fff + fagg y fZ(f +g) >
f;f +f;g. Ayuda Pruebe que EfT9 5 {¢p+1: ¢ € BT ) € E9}.

mediante:

Se dice que una funcién acotada f : [a,b] — R es R-integrable en [a,b], si Ll: = fagf. En este

caso, ése valor comun se denota por fab f vy se le llama la integral de f en [a,b].
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Pruebe que si f, g : [a,b] — R son R-integrables en [a, b], entonces lo mismo ocurre con f + gy
Af, con A € R. Ademds, [V(f+g) = [} [+ [ gy [N =[] [.

Pruebe también que fabf < ffg, si f<g.

Sea f : [a,b] — R acotada. Pruebe que f es R-integrable en [a,b], si y sélo si, para cada € > 0
existen ¢ € Ey y ¢ € B/ tales que f:(w —¢)<e.

Dada una funcién f : [a,b] — R, definimos f* : [a,b] — R mediante, fT(x) = méx{f(z),0}. El

lector comprobard que 2" = f + | f].

Pruebe que si f : [a,b] — R es R-integrable en [a, b], entonces lo mismo vale para fT. Ayuda.
Dado € > 0, escoja¢ € Efy v € EJ tales que f(f(w—qb) < e. Use ahora las relaciones 2g1 = g+/|g|
y [l = ¢l < [¢ — ¢| = ¥ — $, para probar que ¢ — ¢ < ¢ — ¢.

Deduzca que |f| es R-integrable en [a,b] y que \f;f] < fab | f].
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Capitulo 9

Sucesiones de Funciones

9.1. Convergencia Puntual y Uniforme

En esta seccién, {f,} denota una sucesién de funciones f, : I — R, definidas en un intervalo I. Se
dice que {f,} converge punto por punto, si la sucesién {f,,(z)} converge, para cada x € I. En este

caso, podemos definir una funcién f : I — R mediante:

flx)= lm f,(z),

n—-+o0o

y se dird que f es el limite puntual de {f,} 6 que {f,} converge puntualmente a f.
Ejemplos.

1. Consideremos la sucesion {f, : [0,1] — R}, definida por f,(z) = z". Usando el ejemplo i) de la
seccién 4.2 tenemos que, {f,} converge puntualmente a la funcién f : [0,1] — R definida por

flz)=0si0<zxz<1ly f(l1)=1. Véase fig 77

Incluir grafica

2. Sea {fn} la sucesién definida por f, : (0,+00) — R; f(z) = z/™. Del ejercicio 6 de la seccién

4.3, { fn} converge puntualmente a la funcién constante f(x) = 1 para x > 0.

Sea {f,} una sucesién convergente punto por punto. Dado =z € I y € > 0, existe un natural
ng tal que, |fn(x) — f(z)] < € si n > ng. El ejercicio 1 pone en evidencia que éste nimero ng

depende, en general, tanto de € como de z. Cuando sea posible elegir ng independiente de = € I,
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diremos que la convergencia es uniforme. Més precisamente, diremos que una sucesion { f,,} converge

uniformemente a f : I — R, si para cada € > 0 existe IV € N tal que,
|fn(z) — f(x)]<e si n>N, paratodo z¢€l.

Véase fig. 77. En este caso también se dice que f es el limite uniforme de las {f,}.
Note que si {f,} converge uniformemente a f, entonces {f,(z)} converge a f(x), para cada x € I.

Es decir, {f,} converge punto por punto a f.

Incluir grafica

El préximo teorema dice que el limite uniforme de funciones continuas es una funcién continua.

Teorema 9.1.1. Si {f,} converge uniformemente a f : I — R y cada f, es continua, entonces f

también lo es.

Demostracion. Fijemos xg € I y € > 0. De la deficiéon de convergencia uniforme, existe N € N
tal que,

[fu(z) = f(@)| <5, si n>N y zel (1.1)

Por otra parte, como fy es continua en zg, existe d > 0 tal que

wil o

si |z —xo| < 6. (1.2)

[fv(z) = f(o)| <

wl ™

En fin, de la relacion

[f (@) = f(zo)| < |f(2) = fn ()| + [fn (@) — fn(@o)| + [fn(20) — f(z0)l,
y de las ecuaciones (1.1)-(1.2), se tiene que |f(x) — f(zo)| <€, si |x — zo| < 4. |

El teorema anterior nos proporciona un criterio para saber si una convergencia punto por punto
(de una sucesién de funciones continuas) no es uniforme. Pués bastaria saber que el limite puntual
no es una funcién continua. Por ejemplo, la convergencia de la sucesién del ejemplo 1 no es uniforme,

porque su limite es la funcién discontinua f : [0,1] — R, dada por f(z) =0si0<z <1y f(1)=1.
Proposicién 9.1.2. (Criterio de Cauchy) Supongamos que para cada € > 0, existe N € N tal que,
[fo(z) = fm(z)| <€ si mn>N y zel (1.3)

Entonces {fn} converge uniformemente a una funcion f: 1 — R.
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Demostracién. De (1.3) se sigue rdpidamente que {f,(z)} es una sucesién de Cauchy, para cada

x € I. Esto permite definir una funcién f : I — R mediante:

f(x) = lim f,(z).

n—oo

Tomando limite en (1.3), cuando m — oo, queda,
[fu(z) = fx)] <€ st n=N,
lo cual termina la prueba. [ |
Ejercicios.

1. Considere la sucesién del ejemplo 1 y fije z € (0,1). Dado € € (0,1), calcule el menor niimero

natural ng tal que,

|fu(z) — f(z)] <€ si n>mng,

donde f denota el limite puntual de {f,}. Observe que este nimero, ng = ny(€, x), depende de
x y de e. Note también que, para cada ¢ > 0 dado, ng(€,z) — oo, cuando x — 0. Concluya que

dado € > 0, no es posible encontrar un natural N tal que |f,(z)— f(z)| <esin > Nyz € (0,1).

2. Considere la situacion del ejemplo 2 y fije € > 0. Use reduccién al absurdo para mostrar que no

existe un natural N tal que, |f,(z) — f(2)]| <€ sin> Ny x> 0.

3. Pruebe que la sucesién {f,} donde f, : [0,1] — R, definida por:

1
fol®)=nz, si 0<z<-—
n
. 1
y flx)=1 si z>-—,
n

converge punto por punto. Ayuda. Grafique las f, para algunos valores de n.
4. Sea fn(x) = T para x € I. Pruebe que {f,} converge uniformemente si y sélo si I es acotado.

5. Pruebe que si {f,} v {gn} son sucesiones uniformemente convergentes a f y g respectivamente,
entonces {f, + gn} converge uniformemente a f + g. Muestre un resultado andlogo para el

producto, suponiendo ademaés que f y g son acotadas.

6. Suponga que {f,} converge uniformemente a f y sea {x,} una sucesién en I que converge a un

punto zg € I. Pruebe que f,(z,) — f(xo).

7. Sea f, :[0,1] — R definida por: f(z) =nasi0 <z <1 fa)=2-nzsil <z <2y f(z)=0
six > % Pruebe que {f,} converge punto por punto a la funcién constante f(z) =0;0 <z <1

y use el ejercicio anterior para mostrar que esa convergencia no es uniforme.
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8. Sea f:[a,b] — R continua y sea € > 0. Pruebe que existe una funcién en escalera ¢ : [a,b] — R
tal que, |f(z) — ¢(z)| < €, para cada z € [a,b]. Concluya que existe una sucesién {¢,} donde

¢n : [a,b] — R son funciones en escalera, que converge uniformemente a f.

9.2. Intercambio de Limites con Derivadas

En esta seccién asumiremos que I es un intervalo abierto y que cada f,, es diferenciable. Si {f,}
converge puntual o uniformemente a una funcién f : I — R, se abren varias interrogantes: jSera {f/}
convergente?. jSerd f diferenciable?, y en caso que estas respuestas fueran afirmativas, ;Converg-
erd {f/} a f'?. Un matemadtico experimentado sabe que la convergencia de {f,} no puede implicar
nada sobre la convergencia de {f},}, por lo que las respuestas, a las inquietudes anteriores, deben tener

una respuesta negativa. Este es el objetivo de los tres ejemplos a continuacion.

Ejemplos.

1. Sea f, : R — R definida por:

fulz) = nz, si o] < &

fulz) = n;$2+2nx; si % <z< %
fulz) = 7;2332+2nx+;, si —%SSUS—%,
flz) = 23|z|, si|z| > 2.

El lector verificara que { f,,} converge punto por punto a la funcién f : R — R dada por, f(0) =0

y f(z) = 2?";, si z # 0. (Graficar varias de las f,). Por otra parte, f/,(0) = n, de modo que,

{/f7(0)} no converge. También se tiene que f no es derivable en z = 0.

2. Sea fp(z) = |x||x] %. Del ejercicio 6 de la seccién 4.3, { f,} converge, punto por punto, a la funcién

f(z) = |z|. En este caso, f'(0) no existe, aunque f},(0) = 0, para cada n € N.

3. Sea f,:R — R definida por:

fol@) = n'2® —4n?2® + 7z, si |zl <1y,
fale) = 5 sio ol > L

El lector probard que | f,,(z)| < %, para cualquier n € Ny cualquier z € R. De aqui deducird que
{fn} converge uniformemente a la funcién constante f(x) = 0. Por otra parte, se verifica que f,

es diferenciable en R y que:

f'(z) = bBntzt —12n%222+7,  si 2| <

S

fulz) =0, st faf >

S|
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En particular, f,(0) =7 — 7 # f’(0) = 0. En este ejemplo, {f,} converge uniformemente a la

funcién diferenciable f = 0, pero {f}(0)} no converge a f'(0).

Teorema 9.2.1. Supongamos que {f,} converge uniformemente a una funcion g : I — R y que, para

algin xg € I, {fn(xo)} converge. Entonces, {fn} converge punto por punto a una funcion diferenciable

fil—=Ryf =g
Demostracién. Fijemos € > 0. De la definicién de convergencia uniforme, existe N € N tal que,

|fo(x)—g@)| <z, si n>N y zel. (2.1)

DO

De aqui y la desigualdad triangular,
|fh(@) = fr(z)] <e, si mn>N y zel.
Dados m,n € N, definimos A, : I — R por, A, (x) = fo(x) — fm(z). Note enseguida que
AL ()] <e si mn>N y zel.
Por otra parte, dados z, z € I existe (por el Teorema del Valor Medio) ¢ € I tal que,
Amn(2) = Amn(2) = (2 — 2) A (c),

y en consecuencia,

| A () = Apn(2)| < €lx — 2], si m,n > N. (2.2)

Ya que {fn(z0)} es de Cauchy, existe ng € N tal que |fn(xo) — fm(z0)| < € si m,n > ng. Es decir,
|Apn(z0)] < € si myn > ng. De aqui y (2.2), con z = x(, obtenemos |A,,,(z)] < [1 + |z — zgl]e, si
m,n > max{N,no}. Esto muestra que {f,(x)} es de Cauchy, para cada x € I, lo cual permite definir

f: I — R, mediante:

Definamos I'y, () = f(z) — fn(z). Ya que T'y(x) = limy— 400 Anm (), se sigue de (2.2) que,
Tp(x) —Tn(2)| <€z —=z, si n>N. (2.3)

Fijemos ahora z € I y probemos que f es diferenciable en z y que f’(z) = g¢(z). Comencemos

observando que,
f(x) = f(z) = (& = 2)9(2) = [[n(z) = Tn(2) ]+
[fn(z) = fn(2) = (& — 2) fn(2)] + (2 = 2)[fn (2) — 9(2)],

de manera que por (2.3) y (2.1), queda

£@)~ £() — (@~ 2)g(=)| < Sl
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+ fn(x) = fn(2) = (& = 2) fy(2)]-
Por otra parte, como fy es diferenciable en z, existe d > 0 tal que
[fn(@) = fn(2) = (& = 2) [y ()| S elz— 2] s Jo—2[ <4,

de manera que

@)~ 1)~ (= 2)g() < oela—2l, si o2/ <6

Ejercicios.

1. Pruebe que en el teorema 9.2.1, { f,,} converge uniformemente a f en compactos. Esto sig-
nifica, por definicién, que para cada un subconjunto compacto K de I, la sucesién de restricciones

{fn|K} converge uniformemente a f|K.

2. En el teorema 9.2.1, suponga que las f}, son continuas y use el teorema fundamental del célculo
para mostrar, de manera sencilla, que {f,} converge punto por punto a la funcién f(z) =

Yo + ffo g, donde yg es el limite de la sucesion { f,,(xo)}.

9.3. Intercambio de Limites con Integracién

El objetivo de esta seccion, es probar el siguiente resultado.

Teorema 9.3.1. Sea f, : [a,b] — R una funcion R-integrables en |a,b] para cada n € N. Suponga

que {fn} converge uniformemente a una funcion f : [a,b] — R. Entonces f es R-integrable en [a,b] y

b b
/a fznggaoo/a i

Demostraciéon. Fijemos € > 0. Por la definiciéon de convergencia uniforme, existe N € N tal que,

€
b—a

|fr(z) — f(2)] < si n> N,z € [a,b]. (3.1)

En particular,
\U(f = fn.P)| <e VP e P(a,b]).

Por otra parte, de la relacién f = (f — fn) + fnv y del argumento en la proposicién 8.3.1 obtenemos,

para cualquier particién P de [a, b].
De manera semejante se muestra que, L(f, P) > —e + L(fn, P) para todo P € P([a,b]), lo que

junto a la desigualdad anterior arroja,

U(f,P) = L(f,P) <2+ U(fn,P) = L(fn,P), VP € P([a,b]).
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Por otra parte, de la proposicién 8.2.4, existe una particiéon Py de [a,b] tal que U(fn, Pn) —
L(fn, Pn) < ey por la desigualdad anterior, U(f, Py)— L(f, Pn) < 3e. De aqui y la proposicién 8.2.4,
f € R([a, b]).

En fin, de las proposiciones 8.3.1 y 8.3.4,

/abf—/abfn /ab(f—fn)
LU—[%

A continuacién daremos un ejemplo para mostrar que el teorema 9.3.1 falla cuando la convergencia

s/abrf—fnr,

<€ si n>N.

y por (3.1),

es solamente puntual.
Ejemplo.
Ya que Q N [0,1] es numerable, existe una biyeccién h : N — Q N [0, 1]. Definamos ahora f, :
[0,1] — R por:
Fale) =0, si e {h(D), - h(m)},

falx)=1, si x&{h(1),---,h(n)}.

Del ejercicio 6 de la seccion 8.1, resulta que cada f,, es R-integrable en [0, 1]. El lector verificara también
que {fn} converge punto por punto a la funcién f del ejemplo 2, de la seccién 8.2, la cual no es R-

integrable en [0, 1].

9.4. Series de Funciones

Comenzaremos con la definicién formal de serie de funciones. Al igual que en las secciones prece-
dentes, {f,} denota una sucesién de funciones, definidas en un intervalo no degenerado, I de R.

Dado n € N, definimos S, : I — R mediante,
Su(x) =Y filx).
i=1

Esta funcién S, suele denotarse por Y -, fi o por fi+ -+ fn, y se le llama la suma de fi,---, f,.
La sucesién de funciones {5, }, serd llamada la serie asociada a {f,} y serd denotada por ), fn o
por > | fn. También diremos que S, es la n-ésima suma parcial de esa serie.

Observacién. Denotemos por A(I) al conjunto de todas las funciones f : I — R. Sabemos que la
sucesion { f,}, no es otra cosa que una funcién F' : N — A(I). Por otra parte, en A(/) tenemos una
ley de composicién asociativa, dada por, (f + ¢)(z) = f(z) + g(x), y por el teorema 3.1.3, existe una

unica aplicacion Xp : N — A(I) tal que Xp(1) = F(1) y Ep(n+ 1) = Zp(n) + F(n + 1). El lector



162

probard que X p(n) = Sy, de manera que la nocién de serie, dada en esta seccién, coincide con la dada
en le seccion 3.1.

En lo que sigue, ) . fn denota una serie de funciones, definida en /. El dominio de convergencia
de ) fn se define como el conjunto J de aquellos « € I, para los cuales la serie numérica »  f,(z)
es convergente. Es decir, z € J siy sélo si, {S,,(x)} converge. El conjunto J puede ser, eventualmente,

vacio. En cualquier caso, podemos definir una funcién
o
FiT=R f@) =) fale), (4.1)
n=1

Diremos que la serie ) f, converge uniformemente en un subconjunto K de J, si la sucesién de

sumas parciales {5, } converge uniformemente en K.

Proposicién 9.4.1. (Criterio de Cauchy) Sea K C J y supongamos que, para cada € > 0, existe

N € N tal que,
n-+p

|Z falx)|<e si n>NypeNjzekK.
1=n-+1

Entonces, Y, fn converge uniformemente en K.

Demostracion. Del Teorema 77 se tiene, para cada x € I, que

n—+p

Snip(r) = Sulz) = ) filx).

1=n-+1

Luego, dado € > 0, existe N € N tal que,
|Spap(z) — Sp(z)| <€, si n>N,peN,zek,
y el resultado se sigue ahora aplicando la proposicién 9.1.2, a la sucesién de restricciones {S,|K}. ®

Proposicién 9.4.2. (Criterio de Weiertrass) Supongamos que existen constantes no negativas My,
tales que, | fn(z)| < My, para cada x € I. Si'y ", M, es convergente, entonces J =11y Y f, converge

uniformemente en 1.

Demostracion. De la proposicién 4.10.1, J = I. Sabemos también que la sucesién de sumas
parciales {s, = Mj + --- 4+ M,} es convergente y en consecuencia, de Cauchy. De aqui, dado ¢ > 0,

existe N € N tal que |sp4p — Sp| < €esin > Ny pe N. Es decir,
ZMZ'SE, si n>N,peN,

y en consecuencia, (ver proposicién 5.2.3, parte c)),

n+p n+p n+p

| Y f@)< Y Ifil@) < Y Mi<e, si n>2NpeNazel

i=n-+1 1=n-+1 1=n-+1
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El resultado se sigue ahora de la proposicién anterior. [ |
Ejercicios.

1. Pruebe que si cada f, es continua, entonces cada S,, también lo es. Ayuda. Pruebe que S,11 =

Sn + fn+1-

2. Pruebe que si I es abierto y cada f, es diferenciable en I, entonces cada S, también lo es y
Sh= fi+ et 1

3. Pruebe que si I = [a,b] es compacto y f, € R([a,b]) Vn € N, entonces cada S,, es R-integrable
b n b
en [avb] y fa Sp = Zi:l fa fz

4. Suponga que f, es continua, para cada n € Ny que ) f, converge uniformemente en un

subconjunto K de J. Pruebe que la funcién f, definida en (4.1), es continua en K.

5. Suponga que I es abierto y que las f,, son diferenciables en I. Pruebe que si ), f;, es uniforme-

mente convergente en I y J # (), entonces J = I, la funcién f es diferenciable en cada z € I y

f'@) =32, ful@).

6. Suponga que I = [a,b] y que cada f, es R-integrable en [a, b]. Pruebe que si ) f, es uniforme-

mente convergente en [a, b], entonces f también lo es y f; f=>. ff fn-

9.5. Series de Potencia

En esta seccién, I = Ry f,(z) = anx™, donde n > 0 es un entero y a, € R. Abusando de la
notacion, la serie ) . fn serd denotada por ) ., anz" y serd llamada una serie de potencias.
Los nimeros a,, serdn llamados los coeficientes de la serie ), -, a,2".

A través de esta seccion, J denota el dominio de convergencia de ano anx™ y definimos f : J — R,

mediante

f@) =" fal).

n>0

Note que 0 € J.
Proposicién 9.5.1. Si zg € J, entonces (—|xol, |xo|) C J.

Demostracién. Si xg = 0, no hay nada que mostrar. Supongamos ahora que xg # 0 y fijemos
x € (—|zol, |xo|). Entonces, |z| < |zo|, de modo que 0 < r := |z/xo| < 1.
Por otra parte, por la proposicién 4.9.1, la sucesion {a,x(} converge (a cero) y en consecuencia es

acotada. Asi, existe M > 0 tal que, |a,z3| < M; n €N,y por lo tanto,

lanz™| = |apxi|r™ < Mr™.
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De aqui, ), ~,x" es absolutamente convergente, porque la serie geométrica ), r™ converge cuando

0 <r < 1. El resultado se sigue de la proposicion 4.10.1. [ |

Lemma 9.5.2. Sea L un subconjunto de R tal que 0 € L y (—|xol|, |zo|) C L si zg € L. Entonces,
existe p € [0,4+o0] tal que, (—p, p) C L C [—p, p]. En particular, L es un intervalo.

Demostracién. Pongamos p = sup(L). Si z € (—p, p), entonces |x| < r y por la proposicién 2.6.1,
existe y € L tal que |z| < y. Es decir, z € (—y,y). Pero por hipétesis, (—y,y) C L y asi, x € L. Esto
muestra que (—p, p) C L.

Para terminar la prueba, supongamos por el absurdo, que existe x € L tal que |z| > p y fijemos
y € (p,|x|). Entonces, y € (—|z|,|z|) C L, lo cual es contradictorio porque y > p = sup(J). |

Por el lema anterior, existe p € [0, +0o0] tal que (—p, p) C L C [—p, p]. Este elemento p, de la recta
extendida, es llamado el radio de convergencia de ano anx™. En lo que sigue, p denota el radio

de convergencia de ) -, anz™.

Proposicién 9.5.3. Supongamos que la sucesion {|a,|'/"} tiene limite ¢ en la recta extendida. En-
tonces, p = 1/c.
Un resultado andlogo vale si an, #0; n € N; y la sucesion {|an+t1|/|an|} tiene limite ¢ en la recta

extendida.

n’l/n —

Demostracién. Ya que |a,x = |an|"/"|z|, concluimos del Criterio de la Rafz (Ejercicio 9,

seccién 4.5), que ) - anx™ converge si c[z| < 1y diverge si c|z| > 1. Luego, p = 1/c. El resto de la

proposicién sigue del Criterio del Cociente (proposicién 4.11.5). |

Nota. Como una aplicacion del resultado anterior, se tiene que el radio de convergencia de la serie

>, 2" es igual a uno.
Proposicién 9.5.4. Si [a,b] C (—p, p);a < b; entonces ), ~,anx™ converge uniformemente en [a,b].

Demostracién. El lector probara sin dificultad, que existen ¢ < d en (0, p) tales que [a, b] C [—¢, c].

Escribamos r = ¢/d y notemos que, si = € [a, b], entonces
lanz™| < lap|c™ = |apd™|r™.

Por otra parte, como ) a,d" es convergente, entonces la sucesién {a,d"} converge a cero y por
consiguiente, es acotada. Asi, existe M > 0 tal que |a,d"| < M; n € N;y por lo tanto, |a,z™| < Mr"
sin € Ny x € [a,b]. El resultado se sigue ahora del Criterio de Weiertrass. [

Corolario 9.5.5. f es continua en (—p,p).

Demostracion. De la proposicién anterior y el ejercicio 4 de la seccion precedente, la restriccion

fl[a,b] es continua, para cada intervalo [a, b] contenido en (—p, p), y el resultado se sigue facilmente.l
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Corolario 9.5.6. Si [¢,d] C (—p,p), entonces

dn+1 — " n+1

/fz Cn+1

n>0

Demostracion. Se sigue rapidamnete de la proposicion 9.5.4 y el ejercicio 6 de la seccién anterior.
[

n—i—l)

La serie Y, na,z™ ! (resp. >, <0 S serd llamada la serie derivada (resp. integral) de

> n>0 A"

Corolario 9.5.7. El dominio de convergencia de la serie integral de ano anx™ contiene a (—p,p).

an  pt1 /x
> "= [ f, Vze(-pp)
n20n+ 1 0

Demostracién. El resultado se sigue del corolario anterior aplicado al intervalo [0, x| (resp. [z, 0],

donde z € (—p,p) y © > 0 (resp. z < 0). |

Es mds,

Proposicion 9.5.8. Sip > 0 entonces, el dominio de convergencia, de la serie derivada de ano anz",

contiene a (—p,p). Es mds, [ es diferenciable en este intervalo y
= Znanx"_l, Vo € (—p,p).
n

Demostraciéon. Fijemos x € (—p, p). Ya que |x| < 7, entonces, por la proposicién 2.6.1, existe

y € J tal que |z| < y. Definiendo r = |z|/y y recordando que la sucesién {a,y"} es acotada, obtenemos

[na,z" "t = 1n]any’““h“"_l < %nrn_l, n €N,
Y Y

para alguna constante M > 0.

Por la Nota a la proposicién 9.5.3 concluimos que ) na,z" ! es absolutamente convergente. Esto
prueba la primera parte de la proposicion.

Fijemos z € (—p,p) y escojamos r > 0 tal que [z — r,z +r] C (—p, p). De la proposicién 9.5.4
y de la primera parte de esta proposicién se sigue que, la serie derivada converge uniformemente en
[z — 7,z 4+ r]. Aplicando el ejercicio 5 de la seccién anterior, al intervalo (z —r, z + ), concluimos que

[ es diferenciable en z y que f'(z) = >, na,z""'. Recuerde que Y, ., an2" es convergente. |

Nota. Las ultimas dos series del ejercicio 1, en realidad no caen dentro de la definicién de series
de potencia, que hemos adoptado. Para subsanar este inconveniente, podemos adoptar la siguiente
definicién mas general. Diremos que la serie ) -, f, es de potencia, si f,(z) = ayx h(n) " donde
anp € Ry h:NU{0} — NU{0} es una funcién inyectiva. El lector probaréd que, salvo las proposiciones
9.5.3 v 9.5.8, los resultados de esta seccién permanecen validos para este nuevo concepto de series de

potencia. La proposicién 9.5.8, permanece vélida cuando h(n)/nP — 0, para algin p € N. Esto ocurre,
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por ejemplo, cuando h es polinomial: h(n) = by + bin+ - -+ byn?. En fin, el radio de convergencia de
estas series de potencia, pueden ser calculados usando las ideas de la proposicién 9.5.3.
Ejercicios.
1. Calcule el dominio de convergencia de las siguientes series de potencia:
-1 n—1
Zn ( 1)1 xn’
ano %l"n,
(=)' on—1
Zn (2n—1)! =" ’
(=n" 2
ano (2n)! "

2. Pruebe que ) -qa,2" y sus series derivada e integral tienen, las tres, el mismo radio de conver-

a

b

o

)
)
)
d)

gencia. Ayuda. Note que la serie derivada de ), - %z”“ es ) .50 na" y que la serie integral

de Y, napz"tes 3, oo ana™.
3. Pruebe que si p > 0 entonces, la restriccién de f a (—p, p) es de clase C*> y

fM (@)= "(n+1)-(n+ N)ansya"

n>0

4. Pruebe que

In(l+z)=> (15_1 a”,

si —1 <z < 1. Ayuda. La serie geométrica ) ™ converge a 1/(1 — z) si |z| < 1, y cambiando
x por —z, tenemos que y_ (—1)"z™ converge a 1/(1+ z) en (—1,1). Utilice ahora el corolario

9.5.6 y la proposicion 8.4.6.

Nota. Ya que, por el Criterio de las Series Alternadas, Zn(—l)T“1 /m converge, se sigue de un
teorema de Abel [?] que, la igualdad del ejercicio 4, vale para x = 1. Es decir, Y, (—1)""1/n =

In(2). Como es usual, In denota la funcién logaritmo neperiano.

9.6. Las Funciones Trigonométricas

En esta seccién construimos las funciones seno y coseno.
Teorema 9.6.1. Existe una unica funcion f : R — R, dos veces diferenciable, tal que,
f"+f=0, f0)=0, f(0)=1. (6.1)
Ademds, g := f' : R — R es la 1inica funcidn, dos veces diferenciable, que satisface
9"+9=0, g(0)=1, ¢'(0)=0. (6.2)

Las funciones f, g se conocen como las funciones seno y coseno y se denotan por sin and cos respec-

tivamente.
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Demostracién. Unicidad. Supongamos que f, F' : R — R son funciones dos veces diferenciables
que verifican (6.1) y definamos h = F — f. Entonces, h” +h =0, h(0) = 1'(0) =0, y por el ejercicio
6 de la seccién 7.5, h = 0. Luego, F' = f. De manera semejante, se prueba la unicidad de g.

Ezistencia. Del ejercicio 1 de la seccién anterior, se tiene que R es el dominio de convergencia de

. —1)" , ., .
la serie ano %Q:Q”H. De aqui, tenemos una funcién f : R — R definida por,

fl) = Z ( (=" 22+l

|
= 2n +1)!

Es mas, por la proposicién 9.5.8, f es diferenciable en R y

/ -1)" n
HOEDY ((271;! z*.

n>0

Por la proposicién 9.5.8, una vez mas, tenemos que f es dos veces diferenciable y que

" _ (71)71 2n—1 __ (71)n+1 2n+1 _
/ (””)_2(271—1)!“" _Z(2n+1)!m = /@)
n n>0
Luego, f satisface las condiciones en (6.1).
Pongamos g = f’. De (6.1) tenemos, f”" + f =0, f'(0)=1,yasi,¢"+9g=0, ¢(0)=1. En
fin, ¢'(0) = f"(0) = —£(0) = 0. .

Obtendremos ahora algunas propiedades de las funciones seno y coseno, utilizando tnicamente las
propiedades enunciadas en (6.1) y (6.2). En lo que sigue, f y g denotan las funciones dadas por el

teorema 9.6.1.
Proposicién 9.6.2. f(z)? + g(z)? =1 para todo x € R. En particular, f,g son acotadas.

Demostracién. Definamos h : R — R por, h(z) = f(x)? + g(x)?. Entonces, h es diferenciable
y como ¢ = f”, obtenemos h'(z) = 2f(x)f'(z) + 2g9(x)g' (z) = 2f'(x)[f(z) + f"(x)] = 0, para cada
x € R. De aqui, h es constante y la prueba se sigue del hecho que, h(0) = g(0)? = 1. [

Proposicién 9.6.3. Existe to > 0 tal que f(to) = 0.

Demostracion. Ya que f es dos veces diferenciable, tenemos que f’ es continua, y como f'(0) =
1> 0, existe r > 0 tal que f/ > 0 en (0,7). De aqui y el Teorema del Valor Medio, f > 0 en (0, r).

Asumamos ahora que la proposicién es falsa. Del Teorema de Bolzano, f > 0 en (0,00) y asi f” <0
en ese intervalo. Es decir, g = f’ es estrictamente decreciente en (0, o), y por la proposicién precedente,
g(x) tiene limite, digamos [, cuando & — +o0. Por otro lado, como f es acotada, se sigue del ejercicio
11 de la seccién 7.3, que b = 0. Pero g(0) = 1 > 0 y g es estrictamente en (0,00), lo cual implica
que f' =g > 0en (0,00). En particular, f”(x) = —f(z) < —f(1) <0, si z > 1, y en consecuencia,

g(x) — —o0, cuando z — —oo. Esta contradiccién termina la prueba. |
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Proposicién 9.6.4. Existe T > 0 tal que f(T) =0y f >0 en (0,T). Ademds, f(x+T)=—f(z) y
g(x +T) = —g(x), para cada x € R. En particular, f(z +2T) = f(z) y g(x + 2T) = g(z) para todo
z € R.

Demostracién. La proposicién anterior permite definir 7' = inf{ty > 0 : f(to) = 0}. Ya que
f(0)=1>0, se tiene T > 0, y como f es continua, f(7T) = 0. De la definicién de T resulta que f > 0
en (0,7), porque f’ es continua y f/(0) > 0. En particular, ¢’ = f” = —f < 0 en (0,T) y de aqui,
g(T) < g(0) = 1. Pero de la proposicién 9.6.2, g(T') = £1, de donde, ¢g(T") = —1.

Definamos h(z) = f(z +T) + f(z). Es facil ver que h es dos veces diferenciable y que h” 4+ h = 0.
Por otra parte, h(0) = f(0) + f(T) = 0y h'(0) = f'(0) + f'(T) = ¢g(0) + g(T) = 0, lo que junto al
ejercicio 6 de la seccién 7.5, dice que h = 0. Asi, f(x +T) = —f(x). El resto de la prueba es dejada
al lector. [

Nota. El nimero T dado por la proposicién 9.6.4 se denota por .

Proposicién 9.6.5. f(z +y) = f(z)g(y) + f(¥)9(x) y 9(z +y) = 9(x)g(y) — f(x)[(y), cualesquiera
sean z,y € R.

Demostraciéon. Fijemos y € R y definamos hy,hy : R — R por: hi(x) = f(x +y), he(x) =
g(y) f(x)+ f(y)g(zx). El lector verificard sin dificultad que, hq(0) = h2(0), h}(0) = h5(0) y h) +h; =
0; ¢ =1,2. Aplicando ahora el ejercicio 6 de la seccién 7.5, a la funcién h = hy — hy, concluimos que

h1 = ho, lo cual prueba la primera afirmacion. El resto es similar y dejado al lector. |

9.7. La integral de Riemann-Stieljes

El objetivo de esta seccién es hacer una brevisima introduccién a la integral de Riemann-Stieljes.
En lo que sigue, « : [a,b] — R denota una funcién definida en un intervalo compacto [a, b]. Dado un
intervalo I = [c,d] C [a, b], definimos [, () = a(d) — a(c). Dada una particién P, de [a, b], definimos la
variacién de a respecto a P, por V(a, P) =} ;.p |lo(I)]. Si el conjunto {V(c, P) : P € P([a,b])}
es acotado, diremos que « es de variacion acotada, y el supremo de ese conjunto serda denotado por

V() y se le conoce como la variacién total de a.

1. Pruebe que si «, 5 : [a,b] — R son funciones de variacién acotada, entonces a + 3 y ca también

lo son, para cualquier ¢ € R.

2. Pruebe que toda funcién monétona « : [a,b] — R es de variacién acotada y que V(a) =
|a(a) — a(b)].
Sea ¢ : [a,b] — R una funcién en escalera respecto a una particién P de [a,b]. Definimos la

integral de Riemann-Stieljes de ¢ respecto a a mediante,

b
/ ¢do =" crlo(I),
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donde ¢y es el valor de ¢ en int(I).

En lo que sigue, a, 3 : [a,b] — R denotan funciones de variacién acotada y ¢, : [a,b] — R

denotan funciones en escalera.

Muestre que la definicién de integral, dada anteriormente, es correcta. Es decir, no depende de

la particion P. Muestre también que valen las siguientes propiedades:

J2¢+w)da = [} gda+ [ do.
J2(e)da = c [P pda, si c € R.

[€¢da+ ["gda = [* ¢da, sic € (a,b).
J2 ¢d(a+ B) = [ pda+ [P ¢dp.

)
)
¢) | [P éda| < MV (a), si |6(x)| < M; para todo z € [a, b]
)
)
) [P od(ca) = ¢ [P ¢da, si ¢ € R.

Sea { ¢y} una sucesién de funciones en escalera definidas en [a, b], la cual converge uniformemente
a una funcién f : [a,b] — R. Pruebe que {f; onda} es convergente. Ayuda. Pruebe que esa

sucesién es de Cauchy.

Sean {¢n}, {tn} sucesiones de funciones en escalera, definidas en [a,b], las cuales convergen
uniformemente a la misma funcién f : [a, b] — R. Pruebe que { fab dndaty { fab Ypda} convergen

al mismo limite.

Sean {¢,} y f como en el problema 4. Definimos la integral de Riemann-Stieljes de f

respecto a « mediante,

fda = lim anda

n—oo
Del problema 5 se tiene que esta deﬁmmon es correcta. Es decir, no depende de la sucesién de

funciones en escalera que aproxima a f.
Pruebe que esta definicién de integral goza de las propiedades enunciadas en el problema 3.

Use el ejercicio 8 de la seccion 9.1 para mostrar que la integral f;) fda esté definida, para cualquier

funcién continua f : [a,b] — R y cualquier funcién « : [a,b] — R de variacién acotada.



