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NOTAS SOBRE TEORÍA DE GRUPOS

1. Generalidades

Un grupo G es un conjunto de elementos sobre los cuales hay definida una ley

de composición, · : G×G → G, que es asociativa, con neutro e inverso, es decir,

a) f · (g · h) = (f · g) · h, ∀ f, g, h ∈ G,

b) ∃ e ∈ G, llamado elemento neutro o identidad, que satisface e · g =

g · e = g, ∀ g ∈ G,

c) ∀ g ∈ G,∃ g−1 ∈ G, llamado su inversa, que satisface g · g−1 = g−1 · g = e.

Evidentemente, si f ·g = h·g entonces f = h. En efecto, (f ·g)·g−1 = f ·(g·g−1) =

(h · g) · g−1 = h · (g · g−1) ⇒ f = g.

Similarmente, se puede demostrar que el neutro y el inverso de cualquier ele-

mento son únicos. Por ejemplo, si g · f = e ⇒ g−1 · (g · f) = (g−1 · g) · f =

e · f = g−1 · e ⇒ f = g−1. En consecuencia, (f · g)−1 = g−1 · f−1, puesto que

(f · g) · (g−1 · f−1) = f · (g · g−1) · f−1 = f · f−1 = e.

En general, la ley de composición no es conmutativa: f · g 6= g · f . Un grupo G

para el cual f · g = g · f, ∀ f, g ∈ G se dice Abeliano.

Ejemplos:

el grupo aditivo de los enteros respecto de la operación de suma usual, Z;

el conjunto de los racionales no nulos, Q\{0}, respecto de la operación

usual de multiplicación;

el conjunto {1,−1} respecto de la operación de multiplicación de reales;

el conjunto de las rotaciones de un cuerpo.

El orden de un grupo es el número de elementos que contiene. El orden puede

finito o infinito.

2. Grupo de permutaciones

Consideremos una permutación de cinco elementos,

(2.1) {a1, a2, a3, a4, a5} → {a2, a3, a1, a5, a4} .

Independientemente de la naturaleza de esos elementos, esta operación puede ser

representada por el siguiente cuadro de números que indica, sobre cada columna,
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la posición inicial y final de un elemento,

(2.2) σ =

(
1 2 3 4 5

3 1 2 5 4

)
≡

(
2 3 1 5 4

1 2 3 4 5

)

(o bien, con idéntico significado, por cualquier otro cuadro que difiera de los ante-

riores en una permutación de sus columnas).

La operación de composición de σ con otra permutación

(2.3) σ′ =

(
1 2 3 4 5

5 3 1 2 4

)

se define por

(2.4) σ′ · σ =

(
1 2 3 4 5

5 3 1 2 4

)
·
(

2 3 1 5 4

1 2 3 4 5

)
:=

(
2 3 1 5 4

5 3 1 2 4

)
.

Esta operación satisface los axiomas de grupo. En efecto, puede constatarse que

esa operación es asociativa, que el elemento neutro está dado por

(2.5) e =

(
1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

)

y que, por ejemplo, la inversa de σ en (2.2) está dada por el mismo cuadro de

números con sus filas intercambiadas,

(2.6) σ−1 =

(
3 1 2 5 4

1 2 3 4 5

)
.

Este grupo es no Abeliano, como surge de verificar que σ · σ′ 6= σ′ · σ.

Generalizando esas definiciones, resulta que el conjunto de las permutaciones

de p elementos se estructura como un grupo (no Abeliano), denotado por Sp.

Consideremos la permutación τ ∈ S9

(2.7) τ =

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

4 3 9 6 1 7 5 8 2

)
.

Ella puede ser descompuesta en las permutaciones ćıclicas independientes

(2.8) τ ≡





1 → 4 → 6 → 7 → 5 → 1,

2 → 3 → 9 → 2,

8 → 8.

Nótese que cada ciclo involucra a un cierto número de elementos que no aparece

en los demás ciclos.
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La permutación τ puede ser caracterizada mediante su descomposición en

ciclos, y denotada por

(2.9) τ = (1 4 6 7 5) (2 3 9) (8) ≡ (2 3 9) (1 4 6 7 5),

dado que los ciclos independientes conmutan entre śı, como puede verificarse fácil-

mente.

Los ciclos de un elemento pueden ser descartados del cuadro, ya que no tienen

ningún efecto en la permutación. Tampoco importa por cual elemento comienza a

describirse cada ciclo, ya que con el mismo significado tenemos

(2.10) τ = (6 7 5 1 4) (9 2 3).

Un ciclo de dos elementos se llama transposición simple. Todo ciclo puede

ser descompuesto en un producto de transposiciones simples. Por ejemplo,

(2.11) (1 4 6 7 5) = (1 5) (1 7) (1 6) (1 4).

Una permutación se dice par o impar de acuerdo a que sea posible descomponerla

en un número par o impar de transposiciones simples.

También es posible representar una permutación de p elementos mediante una

matriz cuyos elementos son todos 0 excepto p de ellos iguales a 1, dispuestos de

modo tal que sólo aparezca un 1 por fila y por columna. Por ejemplo, para σ ∈ S5

en (2.2) tenemos

(2.12)




a2

a3

a1

a5

a4




=




0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

1 0 0 0 0

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0







a1

a2

a3

a4

a5




= M(σ)




a1

a2

a3

a4

a5




,

donde hemos introducido un producto de elementos ak por 1 o 0 cuyo significado

es, respectivamente, seleccionar o no a dicho elemento.

En esta representación del grupo S5, la operación de composición se reduce

simplemente al producto usual de matrices, M(σ′ σ) = M(σ′) M(σ).

Nótese que la traza de M(σ), tr M(σ), es el número de elementos que deja

invariantes la permutación σ, mientras que su determinante, det M(σ), es igual a

+1 para permutaciones pares y a -1 para las impares. Por ejemplo, para σ en (2.2)
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y M(σ) en (2.12),

(2.13)

σ = (1 3 2) (4 5) = (4 5) (1 2) (1 3),

tr M(σ) = 0, det M(σ) = −1.

Ejemplo: La tabla de la operación de composición en el grupo S3 = {e, a =

(1 2 3), b = (1 3 2), α = (2 3), β = (3 1), γ = (1 2)} está dada por el cuadro

(2.14)

· e a b α β γ

e e a b α β γ

a a b e β γ α

b b e a γ α β

α α γ β e b a

β β α γ a e b

γ γ β α b a e

Si nos restringimos a las entradas correspondientes al neutro e y a una transpo-

sición simple, digamos γ, tenemos la tabla de S2,

(2.15)

· e γ

e e γ

γ γ e

que coincide formalmente con la tabla del grupo aditivo de los enteros módulo

2, Z2,

(2.16)

(+)mod2 0 1

0 0 1

1 1 0

con la identificación e ↔ 0, γ ↔ 1.

Similarmente, las entradas de la tabla de S3 correspondientes a la composición

de las permutaciones ćıclicas de tres elementos,

(2.17)

· e a b

e e a b

a a b e

b b e a
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no involucran a las transposiciones simples, y coinciden formalmente con la tabla

del grupo aditivo de los enteros módulo 3, Z3,

(2.18)

(+)mod 3 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

con la identificación entre elementos e ↔ 0, a ↔ 1, b ↔ 2.

Dos grupos entre cuyos elementos existe una correspondencia biuńıvoca de modo

que sus tablas de composición resulten idénticas, se dicen isomorfos.

Un subconjunto H ⊂ G que contiene a la identidad y a la inversa de cada uno

de sus elementos, y que es cerrado respecto de la operación de composición en G,

constituye un subgrupo de G.

Todo grupo G tiene dos subgrupos impropios: G y {e}. Todo otro subgrupo

se dice propio.

La intersección de subgrupos también constituye un subgrupo, como puede ve-

rificarse fácilmente.

Ejemplos:

a) Los enteros Z forman un subgrupo del grupo aditivo de los reales R.

b) Las rotaciones sobre un plano forman un subgrupo del grupo de rotaciones

en el espacio.

c) Las rotaciones alrededor de un eje en ángulos 0, π/2, π, 3π/2 forman un

subgrupo del grupo de rotaciones en el plano.

3. Homomorfismo - Representaciones

Un homomorfismo es una aplicación entre grupos, φ : G → H, que satisface

(3.1) φ(g · g′) = φ(g) · φ(g′) ∈ H, ∀ g, g′ ∈ G.

Dos grupos G y H se dicen isomorfos, lo que se denota por G ≈ H, si entre sus

elementos existe una aplicación biuńıvoca (uno a uno y sobreyectiva) que preserva

las operaciones de composición como en (3.1). En ese caso la aplicación φ : G ↔ H

constituye un isomorfismo.

Independientemente de la naturaleza de cada grupo, una vez identificados sus

elementos mediante el isomorfismo φ, grupos isomorfos presentan la misma tabla

de composición.
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El isomorfismo establece una relación de equivalencia entre grupos. En efecto, es

evidente que G ≈ G; que si G ≈ H ⇒ H ≈ G; y que si G ≈ F y F ≈ H ⇒ G ≈ H.

Esto permite definir clases de equivalencia, donde dos grupos están en la

misma clase si son isomorfos entre śı. Todos los grupos dentro de una clase pre-

sentan la misma tabla de composición, la que entonces caracteriza a la clase de

equivalencia o grupo abstracto.

Los diversos grupos pertenecientes a una misma clase constituyen distintas rea-

lizaciones de ese grupo abstracto (cuyos elementos no están especificados). Cada

clase de equivalencia puede ser identificada por uno cualquiera de los grupos que

contiene.

Ejemplos: Existe un único grupo abstracto de orden 2, denominado Z2 y carac-

terizado por la tabla en (2.16). Distintas realizaciones de ese grupo son Z2, S2, el

grupo {+1,−1} respecto del producto de reales, o el grupo

(3.2)

{(
1 0

0 1

)
,

(
0 1

1 0

)}

respecto del producto usual de matrices.

Similarmente, existe un único grupo abstracto de orden 3, denominado Z3 y

caracterizado por la tabla en (2.18). Distintas realizaciones de este grupo son el

propio Z3 o el subgrupo de S3 correspondiente a las permutaciones ćıclicas de tres

elementos, {e, a, b}, cuya tabla está dada en (2.17).

Para órdenes mayores de 3 es posible construir varias tablas que satisfacen los

axiomas de grupo.

Un homomorfismo de un grupo G sobre un grupo de operadores lineales H

(definidos sobre cierto espacio lineal E) constituye una representación lineal de

G. Cuando esta aplicación es un isomorfismo, la representación se dice fiel.

Si el espacio de la representación E es de dimensión finita, H es un grupo

de matrices (cuando los operadores son referidos a cierta base de E). En ese caso

se tiene una representación matricial de G, donde la operación de composición

en el grupo H se reduce al producto usual de matrices.

Ejemplo: La asignación de una matriz M(σ) a cada permutación σ, como en

(2.12), constituye una representación matricial fiel del grupo Sp, llamada repre-

sentación regular,

(3.3) φ : Sp ↔ {M(σ) | σ ∈ Sp} .
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Por ejemplo, para el grupo S3 tenemos

(3.4)

M(e) =




1 0 0

0 1 0

0 0 1


 , M(a) =




0 1 0

0 0 1

1 0 0


 , M(b) =




0 0 1

1 0 0

0 1 0


 ,

M(α) =




1 0 0

0 0 1

0 1 0


 , M(β) =




0 0 1

0 1 0

1 0 0


 , M(γ) =




0 1 0

1 0 0

0 0 1


 .

Todo grupo tiene una representación trivial, en la cual todo elemento es

representado por el operador identidad. La mı́nima dimensión posible para el es-

pacio de esta representación es dimE = 1, en cuyo caso tenemos φ : G → {1}.
Esta representación no es fiel (excepto para el grupo trivial Z1 = {e}).

Para los grupos de permutaciones Sp existe una segunda representación unidi-

mensional, llamada representación alternada, en la que cada permutación σ es

representada por (la matriz de 1×1) +1 ó −1, de acuerdo a que σ sea par ó impar

respectivamente.

Esta representación tampoco es fiel, excepto para S2. Por ejemplo, para S3

tenemos φ(e) = φ(a) = φ(b) = +1 y φ(α) = φ(β) = φ(γ) = −1.

Ejemplo: Las rotaciones en un plano forman un grupo (subgrupo del grupo de las

rotaciones en el espacio R3). Ellas pueden ser representadas como matrices de 2×2

que actúan sobre vectores reales del mismo plano R2 (espacio de la representación).

La rotación en un ángulo ϕ ∈ [0, 2π) alrededor del origen, R(ϕ), corresponde a la

acción de la matriz

(3.5) φ(R(ϕ)) = D(ϕ) =

(
cos(ϕ) − sin(ϕ)

sin(ϕ) cos(ϕ)

)
.

Se trata de una representación fiel, puesto que la relación entre R(ϕ) y D(ϕ) es

biuńıvoca, satisfaciendo que

(3.6) φ (R(ϕ1) ·R(ϕ2)) = φ (R ([ϕ1 + ϕ2]mod 2π)) = φ (R(ϕ1)) · φ (R(ϕ2)) ,

como se comprueba fácilmente del cálculo del producto de matrices

(3.7) D(ϕ1) D(ϕ2) = D ([ϕ1 + ϕ2]mod2π) .
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Por otra parte, todas las matrices D(ϕ) en (3.5) pueden ser simultáneamente

diagonalizadas, para llevarlas a la forma

(3.8) D(ϕ) →
(

eiϕ 0

0 e−iϕ

)
.

Evidentemente, el conjunto de los bloques diagonales (de 1 × 1) constituye una

representación unidimensional fiel del grupo de rotaciones en el plano,

(3.9) R(ϕ) ↔ D±(ϕ) := e±iϕ,

que actúa sobre un espacio de representación complejo unidimensional, y en la

cual la operación del grupo se reduce al producto usual de complejos.

Pueden construirse otras representaciones unidimensionales no fieles de este gru-

po mediante la asignación R(ϕ) → Dm(ϕ) = eimϕ, con m ∈ Z y m 6= ±1. En efecto,

Dm(2π
m

) = eim 2π
m = 1 = Dm(0), con 2π

m
6= 0 mod 2π.

4. Subgrupos

Recordemos que un subconjunto H ⊂ G es un subgrupo de G si

el elemento identidad e ∈ H,

si h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H,

∀h1, h2 ∈ H, se tiene que h1 · h2 ∈ H.

Con esas propiedades, H se estructura como un grupo respecto de la misma ley

de composición del grupo G. En efecto, H es cerrado respecto de una ley de

composición asociativa, con neutro e inverso.

Teorema 4.1. El subconjunto H ⊂ G es un subgrupo del grupo G si y sólo si

∀ a, b ∈ H resulta que a · b−1 ∈ H.

Demostración: Por una parte, resulta evidente que si H es un subgrupo de G,

entonces a · b−1 ∈ H, ∀ a, b ∈ H.

Supongamos ahora que ∀ a, b ∈ H resulta que a · b−1 ∈ H. Entonces,

Como H no es vaćıo, si a ∈ H ⇒ a · a−1 = e ∈ H.

Además, si e, a ∈ H ⇒ e · a−1 = a−1 ∈ H.

Finalmente, si a, b ∈ H ⇒ a, b−1 ∈ H ⇒ a · (b−1)−1 = a · b ∈ H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de G. ¤

El núcleo (o kernel) de un homomorfismo φ : G → H, denotado por φ−1(eH),

es el conjunto de los elementos de G que tienen por imagen al elemento neutro en
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H,

(4.1) φ(g) = eH , ∀ g ∈ φ−1(eH) .

El núcleo de un homomorfismo φ : G → H es un subgrupo de G. En efecto,

si a, b ∈ φ−1(eH) ⇒ φ(a) = eH y φ(b−1) = φ(b)−1 = e−1
H = eH ⇒ φ(a · b−1) =

φ(a) · φ(b−1) = eH · eH = eH . Por lo tanto, a · b−1 ∈ φ−1(eH) que, en consecuencia,

es un subgrupo.

Sea H un subgrupo propio del grupo G, y sea a1 6∈ H. Consideremos el subcon-

junto de G formado por los elementos de la forma a1 ·h, con h ∈ H, que denotamos

por a1·H. Si ∃ a2 6∈ H∪a1·H, formamos el subconjunto a2·H = {a2·h, con h ∈ H},
y aśı siguiendo hasta agotar los elementos del grupo.

El subgrupo H puede denotarse como e ·H.

Los subconjuntos de G aśı construidos, llamados cosets izquierdos1 del sub-

grupo H, son disjuntos. En efecto, si dos de ellos tuvieran un elemento en común,

ai ·h1 = ak ·h2, con h1, h2 ∈ H. Entonces, ak = (ai ·h1) ·h−1
2 = ai ·(h1 ·h−1

2 ) = ai ·h3,

donde h3 = h1 ·h−1
2 ∈ H ⇒ ak ∈ ai ·H, lo que (por construcción) no puede ocurrir

si ak 6= ai. Por lo tanto, ai ·H ∩ ak ·H = ∅ para k 6= i.

Por otra parte, los cosets a ·H son independientes del elemento a = a · e ∈ a ·H
que se emplea en su construcción. En efecto, supongamos que b ∈ a ·H ⇒ b = a ·h,

para algún h ∈ H. Pero entonces, a = b ·h−1 ∈ b ·H. Sea ahora c = a ·h1 ∈ a ·H ⇒
c = b · h−1 · h1 ∈ b · H. En esas condiciones, a · H ⊂ b · H. Se prueba de manera

similar que b ·H ⊂ a ·H. En consecuencia, a ·H = b ·H.

En esas condiciones, el conjunto G puede expresarse como la unión de los con-

juntos disjuntos correspondientes a los cosets izquierdos de H,

(4.2) G =
⋃

k

ak ·H .

En particular, si G es de orden finito, #G = n, también lo es H ⊂ G, y los

cosets tienen todos el mismo número de elementos que H, #H = m. Como los

cosets son disjuntos, los hay en un número finito k tal que n = mk. Con esto

queda establecido el siguiente teorema.

Teorema 4.2. (de Lagrange) El orden de un subgrupo H de un grupo de orden

finito G es un divisor del orden de G,

(4.3)
#G

#H
= k ∈ N .

1De manera similar se definen los cosets derechos de H.
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Una consecuencia inmediata de este teorema es que un grupo de orden primo

sólo tiene subgrupos impropios.

Sea G un grupo de orden finito, y sea a ∈ G uno de sus elementos. Consideremos

el conjunto de elementos de G de la forma e, a, a2 = a · a, . . . , ak+1 = a · ak, . . . .

Como #G < ∞, los elementos ak no pueden ser todos distintos. Supongamos que

ap = aq, con p > q; entonces ap−q = e. Sea n el menor número natural para el cual

an = e. En ese caso, el elemento a se dice de orden n.

En esa condiciones, el conjunto {e, a, a2, . . . , an−1} forma un grupo llamado gru-

po ćıclico de orden n, que es isomorfo a Zn. En efecto, ak · al = ak+l|mod n .

Teorema 4.3. (de Cayley) Todo grupo de orden finito n es isomorfo a un sub-

grupo regular de Sn.

Demostración: Consideremos la tabla de la ley de composición en un grupo G

de orden finito n,

(4.4)

· a1 a2 . . . ak . . . an

a1 a1 a2 . . . ak . . . an

a2 a2 · a1 a2 · a2 . . . a2 · ak . . . a2 · an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

al al · a1 al · a2 . . . al · ak . . . al · an

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an an · a1 an · a2 . . . an · ak . . . an · an

donde a1 = e.

Primero señalemos que los elementos no se repiten en la filas ni en las columnas

de esa tabla. En efecto, si, por ejemplo, un elemento se repitiera en la i-ésima fila,

ai · ak = ai · al ⇒ ak = al, lo que no puede ser dado que los elementos de G tienen

una única entrada en la tabla para la multiplicación a derecha.

En consecuencia, la l-ésima fila (que corresponde a la multiplicación a izquierda

por al, y en la que aparecen los n elementos del grupo) se obtiene de la prime-

ra mediante una permutación regular (es decir, una permutación que no deja
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invariante ningún elemento):

(4.5)

φ(al) = πl =

(
1 2 . . . k . . . n

πl(1) πl(2) . . . πl(k) . . . πl(n)

)
=

(
π−1

l (1) π−1
l (2) . . . π−1

l (k) . . . π−1
l (n)

πl(π
−1
l (1)) πl(π

−1
l (2)) . . . πl(π

−1
l (k)) . . . πl(π

−1
l (n))

)
=

=

(
π−1

l (1) π−1
l (2) . . . π−1

l (k) . . . π−1
l (n)

1 2 . . . k . . . n

)
,

donde πl : {1, 2, . . . , n} ↔ {1, 2, . . . , n} es una aplicación biuńıvoca que no tiene

puntos fijos.

Esta correspondencia es uno a uno, puesto que si φ(al) = πl = πk = φ(ak),

entonces las filas l-ésima y k-ésima son idénticas ⇒ al = ak.

Dada la asociatividad del producto, la fila correspondiente al elemento ak · al se

obtiene de multiplicar a izquierda por ak los elementos en la fila al · a1, . . . , al · an.

Para poder describir esta operación en términos de la permutación πk, esa l-ésima

fila debe ser llevada primero al orden correspondiente a la primera fila, a1, . . . , an:

(4.6)

φ(ak · al) =

(
π−1

l (1) π−1
l (2) . . . π−1

l (n)

πk(1) πk(2) . . . πk(n)

)
=

=

(
1 2 . . . n

πk(πl(1)) πk(πl(2)) . . . πk(πl(n))

)
=

=

(
1 2 . . . n

πk(1) πk(2) . . . πk(n)

)(
π−1

l (1) π−1
l (2) . . . π−1

l (n)

1 2 . . . n

)
=

=

(
1 2 . . . n

πk(1) πk(2) . . . πk(n)

)(
1 2 . . . n

πl(1) πl(2) . . . πl(n)

)
=

= φ(ak) · φ(al) .

Por lo tanto, φ : G ↔ {π1, . . . , πn} es un isomorfismo. El rango de este isomor-

fismo es un subgrupo regular de Sn (cuyos elemento son permutaciones que no

dejan posiciones invariantes, a excepción del elemento identidad π1). ¤
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Siendo Sn un grupo de orden finito, resulta que el número de subgrupos que

contiene es necesariamente finito. Esto implica que hay sólo un número finito de

grupos de orden n ∈ N que no son isomorfos entre śı.

5. Clases de elementos conjugados

Dos elementos a, b ∈ G se dicen conjugados si existe un tercer elemento g ∈ G

tal que a = g · b · g−1.

Esta definición establece una relación de equivalencia. En efecto,

a) todo elemento es conjugado de śı mismo: a = e · a · e−1;

b) si a es conjugado de b, entonces b es conjugado de a: a = g · b · g−1 ⇒ b =

g−1 · a · (g−1)−1;

c) si a es conjugado de b, y b lo es de c, entonces el primero es conjugado del

último: a = g · b · g−1, b = h · c · h−1 ⇒ a = (g · h) · c · (g · h)−1.

Mediante esta relación pueden organizarse los elementos del grupo G en clases

de equivalencia, llamadas clases de elementos conjugados.

Algunas consecuencias:

El elemento neutro forma una clase por śı solo: si a = g · e · g−1 ⇒ a = e.

Si G es un grupo Abeliano, cada elemento forma una clase por śı mismo:

a = g · b · g−1 = b · g · g−1 = b.

Todos los elementos de una clase son del mismo orden: Supongamos que b

es de orden n y que a = g · b · g−1; entonces an = g · bn · g−1 = g · e · g−1 = e.

Ejemplo: Para determinar las clases de elementos conjugados del grupo Sn, con-

sideremos dos permutaciones

(5.1) σ =

(
1 1 . . . n

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)
, τ =

(
1 1 . . . n

τ(1) τ(2) . . . τ(n)

)
.

La inversa de τ está dada por

(5.2) τ−1 =

(
τ(1) τ(2) . . . τ(n)

1 1 . . . n

)
,



16 H. Falomir

de modo que

(5.3)

τ · σ · τ−1 =

(
1 1 . . . n

τ(1) τ(2) . . . τ(n)

)
·
(

τ(1) τ(2) . . . τ(n)

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

=

(
σ(1) σ(2) . . . σ(n)

τ(σ(1)) τ(σ(2)) . . . τ(σ(n))

)
·
(

τ(1) τ(2) . . . τ(n)

σ(1) σ(2) . . . σ(n)

)

=

(
τ(1) τ(2) . . . τ(n)

τ(σ(1)) τ(σ(2)) . . . τ(σ(n))

)
.

Este resultado corresponde a realizar la misma permutación de elementos que σ,

pero a partir de un ordenamiento distinto, dado por τ(1) τ(2) . . . τ(n). Esto puede

verse fácilmente si se considera, por ejemplo, una transposición simple, σ = (1 2);

en ese caso,

(5.4) τ · σ · τ−1 =

(
τ(1) τ(2) τ(3) . . . τ(n)

τ(2) τ(1) τ(3) . . . τ(n)

)
= (τ(1) τ(2)) .

En el caso general, se puede comprobar que σ y τ · σ · τ−1 se descomponen en

ciclos de la misma longitud, si bien los elementos involucrados por ellos en uno y

otro caso son, en general, diferentes.

Rećıprocamente, se puede mostrar que dos permutaciones que presentan la mis-

ma estructura en ciclos son conjugadas una de la otra.

De ese modo, la descomposición en ciclos permite caracterizar las clases de

elementos conjugados en el grupo Sn. Por ejemplo,

(5.5) S2 :

{
e = (1) (2)

γ = (1 2)

}
⇒ 2 clases,

(5.6) S3 :





e = (1) (2) (3)

a = (1 2 3), b = (1 3 2)

α = (2 3), β = (3 1), γ = (1 2)




⇒ 3 clases,

(5.7) S4 :





e

(1 2), (1 3), . . .

(1 2) (3 4), (1 3) (2 4), . . .

(1 2 3), (1 2 4), . . .

(1 2 3 4), (1 3 2 4), . . .





⇒ 5 clases

(donde hemos omitido los ciclos de longitud uno).
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También se ve que el número de clases de Sn es igual al número de particiones

de n. Por ejemplo, para S4

(5.8)

4 = 1 + 1 + 1 + 1,

4 = 2 + 1 + 1,

4 = 2 + 2,

4 = 3 + 1,

4 = 4.

Esto permite representar gráficamente las clases mediante diagramas de Young,

en los que cada ciclo es representado por un número de cuadros contiguos, dispues-

tos horizontalmente, igual a su longitud.

(5.9)

{e} →

¤
¤
¤
¤

, {(1 2) (3) (4), . . . } →
¤¤
¤
¤

,

{(1 2) (3 4), . . . } → ¤¤
¤¤

, {(1 2 3)(4), . . . } → ¤¤¤
¤

,

{(1 2 3 4), . . . } → ¤¤¤¤ .

También podemos calcular el número de permutaciones en cada clase conside-

rando las posibles disposiciones de los cuatro elementos en los cuadros del corres-

pondiente diagrama, teniendo en cuenta que disposiciones que difieren en una per-

mutación ćıclica de los elementos de un ciclo, o en el intercambio de los elementos

de dos ciclos de la misma longitud, corresponden a la misma permutación:

(5.10)

#




¤
¤
¤
¤




=
4!

4!
= 1, #




¤¤
¤
¤


 =

4!

2× 2!
= 6,

#

(
¤¤
¤¤

)
4!

22 × 2!
= 3, #

(
¤¤¤
¤

)
=

4!

3
= 8,

#
(

¤¤¤¤
)

=
4!

4
= 6,

cuya suma corresponde al orden del grupo, #G = 4!.
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La generalización al caso de Sn es inmediata: si en un diagrama se tienen r1

ciclos de longitud 1, r2 ciclos de longitud 2, etc, el orden de la clase es

(5.11) #(. . . ) =
n!

1r1 × 2r2 × · · · × r1!× r2! . . .
.

6. Subgrupos invariantes

Se llama subgrupo conjugado de un subgrupo H ⊂ G a aquel subgrupo de

G cuyos elementos se obtienen de los de H por conjugación con un elemento fijo

g ∈ G,

(6.1) H ′ = g ·H · g−1 = {h′ ∈ G | h′ = g · h · g−1, con h ∈ H}.
Este conjunto constituye efectivamente un subgrupo: sean h′1, h

′
2 ∈ H ′, entonces

h′1,2 = g ·h1,2 ·g−1 ⇒ h′1 ·(h′2)−1 = g ·h1 ·(h2)
−1 ·g−1 ∈ H ′, dado que h1 ·(h2)

−1 ∈ H.

Un subgrupo se dice invariante si contiene a todos sus subgrupos conjugados,

g ·H · g−1 ⊂ H, ∀ g ∈ G.

Si H es invariante, entonces contiene a sus elementos en clases completas: h ∈
H ⇒ g · h · g−1 ∈ H, ∀ g ∈ G.

Ejemplos:

Los subgrupos impropios {e} y G, aśı como la intersección de subgrupos

invariantes, son invariantes.

Todo subgrupo de un grupo Abeliano es invariante.

El núcleo φ−1(eH) de un homomorfismo φ : G → H es un subgrupo inva-

riante. En efecto, supongamos que a ∈ φ−1(eH) ⇒ φ(a) = eH . Entonces,

∀ g ∈ G tenemos que φ(g ·a ·g−1) = φ(g) ·φ(a) ·φ(g−1) = φ(g) ·eH ·φ(g)−1 =

eH . En consecuencia, el subgrupo φ−1(eH) (ver Sec. 4) contiene a sus ele-

mentos en clases completas.

El conjunto de las matrices regulares (con inversa) de n × n forman el

grupo lineal GL(n) (respecto del producto usual de matrices). El conjunto

de las matrices de n× n con determinante igual a 1 constituye el subgru-

po especial lineal SL(n), que es invariante. En efecto, si M ∈ SL(n),

det(N M N−1) = detN detM (detN)−1 = 1, ∀N ∈ GL(n).

Si H es un subgrupo invariante de G, entonces sus cosets izquierdos coinciden

con los cosets derechos. En efecto, sea a · H = {a · h |h ∈ H}, entonces a · h =

(a · h · a−1) · a = h′ · a ∈ H · a, ∀h ∈ H, puesto que h′ = a · h · a−1 ∈ H. En

consecuencia, a · H ⊂ H · a. De manera similar se demuestra que H · a ⊂ a · H.

Por lo tanto, si H es invariante ⇒ a ·H = H · a, ∀ a ∈ G.
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Un grupo se dice simple si no contiene subgrupos propios invariantes.

Un grupo se dice semi-simple si no contiene subgrupos propios Abelianos in-

variantes.

Ejemplo: los únicos grupos Abelianos simples son los grupos ćıclicos de orden

primo, que no tienen subgrupos propios.

7. El grupo cociente

Sea H un subgrupo invariante de G. Podemos descomponer a G en cosets iz-

quierdos de H, de modo que G = e ·H ∪ a1 ·H ∪ a2 ·H . . . , donde ak 6∈ H, ∀ k.

Consideremos dos elementos cualesquiera ai · h1 ∈ ai ·H y ak · h2 ∈ ak ·H. Su

composición es

(7.1) (ai · h1) · (ak · h2) = (ai · ak) · (a−1
k · h1 · ak) · h2 ∈ (ai · ak) ·H,

puesto que (a−1
k · h1 · ak) ∈ H, ∀h1, h2 ∈ H.

Entonces resulta natural definir una operación entre cosets de modo que

(7.2) (ai ·H) · (ak ·H) = (ai · ak) ·H .

Puesto que ella se basa en la composición en G, esta operación es asociativa. Existe

un elemento neutro que corresponde a H = e · H, y todo coset ak · H tiene un

inverso correspondiente al coset que contiene al elemento a−1
k , a−1

k ·H

(7.3)

(a ·H) · (e ·H) = (a · e) ·H = (a ·H) ,

(a ·H) · (a−1 ·H) = (a · a−1) ·H = (e ·H) .

Aśı estructurado, el conjunto de cosets del subgrupo invariante H conforma un

grupo llamado grupo cociente, y denotado por G/H.

Es posible establecer un homomorfismo φ : G → G/H, cuyo núcleo es φ−1(eG/H) =

H. En efecto, sea φ una aplicación que asigne a cada elemento de G el coset que

lo contiene,

(7.4) φ(h) := e ·H, φ(a · h) := a ·H, ∀h ∈ H, ∀ a 6∈ H .

Entonces,

(7.5)

φ(ai · h1) · φ(ak · h2) = (ai ·H) · (ak ·H) = (ai · ak) ·H =

= φ((ai · ak) · h3) = φ((ai · h1) · (ak · h2)) ,

donde h3 = a−1
k · h1 · ak · h2 ∈ H. Entonces φ es un homomorfismo de núcleo H.
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Teorema 7.1. Sea φ : G → G′ un homomorfismo sobreyectivo y de núcleo

φ−1(e′) = H ⊂ G. Entonces, H es un subgrupo invariante de G, y el grupo cociente

G/H es isomorfo a G′.

Demostración: Ya sabemos que el núcleo de un homomorfismo es un subgrupo

invariante, respecto del cual podemos construir el grupo cociente G/H.

Definamos ahora una aplicación φ : G/H → G′ de modo que

φ(a · H) = φ(a). Dado que dos elementos en a · H difieren en la composición

con un elemento de H, esta asignación es independiente del elemento empleado

para caracterizar el coset: φ(a · h) = φ(a) · φ(h) = φ(a) · e′ = φ(a), ∀h ∈ H.

Entonces,

(7.6)

φ((a ·H) · (b ·H)) = φ((a · b) ·H) = φ(a · b) =

= φ(a) · φ(b) = φ(a ·H) · φ(b ·H) .

Por lo tanto, φ : G/H → G′ es un homomorfismo.

Como el rango de φ(g) es todo G′, ∀ g′ ∈ G′ ∃ g ∈ G tal que φ(g ·H) = φ(g) = g′.

Por lo tanto, φ : G/H → G′ también es sobreyectivo.

Finalmente, si φ(a ·H) = φ(b ·H) ⇒ φ(a) · φ(b)−1 = φ(a · b−1) = e′. Entonces,

a · b−1 ∈ H ⇒ a = h · b ∈ H · b = b · H, por ser H invariante. Pero entonces

a ·H = b ·H, y el homomorfismo es uno a uno (es decir, es un isomorfismo).

Por lo tanto, G/H ≈ G′. ¤

8. Producto directo de grupos

A partir de dos grupos G1 y G2 es posible construir un tercer grupo G = G1×G2,

llamado producto directo, de la siguiente manera.

Sean a1, b1, c1, · · · ∈ G1 y a2, b2, c2, · · · ∈ G2. El grupo G1×G2 es el conjunto de

los pares ordenados 〈g1, g2〉 estructurado con la ley de composición

(8.1) 〈a1, a2〉 · 〈b1, b2〉 := 〈a1 · a2, b1 · b2〉 .

Puede verificarse que esta ley es asociativa, tiene por elemento neutro al par 〈e1, e2〉,
y el inverso de 〈g1, g2〉 es el par 〈g−1

1 , g−1
2 〉.

Si G1 y G2 son de orden finito, #G = #G1 #G2.

Los elementos de la forma 〈e1, g2〉 forman un subgrupo invariante G̃2 de G1×G2,

isomorfo a G2. Similarmente, los pares de la forma 〈g1, e2〉 forman un subgrupo
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invariante G̃1 de G1 × G2, isomorfo a G1. Evidentemente, elementos de esos sub-

grupos conmutan entre śı,

(8.2) 〈e1, g2〉 · 〈g1, e2〉 = 〈g1, g2〉 = 〈g1, e2〉 · 〈e1, g2〉 ,

y todo elemento de G1 ×G2 puede escribirse en la forma de un producto como en

(8.2).

Puede verificarse fácilmente que G/G̃2 ≈ G1, y que G/G̃1 ≈ G2.

Rećıprocamente, si un grupo G tiene dos subgrupos invariantes G1 y G2 tales

que

(8.3)

G1 ∩G2 = {e} ,

g1 · g2 = g2 · g1, ∀ g1 ∈ G1 , g2 ∈ G2 ,

y si todo elemento g ∈ G tiene una descomposición (única2) como un producto de

la forma g = g1 · g2, con g1 ∈ G1 , g2 ∈ G2, entonces G = G1×G2. También en este

caso G/G2 ≈ G1 y G/G1 ≈ G2.

9. Automorfismo - Centro de un grupo

Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en śı mismo, φ : G ↔ G. El

conjunto de todos los automorfismos forma un grupo respecto de la composición

usual de aplicaciones. Su elemento neutro es la aplicación identidad.

Ejemplo: Para el grupo ćıclico {e, a, a2}, la aplicación

(9.1) φ(e) = e , φ(a) = a2 , φ(a2) = a ,

es un automorfismo.

Un endomorfismo es un automorfismo definido mediante la conjugación por

un elemento fijo del grupo,

(9.2) φa : G ↔ G | φa(g) = a · g · a−1, ∀ g ∈ G .

2En efecto, si un elemento de G puede expresarse como g = g1 ·g2, y también como g = g′1 ·g′2,
donde g1, g

′
1 ∈ G1 y g2, g

′
2 ∈ G2, entonces (g′1)

−1 · g1 = g′2 · g−1
2 = e, de donde resulta que la

descomposición es única.
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El conjunto de los endomorfismos sobre G forma un subgrupo del grupo de los

automorfismos, que resulta ser homomorfo al propio grupo G. En efecto,

(9.3)

(φa ◦ φb)(g) = φa (φb(g)) = φa (b · g · b−1) =

= φa(b) · φa(g) · φa(b
−1) = a · b · g · b−1 · a−1 =

= (a · b) · g · (a · b)−1 = φa·b(g), ∀ g ∈ G .

Por lo tanto φa ◦ φb = φa·b, y la aplicación a 7→ φa es un homomorfismo. En

particular, e 7→ φe, la identidad en el grupo de automorfismos.

El núcleo de este homomorfismo está constituido por los elementos de G para

los cuales a 7→ φa = φe, es decir, tales que

(9.4) φa(g) = a · g · a−1 = φe(g) = g ⇒ a · g = g · a, ∀ g ∈ G .

Esto corresponde al centro del grupo G, es decir, al conjunto C de aquellos ele-

mentos que conmutan con todo otro elemento de G.

Por ser el núcleo de un homomorfismo, C es un subgrupo invariante de G, y

entonces el grupo de endomorfismos es isomorfo a G/C (ver Teorema 7.1).

10. Espacios clásicos

En lo que sigue estaremos interesados en representaciones matriciales de gru-

pos, es decir, en homomorfismos con grupos de operadores lineales definidos sobre

espacios de dimensión finita.

En un espacio eucĺıdeo de dimensión n, E, generado por la base {e1, e2, . . . , en},
los vectores tienen desarrollos de la forma

(10.1) x =
n∑

k=1

xk ek , y =
n∑

k=1

yk ek ,

y el producto escalar (hermı́tico y positivo definido) puede escribirse como

(10.2) (x, y) =
n∑

k,l=1

x∗k (ek, el) yl =
n∑

k,l=1

x∗k gkl yl ,

donde gkl = (ek, el) = g∗lk.

En esas condiciones, la métrica del espacio g = (gkl) define una forma cua-

drática, hermı́tica y positiva definida, sobre Cn,

(10.3) x†g y = (x, y) =
(
y†g x

)∗
,

donde x, y ∈ Cn tienen por componentes a los coeficientes de Fourier en (10.1).
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Como la métrica es una matriz autoadjunta, g† = g, ella puede ser diagonalizada

para llevarla a la forma diag(λ1, λ2, . . . , λn), con los λk > 0. Un cambio adecuado

en las escalas de los vectores de la base permite reducirla a la matriz identidad,

g = 1n (lo que corresponde a adoptar una base ortonormal para E).

En el caso de espacios eucĺıdeos reales, la métrica g define una forma bilineal,

simétrica y positiva definida sobre Rn,

(10.4) xt g y = (x, y) = yt g x ,

donde x, y ∈ Rn, y gt = g.

Ahora bien, en la F́ısica también tienen aplicación espacios lineales más generales

que los espacios eucĺıdeos. Por ejemplo, el espacio de Minkowsky M4, que es un es-

pacio real con métrica simétrica pero no positiva definida, g = diag(+1,−1,−1,−1).

Un espacio E con un producto interior hermı́tico que no es positivo definido es

llamado pseudo-eucĺıdeo. También en este caso puede elegirse una base para E

formada por vectores unitarios ortogonales, {e1, e2, . . . , en} con (ek, el) = 0, para

k 6= l. Pero como la norma no es positiva definida se tiene que

(10.5) (ek, el) = (el, ek)
∗ = gkl =

{
+δkl, 1 ≤ k ≤ p ,

−δkl, p + 1 ≤ k ≤ p + q = n ,

donde el par de enteros 〈p, q〉, cuya suma es la dimensión de E, es la signatura del

espacio. Esta signatura es una propiedad del espacio, y no depende de la elección

de un sistema ortonormal en E.

La métrica de los espacios pseudo-eucĺıdeos, dada por la matriz autoadjunta

g = (gkl) = g† = g−1, define una forma hermı́tica sobre Cn, que no es positiva

definida:

(10.6) x†g y = (x, y) =
(
y†g x

)∗
.

En estos espacios existen vectores no nulos que tienen norma nula.

En espacios pseudo-eucĺıdeos reales de dimensión n, la métrica g = gt es una

matriz real y simétrica que define una forma cuadrática bilineal simétrica,

no positiva definida, sobre Rn,

(10.7) xtg y = (x, y) = ytg x .

Si en un espacio lineal (real o complejo) se tiene un producto interior bilineal

y antisimétrico,

(10.8) (a x, b y) = a b (x, y) , (x, y) = − (y, x) ,
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se está en presencia de un espacio simpléctico.

Se puede mostrar (ver más adelante) que estos espacios tienen dimensión par, y

que en ellos siempre puede seleccionarse un sistema completo de vectores unita-

rios de la forma {e1, e2, . . . , en, f1, f2, . . . , fn}, los que satisfacen

(10.9)
(ek, el) = 0 = (fk, fl) ,

(ek, fl) = δkl = −(fl, ek) ,

para k, l = 1, 2, . . . , n. Desarrollando los vectores respecto de esa base tenemos

(10.10) (x, y) = xtg y = −ytg x ,

donde la métrica

(10.11) g =

(
0 1n

−1n 0

)
= −gt

define una forma bilineal antisimétrica sobre Rn ó Cn, según el caso.

Todo vector de un espacio simpléctico tiene norma nula,

(10.12) xtg x = −xtg x = 0 .

11. Operadores isométricos

Un operador lineal que conserva los productos interiores en un espacio clásico

E,

(11.1) (Ax, A y) = (x, y) , ∀x, y ∈ E ,

se dice isométrico.

Un operador isométrico es llamado unitario, pseudo-unitario o simpléctico

según que el espacio sea eucĺıdeo, pseudo-eucĺıdeo o simpléctico respectivamente.

De la definición del operador adjunto tenemos que

(11.2)
(
A†Ax, y

)
= (Ax,A y) = (x, y) , ∀x, y ∈ E ,

de donde resulta que A† = A−1 (en dimensión finita, el inverso a izquierda es

también el inverso a derecha).

El conjunto de los operadores isométricos (o isometŕıas) sobre un espacio E

forma un grupo respecto de la composición usual de operadores. En efecto, tenemos

que

el operador identidad es una isometŕıa,
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cada isometŕıa tiene una inversa dada por su adjunto, que es también

isométrico:

(11.3)
(
A† x,A† y

)
=

(
AA† x,AA† y

)
= (x, y) , ∀x, y ∈ E ,

si A y B son isométricos, entonces AB es también una isometŕıa:

(11.4)

(
(AB) x, (AB) y

)
=

(
A(B x), A(B y)

)
=

= (B x, B y) = (x, y) , ∀x, y ∈ E .

Referido a una base de E, el operador A está descrito por una matriz A = (Akl).

Si la métrica es hermı́tica, tenemos

(11.5)

(Ax, A y) = (Aki xi)
∗ gkl (Alj yj) =

= x†A† gA y = x† g y, ∀x, y ∈ Cn (ó Rn) ⇒ A† gA = g ,

En consecuencia, las isometŕıas preservan la métrica del espacio. En términos de

la matriz adjunta, la inversa está dada por A−1 = g−1A† g.

De esa relación se deduce inmediatamente que

(11.6) det
(A† gA)

= detA† det g detA = det g 6= 0 ⇒ |detA|2 = 1 ,

es decir, detA = eiθ si el espacio es complejo, o detA = ±1 si el espacio es real.

Si la métrica es bilineal y antisimétrica,

(11.7)

(Ax, A y) = (Aki xi) gkl (Alj yj) =

= xtAt gA y = xt g y, ∀x, y ∈ Cn (ó Rn) ⇒ At gA = g .

También en los espacios simplécticos las isometŕıas preservan la métrica. La matriz

inversa está dada por A−1 = g−1At g.

Además

(11.8) det
(At gA)

= (detA)2 det g = det g 6= 0 ⇒ (detA)2 = 1 ,

pero en este caso se puede mostrar que detA = 1.

En particular, el operador correspondiente a la matriz M = g−1 gt es una iso-

metŕıa en los espacios simplécticos. En efecto,

(11.9) Mt gM = g
(
g−1

)t
g g−1 gt = g .

Esta matriz es también unimodular,

(11.10) detM = det
(
g−1gt

)
= (det g)−1 det g = 1 .
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Pero como la métrica es antisimétrica, M = g−1gt = −g−1g = −1dimE ⇒
detM = (−1)dimE. En consecuencia, la dimensión de los espacios simplécticos es

necesariamente par.

12. Principales grupos de matrices

Ya hemos mencionado anteriormente al grupo general lineal GL(n,R ó C),

formado por las matrices (reales o complejas) regulares de n× n, y a su subgrupo

especial lineal SL(n,R ó C), de matrices unimodulares.

De acuerdo a los resultados de la sección anterior, podemos introducir distintos

grupos de isometŕıas.

En un espacio eucĺıdeo complejo de dimensión n y métrica g = 1n, las matrices

unitarias3, U †U = 1n forman el grupo U(n). Si U ∈ U(n) ⇒ |det U | = 1.

Este grupo contiene un subgrupo (invariante) unimodular SU(n), formado por

las matrices unitarias de determinante igual a 1.

En un espacio eucĺıdeo real de dimensión n, el conjunto de las matrices ortogo-

nales de n× n, RtR = 1n conforman el grupo O(n). Si R ∈ O(n) ⇒ det R = ±1.

Este grupo contiene un subgrupo (invariante) SO(n), formado por las matrices

ortogonales de determinante igual a 1.

En el caso de espacios pseudo-eucĺıdeos con métrica

(12.2) g =

(
1p 0

0 −1q

)
,

el grupo de isometŕıas corresponde al de las matrices pseudo-unitarias U(p, q) o

pseudo-ortogonales O(p, q), según sea el espacio complejo o real,

(12.3)
U †g U = g ⇒ |det U | = 1 ,

Rtg R = g ⇒ det R = ±1 .

Esos grupos contienen subgrupos unimodulares invariantes, denotados por SU(p, q)

y SO(p, q) respectivamente.

3La aplicación exponencial de una matriz M se define por la serie

(12.1) eM =
∞∑

n=0

Mn

n!
,

que converge en el sentido de la norma de los operadores.

Si A = A† es una matriz autoadjunta, entonces eiA es unitaria. En efecto,
(
eiA

)† = e−iA† =(
eiA

)−1.

Similarmente, si K = −Kt es antisimétrica, entonces eK es una matriz ortogonal:
(
eK

)t =

e−K =
(
eK

)−1.
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Finalmente, en un espacio simpléctico de dimensión 2n con métrica

(12.4) g =

(
0 1n

−1n 0

)
,

el grupo de isometŕıas corresponde al grupo de matrices simplécticas Sp(2n,R ó C),

M t g M = g, las que (como se dijo) tienen determinante det M = 1.
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NOTAS SOBRE REPRESENTACIONES MATRICIALES EN

MECÁNICA CUÁNTICA

13. El caso de una part́ıcula en un potencial par

Consideremos una part́ıcula cuántica que se desplaza en una ĺınea recta bajo la

influencia de un potencial par, V (−x) = V (x).

El operador Hamiltoniano de ese sistema es

(13.1) H =
−~2

2m

d2

dx2 + V (x),

definido sobre el subespacio denso D(H) de las funciones ψ(x) ∈ L2(R) que tienen

una derivada segunda localmente sumable y tales que Hψ(x) ∈ L2(R).

Consideremos un vector de estado ψ(x) ∈ D(H), entonces

(13.2) Hψ(x) = χ(x) ∈ L2(R).

Supongamos ahora que preparamos al sistema con la orientación contraria, de

modo que su estado esté descrito por el vector ψ(−x). Dado que el potencial

es par, podemos referir el operador H al sistema de coordenadas invertido: sea

y = −x, entonces

(13.3) Hx =
−~
2m

d2

d(−x)2 + V (−x) = Hy,

de donde resulta que

(13.4) Hxψ(−x) = Hyψ(y) = χ(y) = χ(−x).

Podemos introducir un operador lineal P definido sobre todo L2(R), que trans-

forma los vectores según

(13.5) Pψ(x) = ψ(−x).

Nótese que P : D(H) → D(H).

La ecuación (13.5) puede ser interpretada como

(13.6) HPψ(x) = Pχ(x) = PHψ(x).

Es decir, ∀ψ(x) ∈ D(H), denso en L2(R), es

(13.7) (PH −HP) ψ(x) = 0 ⇒ [P , H] = O.

Teniendo en cuenta que P2ψ(x) = Pψ(−x) = ψ(x), vemos que P2 = I, es decir,

P−1 = P . También se ve fácilmente que P† = P .
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En consecuencia, tenemos un grupo de operadores definidos sobre todo L2(R),

(13.8) G = {I,P} ≈ Z2,

los que conmutan con H en el dominio denso D(H). Esto corresponde a un grupo

de simetŕıas del sistema, puesto que las probabilidades de transición no cambian

por la aplicación de esas transformaciones:

(13.9)

(Pψ1, exp(− i
~Ht)Pψ2

)
=

(
ψ1,P exp(− i

~Ht)Pψ2

)
=

=
(
ψ1, exp(− i

~Ht)ψ2

)
.

Consideremos ahora un autovector de H (que supondremos no degenerado),

(13.10) HψE(x) = EψE(x).

Como el correspondiente subespacio caracteŕıstico es unidimensional, todo otro

autovector correspondiente al mismo autovalor debe ser proporcional a ψE. Además,

como P conmuta con H, P deja invariante ese subespacio caracteŕıstico de H, de

modo que

(13.11) HPψE = PHψE = E PψE.

En consecuencia, PψE(x) = ψ(−x) = cψ(x), donde c es una constante cuyo cua-

drado es c2 = 1. Depende del autovector considerado que c = +1 o c = −1, lo

que corresponde al hecho bien conocido de que las autofunciones de Hamiltonianos

pares son de paridad definida.

Pero desde el punto de vista de la teoŕıa de grupos, se puede decir que la acción

del operador P en el subespacio caracteŕıstico considerado está representada por

la multiplicación por +1 o por −1. Más precisamente, para aquellos subespacios

para los cuales c = 1 queda establecido un homomorfismo entre G y el grupo

trivial Z1, mientras que para aquellos en los cuales c = −1 se está en presencia de

una representación fiel del grupo G ≈ Z2.

14. El caso de una part́ıcula en un potencial central

Consideremos ahora una part́ıcula cuántica en R3 sometida a la influencia de

un potencial central, V = V (|x|).
El operador Hamiltoniano para este problema es

(14.1) H =
−~2

2m
4x + V (|x|),
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donde 4x es el Laplaciano en R3. Su dominio de definición D(H) es el subespacio

de las funciones ψ(x) ∈ L2(R3) tales que4xψ(x) es localmente sumable y Hψ(x) ∈
L2(R3).

Consideremos vector de estado ψ(x) ∈ D(H), entonces

(14.2) Hψ(x) = χ(x) ∈ L2(R3) .

Supongamos ahora que preparamos el sistema con una orientación distinta en el

espacio, de modo que su estado esté representado por el mismo vector ψ(y) pero

respecto de un sistema de coordenadas rotado respecto del inicial. La relación

entre las coordenadas de un mismo punto del espacio en el sistema de coordenadas

inicial, x ∈ R3, y en el sistema rotado, y ∈ R3, es lineal: x = Ry, donde R es una

matriz real de 3× 3. En componentes,

(14.3) xk = Rkl yl.

Una rotación del sistema de coordenadas preserva las distancia entre el punto

considerado y el origen, de modo que R es una matriz ortogonal:

(14.4) (x,x) = (Ry, Ry) = (y, RtRy) = (y,y), ∀y ∈ R3,

lo que implica que RtR = 13. Como R es una función continua de los ángulos de

Euler, det R = +1. En consecuencia, R ∈ SO(3), con Rt = R−1.

La función de onda que describe al sistema f́ısico rotado, referida al sistema de

coordenadas inicial, es (suponiendo que se transforma como un escalar)

(14.5) ψ̃(x) = ψ(y) = ψ(R−1x).

Podemos ahora referir el Hamiltoniano al sistema de referencia rotado, teniendo

en cuenta que el potencial es central. En efecto, para y = R−1x tenemos por un

lado V (|x|) = V (|y|), mientras que

∂

∂xk

=
∂yl

∂xk

∂

∂yl

=
(
Rt

)
lk

∂

∂yl

= Rkl
∂

∂yl

(14.6)

4x =
∂

∂xk

∂

∂xk

=
∂

∂yl

Rkl Rkm
∂

∂ym

=
∂

∂yl

δkm
∂

∂ym

= 4y.

Entonces,

(14.7) Hx ψ(R−1x) = Hy ψ(y) = χ(y) = χ(R−1x).

En este caso también podemos introducir operadores definidos sobre L2(R3) que,

para cada R ∈ SO(3), transformen los vectores de estado según

(14.8) R(R)ψ(x) = ψ(R−1x).
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Nótese que R(R) : D(H) → D(H).

En esas condiciones, ∀ψ(x) ∈ D(H) denso en L2(R3), podemos reescribir la

eq.(14.7) como

(14.9) HR(R)ψ(x) = R(R)χ(x) = R(R)Hψ(x).

En consecuencia,

(14.10) R(R) H −HR(R) = [R(R), H] = O, ∀R ∈ SO(3).

Los operadores R(R) tienen las siguientes propiedades:

• R(R) es lineal:

(14.11)

R(R) (α ψ + β χ) (x) = α ψ(R−1x) + β χ(R−1x) =

= αR(R)ψ(x) + βR(R)χ(x).

• R(R) es unitario4:

(R(R)ψ,R(R)χ) =

∫
ψ(R−1x)∗ χ(R−1x) d3x =

=

∫
ψ(y)∗ χ(y) (det R−1) d3y =(14.12)

= (ψ, χ), ∀ψ, χ ∈ L2(R3), y ∀R ∈ SO(3).

• El conjunto de los operadores R(R) con R ∈ L2(R3), respecto de la composición

de operadores, se estructura como un grupo isomorfo a SO(3): sea R1 R2 = R3,

4En particular, R(R) preserva las normas,

‖ R(R)ψ ‖2= (R(R)ψ,R(R)ψ) = (ψ,ψ) =‖ ψ ‖2 .

Su rango es todo el espacio de Hilbert, pues ∀ψ(x) ∈ L2(R3)

ψ(x) = ψ(R R−1 x) = R(R)χ(x), con χ(x) = ψ(R x) ∈ L2(R3).

También es inyectivo, ya que

R(R)ψ(x) = R(R)χ(x) ⇒ R(R) (ψ(x)− χ(x)) = 0 ⇒ (ψ(x)− χ(x)) = 0.

Entonces, siendo R(R) una biyección de L2(R3) en L2(R3), tiene inversa. Además, por ser aco-

tado, su adjunto está definido en todo L2(R3), y coincide con su inversa:

(R(R)ψ,R(R)χ) = (ψ,R†(R)R(R)χ) = (ψ, χ) , ∀ψ(x), χ(x) ∈ L2(R3)

⇒R−1(R) = R†(R).
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entonces, ∀ψ(x) ∈ L2(R3)

(14.13)

R(R1)R(R2)ψ(x) = R(R1) (R(R2)ψ(x)) =

= R(R1)ψ(R−1
2 x) = ψ(R−1

2 R−1
1 x) =

= ψ((R1R2)
−1x) = ψ(R−1

3 x) = R(R3)ψ(x),

⇒ R(R1)R(R2) = R(R1R2), ∀R1, R2 ∈ SO(3).

Por lo tanto, el grupo de operadores es homomorfo a SO(3) (constituyen una

representación lineal de SO(3)). Pero la relación entre ambos grupos es uno a

uno. En efecto, si R(R1) = R(R2) entonces, para todo ψ(x) ∈ L2(R3) se tiene

que

(14.14) R(R1)ψ(x) = ψ(R−1
1 x) = ψ(R−1

2 x) = R(R2)ψ(x),

y eso es posible sólo si R1 = R2. En consecuencia, el grupo de operadores aśı ob-

tenido, que actúa sobre un espacio de funciones escalares a valores en L2(R3), es

isomorfo al grupo de rotaciones en el espacio, SO(3).

Dado que los operadores R(R) son unitarios y conmutan con el Hamiltonia-

no H, se trata de un grupo de simetŕıas del sistema cuántico. En efecto, las

transformaciones que producen preservan las probabilidades de transición entre

estados,

(R(R)ψ, exp(− i

~
Ht)R(R)χ) = (ψ,R†(R) exp(− i

~
Ht)R(R)χ) =

(ψ,R(R−1) exp(− i

~
Ht)R(R)χ) = (ψ, exp(− i

~
Ht)χ).(14.15)

Consideremos ahora el subespacio caracteŕıstico correspondiente al autovalor E

de H. En general, será degenerado con degeneración finita n. Entonces podemos

seleccionar un conjunto de n autovectores linealmente independientes correspon-

dientes al autovalorE, que generan ese subespacio:

(14.16) Hψk
E(x) = Eψk

E(x), con k = 1, 2, ..., n.

Todo autovector de ese subespacio caracteŕıstico de H se puede expresar co-

mo una combinación lineal de los ψk
E(x). Por otra parte, los operadores R(R)

dejan invariante a ese subespacio, puesto que conmutan con el Hamiltoniano. En
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consecuencia, para cada R ∈ SO(3) y para cada k = 1, ..., n,

(14.17) R(R)ψk
E(x) =

n∑

l=1

ψl
E(x)Dlk(R),

con ciertos coeficientes Dlk(R) que dependen de la rotación considerada R.

Por aplicación sucesiva de las transformaciones en L2(R3) asociadas a dos rota-

ciones, R1, R2 ∈ SO(3), obtenemos

R(R1)R(R2)ψ
k
E(x) =

n∑

l=1

R(R1)ψ
l
E(x)Dlk(R2) =

n∑

l=1

n∑
m=1

ψm
E (x)Dml(R1)Dlk(R2).(14.18)

Pero también es

(14.19) R(R1)R(R2)ψ
k
E(x) = R(R1R2)ψ

k
E(x) =

n∑
m=1

ψm
E (x)Dmk(R1R2).

Y como los ψm
E (x) son linealmente independientes, resulta

(14.20)
n∑

l=1

Dml(R1)Dlk(R2) = Dmk(R1R2),

o bien, definiendo matrices D(R) de dimensión n × n cuyos elementos son los

coeficientes Dlk(R),

(14.21) D(R1)D(R2) = D(R1R2).

En consecuencia, el conjunto de matrices D(R) conforman un grupo homomorfo

a SO(3). Es decir, constituyen una representación matricial de SO(3), cuyas

matrices describen la acción de los operadores R(R) en el subespacio caracteŕıstico

correspondiente al autovalor E.

Las anteriores consideraciones imponen (en el caso general) restricciones sobre

los subespacios de degeneración de los autovalores del Hamiltoniano, pues esta-

blecen que deben ser espacios de representación de los grupos de simetŕıa del

sistema f́ısico considerado (es decir, espacios en los que sea posible construir una

representación matricial de esos grupos).

En efecto, no es a-priori evidente que dado un grupo pueda construirse una

representación matricial de una dimensión arbitraria (más adelante veremos que

la dimensión de las representaciones matriciales irreducibles del grupo SO(3) es

impar, n = 2j + 1, con j ∈ N).

En ese sentido, el conocimiento de las representaciones matriciales del grupo

de simetŕıas de un Hamiltoniano permite prever, en alguna medida, el grado de
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degeneración de sus autovalores (es esperable que en el espectro de H se den

diversas representaciones matriciales de esos grupos).

Volviendo al ejemplo anterior, señalemos que la elección de una base en el subes-

pacio caracteŕıstico correspondiente al autovalor E de H es arbitraria. Supongamos

que adoptamos un nuevo sistema completo de n autofunciones de H,

(14.22) Hχk
E(x) = Eχk

E(x), con k = 1, 2, ..., n.

relacionadas con las anteriores por

(14.23) ψk
E(x) =

n∑

l=1

χl
E(x)Alk,

donde la matriz A = (Alk) es regular. Entonces, la relación inversa es

(14.24) χk
E(x) =

n∑

l=1

ψl
E(x)A−1

lk .

La acción de los operadores R(R) sobre los vectores de la nueva base es

R(R)χk
E(x) =

n∑

l=1

R(R)ψl
E(x)A−1

lk =
n∑

l=1

n∑
m=1

ψm
E (x)Dml(R)A−1

lk =

=
n∑

p=1

χp
E(x)

n∑
m=1

n∑

l=1

ApmDml(R)A−1
lk .(14.25)

Pero definiendo matrices D′ como se hizo antes, también tenemos

(14.26) R(R)χk
E(x) =

n∑
p=1

χp
E(x)D′

pk(R),

de modo que las matrices de la nueva representación matricial se obtienen de las

anteriores por una transformación de similitud:

(14.27) D′(R) = AD(R)A−1, ∀R ∈ SO(3),

donde A no depende de R. Nótese que ambas representaciones describen la misma

transformación de vectores en el subespacio caracteŕıstico del autovalor E,

pero referidas a dos bases distintas.

Dos representaciones matriciales que pueden obtenerse una de la otra por una

transformación de similitud se dicen equivalentes.

También es posible elegir un sistema ortonormal como base del subespacio con-

siderado. En ese caso,

(14.28) (ψk
E(x), ψl

E(x)) = δkl.
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Y como los operadores de la representación lineal de SO(3) antes construida son

unitarios,

δkl = (R(R)ψk
E(x),R(R)ψl

E(x)) =

= (
n∑

p=1

ψp
E(x)Dpk(R),

n∑
q=1

ψq
E(x)Dql(R)) =

=
n∑

p=1

n∑
q=1

Dpk(R)∗(ψp
E(x), ψq

E(x))Dql(R) =

=
n∑

p=1

n∑
q=1

Dpk(R)∗δpqDql(R) =
n∑

p=1

Dpk(R)∗Dpl(R),(14.29)

es decir, las matrices D(R) son unitarias,

(14.30) D†(R)D(R) = 1n, ∀R ∈ SO(3).

En consecuencia, referida a una base ortonormal, la representación obtenida es

unitaria.

Señalemos finalmente que, como [R(R), H] = O, aquellos observables que se ex-

presen como función de los operadores R(R) únicamente son constantes de mo-

vimiento, de modo que cada grupo de simetŕıas tiene asociado un cierto número

de magnitudes conservadas.

En el subespacio caracteŕıstico correspondiente al autovalor E, que es invarian-

te frente al grupo de transformaciones, esos observables se expresan en términos

de las matrices D(R) únicamente. De ese modo, de ellas depende un cierto con-

junto de números cuánticos adicionales que permiten distinguir entre los diversos

autovectores de H correspondientes al autovalor E.

15. Grupos de simetŕıas

Desde un punto de vista más general, diremos que una operación que se realiza

sobre un sistema f́ısico (que no necesariamente involucra un cambio de coordendas)

es una operación de simetŕıa si ella no afecta el resultado de las mediciones que

se efectúen sobre el sistema. Cuando estas operaciones se estructuren como un

grupo hablaremos de grupo de simetŕıas.

En Mecánica Cuántica, a cada estado de un sistema f́ısico le corresponde un

vector de norma 1 en un espacio de Hilbert, ψ ∈ H, definido a menos de una fase

arbitraria. Frente a una operación de simetŕıa sobre el sistema f́ısico el vector de

estado cambia según ψ → ψ′ ∈ H. Podemos pensar que esa transformación es
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efectuada por la aplicación de un operador U definido sobre H, que establece la

correspondencia ψ′ = U ψ.

Ahora bien, si se trata de una simetŕıa, esa transformación no afecta las proba-

bilidades de transición entre estados, de modo que U debe preservar los módulos

de los productos escalares,

(15.1) |(χ′, ψ′)| = |(U χ,U ψ)| = |(χ, ψ)| , ∀ψ, χ ∈ H.

Esa igualdad se satisface trivialmente si U es un operador lineal y unitario, en

cuyo caso

(15.2) (U χ,U ψ) = (χ, ψ) .

Pero no es esa la única posibilidad. Existe un teorema debido a Wigner que esta-

blece que siempre es posible elegir las fases (arbitrarias) de los vectores de estado

normalizados de modo tal que se dé uno de los siguientes casos,

U es lineal y unitario:

U (aψ + b χ) = aU ψ + bU χ,

(U ψ,U χ) = (ψ, χ) .(15.3)

U es antilineal y unitario (antiunitario)5:

U (aψ + b χ) = a∗ U ψ + b∗ U χ,

(U ψ,U χ) = (ψ, χ)∗ .(15.4)

No obstante, sólo el caso de transformaciones que involucran la inversión tempo-

ral están realizadas en términos de operadores antiunitarios. Dejando de lado ese

caso muy particular, sólo tendremos que considerar representaciones lineales

de grupos, es decir, transformaciones del sistema f́ısico realizadas en el espacio de

Hilbert en términos de operadores lineales y unitarios.

Consideremos dos elementos de un grupo G, g1 · g2 = g3 ∈ G. Cada uno de esos

elementos tendrá asociado un operador lineal U(g) sobre H, de modo que por la

5El adjunto de un operador antilineal debe ser definido como
(U† ψ, χ

)
= (ψ,U χ)∗ ,

de manera consistente con la antilinealidad de U ,
(U† ψ, aχ

)
= a

(U† ψ, χ
)

= a (ψ,U χ)∗ = (ψ, a∗ U χ)∗ = (ψ,U a χ)∗ .
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aplicación sucesiva de dos transformaciones al vector de estado ψ ∈ H obtenemos

(15.5) U(g1)U(g2)ψ = U(g1)
(U(g2)ψ

)
= χ,

mientras que aplicando el operador asociado a g3 (que corresponde a la misma

operación f́ısica sobre el sistema)

(15.6) U(g1 · g2)ψ = χ′.

Los vectores χ y χ′ representan el mismo estado del sistema f́ısico, por lo que sólo

pueden diferir en una fase. Como ψ es un vector arbitrario de H, se concluye que

esa fase es independiente de ψ, y sólo puede depender de los elemento g1 y g2,

(15.7) U(g1 · g2) = exp
(
iα(g1, g2)

) U(g1) U(g2).

En consecuencia, a cada operación f́ısica sobre el sistema puede corresponder un

conjunto de operadores que difieren entre śı en una fase. Si esos factores de fase

adicionales no pueden ajustarse todos ellos a 1 eligiendo convenientemente las fases

de los operadores U(g), se dice que se está en presencia de una representación

proyectiva del grupo de transformaciones.

En las representaciones proyectivas existe un homomorfismo de un grupo de

operadores Ḡ sobre el grupo G de transformaciones consideradas, φ : G → G. En

particular, hay un conjunto de operadores I =
{
I, exp

(
iα(g, g−1)

)
I, ...

}
que sólo

difieren de la identidad en una fase, y que son aplicados por efecto del homomor-

fismo en el elemento identidad e de G. Este conjunto constituye el núcleo del

homomorfismo, φ−1(e), que, como tal, es un subgrupo invariante. De la definición

de grupo cociente, ya sabemos que G es isomorfo a Ḡ/I.

En esas condiciones, el estudio de las representaciones proyectivas de un grupo

G se reduce al estudio de las representaciones ordinarias de un grupo más amplio,

Ḡ, llamado grupo de cubrimiento de G, al cual G es homomorfo.

Del conjunto de las representaciones del grupo de cubrimiento Ḡ, son repre-

sentaciones ordinarias del grupo G aquellas que aplican el núcleo I en la matriz

identidad de la representación.

Bibliograf́ıa:

E. Wigner, Group Theory.

H. Bacry, Leçons sur la Théorie des Groupes et les Symmétries des Parti-

cules Elémentaires.
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NOTAS SOBRE REPRESENTACIONES MATRICIALES DE

GRUPOS DE ORDEN FINITO

16. Representaciones equivalentes - Caracteres

Consideremos dos copias del espacio Cn, E y E′, y sea A una matriz regular (de

dimensión n × n) que represente una aplicación con inversa entre esos espacios,

A : E → E′. Dada una representación matricial de un grupo G establecida sobre

el espacio E,

(16.1) D : G → D(G) = {D(g) : E → E ,∀ g ∈ G}

(donde D es un homomorfismo de G en un grupo de matrices de n× n, D(G)), es

posible construir una representación matricial de G sobre E′ de modo que

(16.2) D′(G) :=
{
D′(g) = AD(g)A−1 : E′ → E′ ,∀ g ∈ G

}
.

En efecto, ∀ g1, g2 ∈ G tenemos

(16.3)

D′(g1)D
′(g2) = AD(g1)A

−1AD(g2)A
−1 =

= AD(g1 · g2)A
−1 = D′(g1 · g2) .

Definición 16.1. Dos representaciones de la misma dimensión cuyas matrices se

relacionan por una transformación de similitud,

(16.4) D′(g) = AD(g)A−1 , ∀ g ∈ G , con A fijo ,

se dicen equivalentes.

Esto constituye una relación de equivalencia que permite agrupar las representa-

ciones matriciales de un grupo G en clases de representaciones equivalentes.

Definición 16.2. Se llama carácter del elemento g ∈ G en la representación

D(G) a la traza de la matriz que lo representa,

(16.5) χ(g) := tr{D(g)} , con D(g) ∈ D(G) .

Esta es una propiedad del elemento g ∈ G en cada clase de representaciones

equivalentes. En efecto, los caracteres de un mismo elemento g ∈ G en dos repre-

sentaciones equivalente coinciden,

(16.6) χ′(g) = tr{D′(g)} = tr{AD(g)A−1} = tr{D(g)} = χ(g) ,
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dada la invarianza de la traza frente a permutaciones ćıclicas de las matrices en

su argumento.

En particular, el carácter del neutro es la dimensión de la representación

(16.7) χ(e) = tr{D(e)} = tr{1dimE} = dimE .

Por otra parte, a elementos conjugados de G les corresponde el mismo carácter en

cada clase de representaciones equivalentes de ese grupo. En efecto, si g′ = a·g·a−1,

(16.8)

χ(g′) = tr{D(a · g · a−1)} = tr{D(a)D(g)D(a−1)} =

= tr{D(g)} = χ(g) .

En consecuencia, el número de caracteres diferentes no puede superar al número

de clases de elementos conjugados en el grupo (que es finito si el grupo es de orden

finito).

Por lo tanto, cada clase de representaciones equivalentes de un grupo G está ca-

racterizada por un conjunto de caracteres, uno por cada clase de elementos conju-

gados en G.

17. Representaciones irreducibles

Definición 17.1. Dada una representación D(G) de un grupo G sobre un espacio

E, un subespacio F ⊂ E se dice invariante frente la acción del grupo si, ∀ x ∈ F,

y ∀ g ∈ G, es D(g) x ∈ F.

Toda representación deja invariantes a los dos subespacios impropios, F = E

y F = {0}.

Definición 17.2. Una representación D(G) se dice reducible si deja invariante

a algún subespacio propio de E. En caso contrario, D(G) se dice irreducible.

De esa definición resulta que la representación D(G) es reducible si es posible

elegir una base en el espacio de la representación E de manera tal que las matrices

de la representación presenten una estructura en bloques de la forma

(17.1) D(g) =

(
D(1)(g) B(g)

O D(2)(g)

)
, ∀ g ∈ G ,

donde (O es una matriz nula y) los conjuntos de matrices {D(1,2)(g) , ∀ g ∈ G}
constituyen representaciones matriciales de G de dimensión menor que dimE. En
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efecto,

(17.2)

D(g1)D(g2) =

(
D(1)(g1)D

(1)(g2) D(1)(g1)B(g2) + B(g1)D
(2)(g2)

O D(2)(g1)D
(2)(g2)

)

= D(g1 · g2) =

(
D(1)(g1 · g2) B(g1 · g2)

O D(2)(g1 · g2)

)
.

Definición 17.3. Una representación reducible se dice completamente reduci-

ble si todo subespacio invariante de D(G) tiene por complemento ortogonal en E

a otro subespacio invariante.

En este caso, las matrices de la representación pueden ser llevadas a la forma

(17.3) D(g) =

(
D(1)(g) O

O D(2)(g)

)
, ∀ g ∈ G .

Más generalmente, una representación completamente reducible puede ser lle-

vada a la forma diagonal en bloques

(17.4) D(g) =




D(1)(g) O O . . . O O

O D(2)(g) O . . . O O
...

...
...

...
...

O O O . . . O D(ρ)(g)




, ∀ g ∈ G ,

donde los conjuntos de matrices {D(α)(g) , g ∈ G}, para α = 1, 2, . . . , ρ, son repre-

sentaciones irreducibles de G.

En ese sentido, se puede decir que la representación completamente reducible

D(G) es la suma directa de representaciones irreducibles

(17.5) D(G) =

ρ⊕
α=1

D(α)(G) .

Si entre las representaciones irreducibles que aparecen en el miembro de la de-

recha de (17.5) las hay equivalentes entre śı en número a1, a2, . . . , aσ, entonces una

transformación de similitud (un cambio apropiado de la base de E) hace que apa-

rezcan en el miembro de la derecha de (17.4) aα bloques idénticos, con α = 1, . . . , σ.

En esas condiciones, podemos escribir

(17.6) D(G) =
σ⊕

α=1

aα D(α)(G) ,

donde los aα son enteros positivos.
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Ejemplo: El grupo de rotaciones en el plano, SO(2) tiene la siguiente represen-

tación fiel

(17.7) D(ϕ) =




cos ϕ − sin ϕ 0

sin ϕ cos ϕ 0

0 0 1


 , ϕ ∈ [0, 2π).

Evidentemente, esa representación es completamente reducible.

En un espacio complejo, resulta inmediato mostrar que todas esa matrices pue-

den ser simultáneamente llevadas a la forma diagonal

(17.8) D′(ϕ) = AD(ϕ)A−1 = diag
(
eiϕ, e−iϕ, 1

)

mediante una matriz A que no depende de ϕ. En consecuencia, D puede expresar-

se como suma directa de tres representaciones (irreducibles) unidimensionales no

equivalentes.

Lema 17.4. Sean D(G) y D′(G) dos representaciones irreducibles no equivalentes

del grupo G, definidas sobre los espacios de representación E y E′ respectivamente.

Entonces, un operador A : E′ → E que satisface

(17.9) D(g)A = AD′(g) , ∀ g ∈ G ,

es necesariamente el operador nulo, A = O.

Demostración: Primero señalemos que el rango de A, F = Rank(A) ⊂ E, es

un subespacio invariante frente a la acción de la representación D(G). En efecto,

∀ x ∈ F existe un x′ ∈ E′ tal que x = Ax′, de modo que

(17.10) D(g) x = D(g)Ax′ = AD′(g) x′ ∈ F , ∀ g ∈ G ,

dado que D′(g) x′ ∈ E′.

Y como, por hipótesis, D(G) es irreducible, F es un subespacio impropio de E.

En particular, si F = {0} ⇒ A = O.

Supongamos entonces que F = E, y llamemos F′ al núcleo de A, F′ = Ker(A) ⊂
E′.

Para todo vector x′ ∈ F′ y ∀ g ∈ G tenemos

(17.11) AD′(g) x′ = D(g)Ax′ = 0 ⇒ D′(g) x′ ∈ F′ ,

lo que implica que F′ es un subespacio invariante frente a la acción de D′(G). Y

como, por hipótesis, D′(G) es irreducible, entonces F′ es un subespacio impropio

de E′. En particular, si F′ = E′ ⇒ A = O.
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Supongamos entonces que F′ = {0′}. En esas condiciones, tenemos que Rank(A) =

E y Ker(A) = {0′}, es decir, A es una aplicación biuńıvoca que, en consecuencia,

tiene inversa. Pero en ese caso podemos escribir que

(17.12) D(g) = AD′(g)A−1 , ∀ g ∈ G ,

en contradicción con la hipótesis de que D(G) y D′(G) son representaciones no

equivalentes de G.

Por lo tanto, como A no puede ser invertible, debe ser A = O. ¤

Lema 17.5. Supongamos ahora que D(G) sea una representación matricial irre-

ducible del grupo G, definida sobre el espacio de representación E de dimensión

n, y supongamos que el operador (matriz de n× n) A : E → E satisface

(17.13) D(g)A = AD(g) , ∀ g ∈ G .

En esas condiciones, si A 6= O, entonces A es un múltiplo de la matriz identidad,

A = λ1n.

Demostración: Sea F = Rank(A). De igual modo que en el Lema anterior, F es

un subespacio invariante frente a la acción de D(G). Como esa representación es

irreducible, F es un subespacio impropio de E. En particular, si F = {0} ⇒ A = O.

Supongamos entonces que F = E, y sea F′ = Ker(A). F′ es también un subes-

pacio invariante frente a D(G) y, por lo tanto, también impropio. En particular,

si F′ = E ⇒ A = O.

Por lo tanto, A 6= O requiere que Rank(A) = E y Ker(A) = {0}, es decir, que

A sea invertible.

Ahora bien, consideremos el polinomio caracteŕıstico de la matriz A, P (λ) =

det(A−λ1n). Sea λ0 uno de sus ceros, y definamos una nueva matriz A′ = A−λ0 1n.

Resulta inmediato mostrar que

(17.14) D(g)A′ = A′D(g) , ∀ g ∈ G ,

lo que implica que, o bien A′ es invertible, o A′ = O.

Pero como, por construcción, A′ no es una matriz regular, entonces necesaria-

mente A′ = O ⇒ A = λ0 1n. ¤

Los resultados establecidos en los Lemas 17.4 y 17.5 constituyen lo que se conoce

como Teorema de Schur. Una consecuencia inmediata es el siguiente corolario.

Corolario 17.6. Las representaciones irreducibles de un grupo Abeliano son todas

unidimensionales.
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En efecto, si G es Abeliano tenemos que

(17.15) D(g)D(g′) = D(g′)D(g) , ∀ g, g′ ∈ G .

Entonces, D(g) = λ(g)1dimE, ∀ g ∈ G. Y si la representación es irreducible,

dimE = 1.

18. Representaciones unitarias

Definición 18.1. Una representación lineal D(G) se dice unitaria si las matrices

de la representación son unitarias,

(18.1) D(g)† = D(g)−1 , ∀ g ∈ G .

Teorema 18.2. Toda representación matricial de un grupo de orden finito es

equivalente a una representación unitaria.

Demostración: Sea G un grupo de orden finito, #G = n, y sea D(G) una re-

presentación matricial de G de dimensión r. Las matrices de la representación son

operadores que actúan sobre elementos del espacio E = Cr, que es un espacio

eucĺıdeo respecto del producto escalar usual de r-úplas complejas,

(18.2) (x, y) = x†y =
(

x∗1 . . . x∗r
)




y1

...

yr


 , x, y ∈ Cr .

Los vectores

(18.3) e1 =




1

0
...

0




, e2 =




0

1
...

0




, . . . , er =




0
...

0

1




,

forman una base ortonormal del espacio E
(
(ek, el) = δkl

)
, de modo que todo

vector x ∈ Cr puede escribirse como x = xk ek, con xk = (ek, x).

Con esos mismos elementos podemos construir un segundo espacio eucĺıdeo, E′,

introduciendo como producto escalar la forma hermı́tica

(18.4) {x, y} :=
1

n

∑
g∈G

(
D(g) x,D(g) y

)
.

En efecto, resulta inmediato mostrar que con esa definición se satisfacen todos los

axiomas del producto escalar (hacerlo como ejercicio!).
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El espacio E′ puede ser generado por r vectores, e′1, . . . , e
′
r ∈ Cr, ortonormales

en el sentido de que satisfacen {e′k, e′l} = δkl.

Sea A la matriz regular que tiene por columnas a las r-úplas (linealmente inde-

pendientes) e′k,

(18.5) A := (e′1, e
′
2, . . . , e

′
r) .

Entonces A ek = e′k, de manera que Ax = xk Aek = xk e′k.

En esas condiciones,

(18.6) {A x,A y} = x∗k {Aek, A el} yl = x∗k δkl yl = (x, y) ,∀x, y ∈ Cr .

Definamos ahora una representación equivalente D′(G) cuyas matrices se obten-

gan de las de D(g) por la transformación de similitud

(18.7) D′(g) := A−1D(g)A , ∀ g ∈ G .

Estas matrices son unitarias. En efecto, ∀x, y ∈ Cr tenemos

(18.8)

x† D′(g)†D′(g) y =
(
D′(g) x,D′(g) y

)
=

=
(
A−1D(g)A x,A−1D(g)Ay

)
=

=
{
D(g)A x,D(g)Ay

}
=

= 1
n

∑
h∈G

(
D(h)D(g)Ax, D(h)D(g)Ay

)
=

= 1
n

∑
h∈G

(
D(h · g)Ax, D(h · g)Ay

)
=

= 1
n

∑
g′∈G

(
D(g′)Ax, D(g′)Ay

)
=

{
Ax, A y

}
=

=
(
x, y

)
= x† 1r y ,

donde hemos usado que la multiplicación a derecha por g (fijo) es una aplicación

biuńıvoca de G en G.

Por lo tanto

(18.9) D′(g)†D′(g) = 1r ⇒ D′(g)† = D′(g)−1 = D′(g−1) , ∀ g ∈ G ,

y la representación D′(G) es unitaria. ¤

Podremos generalizar este resultado al caso de grupos de orden infinito en la

medida en que sea posible definir sobre ellos un promedio similar al de la ec.
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(18.4). Más adelante veremos que eso es posible en el caso de los grupos de Lie

compactos (ver Notas sobre grupos de Lie).

Teorema 18.3. Toda representación unitaria reducible de un grupo G es comple-

tamente reducible.

Demostración: Sea D(G) una representación unitaria del grupo G, definida sobre

el espacio de representación E. Sea F′ ⊂ E un subespacio invariante frente a la

acción del grupo, y llamemos F′′ a su complemento ortogonal en E.

Entonces, ∀x′′ ∈ F′′ y ∀x′ ∈ F′, y dado que D(g) x′ ∈ F′ ,∀ g ∈ G, tenemos que

(18.10) 0 =
(
x′′, D(g) x′

)
=

(
D(g)† x′′, x′

)
=

(
D(g−1) x′′, x′

)
, ∀ g−1 ∈ G .

Por lo tanto,

(18.11) D(g) x′′ ⊥ F′ , ∀ x′′ ∈ F′′ y ∀ g ∈ G ,

de modo que el subespacio F′′ también es invariante frente a la acción de G. ¤

Corolario 18.4. Toda representación unitaria reducible de un grupo G puede ex-

presarse como suma directa de representaciones unitarias irreducibles.

Esto simplifica el problema de hallar las representaciones más generales de un

grupo de orden finito (y también, como veremos, de los grupos de Lie compactos,

que son de orden infinito), pues basta con identificar sus representaciones unitarias

irreducibles y tomar sumas directas de éstas para construir un representante de

cada clase de representaciones equivalentes del grupo.

19. Relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito

Consideremos primero dos representaciones matriciales irreducibles no equiva-

lentes de un grupo G de orden finito n, que llamaremos D(α)(G) y D(β)(G), de

dimensión rα y rβ respectivamente.

Sea A la matriz de dimensión rα × rβ definida por

(19.1) A :=
∑
g∈G

D(α)(g)BD(β)(g−1) ,

donde B es cierta matriz de rα × rβ que especificaremos más tarde.

La matriz A satisface la relación

(19.2)

D(α)(h)A =
∑

g∈G D(α)(h)D(α)(g)BD(β)(g−1) =

=
∑

g∈G D(α)(h · g)BD(β)
(
(h · g)−1)D(β)(h) = AD(β)(h) ,
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∀h ∈ G. Entonces, por el Teorema de Schur (ver Lema 17.4), resulta que A = O,

cualquiera que sea la matriz B.

La matriz B es un elemento de un espacio lineal de dimensión rα×rβ, que puede

ser generado por la base de matrices Bkl cuyos elementos de matriz están dados

por

(19.3)
(
Bkl

)
ij

= δik δjl , 1 ≤ i, k ≤ rα , 1 ≤ j, l ≤ rβ .

En esas condiciones, vemos que las matrices de las representaciones consideradas

satisfacen las relaciones (independientes)

(19.4)
∑
g∈G

D
(α)
ik (g)D

(β)
lj (g−1) = 0 ,

para todo i, k = 1, . . . , rα y para todo j, l = 1, . . . , rβ.

Consideremos ahora el caso en que D(β)(G) = D(α)(G). Por el Teorema de Schur

(ver Lema 17.5), A debe ser proporcional a la matriz identidad, A = 1rα , cualquiera

que sea B.

Entonces, si para B = Bkl es A = λkl 1rα , con 1 ≤ k, l ≤ rα, tenemos que

(19.5)
∑
g∈G

D
(α)
ik (g)D

(α)
lj (g−1) = λkl δij .

Para determinar los valores de las constantes λkl podemos tomar j = i en la

anterior igualdad, y sumar sobre i = 1, . . . , rα, para obtener

(19.6)
∑
g∈G

(
D(α)(g−1)D(α)(g)

)
lk

=
∑
g∈G

δlk = n δlk = λkl rα ⇒ λkl =
n

rα

δlk .

Por lo tanto,

(19.7)
∑
g∈G

D
(α)
ik (g)D

(α)
lj (g−1) =

n

rα

δlk δij .

Podemos escribir de manera condensada las ecuaciones (19.4) y (19.7) como

(19.8)
∑
g∈G

D
(α)
ik (g)D

(β)
lj (g−1) =

n

rα

δlk δij δαβ .

Si las representaciones consideradas son unitarias tenemos que

(19.9) D
(β)
lj (g−1) = D

(β)
jl (g)

∗

de manera que (19.8) se reduce a las relaciones de ortogonalidad

(19.10)
∑
g∈G

D
(α)
ik (g)D

(β)
jl (g)

∗
=

n

rα

δij δlk δαβ .
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Estas relaciones tienen la siguiente interpretación: si definimos vectores de n

componentes identificadas por los elementos del grupo, a razón de un vector por

cada elemento de matriz de cada representación de un conjunto de representaciones

unitarias irreducibles no equivalentes,

(19.11) d
(α)
ik :=




D
(α)
ik (g1)

D
(α)
ik (g2)

...

D
(α)
ik (gn)



∈ Cn ,

entonces esos vectores son no nulos y ortogonales entre śı (en el sentido del producto

escalar usual en el espacio eucĺıdeo de las n-úplas complejas),

(19.12) d
(α)
ik

†
d

(β)
jl =

n

rα

δij δlk δαβ .

Como esos vectores son linealmente independientes, su número no supera la

dimensión de ese espacio. En consecuencia, sólo es posible seleccionar un número

finito de representaciones unitarias irreducibles no equivalentes entre śı, y sus

dimensiones deben satisfacer que

(19.13)
∑

α

rα
2 ≤ n = #G .

Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema 19.1. El número de clases de equivalencia de representaciones irredu-

cibles de un grupo de orden finito es finito, y la suma de los cuadrados de sus

dimensiones no supera al orden del grupo6.

También podemos obtener un conjunto de condiciones sobre los caracteres en

las distintas clases de equivalencia de representaciones irreducibles tomando las

trazas de las matrices en la ec. (19.10),

(19.14)
∑
g∈G

D
(α)
kk (g)D

(β)
ll (g)

∗
=

∑
g∈G

χ(α)(g) χ(β)(g)
∗

=
n

rα

rα δαβ .

Teniendo en cuenta que los elementos de G pueden ser organizados en clases

de elementos conjugados, Ki ⊂ G, con i = 1, 2, . . . , s, y que los caracteres en una

representación son una propiedad de cada clase, podemos escribir (19.14) como

(19.15)
s∑

i=1

∑
g∈Ki

χ(α)(g) χ(β)(g)
∗

=
s∑

i=1

ni χ
(α)
i χ

(β)
i

∗
= n δαβ ,

6Más adelante mostraremos que estos dos números son iguales.
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donde ni es el orden de la i-ésima clase, ni = #Ki, y χ
(α)
i es el carácter común a

todos los elementos de la clase Ki en la representación D(α)(G), χ
(α)
i = χ(α)(g) =

tr{D(α)(g)} con g ∈ Ki.

En consecuencia, podemos definir los vectores de caracteres de cada clase de

representaciones irreducibles,

(19.16) c(α) =




√
n1

n
χ

(α)
1√

n2

n
χ

(α)
2

...√
ns

n
χ

(α)
s



∈ Cs , α = 1, . . . , σ ,

los que, de acuerdo con (19.15), son ortonormales7,

(19.17) c(α)†c(β) = δαβ .

Como esos vectores son linealmente independientes, este resultado prueba el si-

guiente teorema.

Teorema 19.2. El número de clases de equivalencia de representaciones irredu-

cibles de un grupo de orden finito G no supera al número de clases de elementos

conjugados en en el grupo8.

20. Caracteres simples - Teorema de Burnside

Los vectores de caracteres de las clases de representaciones irreducibles se dicen

simples. Los vectores de caracteres de representaciones reducibles, llamados ca-

racteres compuestos, pueden expresarse en términos de los caracteres simples.

En efecto, si

(20.1) D(G) =
σ⊕

α=1

aα D(α)(G) , aα ∈ Z+ ,

donde σ es el número de clases de equivalencia de representaciones irreducibles del

grupo G y los coeficientes aα son enteros no negativos, entonces

(20.2) χ(g) = tr{D(g)} =
σ∑

α=1

aα χ(α)(g) , ∀ g ∈ G .

7En los grupos de Lie compactos (grupos continuos de orden infinito) es posible establecer

condiciones de ortogonalidad para los caracteres similares a (19.15) a partir de la introducción

de cierta medida de integración sobre el grupo.
8Más adelante mostraremos que estos dos números son iguales.



Representaciones matriciales - Caracteres 49

En consecuencia,

(20.3) χi =
σ∑

α=1

aα χ
(α)
i , i = 1, . . . , s , con aα ∈ Z+ ,

de modo que los caracteres compuestos pueden expresarse como combinaciones

lineales de los caracteres simples con coeficientes enteros no negativos.

Dado un vector de caracteres compuesto χi, es posible determinar los coeficientes

aα de la combinación lineal en (20.3) empleando las relaciones de ortogonalidad

de la ecs. (19.15). En efecto,

(20.4)
s∑

i=1

ni

n
χi χ

(α)
i

∗
=

σ∑

β=1

aβ

s∑
i=1

ni

n
χ

(β)
i χ

(α)
i

∗
=

σ∑

β=1

aβ δαβ = aα .

El cuadrado de la norma de un vector de caracteres compuesto como en (20.3)

resulta ser la suma de los cuadrados de los coeficientes aα:

(20.5)
s∑

i=1

ni

n
χi χi

∗ =
σ∑

α=1

aα

s∑
i=1

ni

n
χi χ

(α)
i

∗
=

σ∑
α=1

aα
2 .

Esto permite establecer un criterio de reducibilidad de representaciones basado

en sus caracteres.

En efecto, si la representación es irreducible, entonces la suma en el miembro de

la derecha de (20.3) tiene un único término con coeficiente aα = 1, de modo que

(20.6)
s∑

i=1

ni

n
χi χi

∗ = 1 .

En general,

(20.7)
s∑

i=1

ni

n
χi χi

∗ = p ∈ N .

Si p = 2 (ó 3), entonces la representación considerada es suma directa de dos

(resp. tres) representaciones irreducibles no equivalentes entre śı.

Si p = 4 existen dos posibilidades: la representación es suma directa de cuatro

repsentaciones irreducibles no equivalentes entre śı, p = 1 + 1 + 1 + 1, o bien es

suma directa de dos representaciones irreducibles equivalentes, p = 22.

Mostraremos en lo que sigue que el número de clases de representaciones irre-

ducibles de un grupo G de orden n es igual al número de clases de elementos

conjugados en G, σ = s , y que la suma de los cuadrados de sus dimensiones es

igual al orden del grupo,
∑s

α=1 rα
2 = n.
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Para ello recurriremos al Teorema de Cayley, que establece que todo grupo de

orden n es isomorfo a un subgrupo regular del grupo de permutaciones Sn. En

particular, las matrices correspondientes a ese subgrupo en la representación

regular de Sn (que es fiel - ver Notas sobre teoŕıa de grupos) ofrece una repre-

sentación matricial fiel de dimensión n para G, Dreg(G), que también llamaremos

representación regular.

Por tratarse de permutaciones regulares (que, salvo la identidad, no dejan ele-

mentos invariantes), estas matrices tienen ceros en la diagonal principal, con la sola

excepción de la matriz identidad. Por lo tanto, los caracteres en la representación

regular de G son

(20.8) χreg(e) = n , χreg(g) = 0 , ∀ g 6= e .

La representación regular de G es reducible (si el grupo es no trivial), dado que

la norma de su vector de caracteres es

(20.9)
s∑

i=1

ni

n
χreg

i χreg
i

∗ =
1

n
n2 = n > 1 .

En consecuencia, ella podrá descomponerse como una suma directa de representa-

ciones irreducibles,

(20.10) Dreg(G) =
σ⊕

α=1

aα D(α)(G) .

Aplicado la ec. (20.4) obtenemos los coeficientes de esa desarrollo,

(20.11) aα =
s∑

i=1

ni

n
χreg

i χ
(α)
i

∗
=

1

n
χreg(e) χ(α)(e)

∗
=

1

n
n rα = rα ,

donde rα es la dimensión de las representaciones en la α-ésima clase de represen-

taciones irreducibles.

De ese modo, la representación regular de G contiene (en su descomposición

como suma directa) un número de representantes de la α-ésima clase de equi-

valencia de representaciones irreducibles igual a la dimensión de sus espacios de

representación, rα.

Finalmente, teniendo en cuenta que

(20.12) n = χreg(e) =
σ∑

α=1

aα χ(α)(e) =
σ∑

α=1

aα rα =
σ∑

α=1

rα
2 ,

probamos el siguiente teorema:
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Teorema 20.1. (de Burnside) La suma de los cuadrados de las dimensiones

(del espacio de representación de un elemento) de cada clase de equivalencia de

representaciones irreducibles es igual al orden del grupo,

(20.13)
σ∑

α=1

rα
2 = n = #G .

Esto implica, en particular, que los vectores d
(α)
ik definidos en la ec. (19.11)

forman una base ortogonal de Cn. Entonces, cualquier función definida sobre G,

(20.14)




f(g1)

f(g2)
...

f(gn)



∈ Cn

puede ser desarrollada en esa base, de modo que

(20.15) f(g) =
σ∑

α=1

rα∑

i,k=1

Cα
ik D

(α)
ik (g) , ∀ g ∈ G ,

para ciertas constantes Cα
ik .

Consideremos ahora una función de clase, es decir, una función definida sobre

G que toma el mismo valor sobre todos los elementos de una misma clase de

elementos conjugados,

(20.16) f(g) = fi , ∀ g ∈ Ki , con i = 1, 2, . . . , s .

Por similitud con la definición de los vectores de caracteres (ver ec. (19.16)), esta

función define un vector de Cs,

(20.17)




√
n1

n
f1√

n2

n
f2

...√
ns

n
fs



∈ Cs .

Una función con esas propiedades satisface

(20.18) f(g) = f(h · g · h−1) =
1

n

∑

h∈G

f(h · g · h−1) ,



52 H. Falomir

y como f(g) también puede ser desarrollada como en (20.15) podemos escribir

(20.19)

n f(g) =
∑

h∈G

σ∑
α=1

rα∑

i,k=1

Cα
ik D

(α)
ik (h · g · h−1) =

=
∑

h∈G

σ∑
α=1

rα∑

i,k,j,l=1

Cα
ik D

(α)
ij (h)D

(α)
jl (g)D

(α)
lk (h−1) =

=
σ∑

α=1

rα∑

i,k,j,l=1

Cα
ik D

(α)
jl (g)

∑

h∈G

D
(α)
ij (h)D

(α)
lk (h−1) =

=
σ∑

α=1

rα∑

i,k,j,l=1

Cα
ik D

(α)
jl (g)

n

rα

δik δjl =

= n

σ∑
α=1

{
1

rα

rα∑

k=1

Cα
kk

}
χ(α)(g) , ∀ g ∈ G ,

donde hemos usado las relaciones de ortogonalidad de la ec. (19.8).

Por lo tanto, toda función de clase (en la forma dada en (20.17)) puede ser

desarrollada como una combinación lineal de los σ vectores de caracteres simples

c(α) (dados en la ec. (19.16)), que son ortonormales (ver ec. (19.17)).

Pero esto requiere que los caracteres simples generen todo el espacio Cs, lo que

implica que su número (uno por cada clase de equivalencia de representaciones

irreducibles) debe coincidir con el número de clases de elementos conjugados en

G. Es decir, σ = s.

Esto prueba el siguiente teorema:

Teorema 20.2. El número de clases de equivalencia de representaciones irreduci-

bles de un grupo de orden finito G coincide con el número de clases de elementos

conjugados en G.

Como consecuencia de los Teoremas 20.1 y 20.2, podemos construir una tabla

de caracteres para un grupo G de orden n con s clases de elementos conjugados,

(20.20)

G K1 K2 . . . Ks

D(1) χ
(1)
1 χ

(1)
2 . . . χ

(1)
s

D(2) χ
(2)
1 χ

(2)
2 . . . χ

(2)
s

...
...

... . . .
...

D(s) χ
(s)
1 χ

(s)
2 . . . χ

(s)
s
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donde las entradas de la tabla son las (clases de equivalencia de) representaciones

irreducibles no equivalentes entre śı, y las clases de elementos conjugados respec-

tivamente. Además, las dimensiones de las representaciones irreducibles satisfacen

(20.21)
s∑

α=1

rα
2 =

s∑
α=1

(
χ

(α)
1

)2

= n .

La α-esima fila de la tabla corresponde al vector de caracteres c(α) definido en

(19.16), a menos de un factor
√

ni

n
en la i-esima componente, para i = 1, . . . , s.

Como los vectores c(α) son ortonormales, con ellos puede construirse una matriz

unitaria,

(20.22) U :=
(

c(1) c(2) . . . c(s)
)

, con U †U = 1s .

Pero entonces también es U U † = 1s, lo que implica que los vectores

(20.23) bi :=

√
ni

n




χ
(1)
i

χ
(2)
i
...

χ
(s)
i




, 1 = 1, . . . , s ,

también son ortonormales.

Esto significa que las columnas de la tabla de caracteres son ortogonales entre

śı, y de norma n
ni

,

(20.24)
s∑

α=1

χ
(α)
i

∗
χ

(α)
k =

n

ni

δik , 1 ≤ i, k ≤ s .

Estas igualdades constituyen un conjunto de s(s+1)
2

condiciones sobre los caracte-

res, equivalentes a las condiciones de ortogonalidad de la ec. (19.15).

Ejemplos:

• En un grupo abeliano G de orden n, cada elemento forma una clase por śı mismo.

Entonces, s = n, y tenemos que

(20.25)
n∑

α=1

rα
2 = n ,

donde rα ≥ 1. Por lo tanto, rα = 1, para todo α = 1, . . . , n, y el grupo tiene n

representaciones irreducibles no equivalentes unidimensionales.

Por otra parte, como n < ∞, todo elemento a ∈ G es de orden finito, es decir,

ak = e, para algún k ∈ N. Entonces, la matriz correspondiente en la α-ésima

representación irreducible, D(α)(a) = χ(α)(a), es tal que χ(α)(a)
k

= 1 ⇒ D(α)(a) =

χ(α)(a) = k
√

1, y los caracteres son todos ráıces de la unidad.
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Para el grupo ćıclico de orden n generado por a, isomorfo a Zn, las representa-

ciones irreducibles no equivalentes están caracterizadas por

(20.26) χ(α)(a) = D(α)(a) = ei 2π
n

α , α = 1, . . . , n .

En particular, α = n corresponde a la representación trivial.

• Ya hemos visto que el grupo S3 (de orden #S3 = 3! = 6) contiene tres clases de

elementos conjugados,

(20.27) K1 =

¤
¤
¤

, K2 = ¤ ¤ ¤ , K3 =
¤ ¤
¤

,

con #K1 = 1 , #K2 = 2 , #K3 = 3 . Entonces, S3 tiene tres representaciones

irreducibles no equivalentes, cuyas dimensiones satisfacen

(20.28) r1
2 + r2

2 + r3
2 = 6 ,

ecuación que tiene por única solución (con 1 ≤ r1 ≤ r2 ≤ r3) a r1 = r2 = 1, r3 = 2.

Es decir, este grupo tiene dos representaciones unidimensionales (la trivial y la

alternada) y una representación bidimensional irreducibles y no equivalentes entre

śı.

Esa información es suficiente para conocer los elementos de la tabla de caracteres

correspondientes a las dos primeras filas y a la primera columna. Los dos elementos

restantes pueden ser calculados fácilmente haciendo uso de la ortogonalidad de las

columnas, para obtener finalmente9

(20.31)

S3 K1 K2 K3

D(1) 1 1 1

D(2) 1 1 −1

D(3) 2 −1 0

9Dado que las representaciones irreducibles de un grupo de orden finito están contenidas en

su representación regular un número de veces igual a su dimensión, estudiando los subespacios

invariantes de esta representación puede determinarse un conjunto representativo de esas clases

de equivalencia.

Por esa v́ıa se encuentra, por ejemplo, que

(20.29) D(3)(e) =

(
1 0

0 1

)
, D(3)(a) =

(
0 1

−1 −1

)
, D(3)(α) =

(
1 0

−1 −1

)
,

cuyas trazas son

(20.30) χ
(3)
1 = 2 , χ

(3)
2 = −1 , χ

(3)
3 = 0 ,

en coincidencia con la tabla en (20.31).
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El caso del grupo S3 es particularmente simple, porque las condiciones que hemos

deducido, junto con alguna información adicional que tenemos sobre el grupo, nos

permite determinar completamente su tabla de caracteres.

Pero en el caso de grupos de mayor orden eso no será posible en general, porque

mientras que el número de los elementos de la tabla de caracteres crece como s2,

el número de condiciones de ortogonalidad sólo crece como s2

2
.

No obstante, en la próxima sección veremos que existen condiciones adicionales

sobre los caracteres simples que son suficientes para determinar completamente su

tabla de caracteres.

21. Álgebra de un grupo de orden finito

Definición 21.1. El álgebra de un grupo G de orden n es un espacio vectorial

complejo de dimensión n, cuyos vectores pueden ser representados como sumas

formales

(21.1)
∑
g∈G

ag g , con ag ∈ C ,

que está estructurado con las operaciones de suma

(21.2)
∑
g∈G

ag g +
∑
g∈G

bg g :=
∑
g∈G

(ag + bg) g

y producto (bilineal y asociativo)

(21.3)
∑
g∈G

ag g ·
∑

h∈G

bh h :=
∑

g′∈G

∑

h∈G

ag′ bh (g′ · h) =
∑
g∈G

{∑

h∈G

ag·h−1 bh

}
g .

Consideremos en el álgebra de G los elementos de la forma

(21.4) κi :=
∑
g∈Ki

g , i = 1, 2, . . . , s .

Esto es, los vectores con componentes ag = 1 para g ∈ Ki y ag = 0 en todo otro

caso. En particular, κ1 = e.

Estos vectores son invariantes por conjugación,

(21.5) h · κi · h−1 =
∑
g∈Ki

h · g · h−1 =
∑

g′∈Ki

g′ = κi ,

dado que la conjugación por un elemento fijo h ∈ G es un aplicación biuńıvoca

de Ki en esa misma clase. Esta propiedad hace que dichos elementos del álgebra
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conmuten entre śı,

(21.6) κi · κj =
∑
g∈Kj

κi · g =
∑
g∈Kj

g · g−1 · κi · g = κj · κi , ∀ i, j = 1, . . . , s .

Por su parte, el producto de dos de tales elementos,

(21.7) κi κj =
∑
g∈Ki

∑

h∈Kj

g · h ,

es también invariante por conjugación,

(21.8) h · κi · κj · h−1 = h · κi · h−1 · h · κj · h−1 = κi · κj .

En consecuencia, los elementos de G en el producto κi ·κj deben aparecer sumados

sobre clases conjugadas completas, todos ellos en una dada clase asociados a un

mismo coeficiente:

(21.9) κi · κj =
s∑

k=1

cijk κk ,

donde los coeficientes cijk están determinados por la ley de composición en G,

son simétricos en el primer par de ı́ndices, cjik = cijk, y toman valores enteros no

negativos.

Consideremos ahora una representación irreducible del grupo G, D(G). Ella nos

provee de una representación matricial para el álgebra de G,

(21.10)
∑
g∈G

ag g −→
∑
g∈G

ag D(g) ,

donde la suma y el producto por números son las operaciones usuales sobre ma-

trices.

En efecto, para el producto de dos vectores tenemos

(21.11)

∑
g∈G ag D(g)

∑
h∈G bh D(h) =

∑
g∈G

∑
h∈G ag bh D(g · h) =

=
∑

g∈G

{∑
h∈G ag·h−1 bh

}
D(g) ,

en coincidencia con (21.3).

En particular, si

(21.12) κi −→ Di =
∑
g∈Ki

D(g) ,

entonces de (21.9) obtenemos

(21.13) DiDj =
s∑

k=1

cijk Dk ,

donde los coeficientes cijk no dependen de la representación.
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Por otra parte,

(21.14) D(g)DiD(g−1) =
∑

h∈Ki

D(g)D(h)D(g−1) =
∑

h′∈Ki

D(h′) = Di ,

de modo que

(21.15) D(g)Di = DiD(g) , ∀ g ∈ G .

Por lo tanto, por el Teorema de Schur, debe ser Di = λi 1r, si r es la dimensión de

la representación considerada.

Para determinar la constante de proporcionalidad tomamos la traza

(21.16) tr{Di} =
∑
g∈Ki

χ(g) = ni χi = r λi ⇒ λi =
ni

r
χi .

Entonces, de (21.13) obtenemos

(21.17) λiλj 1r =
s∑

k=1

cijk λk 1r ⇒ ninj

r2
χiχj =

s∑

k=1

cijk
nk

r
χk ,

donde r = χ1 es la dimensión de la representación.

Por lo tanto, los caracteres simples de un grupo de orden finito G con s clases

de elementos conjugados satisfacen las relaciones

(21.18) ninj χ
(α)
i χ

(α)
j = χ

(α)
1

s∑

k=1

cijk nkχ
(α)
k , para 1 ≤ i ≤ j ≤ s ,

y para todas las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de G, α =

1 . . . , s.

Estas igualdades imponen s×s(s+1)
2

condiciones sobre los s2 caracteres simples. No

obstante, ellas no son incompatibles, sino que son en gran medida redundantes (y, a

su vez, compatibles con las condiciones de ortogonalidad10), resultando suficientes

para determinar completamente la tabla de caracteres del grupo.

Ejemplo: Para el grupo S3 tenemos

(21.21) κ1 = e , κ2 = a + b , κ3 = α + β + γ .

10Para ver que esto es aśı consideremos representaciones unitarias irreducibles, para las cuales

χ(α)(g) = χ(α)(g−1)
∗
, y llamemos Kj′ la clase que contiene a las inversas de los elementos g ∈ Kj .

Nótese que #Kj′ = nj′ = nj = #Kj .

En esas condiciones, la ec. (21.18) se escribe como

(21.19) ni nj′ χ
(α)
i χ

(α)
j′

∗
=

s∑

k=1

cijk nk χ
(α)
k χ

(α)
1

∗
.
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Tomando productos entre los vectores del álgebra de la forma κi , i = 1, . . . , s,

obtenemos los coeficientes cijk. Por ejemplo,

κ2
2 = (a + b) · (a + b) = a2 + a · b + b · a + b2 =

= b + e + e + a = 2κ1 + κ2 ,

κ2 · κ3 = (a + b) · (α + β + γ) = 2κ3 = κ3 · κ2 ,

κ3
2 = (α + β + γ)2 = 3κ1 + 3κ2 , etc.

Resulta en definitiva

(21.22)

c111 = 1 , c122 = 1 , c133 = 1 ,

c221 = 2 , c222 = 1 , c223 = 0 ,

c231 = 0 , c232 = 0 , c233 = 2 ,

c321 = 0 , c322 = 0 , c323 = 2 ,

c331 = 3 , c332 = 3 , c333 = 0 ,

siendo nulos el resto de los coeficientes.

Conocidos estos coeficientes, a partir de (21.18) puede plantearse un conjunto

de ecuaciones independientes que sean suficientes para determinar completamente

la tabla de caracteres simples (20.31) (hacerlo como ejercicio!).

22. Producto directo de representaciones

Dada una representación matricial D(G) de un grupo G, puede construirse una

nueva representación tomando las complejas conjugadas de las matrices de D(G)11.

En efecto,

(22.1) D(g1)
∗ D(g2)

∗ = {D(g1) D(g2)}∗ = D(g1 · g2)
∗ , ∀ g1, g2 ∈ G .

Entonces, intercambiando j ↔ j′, sumando sobre las clases de representaciones irreducibles y

empleando las relaciones de ortogonalidad en su forma (20.24) obtenemos

(21.20)

ni nj

∑s
α=1 χ

(α)
i χ

(α)
j

∗
= ni nj

n
ni

δij = nni δij =

=
∑s

k=1 cij′k nk

∑s
α=1 χ

(α)
k χ

(α)
1

∗
=

∑s
k=1 cij′k nk

n
n1

δk1 = n cij′1 ,

⇒ cij′1 = ni δij .

Por otra parte, sabemos que el coeficiente cij′1 es no nulo sólo si en la clase Kj′ aparecen los

elementos inversos de los que pertenecen a Ki (es decir, si j′ = i′ ⇒ j = i) y, en ese caso,

cij′1 = ni, en coincidencia con (21.20).
11También se obtiene una representación tomando las traspuestas de las inversas de las ma-

trices, D(g−1)t.
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Esta es la representación conjugada, que puede o no ser equivalente a D(G).

Otra forma de generar nuevas representaciones de un grupo a partir de algu-

nas conocidas consiste en tomar el producto directo de éstas, procedimiento que

describimos a continuación.

Sean E(α) y E(β) los espacios de dos representaciones de un grupo G, D(α)(G) y

D(β)(G), de dimensión rα y rβ respectivamente.

Supongamos que los espacios de representación E(α) y E(β) estén generados por

los conjuntos completos {e1, . . . , er} y {e′1, . . . , e′r′} respectivamente, de modo que

los vectores en esos espacios tienen desarrollos de la forma

(22.2) x = xi ei ∈ E(α) , y = yj e′j ∈ E(β) ,

con xi, yj ∈ C.

Referidos a esas bases, los operadores de las representaciones actúan según

(22.3) D(α)(g) x =
(
D

(α)
kl (g) xl

)
ek , D(β)(g) y =

(
D

(β)
kl (g) yl

)
e′k .

Definición 22.1. El espacio producto directo o producto tensorial, E(α) ⊗
E(β), es un espacio lineal de dimensión r× r′ generado por una base que denotare-

mos por {ei ⊗ e′j , 1 ≤ i ≤ r , 1 ≤ j ≤ r′}. Un vector arbitrario de ese espacio tiene

un desarrollo de la forma z = zij ei ⊗ e′j, de modo que sus componentes forman

una matriz de r × r′.

Definición 22.2. Dados dos vectores como en (22.2), su producto tensorial es el

vector z = x⊗ y := xi yj ei ⊗ e′j ∈ E(α) ⊗ E(β).

Definición 22.3. La representación producto directo, (D(α)⊗D(β))(G), es una

representación matricial del grupo G cuyo espacio de representación es E(α)⊗E(β),

sobre el que actúa según

(22.4)
(
D(α) ⊗D(β)

)
(g) z =

{[(
D(α) ⊗D(β)

)
(g)

]
ij,kl

zkl

}
ei ⊗ e′j ,

donde

(22.5)
[(

D(α) ⊗D(β)
)
(g)

]
ij,kl

= D
(α)
ik (g) D

(β)
jl (g) .
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Efectivamente, se trata de un homomorfismo, porque para el producto de dos

operadores cualesquiera tenemos

(22.6)

[(
D(α) ⊗D(β)

)
(g1)

(
D(α) ⊗D(β)

)
(g2)

]
ij,kl

=

=
[(

D(α) ⊗D(β)
)
(g1)

]
ij,uv

[(
D(α) ⊗D(β)

)
(g2)

]
uv,kl

=

= D
(α)
iu (g1)D

(β)
jv (g1) D

(α)
uk (g2)D

(β)
vl (g2) =

= D
(α)
ik (g1 · g2) D

(β)
jl (g1 · g2)

=
[(

D(α) ⊗D(β)
)
(g1 · g2)

]
ij,kl

, ∀ i, j, k, l , ∀ g1, g2 ∈ G .

Propiedad 22.4. El producto directo de representaciones unitarias es también

una representación unitaria.

En efecto, sean D(α)(G) y D(β)(G) dos representaciones unitarias de G. Entonces

(22.7)

[(
D(α) ⊗D(β)

)
(g)

]
kl,ij

∗
= D

(α)
ki (g)

∗
D

(β)
lj (g)

∗

= D
(α)
ik (g−1) D

(β)
jl (g−1) =

[(
D(α) ⊗D(β)

)
(g−1)

]
ij,kl

.

Propiedad 22.5. Los caracteres de la representación producto directo D(α⊗β)(G) :=(
D(α) ⊗D(β)

)
(G) están dados por el producto de los caracteres de D(α)(G) y

D(β)(G).

En efecto,

(22.8)

χ(α⊗β)(g) = tr
{(

D(α) ⊗D(β)
)
(g)

}
=

[(
D(α) ⊗D(β)

)
(g)

]
ij,ij

=

= D
(α)
ii (g) D

(β)
jj (g) = χ(α)(g) χ(β)(g) .

En general, la representación D(α⊗β)(G) no será irreducible.

Conocidos los caracteres simples, podremos identificar las representaciones irre-

ducibles contenidas en D(α⊗β)(G) empleando las condiciones de ortogonalidad para

vectores de caracteres. Para ello aplicamos la relación deducida en (20.4),

(22.9) aγ =
s∑

i=1

ni

n
χ

(α⊗β)
i χ

(γ)
i

∗
=

s∑
i=1

ni

n
χ

(α)
i χ

(β)
i χ

(γ)
i

∗
,
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lo que nos permitirá determinar la descomposición de Clebsh - Gordan

(22.10) D(α⊗β)(G) =
s⊕

γ=1

aγ D(γ)(G) ,

que expresa el producto directo como suma directa de representaciones irreduci-

bles.

Evidentemente, las dimensiones de las representaciones en (22.10) deben satis-

facer la relación

(22.11) rα⊗β = rα rβ =
s∑

γ=1

aγ rγ .

Bibliograf́ıa:
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NOTAS SOBRE GRUPOS CONTINUOS

23. Grupos continuos

Consideremos el grupo O(3), cuyos elementos son las matrices reales ortogonales

de 3× 3,

(23.1) R =




R11 R12 R13

R21 R22 R23

R31 R32 R33


 , Rij ∈ R.

Cada matriz R ∈ O(3) corresponde un punto en R9 que yace sobre una hiper-

superficie determinada por las seis ecuaciones algebraicas

(23.2) RtR = 13 ⇒ RikRil = δkl, k ≤ l,

lo que deja sólo tres parámetros reales independientes. Esa hipersuperficie sua-

ve, de dimensión 3, es llamada variedad del grupo O(3). Este es un ejemplo

particular de grupo continuo.

En general, un grupo continuo de n parámetros (reales) tiene sus elementos iden-

tificados de manera biuńıvoca con los puntos de una variedad n-dimensional,

inmersa en Rm (com m ≥ n) y determinada por un conjunto de m− n ecuaciones

algebraicas.

Una forma de describir una hipersuperficie de ese tipo consiste en establecer

sistemas de coordenadas locales, que pongan en correspondencia uno a uno

los puntos de la variedad contenidos en una región abierta de Rm con los puntos

de una región abierta de Rn.

En general no será posible establecer un único sistema global de coordenadas,

sino que será necesario cubrir la variedad con un conjunto de abiertos, cada uno

con su sistema local de coordenadas, los que deberán ser compatibilizados dan-

do la relación entre unas y otras coordenadas en la región de superposición de

dos abiertos. Estos conjuntos de abiertos, y las relaciones entre sus coordenadas,

describen las propiedades globales o topoloǵıa de la variedad.

Ejemplos: la esfera S2 ⊂ R3, determinada por la ecuación x2 +y2 +z2 = 1, es una

variedad bidimensional que puede ser cubierta con dos abiertos, entornos del polo

norte y del polo sur respectivamente, en los que se puede establecer sistemas locales

de coordenadas mediante la proyección estereográfica. Los puntos de la esfera

contenidos en una banda alrededor del ecuador tendrán asignadas coordenadas
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en uno y otro sistema, pudiéndose escribir a unas como funciones diferenciables

de las otras.

En ciertos casos es posible establecer un único sistema de coordenadas si a él se

agrega cierta información sobre la topoloǵıa de la variedad. Por ejemplo, los puntos

sobre una circunferencia S1 pueden ser puestos en correspondencia biuńıvoca con

los del segmento [0, 2π] siempre que además se identifiquen sus extremos, 2π ≡ 0.

En general, una variedad diferenciable n-dimensionalM podrá ser cubierta

por un conjunto de abiertos Up, entornos de ciertos puntos p ∈ M, tales que

M =
⋃

p Up. En cada abierto tendremos un sistema local de coordenadas, es

decir, una aplicación φp : Up → Rn que establece una correspondencia biuńıvoca

entre los puntos de la variedad en ese entorno y los de una región abierta de

Rn (por lo que M resulta localmente eucĺıdea). Además, si Up ∩ Uq 6= ∅, las

coordenadas x asignadas por φp a un punto genérico de esa intersección serán

funciones continuas y diferenciables de las coordenadas y que le asigna la

aplicación φq a ese mismo punto, x =
(
φp ◦ φ−1

q

)
(y).

Definición 23.1. Un grupo continuo de dimensión n es un conjunto cuyos

elementos están en correspondencia biuńıvoca con los puntos de una variedad

diferenciable n-dimensional, y que además se estructura como un grupo respecto

de cierta ley de composición asociativa, con neutro e inverso. Ambas estructuras

están relacionadas por el hecho de que la composición de elementos del grupo

(descrita en términos de sistemas locales de coordenadas establecidos en ciertos

entornos de cada elemento) es una aplicación continua sobre la variedad.

Sean a, b, c · · · ∈ G, elementos de un grupo continuo. Supongamos que, respecto

de ciertos sistemas locales de coordenadas, φa(a) = α, φb(b) = β, φc(c) = γ, . . .

En esas condiciones, existen funciones continuas Φ (que dependen de la elección

de los sistemas locales de coordenadas) tales que, si c = a · b, entonces

(23.3) γµ = Φµ(α, β), µ = 1, 2, . . . , n.

Las propiedades de la ley de composición del grupo requieren que se satisfagan

las siguientes condiciones.

Asociatividad: como

(23.4) a · (b · c) = (a · b) · c ⇒ Φ (α, Φ(β, γ)) = Φ (Φ(α, β), γ) .
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Existencia del elemento neutro: sean ε = φe(e), las coordenadas locales de

e; entonces

(23.5) e · a = a = a · e ⇒ Φ(ε, α) = α = Φ(α, ε).

Existencia del elemento inverso: sean α = φa−1(a−1), las coordenadas loca-

les del elemento inverso de a; entonces

(23.6) a−1 · a = e = a · a−1 ⇒ Φ(α, α) = ε = Φ(α, α).

Ejemplo: Los elementos del grupo O(2) son matrices ortogonales de 2×2: RtR =

12. Sus cuatro elementos de matriz (reales) están relacionados por las tres condi-

ciones RikRil = δkl, k ≤ l, lo que deja un único parámetro real independiente.

Por otra parte, det R = ±1. Pero la variación de un parámetro continuo no

puede producir una discontinuidad en el determinante.

Las matrices de O(2) con det R = 1 pueden ser representadas como

(23.7) R(θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)

sin(θ) cos(θ)

)
,

donde θ ∈ [0, 2π).

Sea

(23.8) S =

(
1 0

0 −1

)
= S−1, con det S = −1.

Entonces, si det R′ = −1 ⇒ det(SR′) = 1. Por lo tanto, todo elemento de O(2)

con determinante −1 puede escribirse como

(23.9) R′(θ) = SR(θ) =

(
cos(θ) − sin(θ)

− sin(θ) − cos(θ)

)
= R(−θ)S.

Los elementos de O(2) están entonces uńıvocamente identificados por un ángulo

y el signo del determinante. Es inmediato verificar que la composición de ele-

mentos de este grupo es continua en ese parámetro. Por ejemplo, R(θ1)R(θ2) =

R (θ1 + θ2|mod2π).

En consecuencia, O(2) es un grupo continuo, y su variedad asociada está consti-

tuida por dos circunferencias S1, una para cada signo del determinante. En parti-

cular, el elemento neutro está contenido en la hoja de la variedad con determinante

igual a 1, la que corresponde al subgrupo SO(2).

Definición 23.2. Una variedad se dice conexa si dos cualesquiera de sus puntos

pueden ser unidos por una curva que yace sobre la misma variedad. La variedad

de un grupo continuo puede estar constituida por más de una componente conexa.
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Teorema 23.3. La componente conexa de un grupo continuo G que contiene al

elemento identidad e forma un subgrupo G0, de la misma dimensión que G.

En efecto, sean a, b ∈ G0; entonces puede variarse con continuidad las coorde-

nadas de esos elementos (eventualmente cambiando de sistemas locales de coor-

denadas) hasta hacerlos coincidir con le identidad. Es decir, hay caminos sobre la

variedad del grupo que llevan a → e y b → e. Como b · b−1 = e, también b−1 ∈ G0.

En consecuencia, como la ley de composición es continua, es posible cambiar

con continuidad las coordenadas del producto a · b−1 de modo que a · b−1 → a → e.

Por lo tanto, a · b−1 ∈ G0 ⇒ G0 es un subgrupo de G.

Por otra parte, dim G0 = dim G, puesto que la parte conexa de la variedad que

contiene a e tiene la misma dimensión que la variedad completa.

Teorema 23.4. La componente conexa de un grupo continuo G que contiene al

elemento identidad e, G0, es un subgrupo invariante de G.

Sea a ∈ G0 y sea b ∈ G. Entonces es posible cambiar con continuidad las

coordenadas del elemento conjugado b · a · b−1 hasta hacerlo coincidir con e. En

efecto, como a se conecta con continuidad con e ⇒ b · a · b−1 → b · e · b−1 = e ⇒
b · a · b−1 ∈ G0, ∀ b ∈ G.

Ejemplo: SO(2) es un subgrupo invariante de O(2).

Las componentes de la variedad de un grupo continuo G no conexas con la

identidad son isomorfas a G0 como variedad. En efecto, sea d 6∈ G0, entonces

la composición con d a izquierda constituye una aplicación biuńıvoca entre G0

y el coset d · G0. Esta relación uno a uno permite establecer sistemas locales de

coordenadas que cubren completamente a esa hoja de la variedad a partir de los

abiertos que cubren a G0. De ello resulta que tienen la misma topoloǵıa.

El grupo cociente G/G0, cuyos elementos son las distintas hojas de la variedad,

es un grupo discreto12

(23.10) G/G0 = {dk ·G0 | d1 = e, dk 6∈ G0, para k = 2, 3, . . . } .

Esto permite reducir el estudio de grupos continuos no conexos a la consideración

de los grupos continuos conexos (y de los grupos discretos).

12En general, si H es un subgrupo invariante de un grupo continuo G, la dimensión del grupo

cociente dim(G/H) = dim G− dim H, dado que los cosets a · H están caracterizados por ese

número de parámetros independientes.
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Si G0 es un grupo continuo conexo y D es un grupo discreto, buscamos recons-

truir un grupo continuo no conexo cuyos elementos sean de la forma dk · a, con

dk ∈ D y a ∈ G0. La composición de dos de tales elementos

(23.11) (dk · a) · (dl · b) = (dk · dl) · (d−1
l · a · dl) · b,

donde (d−1
l · a · dl) ∈ G0, puesto que éste es un subgrupo invariante de G. En

consecuencia, la conjugación por elementos del grupo discreto D, junto con las

operaciones en D y G0, determina completamente las propiedades de G.

Ejemplo: Sean G0 = SO(2) y D = {12, S} ≈ Z2 (ver ecs. (23.7) y (23.8)).

Entonces, para R(θ) ∈ SO(2) tenemos S−1R(θ)S = R(−θ).

24. Grupos conexos - Grupos de Lie

Consideremos un elemento b de un grupo continuo conexo G. Existe una curva

sobre la variedad del grupo que lo conecta con continuidad con el elemento neutro

e. Sobre dicha curva podemos seleccionar elementos ak, con k = 0, 1, . . . N y N

suficientemente grande, tales que

a0 = e, aN = b,

ak y ak+1 están contenidos en un mismo abierto, de modo que pueden ser

referidos a un mismo sistema local de coordenadas,

∀ k, los productos ak+1 · a−1
k están contenidos en un mismo entorno de la

identidad, de modo que pueden ser referidos a un único sistema local de

coordenadas establecido alrededor de e.

En esas condiciones, un elemento arbitrario b ∈ G (conexo) puede escribirse como

la composición de un gran número de elementos próximos de la identidad,

(24.1) b = (aN · a−1
N−1) · (aN−1 · a−1

N−2) · . . . (a2 · a−1
1 ) · (a1 · a−1

0 ) · a0.

Esto muestra que las propiedades locales de la ley de composición, para elementos

en un entorno de la identidad e, también contiene información sobre las propie-

dades globales del grupo.

Definición: Un grupo de Lie es un grupo continuo para el cual las funciones

Φ(α, β), que describen la ley de composición en términos de coordenadas locales,

son anaĺıticas en su dominio de definición.

Sean a, b dos elementos de un grupo de Lie G contenidos en un entorno de la

identidad. Sea c = a·b, y supongamos que todos esos elementos son suficientemente
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próximos de la identidad como para que puedan ser referidos a un mismo sistema

local de coordenadas: φe(e) = 0, φe(a) = α, φe(b) = β, φe(c) = γ. Entonces,

(24.2) γµ = Φµ(α, β)

donde en el segundo miembro aparecen funciones anaĺıticas de todas sus variables,

las que pueden ser desarrolladas en serie de Taylor dentro de su ćırculo de con-

vergencia. Por lo dicho anteriormente, los coeficientes de esos desarrollos no sólo

permiten describir localmente la ley de composición, sino que también contienen

información sobre las propiedades globales del grupo.

Ejemplos:

El grupo de dilataciones en un espacio vectorial E, x 7→ a x, con x ∈ E y

a ∈ R+\{0}, es un grupo de Lie de dimensión 1. La ley de composición es

anaĺıtica en sus dos argumentos, Φ(a, b) = ab.

El grupo de traslaciones en Rn, para el cual x 7→ x + a es un grupo de Lie

n-dimensional donde la ley de composición es Φ(a,b) = a+b, anaĺıtica en

todos sus argumentos.

Todos los grupos de matrices que hemos definido anteriormente son grupos

de Lie. Por ejemplo, si U ∈ U(n) ⇒ U †U = 1n. Esta relación impone

n+2n(n−1)/2 = n2 condiciones (reales), lo que deja n2 parámetros reales

independientes que determinan la matriz U . Entonces U(n) es un grupo de

Lie de dimensión n2.

Al subgrupo invariante SU(n) se le impone además que det U = eiθ = 1 ⇒
θ = 0, lo que elimina un parámetro real adicional. Por lo tanto, se trata de

un grupo de Lie de dim SU(n) = n2 − 1.

Similarmente, los grupos ortogonales son grupos de Lie de dimensión dim O(n) =

dim SO(n) = n2 − {n + n(n− 1)/2} = n(n− 1)/2.

25. Propiedades globales de grupos conexos

Consideremos la variedad del grupo U(1), la circunferencia S1. Se trata de un

grupo conexo, pero existen diversas formas no equivalentes de conectar dos

elementos de U(1) mediante una curva sobre la variedad. En efecto, partiendo del

primer elemento, es posible dar n vueltas a la circunferencia, en un sentido o en

el otro, antes de alcanzar el segundo elemento. Esas curvas son no equivalentes

en el sentido de que no es posible deformar con continuidad (sin salirse de la

variedad) una de ellas en otra que dé un número diferente de vueltas sobre la

circunferencia.
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Esa noción puede hacerse más precisa introduciendo el primer grupo de ho-

motoṕıa de la variedad M. Para ello, consideremos las curvas continuas sobre la

variedad que empiezan y terminan en un mismo punto (es decir, aplicaciones de

la circunferencia sobre la variedad, π : S1 →M).

Se dice que dos curvas son homotópicas si es posible deformar una en la otra

de manera continua, mediante desplazamientos sobre la variedad. Esto constituye

una relación de equivalencia que permite definir clases de equivalencia de curvas

homotópicas o clases de homotoṕıa.

Dado que todas la curvas comienzan y terminan en el mismo punto, es posible

definir una operación de composición entre clases de homotoṕıa, donde el resultado

de la composición de dos clases es la clase que contiene a la curva que se obtiene

de prolongar una curva representante de la primera clase poniendo a continuación

de ella una representante de la segunda clase.

Puede comprobarse que esta operación no depende de las curvas representantes

elegidas en cada clase. También que esa ley de composición

es asociativa,

tiene un elemento neutro que corresponde a la clase de curvas que pueden

contraerse con continuidad a un punto (curvas homotópicamente nulas),

tiene un inverso para cada clase, correspondiente a la clase que contiene a

una curva representante de la primera pero recorrida en sentido opuesto.

En consecuencia, respecto de esa ley de composición, el conjunto de clases de ho-

motoṕıa se estructura como un grupo (discreto), Π1(M), llamado primer grupo

de homotoṕıa de la variedad.

Se puede demostrar que el primer grupo de homotoṕıa de un grupo de Lie conexo

es siempre Abeliano (es decir, no importa en qué orden se compongan las curvas),

y que no depende del punto sobre la variedad que se elija como origen de ellas

(de modo que simplemente pueden considerarse clases de curvas cerradas sobre M
que, a los efectos de definir una composición, se las deforma con continuidad hasta

hacerlas coincidir en un punto).

Una variedad M se dice simplemente conexa si su grupo de homotoṕıa es

trivial, Π1(M) ≈ Z1. Si Π1(M) es no trivial, M es múltiplemente conexa.

De acuerdo a las propiedades de sus variedades asociadas, los grupos de matrices

son:
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Grupo simplemente conexo múltiplemente conexo

GL(n,C) ?

SL(n,C) ?

GL(n,R) ?

SL(n,R) ?

SO(n) ?

U(n) ?

SU(n) ?

SO(1, 1) ?

SO(n, 1), n ≥ 2 ?

Ejemplos: El grupo O(2), que ya hemos considerado, no es conexo. Su componente

conexa es el subgrupo SO(2), cuya variedad es una circunferencia ⇒ Π1(SO(2)) ≈
Z. En efecto, la composición de dos curvas que dan n y m vueltas alrededor de la

circunferencia respectivamente es un curva que da n + m vueltas, con n,m ∈ Z.

La variedad del grupo U(1)⊗U(1) es un toro (o, equivalentemente, un rectángu-

lo con los puntos opuestos sobre el borde identificados). Este es un grupo múlti-

plemente conexo, cuyo grupo de homotoṕıa es Π1(U(1) ⊗ U(1)) = Z ⊗ Z. En

efecto, el par de enteros 〈n,m〉 que caracterizan a las clases de homotoṕıa se

refieren al número de vueltas que las curvas en esa clase describen a lo lar-

go y alrededor del toro respectivamente. La ley de composición corresponde a

〈n1,m1〉 · 〈n2,m2〉 = 〈n1 + n2,m1 + m2〉.

Definición 25.1. Un grupo de Lie se dice compacto si su variedad (entendida

como subconjunto de Rm, para algún m) es una región compacta.

Ejemplo: SU(2) es un grupo compacto y simplemente conexo, de dimensión 3.

Sus elementos son matrices unitarias unimodulares de 2× 2:

(25.1) U =

(
a b

c d

)
, U−1 =

(
d −b

−c a

)
= U † =

(
a∗ c∗

b∗ d∗

)
,

con det U = ad− bc = 1. Entonces, d = a∗, c = −b∗.

Por lo tanto,

(25.2) U =

(
a b

−b∗ a∗

)
, con det U = |a|2 + |b|2 = 1.
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En términos de las partes reales e imaginarias de esos parámetros, a = x + iy,

b = z + it, tenemos

(25.3) det U = x2 + y2 + z2 + t2 = 1,

lo que determina una (hiper)esfera tridimensional de radio 1 en R4, S3.

De ese modo, cada matriz del grupo SU(2) está en correspondencia uno a uno

con los puntos de S3, que puede ser considerada su variedad asociada.

Se trata evidentemente de una variedad compacta. Además, es simplemente

conexa, dado que toda curva cerrada sobre una esfera de dimensión mayor o igual

a 2 es homotópicamente nula.

El conjunto de las matrices de SU(2) constituye una representación matricial de

ese grupo, llamada representación fundamental. Esta representación es irre-

ducible puesto que, por ejemplo, las matrices de Pauli

(25.4) σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i

i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
,

que multiplicadas por i son elementos de SU(2), no conmutan entre śı,

(25.5) [σi, σj] = 2iεijkσk,

y por lo tanto no pueden ser simultáneamente diagonalizadas.

Entonces, por el Teorema de Schur, toda matriz C en el centro de SU(2) es

proporcional a la identidad,

(25.6) UC = CU, ∀U ∈ SU(2) ⇒ C = λ12.

Y como det C = 1 ⇒ λ2 = 1 ⇒ λ = ±1.

Por lo tanto, el centro C de SU(2) (que es un subgrupo invariante) es de orden

2,

(25.7) C = {12,−12} ≈ Z2.

Podemos ahora construir el grupo cociente entre SU(2) y su centro, SU(2)/Z2,

cuyos elementos son los cosets de la forma U Z2 = {U,−U}. Recordemos que la

operación en SU(2)/Z2 está dada por

(25.8) U1 Z2 · U2 Z2 = (U1U2)Z2.

Este grupo es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo φ : SU(2) → SU(2)/Z2

tal que φ(U) = U Z2 = φ(−U), cuyo núcleo es el centro de SU(2).
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Como los cosets contienen matrices de SU(2) que sólo difieren en su signo global,

los elementos de cada coset corresponden a puntos diametralmente opuestos sobre

la variedad S3.

Entonces, dentro de un entorno suficientemente pequeño de la identidad ten-

dremos una correspondencia uno a uno entre los elementos de SU(2) y los de

SU(2)/Z2, con esencialmente la misma ley de composición (ver ec. (25.8)).

Es decir, el homomorfismo φ : SU(2) → SU(2)/Z2 restringido a un entorno de

la identidad resulta ser una aplicación biuńıvoca. Por ese motivo los grupos SU(2)

y SU(2)/Z2 se dicen localmente isomorfos.

Dado que puntos diametralmente opuestos sobre S3 corresponden al mismo

coset, los elementos de SU(2)/Z2 pueden ser puestos en correspondencia uno a

uno con los de una hemiesfera tridimensional,

(25.9) t = +
√

1− (x2 + y2 + z2) ≥ 0,

siempre que se tenga en cuenta que puntos diametralmente opuestos sobre su borde

(25.10) t = 0 ⇒ (
x2 + y2 + z2

)
= 1

corresponden al mismo elemento del grupo.

Vemos entonces que la variedad del grupo SU(2)/Z2 tiene la topoloǵıa de una es-

fera de radio 1 en R3 (incluido su interior), con los puntos diametralmente opuestos

sobre su borde identificados:

(25.11) 0 ≤ (
x2 + y2 + z2

) ≤ 1, con




x

y

z


 ≡



−x

−y

−z


 , si

(
x2 + y2 + z2

)
= 1.

Para esta variedad hay sólo dos clases de curvas homotópicas:

las curvas homotópicamente nulas, que pueden ser contráıdas a un punto

con continuidad,

y las curvas homotópicas a un diámetro, que en esta variedad es una curva

cerrada.

En efecto, es fácil ver que curvas cerradas que reaparecen un número par de ve-

ces por las ant́ıpodas son homotópicamente nulas, mientras que las que emplean

esa posibilidad un número impar de veces son deformables con continuidad a un

diámetro de la esfera.

Por lo tanto, Π1 (SU(2)/Z2) ≈ Z2, y ese grupo de Lie es compacto y doble-

mente conexo.



72 H. Falomir

Ejemplo: Los elementos del grupo de rotaciones SO(3) (que ya hemos considera-

do) están uńıvocamente determinados por un vector unitario û, que apunta en la

dirección del eje de rotación, y por el ángulo de rotación θ ∈ [−π, π], siempre que

se tenga en cuenta que rotar en un ángulo −π alrededor de un eje es equivalente

a rotar en +π alrededor del mismo eje.

Entonces, los elementos de SO(3) están en correspondencia uno a uno con los

puntos de una esfera de radio π en R3 (incluido su interior), que tiene identificados

los puntos diametralmente opuestos sobre su borde. En consecuencia, la variedad

de SO(3) tiene la misma topoloǵıa13 que la del grupo SU(2)/Z2.

Por lo tanto, SO(3) es un grupo de Lie compacto y doblemente conexo.

Ejemplo: Se puede mostrar que el grupo SU(n) es compacto y simplemente co-

nexo. Además, su representación fundamental (que coincide con el propio grupo)

es irreducible.

En consecuencia, por el teorema de Schur, su centro C contiene matrices pro-

porcionales a la identidad, tales que det(λ1n) = λn = 1 ⇒ λp = e2iπp/n, con

p = 0, 1, . . . , n− 1. Es decir, C ≈ Zn.

El grupo cociente SU(n)/Zn (cuyos elementos son los cosets U Zn) es homomorfo

a SU(n) por un homomorfismo φ : SU(n) → SU(n)/Zn de núcleo φ−1(eSU(n)/Zn) =

C ≈ Zn. Pero en un entorno suficientemente pequeño de la identidad, este homo-

morfismo establece una correspondencia biuńıvoca entre los elementos de esos dos

grupos, los que entonces resultan localmente isomorfos.

Sobre la variedad del grupo cociente SU(n)/Zn podemos trazar curvas cerradas

(que unen elementos en el centro de SU(n)) de la forma

(25.12) Up(α) = diag
(
e2iπαp/n, . . . , e2iπαp/n, e−2iπ(n−1)αp/n

)
,

con 0 ≤ α ≤ 1 y p = 0, 1, . . . , n− 1, tales que

(25.13) Up(α = 0) = 1n, Up(α = 1) = e2iπp/n1n.

Nótese que

(25.14) det Up(α) = e2iπ(n−1)α/ne−2iπ(n−1)α/n = 1, ∀α.

Por otra parte, la composición de Up(α) con Uq(α) resulta en una curva homotópica

con Up+q|mod n
(α).

Entonces, para SU(n)/Zn existen n clases de curvas homotópicas (caracterizadas

por contener a las Up(α)), y el primer grupo de homotoṕıa es Π1(SU(n)/Zn) ≈ Zn.

13Más adelante mostraremos que SO(3) ≈ SU(2)/Z2.
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En resumen, el grupo SU(n)/Zn, compacto y múltiplemente conexo, tiene un

primer grupo de homotoṕıa que es isomorfo al núcleo del homomorfismo que lo

relaciona con SU(n),

(25.15) Π1(SU(n)/Zn) ≈ Zn ≈ φ−1(eSU(n)/Zn).

Este resultado es un caso particular de un teorema de validez general, que se

enuncia en la siguiente Sección.

26. Grupo de cubrimiento universal

Señalemos primero que homomorfismos de núcleo discreto respecto de un mismo

grupo de Lie simplemente conexo (relaciones que en un entorno de la identidad se

reducen a isomorfismos locales), permiten ordenar a los grupos de Lie conexos en

clases de grupos localmente isomorfos. Dos grupos de Lie están en la misma

clase si ambos son homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo por

un homomorfismo de núcleo discreto.

Teorema 26.1. Dado un grupo de Lie conexo G, con un primer grupo de ho-

motoṕıa (discreto) Π1(G) = H, existe un grupo de Lie simplemente conexo G, al

cual G es homomorfo por un homomorfismo φ : G → G de núcleo φ−1(eG) ≈ H.

Además, en esas condiciones es G ≈ G/H.

El grupo G es llamado grupo de cubrimiento universal de (la clase de grupos

localmente isomorfos a) G.

Ahora veremos que todos los grupos de Lie conexos pertenecientes a una cla-

se de grupos localmente isomorfos pueden ser construidos a partir del grupo de

cubrimiento universal de esa clase.

En efecto, sea H un subgrupo propio discreto invariante de un grupo de Lie

simplemente conexo G. Entonces, el grupo cociente G = G/H es un grupo de Lie

mútiplemente conexo, homomorfo a G por un homomorfismo de núcleo H, y que

resulta localmente isomorfo a G.

En consecuencia, la enumeración de todos los grupos localmente isomorfos a un

grupo de Lie simplemente conexo G se reduce a la determinación de todos sus

subgrupos discretos invariantes.

Aśı, la clasificación de todos los grupos de Lie conexos se reduce a la determina-

ción de todos los grupos de Lie simplemente conexos y de sus subgrupos discretos

invariantes.

En particular, dos grupos de Lie conexos localmente isomorfos son



74 H. Falomir

o bien globalmente isomorfos,

o bien ambos homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo.

Por lo anteriormente dicho, si G es simplemente conexo, todo grupo de Lie

conexo G localmente isomorfo a G puede obtenerse como el grupo cociente G/H ≈
G, donde H = {h1 = e, h2, . . . , hk, . . . } es un subgrupo discreto invariante de G.

En esas condiciones, dado g ∈ G,

(26.1) g · hk · g−1 = hl ∈ H.

Nótese que en el miembro de la izquierda se puede modificar con continuidad a g,

que es un elemento genérico de G, mientras que el miembro de la derecha está fijo,

puesto que H es discreto.

Además, como G es simplemente conexo, el elemento g se conecta con el neutro

e mediante una curva continua sobre el grupo, g 7→ e, lo que implica que es

posible variar con continuidad el primer miembro de la ec. (26.1) de manera tal

que g ·hk ·g−1 7→ e ·hk ·e−1 = hk. Y este elemento debe coincidir con el del segundo

miembro de la ec. (26.1).

Por lo tanto, ∀hk ∈ H tenemos

(26.2) g · hk · g−1 = hk ⇒ g · hk = hk · g, ∀ g ∈ G.

En consecuencia, todo subgrupo discreto invariante H de G está contenido en

su centro14. Esto implica, en particular, que todo subgrupo discreto invariante de

G es Abeliano.

Sea C el centro de un grupo de Lie simplemente conexo G , y sea H ⊂ C, un

subgrupo propio discreto invariante. El grupo cociente G = G/H es homomorfo

(y localmente isomorfo) a G por un homomorfismo de núcleo H.

Teniendo en cuenta que los puntos en la variedad de G identificados con los

elementos de H corresponden al mismo elemento (coset) de G/H, se concluye que

las clases de homotoṕıa de G contienen curvas cerradas que conectan la identidad

con los distintos elementos de H, e 7→ hk. Dado que la composición de dos de tales

curvas corresponde a una curva homotópica a e 7→ (hk · hl), se ve que el primer

grupo de homotoṕıa de G = G/H es Π1(G/H) ≈ H, en concordancia con el

teorema anterior.

14Las representaciones fundamentales de los grupos clásicos de matrices son irreducibles, lo que

implica que los elementos en el centro del grupo son todos proporcionales a la matriz identidad.
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No obstante, los grupos de homotoṕıa no clasifican, en general, a los grupos de

Lie conexos localmente isomorfos a G. En efecto, es posible que dentro del centro

C de G puedan hallarse dos subgrupos invariantes distintos pero isomorfos,

(26.3) H1, H2 ⊂ C, H1 6= H2, H1 ≈ H2.

En ese caso, los grupos cociente G1 = G/H1 y G2 = G/H2 tendrán grupos de

homotoṕıa isomorfos, Π1(G1) ≈ H1 ≈ H2 ≈ Π1(G2), pero en general no serán

globalmente isomorfos entre śı, G1 6≈ G2.

El caso de SU(2) es particular, porque su centro C ≈ Z2 no tiene subgrupos

propios, de modo que sólo se tienen dos posibilidades,

(26.4) Π1(SU(2)) ≈ Z1, Π1(SU(2)/Z2) ≈ Z2.

Todo otro grupo localmente isomorfo a SU(2) (grupo de cubrimiento de su clase)

o bien es simplemente conexo y, por lo tanto, globalmente isomorfo a SU(2),

o bien es doblemente conexo y, por lo tanto, globalmente isomorfo a SU(2)/Z2.

Finalmente, consideremos una representación matricial D(g) del grupo G ≈
G/H. Dado que existe un homomorfismo φ : G → G, ella induce una represen-

tación matricial para el grupo G, definida por Γ(g) := D(φ(g)), con g ∈ G. En

efecto, ∀ g1, g2 ∈ G tenemos

(26.5)

Γ(g1)Γ(g2) = D(φ(g1))D(φ(g2)) =

= D(φ(g1) · φ(g2)) = D(φ(g1 · g2)) = Γ(g1 · g2).

Pero si Γ(g) es una representación del grupo G, ella dará lugar, en general, a

una representación proyectiva (o multivaluada) de G.

Una representación de G sólo inducirá una representación ordinaria de G si

(26.6) Γ(hk) = Γ(eG) = 1r, ∀hk ∈ H = φ−1(eG).

En ese caso se puede establecer un homomorfismo entre G/H ≈ G y el grupo

de matrices {Γ(g · H) := Γ(g), ∀ g · H ∈ G/H}, y definir D(g) := Γ(g), donde

g = φ(g).

En consecuencia, el problema de la determinación de las representaciones de un

grupo de Lie conexo G se reduce a hallar todas las representaciones ordinarias de su

grupo de cubrimiento G, para luego seleccionar de entre ellas las representaciones

ordinarias del primero.
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NOTAS SOBRE ALGEBRAS Y GRUPOS DE LIE

27. Introducción a las álgebras de Lie

Consideremos una función escalar a valores complejos definida sobre la variedad

de un grupo de Lie conexo G de dimensión n, F : G → C. Referida a un sistema

local de coordenadas establecido alrededor de un elemento genérico b ∈ G (en el

cual b tiene asignadas coordenadas (β1, ..., βn)), se tiene que

(27.1) F (b) = f(β1, ..., βn),

que supondremos diferenciable.

Por multiplicación a izquierda por a ∈ G, el elemento a−1 · b es aplicado en el

elemento b. Podemos entonces definir una función trasladada por a según

(27.2) (TaF ) (b) := F (a−1 · b),
donde Ta es definido como un operador lineal sobre el espacio lineal de las funciones

sobre G. El conjunto de operadores {Ta, a ∈ G} constituye una representación

lineal del grupo G. En efecto,

(27.3) (TaTbF ) (c) = Ta

(
F (b−1 · c))

y, llamando H(c) ≡ F (b−1 · c),

(27.4)

(TaH) (c) = H(a−1 · c) = F (b−1 · a−1 · c) =

= F ((a · b)−1 · c) ≡ (Ta·bF ) (c),

cualesquiera que sean a, b ∈ G, y ∀F (c). Por lo tanto,

(27.5) TaTb = Ta·b, ∀a, b ∈ G.

Supongamos ahora que el elemento a está en un entorno del elemento identidad,

e, y que respecto de un sistema local de coordenadas tenemos la asignación

(27.6)
a → (α1, ..., αn),

e → (0, ..., 0),

de modo que al elemento c = a−1 ·b, contenido en un entorno de b, le correspondan

las coordenadas c → (γ1, ..., γn), dadas por

(27.7) γµ = φµ(ᾱ, β),

donde las coordenadas ᾱµ corresponden al elemento a−1.
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En el sistema local de coordenadas establecido alrededor de e tenemos

(27.8) φµ(ᾱ, α) = εµ = 0, ∀α.

Como se trata de un grupo de Lie, esa función puede ser desarrollada en serie de

potencias de sus argumentos, y teniendo en cuenta que e · a = a = a · e para todo

a, se ve fácilmente que15

(27.12) ᾱµ = −αµ +O(α)2, µ = 1, 2, ..., n.

Desarrollando en serie de potencias el miembro de la derecha en (27.7), y te-

niendo en cuenta que necesariamente φµ(0, β) = βµ, resulta

(27.13) γµ = βµ − αν

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

+O(α)2.

Dado que existe la inversa de cada elemento en G, podemos escribir a = b · c−1,

de modo que la relación entre (γ − β)µ y αµ establecida en la anterior ecuación

debe ser invertible. Esto implica que

(27.14) det

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

6= 0.

Reemplazando (27.13) en la expresión de la función trasladada TaF ,

(27.15)

TaF (b) = F (a−1 · b) = f(γ) =

f(β)− αν

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

∂f

∂βµ
(β) +O(α)2 =

{
1− ıαν

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

(
−ı

∂

∂βµ

)
+O(α)2

}
f(β),

de donde surge que los operadores diferenciales (con coeficientes dependientes de

las coordenadas β)

(27.16) X̂ν(β) =

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

(
−ı

∂

∂βµ

)
,

15En efecto, para ā y a genéricos en un entorno de la identidad podemos escribir

(27.9) φµ(ᾱ, α) = Aµ + Bµ
ν ᾱν + B′µ

ν αν + . . .

Tomando ā = e tenemos

(27.10) φµ(0, α) = αµ ⇒ Aµ = 0, B′µ
ν = δµ

ν .

Similarmente, si a = e ⇒ Bµ
ν = δµ

ν . Por lo tanto,

(27.11) φµ(ᾱ, α) = ᾱµ + αµ + . . .
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ofician de generadores de las traslaciones sobre la variedad en el espacio de las

funciones escalares diferenciables definidas sobre el grupo G, obteniendo para los

operadores de traslación Ta la realización

(27.17) Ta = 1− ıανX̂ν(β) +O(α)2 .

Teniendo en cuenta que los operadores diferenciales (−ı∂/∂βµ), generadores de

las traslaciones a lo largo de los ejes coordenados, constituyen un conjunto de n

operadores linealmente independientes, y que la matriz en el miembro derecho de

(27.16) es invertible, vemos que los X̂µ conforman una base del espacio lineal (n-

dimensional) de los operadores diferenciales de primer orden. Este espacio vectorial

es isomorfo al espacio tangente, por lo que ambos suelen identificarse. En ese

sentido puede decirse que, para elementos a próximos de la identidad y al más

bajo orden en las coordenadas, los operadores Ta difieren del operador identidad

en (−ı) veces un vector del espacio tangente a la variedad del grupo16.

Consideremos ahora una representación matricial de dimensión r del grupo G,

la que puede ser entendida como una función a valores matriciales definida sobre

la variedad: D(b), ∀ b ∈ G. Su trasladada por multiplicación a izquierda por a es

(27.18) TaD(b) := D(a−1 · b) = D(a−1)D(b) = (D(a))−1 D(b),

lo que nos provee de una representación matricial para los operadores de tras-

lación en términos de matrices constantes (independientes del punto b sobre la

variedad). En efecto,

(27.19)

TaTbD(c) = TaD(b−1 · c) = Ta (D(b))−1 D(c) = (D(b))−1 D(a−1 · c) =

(D(b))−1 (D(a))−1 D(c) = (D(a · b))−1 D(c) = Ta·bD(c).

Para traslaciones infinitesimales, esto proporciona también una representación

matricial para los generadores X̂ν : por analoǵıa con (27.17) escribimos

(27.20) (D(a))−1 = 1− ıαµXµ +O(α2),

o bien, al mismo orden en α,

(27.21) D(a) = 1 + ıαµXµ +O(α2),

donde ahora las Xµ son matrices constantes de dimensión r × r. Es decir,

las matrices que representan a elementos a próximos de e difieren de la matriz

16Nótese que, por multiplicación por un elemento fijo b ∈ G, un sistema local de coordenadas

en un entorno de e es aplicado en un sistema local en un entorno de b. En consecuencia, el espacio

tangente a la variedad en cualquier punto b es isomorfo al espacio tangente en e.



80 H. Falomir

identidad (al más bajo orden en las coordenadas de a) en ı veces un vector del

espacio lineal generado por las matrices Xµ, µ = 1, 2, ..., n.

Consideremos, como antes, dos elementos a y b en un entorno de la identidad

e, con sus respectivas coordenadas, (α1, ..., αn) y (β1, ..., βn). El elemento c =

a · b ·a−1 · b−1 será en general diferente de e (a menos que el grupo sea Abeliano) y,

para αµ y βµ suficientemente pequeños, estará contenido en el mismo entorno de

e, pudiendo ser referido al mismo sistema local de coordenadas, c → (γ1, ..., γn).

Tratándose de un grupo de Lie, las γµ son funciones anaĺıticas de αν y de βν ,

pudiendo ser desarrolladas en serie de potencias:

(27.22)

γµ = ψµ(α, β) = Aµ + ανB µ
ν + βνB′ µ

ν +

+ανβλC µ
νλ + αναλD µ

νλ + βνβλD′ µ
νλ +O(α, β)3.

Pero si tomamos a = e (αµ = 0), entonces c = e (γµ = 0) para todo b (∀β).

Similarmente, con b = e (βµ = 0), también tenemos c = e (γµ = 0) para todo a

(∀α). De ello resulta que

(27.23) Aµ = B µ
ν = B′ µ

ν = D µ
νλ = D′ µ

νλ = 0.

En consecuencia, las coordenadas de c están dadas (al más bajo orden) por

(27.24) γµ = ανβλC µ
νλ +O(α, β)3,

donde las constantes de estructura, C µ
νλ , son caracteŕısticas de la ley de com-

posición del grupo en un entorno de la identidad (si bien, evidentemente, dependen

de la elección del sistema local de coordenadas).

Tomando a = b, resulta que c = e, o bien γµ = εµ = 0. Entonces, para coordena-

das αµ arbitrarias tenemos que αναλC µ
νλ = 0, lo que significa que las constantes

de estructura son antisimétricas en el primer par de ı́ndices,

(27.25) C µ
νλ = −C µ

λν .

Los elementos contenidos en entornos de la identidad de dos grupos de Lie lo-

calmente isomorfos están en correspondencia biuńıvoca con el mismo conjunto

de coordenadas locales, y como localmente tienen la misma ley de composición,

resulta que tienen las mismas constantes de estructura. Por lo tanto, las constantes

de estructura son una caracteŕıstica del grupo de cubrimiento universal de

la clase a la que pertenece el grupo de Lie considerado.

Inversamente, se puede demostrar que dos grupos que tienen el mismo conjunto

de constantes de estructura son localmente isomorfos y, en consecuencia, ambos
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homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo. En ese sentido, las

constantes de estructura determinan localmente las propiedades del grupo en un

entorno del elemento neutro e, y ellas deben ser compatibles con las diferentes

propiedades globales de los grupos en esa clase.

Consideremos nuevamente la representación matricial del grupo. Para los ele-

mentos a y b próximos de e podemos escribir

(27.26)

D(a) = 1 + A,

D(b) = 1 + B,

donde

(27.27)

A = ıανXν +O(α2),

B = ıβνXν +O(β2).

Sus inversas son

(27.28)

(D(a))−1 = 1− A + A2 + ...,

(D(b))−1 = 1−B + B2 + ...,

y, en consecuencia,

(27.29)

D(c) = D(a)D(b) (D(a))−1 (D(b))−1 =

= {1 + A + B + AB} {1−B + B2 + ...− A + AB + A2 + ...} =

= 1 + (AB −BA) + ... = 1 + C ,

donde

(27.30) C = ıγµXµ + ... = ıανβλC µ
νλ Xµ +O(α, β)3.

Por lo tanto

(27.31)

C = [A,B] + ... ⇒

ıανβλC µ
νλ Xµ = −ανβλ [Xν , Xλ] , ∀α, β,

lo que implica que los generadores satisfacen el álgebra de conmutadores

(27.32) [Xν , Xλ] = −ıC µ
νλ Xµ,

cualquiera que sea la representación del grupo considerada.
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Similarmente, si tomamos el producto Tc = TaTbTa−1Tb−1 , a partir del desarrollo

(27.17) se puede demostrar que

(27.33)
[
X̂ν , X̂λ

]
= ıC µ

νλ X̂µ,

(con un cambio de signo en el segundo miembro respecto de (27.32) - ver (27.17) y

(27.21)). Cabe señalar que en esta igualdad aparecen las mismas constantes de

estructura que en (27.32), a pesar de que los operadores diferenciales de primer

orden X̂µ tienen coeficientes dependientes de las coordenadas (Teorema de Lie).

Como los generadores X̂µ constituyen una base del espacio tangente, la ope-

ración de conmutación de (27.33) introduce en ese espacio una operación bilineal,

antisimétrica y no asociativa entre vectores, que le confiere la estructura de un

álgebra de Lie. El espacio vectorial generado por las matrices Xµ, que satisfa-

cen las reglas de conmutación de la ec. (27.32), constituye una representación

matricial del álgebra de Lie.

Como hemos dicho antes, el valor numérico de las constantes de estructura

depende de la elección del sistema local de coordenadas en un entorno de e. A

un cambio en el sistema de coordenadas, que haga que las nuevas coordenadas se

obtengan de las anteriores mediante una transformación lineal homogénea,

(27.34)

a → (α′)µ = Λµ
να

ν ,

b → (β′)µ = Λµ
νβ

ν ,

le corresponde un nuevo conjunto de generadores, X̂ ′
µ, con µ = 1, 2, ..., n, que

también es una base del espacio tangente.

Los elementos del álgebra de Lie pueden ser referidos a distintas bases de ese

espacio vectorial, de modo que un mismo vector puede ser escrito como

(27.35) (α′)µX̂ ′
µ = αµX̂µ,

lo que es cierto para todo α. Pero esto requiere que los generadores se transformen

como

(27.36) X̂ ′
µΛµ

ν = X̂ν .

De ese modo tenemos, por una parte,

(27.37)
[
X̂ ′

λ, X̂ ′
κ

]
= ıC′ ρ

λκ X̂ ′
ρ
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mientras que, empleando (27.36), resulta

(27.38)

[
X̂µ, X̂ν

]
= Λλ

µΛκ
ν

[
X̂ ′

λ, X̂
′
κ

]
= ı Λλ

µΛκ
νC

′ ρ
λκ X̂ ′

ρ =

= ıC σ
µν X̂σ = ıC σ

µν Λρ
σX̂

′
ρ.

Como los generadores X̂ ′
µ son linealmente independientes, se deduce que las cons-

tantes de estructura se transforman (frente a las transformaciones lineales de coor-

denadas como en (27.34)) como las componentes de un tensor dos veces covariante

y una vez contravariante,

(27.39) Λλ
µΛκ

νC
′ ρ
λκ = C σ

µν Λρ
σ.

La operación introducida en el álgebra de Lie no es asociativa, sino que satisface

las identidades de Jacobi,

(27.40)
[[

X̂µ, X̂ν

]
, X̂ρ

]
+

[[
X̂ν , X̂ρ

]
, X̂µ

]
+

[[
X̂ρ, X̂µ

]
, X̂ν

]
= 0,

igualdades algebraicas que se verifican fácilmente desarrollando los conmutadores

según su definición17.

Reemplazando los conmutadores de los generadores, y teniendo en cuenta que

éstos son linealmente independientes, se obtienen las identidades de Bianchi

para las constantes de estructura,

(27.41) C σ
αβ C ρ

σγ + C σ
βγ C ρ

σα + C σ
γα C ρ

σβ = 0 ,

las que entonces no son todas independientes.

Introducimos ahora un conjunto de n matrices de dimension n × n, Mµ, cuyos

elementos son proporcionales a las constantes de estructura del grupo:

(27.42) (Mµ) ρ
ν := ıC ρ

µν .

El conmutador de dos cualesquiera de ellas está dado por

(27.43)

[Mµ,Mν ]
β

α = (Mµ) ρ
α (Mν)

β
ρ − (Mν)

ρ
α (Mµ) β

ρ =

−C ρ
µα C β

νρ + C ρ
να C β

µρ = C ρ
µν C β

ρα = −ıC ρ
µν (Mρ)

β
α ,

17Las identidades de Jacobi,
[
X̂ρ,

[
X̂µ, X̂ν

]]
=

[
X̂µ,

[
X̂ρ, X̂ν

]]
+

[[
X̂ρ, X̂µ

]
, X̂ν

]
,

tienen la misma forma que la derivada de un producto de funciones,

d

dx
(f(x) g(x)) = f(x)

dg(x)
dx

+
df(x)
dx

g(x),

razón por la cual la operación en el álgebra de Lie también es la llamada derivada de Lie
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donde hemos usado las identidades de Bianchi.

En consecuencia, las matrices aśı definidas constituyen una representación ma-

tricial de los generadores del álgebra de Lie del grupo, llamada representación

adjunta,

(27.44) [Mµ,Mν ] = −ıC ρ
µν Mρ.

Evidentemente, la representación adjunta contiene la misma información sobre la

ley de composición del grupo que el conjunto de sus constantes de estructura18.

Consideremos ahora una representación matricial del álgebra de Lie de G, en la

cual los generadores estén representados por matrices Xµ que satisfacen (27.32).

Las matrices correspondientes a elementos a próximos de e serán de la forma

(27.48) D(a(α)) = 1 + ı αµXµ +O(α2),

donde las αµ son las coordenadas de a correspondientes a esa elección de una base

para el álgebra de Lie.

Consideremos, en particular, los elementos correspondientes a matrices de la

forma

(27.49) 1 + ı
τ

N
αµXµ +O(

1

N2
),

donde los αµ son parámetros finitos dados, τ toma valores continuos y N À 1.

Estos elementos pueden ser multiplicados por śı mismos N veces para alcanzar

18Se define la forma de Killing de un álgebra de Lie como la matriz simétrica cuyos elementos

están dados por

(27.45) gµ ν = tr {Mµ Mν} = −C β
µα C α

νβ = gν µ.

Se puede demostrar que un álgebra de Lie es semi-simple (es decir, que corresponde a un

grupo de Lie que no contiene subgrupos de Lie invariantes que sean Abelianos - ver Sección 34)

si y sólo si su forma de Killing es regular (es decir, si det g 6= 0). En esas condiciones, su inversa

existe y satisface gµ αgα ν = δ ν
µ .

Las nuevas constantes definidas por

(27.46) Cµνλ ≡ C ρ
µν gρ λ = −C ρ

µν C β
ρα C α

λβ

son totalmente antisimétricas en sus tres ı́ndices. En efecto, empleando las identidades de Bianchi

resulta que

(27.47) Cµνλ =
{
C ρ

να C β
ρµ + C ρ

αµ C β
ρν

}
C α

λβ = i tr {Mµ Mν Mλ − Mµ Mλ Mν} ,

donde el segundo miembro es antisimétrico debido a las propiedades de invarianza ćıclica la traza.
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otros que (para N grande) estarán alejados de e y representados por matrices

(27.50)

(
1 + ı

τ

N
αµXµ +O(

1

N2
)

)N

=

∏N
k=1 e

ı
τ

N
αµXµ (

1 +O( 1
N2 )

)
= eıταµXµ

(
1 +O( 1

N
)
)
.

En el ĺımite N →∞ obtenemos la matriz

(27.51) D(a(τα)) := eıταµXµ ,

relación que puede ser entendida como la asignación de los n parámetros ταµ al

elemento que denotamos por a(τα) ∈ G.

Como el parámetro τ es arbitrario, vemos que cada recta que pasa por el origen

en el álgebra de Lie (espacio tangente a la variedad en e) es aplicada en elementos

de G que satisfacen

(27.52)

D(a(τ1α))D(a(τ2α)) = eıτ1α
µXµ eıτ2α

µXµ =

eı(τ1 + τ2)α
µXµ = D(a(τ2α))D(a(τ1α)).

Y como eso vale para toda representación matricial de G (incluso para las repre-

sentaciones fieles), los elementos que hemos identificado como a(τα) (con αµ fijo

y para todo τ) pertenecen a un subgrupo Abeliano unidimensional de G.

Puede demostrarse que todo elemento de un grupo de Lie conexo compacto G

pertenece a un subgrupo Abeliano unidimensional de G. Por lo tanto, la matriz

que lo representa en una dada representación matricial del grupo siempre se puede

obtener por exponenciación de un elemento (de la representación matricial) del

álgebra de Lie.

En particular, por exponenciación de vectores en la representación adjunta del

álgebra de Lie obtenemos las matrices de la representación adjunta del grupo

G considerado,

(27.53) DAdj(a(τα1, ..., ταn)) = eı τ αµMµ ,

que en general no es una representación fiel de G.

Nótese que para cada subgrupo de Lie unidimensional compacto la curva des-

crita sobre la variedad de G por los elementos de la forma a(τα) debe ser necesa-

riamente cerrada. Dicho de otro modo, las matrices D(a(τα)) deben ser funciones

periódicas de τ para toda representación del grupo G. Las representaciones fieles

de G permiten determinar el rango de valores que toma el parámetro τ , mientras
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que para las que no lo son, en general, las matrices D(a(τα)) se repetirán sobre

ese rango.

En el caso de grupos de Lie conexos no compactos, existen elementos que

no yacen sobre ningún subgrupo Abeliano unidimensional, como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo: Consideremos el grupo conexo SL(2,R). Este es un grupo no compacto,

ya que contiene matrices de la forma

(27.54) M(r) =


 −r 0

0 −1

r


 ,

cuyo determinante es det M(r) = 1 para todo r ∈ R \ {0}, conjunto no compacto

sobre el cual M(r) no es periódica.

Si M ∈ SL(2,R) se puede escribir como M = exp(A), la condición det M = 1

implica19 que trA = 0. Por lo tanto

(27.59) A =

(
a b

c −a

)
,

su determinante es

(27.60) det A = − (
a2 + bc

)
,

y su cuadrado es

(27.61) A2 = (− det A)12.

19Si M es una matriz (regular) de un grupo de matrices conexo, es posible trazar una curva

continua sobre la variedad del grupo, M(t) (que supondremos diferenciable), tal que M(0) = 1

y M(1) = M . Podemos escribir

(27.55) M(t + δt) = M(t) + δM(t) = M(t)
(
1 + M−1(t)δM(t)

)
,

y para su determinante

(27.56)
det M(t + δt) = det M(t) det

(
1 + M−1(t)δM(t)

)
=

det M(t)
(
1 + tr

[
M−1(t)δM(t)

]
+ ...

)
,

a menos de términos de orden superior en δM(t). Pero entonces,

(27.57)
d

dt
ln det M(t) = tr

[
M−1(t)

dM(t)
dt

]
≡ d

dt
tr ln M(t).

Y como ln det M(0) = 0 = tr ln M(0), resulta que

(27.58) ln det M = tr ln M.
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De esto se deduce fácilmente que

(27.62) M = eA = cosh(
√
− det A)12 +

sinh(
√− det A)√− det A

A,

de modo que su traza

(27.63) trM = 2 cosh(
√
− det A).

Como A es una matriz real, det A ∈ R, y en cualquier caso trM ≥ −2.

Pero, como hemos señalado antes, existen en SL(2,R) matrices M(r) como en

(27.54), con r > 2, cuyas trazas son

(27.64) trM(r) = −r − 1/r < −2,

y que, por lo tanto, no son de la forma eA.

No obstante, M(r) puede ser escrita como20

(27.66) M(r) = −12

(
r 0

0 1/r

)
= eıπσ2eln(r)σ3 ,

donde ambos factores en el miembro de la derecha son elementos del grupo SL(2,R),

puesto que son exponenciales de matrices reales y de traza nula.

Este resultado refleja el hecho de validez general de que todo elemento de un

grupo de Lie conexo no compacto puede ser representado como el producto de

un número finito (y pequeño) de elementos que yacen sobre subgrupos Abelianos

unidimensionales. En consecuencia, las matrices de una dada representación del

grupo pueden ser obtenidas como producto de un número finito de exponenciales

de elementos en la correspondiente representación del álgebra de Lie del grupo.

De ese modo, el conocimiento de una representación matricial del álgebra de Lie

de un grupo de Lie conexo permite reconstruir (mediante la aplicación exponencial)

la correspondiente representación matricial del grupo.

20Esta matriz también puede ser escrita como una única exponencial de la forma

(27.65) M(r) = eıπσ3eln(r)σ3 = eıπσ3 + ln(r)σ3 ,

pero en este caso el exponente no es una matriz real, y por lo tanto no es el producto de ı

por un elemento del álgebra de Lie de SL(2,R).
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28. Algebras de Lie de los grupos SU(2) y SO(3)

Consideremos la representación fundamental del grupo SU(2). Sus elemento

son matrices unitarias de determinante igual a 1. Siendo un grupo de Lie conexo

compacto, todos sus elementos pueden escribirse como exponenciales de vectores

en el álgebra de Lie,

(28.1)

U = eıA

U † = e−ıA†
= U−1 = e−ıA ⇒ A† = A

ln det U = tr ln U = ı tr A = 0.

Por lo tanto, el álgebra de Lie de SU(2) es el espacio vectorial de las matrices de

2 × 2, autoadjuntas y de traza nula. Su dimensión es 3 (igual a la dimensión de

SU(2)).

Una base conveniente para ese espacio esta compuesta por las matrices de

Pauli,

(28.2) σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −ı

ı 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
,

que satisfacen

(28.3) σ†k = σk, tr σk = 0, σiσj = δij 12 + ı εijk σk,

donde el śımbolo εijk es totalmente antisimétrico, con ε123 = 1.

Suele tomarse como generadores a Xk = σk/2 de modo que, por cálculo directo,

se obtienen (para esa elección) las constantes de estructura21,

(28.7)
[σi

2
,
σj

2

]
= ı εijk

σk

2
⇒ C k

ij = −εijk.

21Los generadores en la representación adjunta (ver (27.42)) de SU(2) son las matrices cuyos

elementos son (Mi)jk = ıC k
ij = −ı εijk,

(28.4) M1 = −ı




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 , M2 = −ı




0 0 −1

0 0 0

1 0 0


 , M3 = −ı




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 ,

las que también satisfacen

(28.5) [Mi,Mj ] = ı εijk Mk.

Por otra parte, para esta elección de generadores la forma de Killing se reduce a

(28.6) gij = − εikl εjlk = 2 δij .

Como gij es regular, SU(2) es semi-simple.
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Cada elemento en el álgebra de Lie (combinación lineal de las σk/2) genera un

subgrupo Abeliano unidimensional. Tomemos un vector n̂ ∈ R3, tal que nini = 1,

y llamemos σ̂ = niσi. Su cuadrado es

(28.8) σ̂2 = ninj σiσj =
1

2
ninj {σi, σj} =

1

2
ninj 2δij 12 = (n̂)2 12 = 12.

Entonces, empleando el desarrollo en serie de la exponencial, resulta de inmediato

que las matrices en el subgrupo Abeliano generado por σ̂ son de la forma

(28.9) U(θ n̂) = e
ı θ

σ̂

2 = cos

(
θ

2

)
12 + ı sin

(
θ

2

)
σ̂.

Estas son funciones periódicas de la variable θ, de peŕıodo 4π, para todo n̂ (es

decir, para toda recta que pasa por el origen del álgebra de Lie), lo que refleja el

hecho de que SU(2) es compacto. En particular,

(28.10) U(4π n̂) = e
ı 4π

σ̂

2 = cos

(
4π

2

)
12 = 12 = U(0 n̂),

para todo n̂.

En esas condiciones, podemos describir la variedad (simplemente conexa) del

grupo SU(2) como los puntos de una esfera de radio 2π en R3, con todo su borde

identificado con el elemento −12. En efecto,

(28.11) U(2π n̂) = e
ı 2π

σ̂

2 = cos

(
2π

2

)
12 = −12,

para todo n̂. En esta variedad, los subgrupos Abelianos unidimensionales corres-

ponden a diámetros de la esfera (que son ĺıneas cerradas, ya que conectan dos

puntos sobre el borde de la variedad).

El grupo SU(2)/Z2, homomorfo a SU(2), tiene por elementos a los cosets

UZ2 ≡ {+U,−U}, con U ∈ SU(2). Dado que

(28.12) −U(θ n̂) = U (2π(−n̂)) U(θ n̂) = U ((2π − θ)(−n̂)) ,

vemos que la variedad del grupo SU(2)/Z2 puede ser descrita como una esfera de

radio π en R3, con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identifica-

dos entre śı . En efecto, las matrices correspondientes a puntos diametralmente

opuestos pertenecen al mismo coset,

(28.13) U(π n̂) = U(2π n̂) U(π (−n̂)) = −U(π (−n̂)),

y consecuentemente corresponden al mismo elemento de SU(2)/Z2 que, de ese

modo, resulta doblemente conexo.
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Consideremos ahora el grupo SO(3), de matrices ortogonales de 3× 3 de deter-

minante 1. Siendo un grupo (doblemente) conexo compacto, todos sus elemento

yacen sobre algún subgrupo Abeliano unidimensional, y pueden ser representados

como la exponencial de ı veces un vector del álgebra de Lie de este grupo. Si

R = eA, entonces

(28.14)

Rt = eA
t
= R−1 = e−A ⇒ At = −A

ln det R = tr ln R = tr A = 0.

Es decir, el ágebra de Lie de SO(3) es el espacio vectorial de las matrices reales

antisimétricas (y, en consecuencia, de traza nula) multiplicadas por −ı. Se trata

de un espacio de dimensión 3 (igual al número de parámetros independientes del

grupo SO(3)), en el que podemos adoptar como base el conjunto de matrices

(28.15)

X1 = −ı




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 ,

X2 = −ı




0 0 −1

0 0 0

1 0 0


 ,

X3 = −ı




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 ,

(coincidentes con los generadores de SU(2) en la representación adjunta!, ver

(28.4)) de modo que A = ıαkXk.

Las constantes de estructura de SO(3) correspondientes a esta elección de ge-

neradores se obtienen fácilmente por cálculo directo de los conmutadores

(28.16) [Xi, Xj] = ı εijk Xk,

de modo que también para este grupo resulta que

(28.17) C k
ij = −εijk.

Estas constantes de estructura son idénticas a las antes obtenidas para SU(2),

de modo que estos dos grupos son (localmente) isomorfos en un entorno de la

identidad. Entonces SU(2), simplemente conexo, es el grupo de cubrimiento

universal de la clase de grupos localmente isomorfos a la que pertenece SO(3).
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Cada subgrupo Abeliano unidimensional de SO(3) contiene las matrices de la

forma R(θ n̂) = eı θ X̂ , donde X̂ = nkXk, con n̂ un vector unitario en R3. Por

ejemplo, para nk = δk3, es fácil verificar que

(28.18) (X3)
2 =




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 , (X3)

3 = X3.

Entonces,

(28.19) R(θ ê3) = eı θX3 = 13 + i sin(θ) X3 + (cos(θ)− 1) (X3)
2.

En particular, R(2π n̂3) = 13 = R(0 n̂3).

La matriz R(θ n̂3) es una función periódica de θ de peŕıodo 2π, y lo mismo se

verifica para R(θn̂) cualquiera que sea el vector unitario n̂ ∈ R3. De ese modo, la

variedad del grupo SO(3) puede ser descrita como una esfera de radio π en R3,

con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre śı. En

efecto,

(28.20) R(π n̂) = R(2π n̂)R(π (−n̂)) = R(π (−n̂)),

siendo SO(3) doblemente conexo.

En resumen, SO(3) es localmente isomorfo a SU(2); pero mientras que éste es

simplemente conexo, el primer grupo de homotoṕıa de aquél es

(28.21) Π1 (SO(3)) ≈ Z2 ≈ Π1 (SU(2)/Z2) .

Dado que el centro de SU(2) es isomorfo a Z2, SO(3) sólo puede ser globalmente

isomorfo a SU(2)/Z2.

En consecuencia, SO(3) es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo de núcleo

{12,−12} ≈ Z2. Las representaciones de SU(2) serán, en general, representa-

ciones proyectivas (bivaluadas) de SO(3). Sólo aquellas para las cuales

(28.22) D(−U) = D(U),∀U ∈ SU(2) ⇒ D(−12) = 1r = D(12)

son representaciones ordinarias de SO(3).

29. Algebras de Lie de otros grupos de matrices

Las representación fundamental de cada uno de los grupos de matrices que hemos

definido ofrece una representación matricial (fiel) para el álgebra de Lie de

esos grupos, a partir de la cual es posible deducir la operación entre vectores del

álgebra de manera similar a como fue hecho antes para SU(2) y SO(3). Para ello,
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representamos elementos del grupo como M = eA y establecemos, en cada caso,

las condiciones que debe satisfacer la matriz A.

Por ejemplo, para GL(n,R), grupo lineal de matrices (regulares) reales de n×n,

A toma valores en el espacio lineal de las matrices reales n × n. Una base de ese

espacio vectorial está dada por las matrices cuyos elementos son todos nulos salvo

uno, tomado igual a 1:

(29.1) Ekl := |k〉 〈l| ≡ êk (êl, ·) ⇒ (Ekl)rs = δkrδls,

donde los êk, k = 1, 2, ..., n forman una base ortonormal de Rn, 〈k|l〉 ≡ (êk, êl) =

δkl.

Existen n2 de tales matrices, que pueden ser tomadas como generadores. De ese

modo, el álgebra de Lie de GL(n,R) (y, por lo tanto, también el grupo GL(n,R))

es de dimensión n2.

Para determinar las constantes de estructura asociadas con esta elección de

generadores hay que calcular sus conmutadores. Teniendo en cuenta que

(29.2) EklErs = |k〉 〈l|r〉 〈s| = δlr |k〉 〈s| ,
resulta de inmediato

(29.3) [Ekl, Ers] = δlrEks − δskErl.

Para obtener matrices de GL(n,C) seŕıa necesario considerar combinaciones li-

neales complejas de los Ekl. Pero como debemos describir a los grupos de Lie en

términos de parámentros reales, más bien debemos duplicar el número de generado-

res introduciendo nuevas matrices, definidas como E ′
kl = ıEkl, en lo que se conoce

como la complexificación del álgebra de Lie de GL(n,R). En consecuencia, el

grupo GL(n,C) tiene dimensión 2n2.

Para obtener el resto de las constantes de estructura, se deben calcular los

conmutadores

(29.4)

[Ekl, E
′
rs] = +δlrE

′
ks − δskE

′
rl,

[E ′
kl, E

′
rs] = −δlrEks + δskErl.

Si se trata del grupo SL(n,R), subgrupo unimodular de GL(n,R), sus ele-

mentos son matrices reales de determinante 1. Entonces, si M = eA, ln det M = 0

implica que A tiene traza nula, trA = 0.

Los generadores de este grupo son combinaciones lineales de los generadores

de GL(n,R) con traza nula. Para k 6= l, trEkl = 0, pero trEkk = 1. Entonces
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se pueden mantener los primeros, pero es necesario tomar combinaciones de los

generadores diagonales que tengan traza nula. Por ejemplo, se puede tomar como

base del álgebra de Lie de SL(n,R) al conjunto de generadores

(29.5)

Ekl, k 6= l,

(Ekk − Enn) , k = 1, 2, ..., n− 1,

lo que corresponde a una dimensión dim SL(n,R) = n2 − 1. Similarmente,

dimSL(n,C) = 2(n2 − 1).

Para los grupos unitarios, con U = eıA, la condición U † = U−1 implica A† =

A. Es decir, el álgebra de Lie de U(n) es el espacio vectorial de las matrices

autoadjuntas de n × n. Sus generadores son combinaciones lineales autoadjuntas

de las matrices Ekl. Teniendo en cuenta que E†
kl = (|k〉 〈l|)† = |l〉 〈k| = Elk, vemos

que una elección posible es

(29.6)

Mkl = Ekl + Elk, k ≥ l,

Nkl = ı (Ekl − Elk) , k > l,

de donde resulta que dim U(n) = (n + n(n− 1)/2) + n(n− 1)/2 = n2. Las corres-

pondientes constantes de estructura se calculan fácilmente a partir de (29.3)22.

Para el grupo SU(n) se debe imponer además la condición de que los generadores

tengan traza nula, lo que requiere tomar, por ejemplo, las combinaciones de los

generadores diagonales Mkk − Mnn, con k = 1, 2, ..., n − 1. De ello resulta que

dimU(n) = n2 − 1.

22Por ejemplo, para el grupo U(2) tenemos

(29.7)
M11 = σ0 + σ3, M22 = σ0 − σ3,

M21 = σ1, N21 = σ2,

donde σ0 = 12. Pero también podemos tomar como base del álgebra de Lie de U(2) directamente

a σ0, σ1, σ2, σ3, cuyos conmutadores son

(29.8)
[σi, σj ] = 2ı εijk σk,

[σi, σ0] = 0, i = 1, 2, 3.

Esta álgebra se separa en dos subálgebras que conmutan entre śı, lo que refleja el hecho de que

U(2) = U(1)⊗SU(2), de modo que el grupo no es semi-simple y su forma de Killing es singular:

g0µ = tr{M0 Mµ} = tr{O Mµ} = 0, para µ = 0, 1, 2, 3.
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Para los grupos ortogonales, si R = eA, la condición Rt = R−1 implica At = −A,

de donde resulta que el álgebra de Lie de SO(n) es el espacio lineal de las matrices

reales y antisimétricas de n × n, multiplicadas por (−ı). Sus generadores pueden

ser tomados como

(29.9) Nkl = ı (Ekl − Elk) , k > l,

de modo que dimSO(n) = n(n − 1)/2. Las constantes de estructura se calculan

tomando los conmutadores de los generadores y empleando (29.3).

30. Medida de integración invariante

Las relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito, aśı como la equi-

valencia de toda representación con una representación unitaria, se demuestran

haciendo uso de la siguiente propiedad de las sumas sobre los elementos del grupo:

(30.1)
∑
g∈G

ψ(g · h−1) =
∑

g′∈G

ψ(g′), ∀h ∈ G.

Para sumas parciales, sobre subconjuntos de G, se tiene

(30.2)
∑

g∈S⊂G

ψ(g · h−1) =
∑

g′∈S·h−1⊂G

ψ(g′), ∀h ∈ G.

De existir una propiedad similar para el caso de los grupos continuos, las sumas

debeŕıan ser consideradas como integrales sobre la variedad, con una medida de

integración que dé cuenta de la densidad de elementos del grupo alrededor de

cada punto,

(30.3)

∫

S⊂G

dµ(g) ψ(g · h−1) =

∫

S·h−1⊂G

dµ(g′) ψ(g′).

Pero, cambiando de variable de integración en el miembro de la izquierda,

g → g′ · h, también resulta

(30.4)

∫

S⊂G

dµ(g) ψ(g · h−1) =

∫

S·h−1⊂G

dµ(g′ · h) ψ(g′).

Las igualdades (30.3) y (30.4) debeŕıan valer ∀S ⊂ G, ∀h ∈ G, y para toda

función ψ(g) definida sobre el grupo, de modo que la medida de integración sobre

la variedad debeŕıa ser invariante por multiplicación a derecha,

(30.5) dµ(g · h) = dµ(g), ∀g, h ∈ G.

Es decir, para el caso de grupos continuos se podrán demostrar propiedades

similares a las que valen para grupos de orden finito siempre que se pueda construir

una medida de integración invariante por multiplicación a derecha (que

satisfaga (30.5)), tal que su integral sobre la variedad del grupo sea convergente.
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Esta invarianza de la medida refleja el hecho de que la multiplicación a derecha

por h establece una relación biuńıvoca (dada la existencia de h−1 ∈ G) entre los

elementos de un entorno Ug de g y los de la imagen de ese entorno, Ug·h.

En el caso de grupos de Lie, una vez establecidos sistemas de coordenadas locales

sobre la variedad del grupo, la medida de integración en el punto g puede ser

referida a sus coordenadas βµ,

(30.6) dµ(g) = ρ(β) dnβ.

Entonces, la densidad de elementos ρ(β) debe tener en cuenta la variación

que sufre el volumen de Sg cuando se lo multiplica a derecha por h para obtener

Sg·h, y esa variación puede ser determinada a partir de la ley de composición en el

grupo.

En efecto, sea a un elemento próximo de la identidad, que tiene asignadas coor-

denadas αµ en un sistema para el cual las coordenadas de e son εµ = 0 , y sea un

segundo elemento b de coordenadas βµ. Las coordenadas del producto c = a · b,
γµ = φµ(α, β), son funciones anaĺıticas de αµ, de modo que

(30.7) γµ − βµ =

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

αν +O(α)2.

En consecuencia, la relación entre un volumen elemental alrededor de e y su imagen

por multiplicación a derecha por b está dada por

(30.8) dnβ =

∣∣∣∣det

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣ dnα,

donde det
(

∂φµ(α,β)
∂αν

)∣∣∣
α=0

6= 0 (ver (27.14)).

Entonces, tomando g = b y h = b−1 en (30.5) y (30.6), tenemos para una medida

invariante a derecha

(30.9)

dµ(b · b−1) = dµ(e) = dµ(b) ⇒

ρ(0) dnα = ρ(β) dnβ = ρ(β)

∣∣∣∣det

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣ dnα,

de donde resulta que

(30.10)
ρ(β)

ρ(0)
=

∣∣∣∣det

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣
−1

.

Esta densidad de elementos, determinada a menos de una constante multiplicativa,

permite construir una medida de integración invariante a derecha.

La integral de esta medida invariante sobre una región de la variedad del grupo

de Lie considerado permite definir un volumen invariante a derecha para dicha
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región. En particular, el volumen invariante a derecha de (toda) la variedad de un

grupo de Lie compacto es finito.

En todo grupo de Lie puede construirse de manera similar una medida de

integración invariante por multiplicación a izquierda, que distinguimos de

la anterior introduciendo los sub́ındices R o L según el caso.

La densidad de elementos que aparece en la expresión de la medida invariante

a izquierda está dada por

(30.11)

dµL(b) = ρL(β) dnβ,

ρL(β)

ρL(0)
=

∣∣∣∣det

(
∂φµ(β, α)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣
−1

.

En ambos casos suele definirse ρL(0) = 1 = ρR(0).

En principio, las medidas invariantes a derecha e izquierda son diferentes. Sin

embargo, en ciertos casos (como el de los grupos de Lie compactos) resultan

ser iguales.

Si trasladamos un volumen elemental tomado alrededor de e, primero por mul-

tiplicación a derecha por b y luego por multiplicación a izquierda por b−1, en

general no se vuelve a la región de partida, sino que su imagen tendrá un volumen

distorsionado por un factor de amplificación. En efecto,

(30.12)

dnα = dµR(e) = dµR(e · b) = ρR(β)dnβ =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
ρL(β)dnβ =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dµL(b) =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dµL(b−1 · b) =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dµL(e) =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dnα(1),

es decir,

(30.13) dnα(1) =

(
ρL(β)

ρR(β)

)
dnα = f(β) dnα.

Si sobre el elemento de volumen resultante se realizan nuevamente las traslacio-

nes, a derecha por b y a izquierda por b−1, el volumen resultante aparecerá corre-

gido por el factor de amplificación (f(β))2, y en general, tras realizar N veces esa

operación,

(30.14) dnα(N) = (f(β))N dnα.
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Pero, dada la asociatividad del producto en G, ese factor es también el que corres-

ponde a la traslación a derecha por bN y a izquierda por b−N .

Nótese que para todo N finito, esa transformación es inversible, siendo su

inversa la multiplicación a derecha por b−N y a izquierda por bN , a la que eviden-

temente corresponde el factor de amplificación de volumen (f(β))−N .

Ahora bien, si f(β) > 1 entonces (f(β))N resulta mayor que cualquier número

positivo con sólo tomar N suficientemente grande. Pero eso no es posible en un

grupo de Lie compacto, puesto que la transformación ha de ser inversible para

todo N y el volumen de la variedad en ese caso es finito. En efecto, si f(β) > 1

en un abierto de volumen finito sobre la variedad, el volumen de la región imagen

superaŕıa al de la variedad toda con sólo tomar N suficientemente grande, y en

ese caso la transformación no seŕıa biuńıvoca.

Con un razonamiento similar se muestra que f(β) no puede ser menor que 1.

Por lo tanto f(β) = 1, lo que implica la igualdad de las medidas invariantes

a derecha e izquierda para todo grupo de Lie compacto,

(30.15) ρL(β) = ρR(β) ⇒ dµL(b) = dµR(b), ∀ b ∈ G.

El volumen invariante de un grupo de Lie compacto se define como la integral

de la medida invariante (tanto a izquierda como a derecha) sobre su variedad,

(30.16) V [G] :=

∫

G

dµ(g) < ∞.

Estos resultados permiten mostrar, en particular, que toda representación

matricial de un grupo de Lie compacto es equivalente a una represen-

tación unitaria.

31. Medida invariante para los grupos SO(3) y SU(2)

Para calcular la medida de integración invariante sobre el grupo SO(3), primero

notemos que su variedad (una esfera maciza de radio π en R3 con los puntos

diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre śı) es simétrica frente

a rotaciones. Dos rotaciones en un mismo ángulo son conjugadas una de la

otra, siendo el elemento que las relaciona la rotación que lleva el eje de rotación

de la primera a coincidir con el de la segunda. De ese modo, la densidad de

elementos de SO(3) alrededor de una rotación particular dependerá del ángulo

de la rotación, pero no de la dirección de su eje de rotación.

Entonces, sin pérdida de generalidad, consideraremos la medida de integración

alrededor del elemento b → R(θ ê3) = eı θ X3 . Para ello debemos trasladar por
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multiplicación a derecha por la matriz

(31.1) R(θ ê3) = eı θ X3 =




cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1




elementos próximos de la identidad que tienen la forma

(31.2) a → S = eıα
kXk =




1 α3 −α2

−α3 1 α1

α2 −α1 1




+O(α)2.

Tenemos entonces

(31.3)

R′ = S R(θ ê3) = eı θ X3 +




−α3 sin θ α3 cos θ −α2

−α3 cos θ −α3 sin θ α1

α1 sin θ + α2 cos θ −α1 cos θ + α2 sin θ 0




+O(α)2,
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donde R′ también puede escribirse de la forma23

(31.7)

R′ = eı (ϕ1 X1 + ϕ2 X2 + (ϕ3 + θ) X3) = eı θ X3 +




−ϕ3 sin θ ϕ3 cos θ −ϕ1

(
cos θ−1

θ

)− ϕ2
sin θ

θ

−ϕ3 cos θ −ϕ3 sin θ ϕ1
sin θ

θ
− ϕ2

(
cos θ−1

θ

)

−ϕ1

(
cos θ−1

θ

)
+ ϕ2

sin θ
θ

−ϕ1
sin θ

θ
− ϕ2

(
cos θ−1

θ

)
0




+O(ϕ)2.

Entonces, a menos de términos de orden (α)2,

(31.8)

ϕ3 = α3

2 sin θ/2

θ

(
cos θ/2 sin θ/2

− sin θ/2 cos θ/2

)(
ϕ1

ϕ2

)
=

(
α1

α2

)
,

de donde resulta que

(31.9)




ϕ1

ϕ2

ϕ3


 = M(θ)




α1

α2

α3


 ,

siendo

(31.10) M(θ) =
θ

2 sin θ/2




cos θ/2 − sin θ/2 0

sin θ/2 cos θ/2 0

0 0
2 sin θ/2

θ


 .

23Téngase en cuenta que, para nk nk = 1,

(31.4) nk Xk = −i




0 n3 −n2

−n3 0 n1

n2 −n1 0


 ,

(31.5) (nk Xk)2 =




(n2)2 + (n3)2 −n1 n2 −n1 n3

−n1 n2 (n1)2 + (n3)2 −n2 n3

−n1 n3 −n2 n3 (n1)2 + (n2)2


 = 13 − n̂⊗ n̂,

y que

(31.6) (nk Xk) n̂ = 0 ⇒ (nk Xk)3 = nk Xk.
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En consecuencia, la densidad ρ(θ), que sólo depende del ángulo θ, está dada por

el Jacobiano de esa transformación,

(31.11) ρ(θ) =

∣∣∣∣
1

det M(θ)

∣∣∣∣ =
4 sin2(θ/2)

θ2
, ∀n̂.

La medida invariante puede escribirse como

(31.12) dµ[SO(3)] (R(θ n̂)) = ρ(θ) θ2 dθ dΩ2 = 4 sin2(θ/2) dθ dΩ2,

donde dΩ2 es el elemento de integración sobre la esfera S2.

El volumen invariante de este grupo es

(31.13)

V [SO(3)] =

∫ π

0

∫

S2

4 sin2(θ/2) dθ dΩ2 =

= 16π

∫ π

0

1− cos θ

2
dθ = 8π2.

Para hallar la medida invariante para el grupo SU(2), tengamos en cuenta que

SO(3) ≈ SU(2)/Z2, y que su variedad es una esfera en R3 de radio 2π con su

borde identificado con el elemento −12.

Por lo tanto, para θ < π la medida invariante de SU(2) coincide con la de SO(3),

siendo entonces sólo función de θ. Pero como los elementos de SU(2)/Z2 son cosets

de la forma {U,−U}, y están en correspondencia biuńıvoca con los elementos de

SO(3), la medida de integración alrededor de −U(θ n̂) = U((2π − θ)(−n̂)) debe

ser la misma que alrededor de U(θ n̂). En consecuencia, para θ > π

(31.14)

dµ(U(θ n̂)) = dµ(U((2π − θ)(−n̂))) =

= 4

(
sin

(
2π − θ

2

))2

dθ dΩ2 = 4 sin2(θ/2) dθ dΩ2.

Por lo tanto, la medida de integración invariante (tanto a izquierda como a

derecha) sobre el grupo SU(2) está dada por

(31.15) dµ[SU(2)] (U(θ n̂)) = 4 sin2(θ/2) dθ dΩ2, 0 ≤ θ ≤ 2π,

y el volumen invariante de este grupo es

(31.16)

V [SU(2)] =

∫ 2π

0

∫

S2

4 sin2(θ/2) dθ dΩ2 =

= 16π

∫ 2π

0

1− cos θ

2
dθ = 16π2.
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32. Representaciones unitarias irreducibles del grupo SU(2)

Como SU(2) es un grupo de Lie compacto, toda representación matricial es

equivalente a una representación unitaria. Entonces, basta con considerar represen-

taciones matriciales del álgebra de Lie de SU(2) cuyos generadores sean matrices

autoadjuntas. En efecto, si las matrices Jk satisfacen

(32.1)

J†k = Jk, k = 1, 2, 3,

[Ji, Jj] = ı εijk Jk, ∀ i, j, k,

entonces las matrices de la representación (obtenidas mediante la aplicación expo-

nencial) son unitarias,

(32.2)

[D (U(θ n̂))]† =
[
eı θ nkJk

]†
= e−ı θ nkJ†k =

e−ı θ nkJk = [D (U(θ n̂))]−1 , ∀U(θ n̂) ∈ SU(2).

Por otra parte, el operador de Casimir24 J2 := (J1)
2 + (J2)

2 + (J3)
2 conmuta

con los generadores,

(32.5)
[
J2, Jj

]
= Ji [Ji, Jj] + [Ji, Jj] Ji = ı εijk (JiJk + JkJi) = 0,

por lo que J2 (= (J2)
†
) conmuta con todos los elementos de la representación

matricial considerada,

(32.6)

[
J2, eı θ nkJk

]
= 0, ∀ θ, n̂.

En consecuencia, si se trata de una representación irreducible, el Lema de Schur

requiere que sea proporcional a la matriz identidad,

(32.7) J2 = λ1,

donde el valor de λ (≥ 0 puesto que J2 es suma de cuadrados de matrices autoad-

juntas) caracteriza la representación.

24Casimir ha mostrado que toda álgebra de Lie semi-simple posee un invariante fundamen-

tal cuadrático dado por

(32.3) K = gµν Xµ Xν ,

donde gµν es la inversa de la forma de Killing. En efecto,

(32.4)
[K, Xλ] = gµν [Xµ, Xλ] Xν + gµν Xµ [Xν , Xλ] =

= −ıCµλσ gσρ gµν (Xρ Xν + Xν Xρ) = 0,

dado que las constantes Cµλσ son totalmente antisimétricas.
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Se trata entonces de construir el espacio de representación correspondiente a

una representación unitaria irreducible, caracterizada por un autovalor de J2 que,

por conveniencia, escribiremos como λ = j(j + 1), con j ≥ 0.

Podemos elegir una base para ese espacio formada por autovectores simultáneos

de J2 y de J3
25,

(32.8)

J2 |j m〉 = j(j + 1) |j m〉 ,

J3 |j m〉 = m |j m〉 ,

que supondremos normalizados, 〈j m′ |j m〉 = δm′m (donde hemos empleado la

notación de Dirac para vectores y formas lineales).

Tomando las combinaciones J± = J1 ± ıJ2, las reglas de conmutación (32.1) se

reducen a

(32.9)

[J3, J±] = ±J±,

[J+, J−] = 2J3,

mientras que por cálculo directo resulta que

(32.10)

J−J+ = J2 − J3 (J3 + 1)

J+J− = J2 − J3 (J3 − 1) .

Entonces,

(32.11)

J−J+ |j m〉 = {j(j + 1)−m(m + 1)} |j m〉 ,

J+J− |j m〉 = {j(j + 1)−m(m− 1)} |j m〉 .

Teniendo en cuenta que (J±)† = J∓, las anteriores igualdades implican que

(32.12)

‖ J+ |j m〉 ‖2= 〈j m| J−J+ |j m〉 = (j −m) (j + m + 1) ≥ 0,

‖ J− |j m〉 ‖2= 〈j m| J+J− |j m〉 = (j + m) (j −m + 1) ≥ 0,

de donde

(32.13)
(
j2 −m2

) (
(j + 1)2 −m2

) ≥ 0.

25El rango de un álgebra de Lie es el máximo número de generadores que conmutan entre śı.

En el caso del grupo SU(2) el rango es 1, de acuerdo a la ec. (32.1).
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Esas desigualdades son satisfechas sólo si j2 ≥ m2, es decir, si los autovalores

de J3

(32.14) −j ≤ m ≤ j.

Por otra parte, de (32.9) resulta que

(32.15) J3 (J± |j m〉) = J± (J3 ± 1) |j m〉 = (m± 1)J± |j m〉 .
Por lo tanto, por aplicación del operador J+ (J−) al vector |j m〉 resulta un nuevo

autovector de J3 con autovalor aumentado (disminuido) en 1:

(32.16)

J+ |j m〉 = {(j −m) (j + m + 1)}1/2 |j (m + 1)〉 ,

J− |j m〉 = {(j + m) (j −m + 1)}1/2 |j (m− 1)〉 ,
donde los factores de proporcionalidad han sido fijados de acuerdo con (32.12).

Pero como m no puede tomar valores superiores a j, debe existir un valor máximo

para el autovalor de J3, −j ≤ M ≤ j, tal que

(32.17) J+ |j M〉 = 0,

de modo que

(32.18)

‖ J+ |j M〉 ‖2= (j −M) (j + M + 1) = 0

⇒ M = j.

A partir de ese vector, por aplicación de J−, se puede generar el resto de los

vectores de la base del espacio de la representación,

(32.19) (J−)n |j M〉 ∼ |j (M − n)〉 , con n ∈ N.

Pero este espacio es de dimensión finita (por tratarse de una representación

matricial) y, como hemos visto, los autovalores de J3 deben ser mayores que −j.

Esto significa que ese proceso debe terminar para algún entero n ≥ 0, es decir,

(32.20) J− |j (M − n)〉 = 0.

Igualando la norma de este vector a cero,

(32.21) ‖ J− |j (M − n)〉 ‖2= (j + M − n) (j −M + n + 1) = 0,

obtenemos M = j = n− j. Es decir, j = n/2, con n ∈ Z+.

En consecuencia, el espacio de la representación unitaria irreducible de SU(2)

caracterizada por el semientero j = n/2, con n = 0, 1, . . . , está generado por los

vectores {|j m〉 , m = −j,−j + 1, ..., j − 1, j}, siendo su dimensión n+1 = 2j +1.
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Referidos a esa base, los generadores tienen por elementos de matriz a

(32.22)

〈j m′|J2 |j m〉 = j(j + 1) δm′, m,

〈j m′| J3 |j m〉 = mδm′, m,

〈j m′| J+ |j m〉 = {(j −m) (j + m + 1)}1/2 δm′, m+1,

〈j m′| J− |j m〉 = {(j + m) (j −m + 1)}1/2 δm′, m−1.

Por lo dicho anteriormente, vemos que es posible construir representacio-

nes irreducibles del grupo SU(2) de cualquier dimensión.

Para j = 0, la dimensión del espacio de representación es 2j+1 = 1, las matrices

que representan a los generadores son todas nulas, y se obtiene la representación

trivial del grupo.

Para j = 1/2, la dimensión es 2j + 1 = 2, los generadores están dados por

(32.23) J2 =
3

4

(
1 0

0 1

)
, J3 =

1

2

(
1 0

0 −1

)
, J+ =

(
0 1

0 0

)
,

es decir,

(32.24) J1 =
1

2
σ1, J2 =

1

2
σ2, J3 =

1

2
σ3,

y se obtiene la representación fundamental del grupo.

Para j = 1, la dimensión es 2j +1 = 3, J2 = 213, y los generadores están dados

por

(32.25) J3 =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 , J+ =




0
√

2 0

0 0
√

2

0 0 0


 ,

obteniéndose una representación equivalente a la adjunta26.

26En efecto,

(32.26) J3 = A−1 X3 A , con A =
1√
2



−ı 0 ı

1 0 1

0 1 0


 .
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En el caso general, J3 = diag(j, j − 1, ...,−j + 1,−j). Entonces, la matriz que

corresponde al elemento −12 ∈ SU(2) se expresa, por ejemplo, como

(32.27)

D(U(2πê3)) = eı2πJ3 =

= diag
(
eı2πj, eı2π(j − 1), ..., eı2π(j − 2j + 1), eı2π(j − 2j)

)
=

= eı2πj 12j+1.

En esas condiciones (ver (28.22)), las representaciones unitarias irreducibles de

SU(2) son representaciones ordinarias de SO(3) sólo si eı2πj = 1, es decir,

sólo si j es un entero: j = 0, 1, 2, ...

Por lo tanto, las representaciones irreducibles del grupo SO(3) son de

dimensión impar.

Similarmente a lo que ocurre con el grupo de rotaciones, SO(3), se puede de-

mostrar que dos elementos de SU(2), U(θ′ n̂′) y U(θ n̂), son conjugados si y sólo

si θ′ = θ, cualesquiera que sean los vectores unitarios n̂, n̂′ ∈ R3.

Los caracteres de la representación irreducible j (caracteres simples),

(32.28) χ(j)(θ) = tr
{
D(j)(U(θ n̂))

}
,

son una propiedad de cada clase de elementos conjugados en el grupo, de modo que

pueden ser calculados tomando n̂ en la dirección más conveniente. Por ejemplo,

(32.29)

χ(j)(θ) = tr
{

eıθJ3

}
=

∑j
m=−j eımθ = e−ıjθ ∑2j

m=0 eımθ

= e−ıjθ

(
1− eı(2j + 1)θ

1− eıθ

)
=

sin[(j + 1/2)θ]

sin[θ/2]
.

Recurriendo a la medida de integración invariante antes calculada se puede

verificar la ortogonalidad de los vectores de caracteres,

(32.30)

1

V [SU(2)]

∫
dµSU(2)

(
χ(j′)(θ)

)∗
χ(j)(θ) =

1

16π2

∫ 2π

0

4 sin2[θ/2] dθ dΩ2
sin[(j′ + 1/2)θ] sin[(j + 1/2)θ]

sin2[θ/2]
=

1

π

∫ 2π

0

dθ
1

2
{cos[(j′ − j)θ]− cos[(j′ + j)θ]} = δj′,j.



106 H. Falomir

33. Producto directo de representaciones. Descomposición de

Clebsh - Gordan

Tomando el producto directo de dos representaciones unitarias irreducibles de

SU(2), D(j1) y D(j2), se obtiene una nueva representación, que puede a su vez

descomponerse como suma directa de representaciones irreducibles,

(33.1) D(j1⊗j2) := D(j1) ⊗D(j2) =
⊕

j

aj D(j),

donde aj ∈ Z+.

Por otra parte, los caracteres de la representación producto directo,

χ(j1⊗j2)(θ), son el producto de los caracteres simples χ(j1)(θ) y χ(j2)(θ),

(33.2)

χ(j1⊗j2)(θ) = χ(j1)(θ)χ(j2)(θ) =

j1∑
m1=−j1

eım1θ
j2∑

m2=−j2

eım2θ =

=

j1+j2∑

j=|j1−j2|

j∑
m=−j

eımθ =

j1+j2∑

j=|j1−j2|
χ(j)(θ).

Es decir, aj = 1 para |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2, y aj = 0 en todo otro caso27.

El espacio de la representación D(j1⊗j2) está generado por los vectores

(33.4) |j1 j2 m1 m2〉 := |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉 ,

pero los subespacios invariantes correspondientes a las representaciones irreduci-

bles que contiene están generados por las combinaciones

(33.5) |j1 j2; j m〉 =

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|j1 j2 m1 m2〉 〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉 ,

27Este resultado puede obtenerse reordenando las sumas en (33.2), o bien empleando la orto-

gonalidad de caracteres, ecuación (32.30),

(33.3)

1
V [SU(2)]

∫
dµSU(2)

(
χ(j)(θ)

)∗
χ(j1⊗j2)(θ) =

=
1
π

∫ 2π

0

dθ
sin[(j + 1/2)θ] sin[(j1 + 1/2)θ] sin[(j2 + 1/2)θ]

sin[θ/2]
=

=





1, para |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2

0, para j < |j1 − j2| o j > j1 + j2

.
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donde los coeficientes de la transformación, 〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉, son llamados

coeficientes de Clebsh - Gordan (cuando los distintos vectores están todos

normalizados a 1 y de modo tal que los coeficientes sean reales).

Referidas a esa base, las matrices de la representación D(j1⊗j2) son llevadas a la

forma diagonal en bloques

(33.6) D(j1⊗j2) ⇀




D(j1+j2) 0 ... ... 0

0 D(j1+j2−1) 0 ... 0

0 0 ... ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... D(|j1−j2|)




.

Nótese que

(33.7)

j1+j2∑

j=|j1−j2|
(2j + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Si consideramos elementos cerca de la identidad del grupo,

(33.8)

D(j1⊗j2) = 1(j1⊗j2) + ıαkJ
(j1⊗j2)
k +O(α)2 =

=
{
1(j1) + ıαkJ

(j1)
k +O(α)2

}
⊗

{
1(j2) + ıαkJ

(j2)
k +O(α)2

}
=

= 1(j1) ⊗ 1(j2) + ıαk
{

J
(j1)
k ⊗ 1(j2) + 1(j1) ⊗ J

(j2)
k

}
+O(α)2.

Pero también

(33.9)

D(j1⊗j2) =
⊕j1+j2

j=|j1−j2|
{
1(j) + ıαkJ

(j)
k +O(α)2

}
=

=
⊕j1+j2

j=|j1−j2|1
(j) + ıαk

⊕j1+j2
j=|j1−j2|J

(j)
k +O(α)2,

de donde resulta que

(33.10)

J
(j1⊗j2)
k = J

(j1)
k ⊗ 1(j2) + 1(j1) ⊗ J

(j2)
k =

=
⊕j1+j2

j=|j1−j2|J
(j)
k ,

para k = 1, 2, 3.
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Entonces, aplicado a los vectores de la base (33.5),

(33.11)

J
(j1⊗j2)
k |j1 j2; j m〉 =

=
{⊕j1+j2

j′=|j1−j2|J
(j′)
k

}
|j1 j2; j m〉 = J

(j)
k |j1 j2; j m〉 =

=
{

J
(j1)
k ⊗ 1(j2) + 1(j1) ⊗ J

(j2)
k

}
|j1 j2; j m〉 =

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

J
(j1)
k |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉+ |j1 m1〉 ⊗ J

(j2)
k |j2 m2〉

}
.

En particular,

(33.12)

J
(j1⊗j2)
3 |j1 j2; j m〉 =

= J
(j)
3 |j1 j2; j m〉 = m |j1 j2; j m〉 =

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

J
(j1)
3 |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉+ |j1 m1〉 ⊗ J

(j2)
3 |j2 m2〉

}
=

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

(m1 + m2) |j1 j2 m1 m2〉 〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉 ,
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y

(33.13)

J
(j1⊗j2)
− |j1 j2; j m〉 =

= J
(j)
− |j1 j2; j m〉 = [(j + m)(j −m + 1)]1/2 |j1 j2; j (m− 1)〉 =

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

J
(j1)
− |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉+ |j1 m1〉 ⊗ J

(j2)
− |j2 m2〉

}
=

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

[(j1 + m1)(j1 −m1 + 1)]1/2 |j1 (m1 − 1)〉 ⊗ |j2 m2〉

+ [(j2 + m2)(j2 −m2 + 1)]1/2 |j1 m1〉 ⊗ |j2 (m2 − 1)〉
}

.

Consideremos el caso j1 = 1/2 = j2. De lo anterior sabemos que el producto

directo de esas dos representaciones se descompone en la suma directa de las

representaciones con j = 0, 1, y que los generadores pueden expresarse como

(33.14) J
(1/2⊗1/2)
k = J

(1/2)
k ⊗ 12 + 12 ⊗ J

(1/2)
k = J

(1)
k ⊕ J

(0)
k .

Notemos que

(33.15) J
(1/2⊗1/2)
3 |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 1/2〉 =

(
1

2
+

1

2

)
|1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 1/2〉 ,

y que ése es el único vector del espacio de la representación (1/2⊗1/2) con autovalor

m = 1, por lo que necesariamente

(33.16) |1/2 1/2; 1 1〉 = |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 1/2〉 .
Por aplicación de J

(1/2⊗1/2)
− sobre ese vector se puede generar el resto de la base

correspondiente a la representación irreducible j = 1:

(33.17)

J
(1/2⊗1/2)
− |1/2 1/2; 1 1〉 = [(1 + 1)(1− 1 + 1)]1/2 |1/2 1/2; 1 0〉 =

[(1/2 + 1/2)(1/2− 1/2 + 1)]1/2 |1/2 (1/2− 1)〉 ⊗ |1/2 1/2〉

+ [(1/2 + 1/2)(1/2− 1/2 + 1)]1/2 |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 (1/2− 1)〉 ,
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es decir

(33.18)

|1/2 1/2; 1 0〉 =

=
1√
2
{|1/2 − 1/2)〉 ⊗ |1/2 1/2〉+ |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉} .

Similarmente,

(33.19)

J
(1/2⊗1/2)
− |1/2 1/2; 1 0〉 = [(1 + 0)(1− 0 + 1)]1/2 |1/2 1/2; 1 − 1〉 =

2√
2

[(1/2 + 1/2)(1/2− 1/2 + 1)]1/2 |1/2 − 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 ,

es decir,

(33.20) |1/2 1/2; 1 − 1〉 = |1/2 − 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 .

Ahora bien, el vector que genera el espacio (unidimensional) de la representación

irreducible j = 0 debe ser ortogonal a los anteriores, y corresponder al autovalor

m = 0 de J
(1/2⊗1/2)
3 , por lo que (una vez normalizado) necesariamente es

(33.21)

|1/2 1/2; 0 0〉 =

=
1√
2
{|1/2 − 1/2)〉 ⊗ |1/2 1/2〉 − |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉} .

De las igualdades (33.16), (33.18), (33.20) y (33.21) resulta inmediato determinar

los coeficientes de Clebsh - Gordan:

(33.22)





〈1/2 1/2 1/2 1/2|1/2 1/2; 1 1〉 = 1,

〈1/2 1/2 (±1/2) (∓1/2)|1/2 1/2; 1 0〉 = 1/
√

2,

〈1/2 1/2 (−1/2) (−1/2)|1/2 1/2; 1 (−1)〉 = 1,

〈1/2 1/2 (∓1/2) (±1/2)|1/2 1/2; 0 0〉 = ±1/
√

2,

con los demás coeficientes nulos.

El producto directo de las representaciones j1 = 1 y j2 = 1/2 se descompone en

la suma directa de las representaciones irreducibles j = 3/2, 1/2. Sus generadores

pueden expresarse como

(33.23) J
(1⊗1/2)
k = J

(1)
k ⊗ 12 + 13 ⊗ J

(1/2)
k = J

(3/2)
k ⊕ J

(1/2)
k .
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El (único) vector correspondiente al máximo autovalor posible de J
(1⊗1/2)
3 , m =

3/2, es

(33.24) |1 1/2; 3/2 3/2〉 = |1 1〉 ⊗ |1/2 1/2〉 ,

y a partir de él, aplicacndo reiteradamente el operador J
(1⊗1/2)
− , se obtienen los

demás vectores de la base del espacio de la representación j = 3/2:

(33.25)

|1 1/2; 3/2 1/2〉 =

=
1√
3

{√
2 |1 0〉 ⊗ |1/2 1/2〉+ |1 1〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉

}
,

|1 1/2; 3/2 − 1/2〉 =

=
1√
3

{√
2 |1 0〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉+ |1 − 1〉 ⊗ |1/2 1/2〉

}
,

|1 1/2; 3/2 − 3/2〉 = |1 − 1〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 .

Ahora bien, existen en el espacio producto directo dos vectores linealmente in-

dependientes que corresponden al mismo autovalor m = 1/2 de J
(1⊗1/2)
3 . Una com-

binación lineal particular de ellos da el vector |1 1/2; 3/2 1/2〉 de (33.25), mientras

que una combinación ortogonal a ella debe ser proporcional al vector de máximo

m (= 1/2) de la representación j = 1/2,

(33.26)

|1 1/2; 1/2 1/2〉 =

=
1√
3

{
|1 0〉 ⊗ |1/2 1/2〉 −

√
2 |1 1〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉

}
.

Por aplicación de J
(1⊗1/2)
− se completa la base,

(33.27)

|1 1/2; 1/2 − 1/2〉 =

=
1√
3

{
|1 0〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 −

√
2 |1 − 1〉 ⊗ |1/2 1/2〉

}
,

y de (33.24), (33.25), (33.26) y (33.27) se determinan los coeficientes de Clebsh -

Gordan para este producto directo de representaciones.
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34. Clasificación de las álgebras de Lie simples

Un subespacio F del álgebra de Lie asociada a un grupo de Lie G, F ⊂ G,

constituye una subálgebra de Lie si [Y1, Y2] ⊂ F para todo Y1, Y2 ∈ F . Esta

subálgebra corresponde a un subgrupo de Lie H ⊂ G.

El subgrupo H es invariante si además [X,Y ] ⊂ F para todo X ∈ G y para

todo Y ∈ F . En ese caso se dice que el subespacio F es un ideal.

Un álgebra de Lie G se dice simple si tiene dimensión dimG ≥ 2 y no contiene

ideales propios (distintos de G y de {0})28.

Un álgebra de Lie G se dice semi-simple si es la suma directa de álgebras de

Lie simples29.

E. Cartan ha dado una clasificación completa para las álgebras de Lie simples

empleando las propiedades de su representación adjunta.

Definición 34.1. El rango r < n de un álgebra de Lie semi-simple de dimensión

n es el máximo número de vectores linealmente independientes de ese espacio que

pueden ser seleccionados de modo que conmuten entre śı.

Un conjunto de tales vectores generan una subálgebra abeliana del álgebra

de Lie, llamada subálgebra de Cartan,

(34.1) [Hi, Hj] = 0 , para i, j = 1, 2, . . . , r .

En esas condiciones, Cartan ha demostrado que siempre es posible seleccionar

un conjunto de n−r combinaciones lineales (en general complejas) de generadores

linealmente independientes de los anteriores, Eᾱ, de modo que ellas resulten ser

vectores propios simultáneos de las operaciones de conmutación con los Hi,

(34.2) [Hi, Eᾱ] = αi Eᾱ , i = 1, 2, . . . , r ,

correspondientes a autovalores no todos nulos. Además, siempre es posible

elegir los generadores Hi de manera tal que los autovalores αi sean reales.

De ese modo, el conjunto de los r autovalores αi correspondientes al generador

Eᾱ forman un vector de un espacio real r-dimensional, ᾱ ∈ Rr, llamado ráız

28Un álgebra de Lie simple corresponde a un grupo de Lie simple, es decir, un grupo que

no contiene subgrupos de Lie propios invariantes.
29Un álgebra de Lie semi-simple corresponde a un grupo de Lie que es producto directo de

grupos de Lie simples. En particular, un grupo de Lie semi-simple no contiene subgrupos de Lie

invariantes abelianos.
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correspondiente a Eᾱ. Similarmente, de (34.1) podemos decir que los generadores

Hi corresponden a ráıces nulas.

Cartan ha demostrado que las ráıces son no degeneradas, a excepción de la

ráız nula. Además, si ᾱ es una ráız, entonces −ᾱ también lo es.

Por otra parte, de la identidad de Jacobi resulta que

(34.3)

[
Hi,

[
Eᾱ, Eβ̄

]]
=

[
Eᾱ,

[
Hi, Eβ̄

]]
+

[
[Hi, Eᾱ] , Eβ̄

]
=

= (αi + βi)
[
Eᾱ, Eβ̄

]
,

de modo que pueden presentarse dos situaciones:

Si
(
ᾱ + β̄

)
es una ráız, entonces

[
Eᾱ, Eβ̄

] ∼ Eᾱ+β̄. En particular, para

β̄ = −ᾱ el conmutador [Eᾱ, E−ᾱ] está contenido en la subálgebra de Cartan.

Si
(
ᾱ + β̄

)
no es una ráız, entonces

[
Eᾱ, Eβ̄

]
= 0.

Para esta elección de generadores, las constantes de estructura satisfacen las

relaciones

(34.4)

C k
ij = C ᾱ

ij = C j
iᾱ = 0 ,

C β̄
iᾱ = ı αi δ

β̄
ᾱ ,

(
ᾱ + β̄

)
C i

ᾱβ̄
= 0 ,

(
γ̄ − ᾱ− β̄

)
C γ̄

ᾱβ̄
= 0 .

Se puede mostrar que las únicas componentes no nulas de la forma de Killing

son g(−ᾱ)ᾱ = gᾱ(−ᾱ) y

(34.5) gij =
∑

ᾱ

αiαj ⇒ (gij) =
∑

ᾱ

ᾱ⊗ ᾱt .

Normalizando adecuadamente los generadores podemos además fijar gᾱ(−ᾱ) = 1.

Como el álgebra de Lie considerada es semi-simple, det (gµν) 6= 0 ⇒ det (gij) 6=
0, de donde resulta que las ráıces ᾱ generan el espacio eucĺıdeo Rr (Eligiendo

convenientemente los generadores Hi podŕıamos hacer también gij = δij).
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En esas condiciones, el álgebra de Lie semi-simple queda descrita por los con-

mutadores de los generadores de la base estándar de Cartan,

(34.6)





[Hi, Hj] = 0 , i, j = 1, 2, . . . , r ,

[Hi, Eᾱ] = αi Eᾱ , i = 1, 2, . . . , r , ∀ ᾱ ,

[Eᾱ, E−ᾱ] = αi Hi , ∀ ᾱ ,

[
Eᾱ, Eβ̄

]
= Nᾱβ̄ Eᾱ+β̄ , ᾱ + β̄ 6= 0 ,

donde αi = gijαj, y Nᾱβ̄ = 0 si ᾱ + β̄ no es una ráız.

Es posible demostrar que las ráıces ᾱ de un álgebra de Lie simple pueden

ser obtenidas a partir de un conjunto de r ráıces simples (linealmente indepen-

dientes) por aplicación de un grupo de orden finito de transformaciones discretas

llamado grupo de Weyl del álgebra.

Por su parte, esas ráıces simples satisfacen un conjunto de restricciones que hacen

que sólo puedan tener dos longitudes distintas y formar entre śı ciertos ángulos

particulares. De acuerdo a esas caracteŕısticas es posible clasificar las álgebras

simples en cuatro series infinitas, correspondientes a los grupos SU(r + 1), con

r ≥ 1, SO(2r + 1), con r ≥ 2, Sp(2r), con r ≥ 3, y SO(2r), con r ≥ 4, y

en cinco álgebras excepcionales no incluidas en las anteriores series, llamadas

F4, G2, E6, E7, E8, donde el sub́ındice indica el rango. Para más detalles, ver la

bibliograf́ıa sugerida.
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NOTAS SOBRE EL GRUPO DE LORENTZ

35. El grupo de Lorentz

El espacio de Minkowsky, M4, es un espacio real pseudo - eucĺıdeo de signatura

(1, 3). Las coordenadas que distintos observadores inerciales asignan a un mis-

mo punto de M4 están relacionadas por transformaciones lineales que preservan

el intervalo

(35.1) s2 = (x0)2 − xixi = (x̄0)2 − x̄ix̄i.

En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1,−1,−1,−1), el intervalo se

escribe

(35.2)

s2 = xtgx = gµνx
µxν =

x̄tgx̄ = gµν x̄
µx̄ν .

La relación entre las coordenadas está dada por la transformación lineal

(35.3) x̄ = Lx,

o bien, en componentes,

(35.4) x̄µ = Λµ
νx

ν ,

donde los elementos de matriz Λµ
ν son reales. La invarianza del intervalo implica

que las matrices L preservan la métrica g,

(35.5) LtgL = g =⇒ gµνΛ
µ
αΛν

β = gαβ.

Esto significa que el grupo de Lorentz es lo que antes hemos llamado grupo pseudo-

ortogonal O(1, 3).

La relación (35.5) implica que el determinante de las matrices L sólo puede

tomar los valores

(35.6) det L = ±1.

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos son funciones

continuas de los parámetros del grupo. En consecuencia, el cambio de signo del

determinante en (35.6) no puede ser producto de la variación de un parámetro

continuo. De ello resulta que la variedad del grupo de Lorentz es no conexa.

Si det L = +1 (−1) la transformación L se dice propia (impropia).
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Además, de (35.5) surge que

(35.7) gµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = g00 =⇒ (Λ0

0)
2 − Λi

0Λ
i
0 = 1.

En consecuencia, (Λ0
0)

2 ≥ 1, y las transformaciones son llamadas ortócronas si

Λ0
0 ≥ 1, o bien no ortócronas para Λ0

0 ≤ −1. Tampoco aqúı es posible pasar de

unas a otras mediante la variación de un parámetro continuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz está constituido por cuatro componentes des-

conectadas entre śı, caracterizadas por los signos de det L y de Λ0
0. De ellas, sólo

la parte conexa que contiene a la identidad forma un subgrupo (invariante30), lla-

mado subgrupo propio ortócrono, y denotado por L↑+. Téngase en cuenta que

det14 = 1 y 10
0 = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de L↑+. La

transformación de paridad,

(35.8) P = diag(1,−1,−1− 1),

que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface

(35.9) det P = −1, P 0
0 = 1, P 2 = 14,

es una transformación impropia ortócrona con la que se construye el coset

L↑− = PL↑+.

La inversión temporal,

(35.10) T = diag(−1, 1, 1, 1),

que satisface

(35.11) det T = −1, T 0
0 = −1, T 2 = 14,

es una transformación impropia no ortócrona con la que se construye el coset

L↓− = TL↑+.

Finalmente, el producto PT = TP = −14 es una transformación propia no

ortócrona, con la que se obtiene el coset L↓+ = PTL↑+.

30En efecto, si L0 ∈ L↑+, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera continua

con la identidad 14. Entonces, ∀L ∈ L, LL0L
−1 se conecta con continuidad con L14L

−1 = 14 y,

en consecuencia, LL0L
−1 ∈ L↑+.
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El subgrupo propio ortócrono contiene transformaciones que corresponden a

rotaciones en el espacio,

(35.12) L =




1 0 0 0

0

0

0

R




, con R ∈ SO(3).

En efecto, puesto que RtR = 13, es evidente que LtgL = g, mientras que

(35.13) det L = det R = 1, L0
0 = 1.

El subgrupo L↑+ también contiene boosts o transformaciones de Lorentz propia-

mente dichas. Por ejemplo, para

(35.14)

x̄0 = x0 cosh α + x1 sinh α

x̄1 = x0 sinh α + x1 cosh α

x̄2 = x2

x̄3 = x3,

con cosh α = 1/
√

1− v2/c2, tenemos la matriz

(35.15) L =




cosh α sinh α 0 0

sinh α cosh α 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




,

para la cual det L = cosh2 α − sinh2 α = 1, y L0
0 = cosh α ≥ 1, y que tam-

bién satisface LtgL = g. Nótese que esta matriz no es una función periódica del

parámetro α ∈ R, lo que corresponde al hecho de que el grupo de Lorentz no

es compacto.

36. Álgebra de Lie del subgrupo propio ortócrono L↑+
Las matrices próximas de la identidad tienen la forma

(36.1) L = 14 + ε =⇒ Λµ
ν = δµ

ν + εµ
ν ;

remplazando esta expresión en (35.5) se obtiene

(36.2) gµν + gανε
α
µ + gµβεβ

ν +O(ε2) = gµν ,

de donde resulta que el producto g ε es una matriz antisimétrica.
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Definiendo εµν := gµαεα
ν , y teniendo en cuenta que gµν es simétrico, de la anterior

ecuación tenemos31

(36.4) εµν + ενµ = 0.

En consecuencia, el álgebra de Lie está generada por (42 − 4)/2 = 6 generadores,

de modo que L↑+ es un grupo de Lie de dimensión 6.

Para determinar las constantes de estructura seŕıa necesario elegir una base en

ese espacio de matrices, multiplicarlas a izquierda por g y calcular los conmutadores

de los generadores resultantes.

Alternativamente, daremos una realización de esos generadores en términos de

operadores diferenciales en las coordenadas del espacio - tiempo. Para ello consi-

deremos la diferencia

(36.5)

x̄µ − xµ = εµ
βxβ +O(ε2) = εα

βxβ(∂αxµ) +O(ε2) =

1
2
εαβ(xβ∂α − xα∂β)xµ +O(ε2) = −i

2
εαβL̂αβxµ +O(ε2),

donde los L̂αβ = −i(xα∂β−xβ∂α) = −L̂βα son operadores diferenciales hermı́ticos.

De ese modo, la transformación que sufre el vector de coordenadas también puede

ser descrita por

(36.6) x̄ =

(
1− i

2
εαβL̂αβ +O(ε2)

)
x.

Tomando los conmutadores de los generadores aśı representados se obtienen las

constantes de estructura del grupo SO(1, 3),

(36.7)
[
L̂µν , L̂ρσ

]
= −igνρL̂µσ + igµρL̂νσ + igνσL̂µρ − igµσL̂νρ.

En particular, considerando la subálgebra correspondiente a ı́ndices espaciales te-

nemos

(36.8)
[
L̂ij, L̂kl

]
= iδjkL̂il − iδikL̂jl − iδjlL̂ik + iδilL̂jk,

en la que se reconoce el álgebra de SO(3).

31Similarmente, si εµν := gµαεν
α, donde gµα := (g−1)µα (con g−1 = g), resulta que

(36.3) εµν + ενµ = 0.
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Puede darse a esta operación en el álgebra de Lie un aspecto más familiar

redefiniendo los generadores como

(36.9)

L̂i = 1
2
εijk L̂jk

(
=⇒ L̂ij = εijk L̂k

)

K̂i = L̂0i,

operadores que satisfacen las reglas de conmutación

(36.10)

[
L̂i, L̂j

]
= i εijk L̂k,

[
L̂i, K̂j

]
= i εijk K̂k,

[
K̂i, K̂j

]
= −i εijk L̂k,

donde se ve claramente que los L̂i son los generadores del subgrupo SO(3) de L↑+.

37. Representaciones irreducibles (del grupo de cubrimiento) de

L↑+
La construcción de las representaciones matriciales del grupo L↑+ pasa entonces

por encontrar conjuntos de seis matrices, {Lk, Kk; k = 1, 2, 3}, que satisfagan las

reglas de conmutación de (36.10), para luego exponenciar elementos de la repre-

sentación matricial del álgebra de Lie aśı obtenida. Esto es, exponenciar combina-

ciones lineales con coeficientes reales y multiplicadas por la unidad imaginaria,

de la forma i(αkLk + βkKk), con αk, βk ∈ R.

Puede simplificarse aún más esta construcción considerando las combinaciones

lineales complejas (elementos de la complexificación del álgebra de Lie de L↑+)

(37.1) J
(±)
k =

1

2
(Lk ± iKk) ,

cuyos conmutadores se reducen a

(37.2)

[
J

(±)
i , J

(±)
j

]
= iεijkJ

(±)
k ,

[
J

(±)
i , J

(∓)
j

]
= 0.

Esto corresponde a dos subálgebras su(2) que conmutan entre śı.

Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del álgebra de

Lie de SU(2), que están caracterizadas por un semientero j, y generadas por
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tres matrices autoadjuntas J
(j)
k , k = 1, 2, 3, de dimensión 2j +1. Podemos tomar

entonces

(37.3)

J
(+)
k := J

(j+)
k ⊗ 1(j−),

J
(−)
k := 1(j+) ⊗ J

(j−)
k ,

que satisfacen trivialmente (37.2).

De esa manera, las representaciones matriciales irreducibles del grupo

(de cubrimiento de) L↑+ están caracterizadas por un par de semienteros

(j+, j−), y son de dimensión (2j+ + 1)(2j− + 1).

Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a los genera-

dores L̂k de L↑+,

(37.4) L
(j+,j−)
k = J

(j+)
k ⊗ 1(j−) + 1(j+) ⊗ J

(j−)
k ,

son autoadjuntas, las correspondientes a los K̂k,

(37.5) K
(j+,j−)
k = −i

(
J

(j+)
k ⊗ 1(j−) − 1(j+) ⊗ J

(j−)
k

)
,

son anti - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones matriciales aśı ob-

tenidas no son unitarias.

Se puede demostrar que L↑+ (que es un grupo de Lie no compacto) no tiene

representaciones unitarias de dimensión finita.

Los elementos de L↑+ están identificados por el conjunto de seis parámetros reales

αk, βk, con k = 1, 2, 3. En la representación irreducible32 (j+, j−) tenemos

32Frente a la transformación de paridad se tiene que

(37.6)
PL̂ijP

−1 = L̂ij ,

P L̂0kP−1 = −L̂0k.

Entonces, en una dada representación matricial se tiene

(37.7)
PLkP−1 = Lk,

PKkP−1 = −Kk.

En consecuencia,

(37.8) PD(j+,j−)(α, β)P−1 = D(j+,j−)(α,−β) ∼ D(j−,j+)(α, β).

Por lo tanto, si j+ 6= j− la representación no es invariante frente a paridad. Para construir

representaciones invariantes frente a P se deben considerar las sumas directas

(37.9) D(j+,j−) = D(j+,j−) ⊕D(j−,j+),

de dimensión 2(2j+ + 1)(2j− + 1).
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(37.10)

D(j+,j−)(α, β) := ei
(
αkLk + βkKk

)
=

= e
i
(
(αk − iβk)J

(j+)
k ⊗ 1(j−) + (αk + iβk)1(j+) ⊗ J

(j−)
k

)
=

= e
i
(
(αk − iβk)J

(j+)
k ⊗ 1(j−)

)
e
i
(
(αk + iβk)1(j+) ⊗ J

(j−)
k

)
=

= ei(α− iβ)kJ
(j+)
k ⊗ ei(α + iβ)kJ

(j−)
k ,

donde se han tenido en cuenta (37.4) y (37.5) para expresar las matrices de la

representación como un producto directo33 (donde cada factor actúa sobre distin-

tos conjuntos de ı́ndices de las componentes de los vectores del espacio producto

directo). Téngase en cuenta que no se trata de un producto directo de grupos,

pues ambos factores dependen de los mismos parámetros. Además resulta cla-

ro que, mientras que los parámetros αk corresponden a subgrupos abelianos

unidimensionales compactos, los βk corresponden a subgrupos abelianos

unidimensionales no compactos.

En consecuencia, los vectores de la representación irreducible (j+, j−) tienen

componentes identificadas por un par de ı́ndices, a y ḃ, que toman (2j+ + 1) y

(2j− + 1) valores respectivamente. Frente a transformaciones de Lorentz ellas se

transforman según

(37.12) ψ′
aḃ

=

(
ei(α− iβ)kJ

(j+)
k

)

aa′

(
ei(α + iβ)kJ

(j−)
k

)

ḃḃ′
ψa′ḃ′ .

38. Grupo de cubrimiento de L↑+
El hecho de que L↑+ contenga a SO(3) es indicativo de que no se trata de un

grupo simplemente conexo. Para determinar su grupo de cubrimiento, primero

señalemos que es posible establecer una relación biuńıvoca entre los vectores del

espacio de Minkowsky, M4, y las matrices autoadjuntas de dimensión 2× 2.

33En el último paso se ha usado la igualdad

(37.11) eM ⊗ 1 =
∞∑

n=0

1
n!

(M ⊗ 1)n =
∞∑

n=0

1
n!

Mn ⊗ 1 = eM ⊗ 1.



122 H. Falomir

Una base para ese espacio de matrices (de dimensión 4) está dada por {σ0 =

12, σ1, σ2, σ3}, que tienen las propiedades

(38.1) tr{σk} = 0, tr{12} = 2, tr{σkσl} = 2δkl.

Ahora bien, dado x ∈ M4, podemos formar la matriz

(38.2)

σ(x) := x012 + xkσk =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
= σ(x)†.

De (38.1) tenemos que

(38.3) xµ =
1

2
tr{σµ σ(x)},

mientras que el determinante de esa matriz es igual al intervalo,

(38.4) det σ(x) = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = s2.

Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimensión 2×2, ella determina

un vector en M4 cuyas componentes son

(38.5) xµ =
1

2
tr {σµA},

pudiendo ser escrita como

(38.6) A = xµσµ.

Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el intervalo s2, de modo

que corresponden a las transformaciones lineales de la matriz σ(x) que la mantienen

autoadjunta, y dejan invariante su determinante. Consideremos el cambio

(38.7)

σ̄ = Λ σ(x) Λ† = σ̄†,

⇒ det σ̄ = |det Λ|2 det σ(x).

Entonces, |det Λ|2 = 1 ⇒ det Λ = eiθ. Pero ese factor se debe a una fase eiθ/2

en Λ, sin consecuencias sobre la transformación (38.7). De ese modo, basta con

considerar matrices complejas de 2× 2, cuyo determinante sea det Λ = 1.

En consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos considerar es lo que

hemos llamado SL(2,C), y las coordenadas del vector transformado están dadas

por

(38.8) x̄µ =
1

2
tr{σµ Λ σ(x) Λ†}, con Λ ∈ SL(2,C).
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Pero aún aśı, −12 ∈ SL(2,C), y

(38.9) (−12)σ(x)(−12)
† = σ(x),

lo que corresponde a no variar las coordenadas.

Dicho de otro modo, el par de matrices {+Λ,−Λ} ⊂ SL(2,C) corresponden a

la misma transformación de L↑+. Por lo tanto, hemos establecido un homorfismo34

entre SL(2,C) y L↑+, cuyo núcleo es el centro del primer grupo,

(38.10) {+12,−12} ≈ Z2.

En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de cubrimiento

de L↑+. Y éste, por ser doblemente conexo
(
Π1(L↑+) ≈ Z2

)
, resulta globalmente

isomorfo al grupo cociente

(38.11) L↑+ ≈ SL(2,C)/Z2.

39. Algebra de Lie del grupo SL(2,C). Representaciones

Para determinar el álgebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta que para

matrices próximas de la identidad, Λ = 12 + A,

(39.1) det Λ = 1 ⇒ tr{A} = 0.

Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensión 2×22−2 = 6)

está dada por

(39.2)

{
1

2
σk,− i

2
σk, con k = 1, 2, 3

}
.

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las relaciones de

(36.10),

(39.3)

[
1
2
σi,

1
2
σj

]
= i εijk

1
2
σk,

[
1
2
σi,− i

2
σj

]
= i εijk

(− i
2
σk

)
,

[− i
2
σi,− i

2
σj

]
= −i εijk

1
2
σk,

34Evidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2) y SO(3),

subgrupos de SL(2,C) y L↑+ respectivamente.
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como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia establecida

es35

(39.5)

Lk ←→ 1
2
σk

Kk ←→ − i
2
σk .

Por exponenciación de elementos en el álgebra de Lie obtenemos las matrices

(39.6) Λ(α, β) = e
i

(
αk 1

2
σk − βk i

2
σk

)

= e
i (α− iβ)k 1

2
σk

.

Como J
(1/2)
k = 1

2
σk, vemos que la representación fundamental del grupo SL(2,C)

coincide con la representación irreducible (1/2, 0) de la ecuación (37.10).

La representación de (39.6) no es equivalente a su conjugada. En efecto, teniendo

en cuenta que

(39.7) σ ∗
k = −σ2 σk σ2,

vemos que la representación conjugada de (1/2, 0) es equivalente a la representa-

ción (0, 1/2) de la ec. (37.10):

(39.8) Λ∗(α, β) = e
−i (α + iβ)k 1

2
σ ∗

k
= σ2e

i (α + iβ)k 1

2
σk

σ2.

Los vectores de la representación (1/2, 0), ψL, son llamados espinores de Weyl

de polarización izquierda, mientras que los de la representación (0, 1/2), ψR,

son espinores de Weyl de polarización derecha. Los espinores de Dirac

son vectores del espacio suma directa (1/2, 0)⊕ (0, 1/2),

(39.9) ΨD =

(
ψL

ψR

)
,

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian según

(39.10) Ψ′
D =

(
Λ(α, β) 0

0 σ2Λ
∗(α, β)σ2

)
ΨD.

35Nótese que (39.3) también admite la identificación

(39.4)
Lk ←→ 1

2 σk

Kk ←→ i
2 σk .
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La transformación de las coordenadas que induce (38.7), dada en la ecuación

(38.8), es la que corresponde a las componentes de un tetravector. En consecuen-

cia, éstos se transforman como vectores de una representación equivalente a la

(1/2, 1/2) (de dimensión 2× 2 = 4). En efecto,

(39.11) V ′
aḃ

= Λaa′ Va′ḃ′ (Λ
†)ḃ′ḃ = Λaa′ Λ

∗
ḃḃ′ Va′ḃ′ .

El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se descom-

pone como suma directa de manera consistente con la descomposición de Clebsh

- Gordan de productos directos de representaciones irreducibles de SU(2). Por

ejemplo, (1/2, 0)⊗ (1/2, 0) = (1, 0)⊕ (0, 0).

Se verifica que la representación (1, 0), de dimensión 3, corresponde a tensores

antisimétricos autoduales,

(39.12) Fµν = −Fνµ =
1

2
εµναβFαβ.
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