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NOTAS SOBRE TEORIA DE GRUPOS

1. GENERALIDADES

Un grupo G es un conjunto de elementos sobre los cuales hay definida una ley
de composicién, - : G X G — G, que es asociativa, con neutro e inverso, es decir,
a) f-(g-h)=(f-9)-hV[gheG,
b) de € G, llamado elemento neutro o identidad, que satisface e - g =
g-e=gvgeaq,
c) Vg e G,dg7! € G, llamado su inversa, que satisface g- g1 =g ' -g=e.
Evidentemente, si f-g = h-g entonces f = h. En efecto, (f-g)-g7' = f-(g9-g7") =
(h-g)-gt=h-(g-g7")=f=g.
Similarmente, se puede demostrar que el neutro y el inverso de cualquier ele-
mento son tnicos. Por ejemplo, si g-f =e¢ = gt -(g-f) = (g -9) - f =
e-f=g' e= f =gt En consecuencia, (f-g)~! = g~ f!, puesto que

(f9) (gt f=Ff(g-g")fl=ff"=e

En general, la ley de composiciéon no es conmutativa: f-g # g - f. Un grupo G
parael cual f-g=g¢- f,Vf,g € G se dice Abeliano.
Ejemplos:

= el grupo aditivo de los enteros respecto de la operacion de suma usual, Z;

» ¢l conjunto de los racionales no nulos, Q\{0}, respecto de la operacién
usual de multiplicacién;

= el conjunto {1, —1} respecto de la operacién de multiplicacién de reales;

= ¢l conjunto de las rotaciones de un cuerpo.

El orden de un grupo es el nimero de elementos que contiene. El orden puede

finito o infinito.

2. GRUPO DE PERMUTACIONES
Consideremos una permutacion de cinco elementos,
(21) {al,aQ,ag,a4,a5} - {(12,&3,@1,(15,@4}.

Independientemente de la naturaleza de esos elementos, esta operacion puede ser

representada por el siguiente cuadro de nimeros que indica, sobre cada columna,
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la posicién inicial y final de un elemento,

1 23 45 2315 4
31 2 5 4 1 2 3 45

(o bien, con idéntico significado, por cualquier otro cuadro que difiera de los ante-
riores en una permutacién de sus columnas).

La operacién de composicion de ¢ con otra permutacion

23) _(r2345
531 2 4

se define por

, 1 2345 2 315 4 2 3 15 4
(24) o 0= : = .
53 1 2 4 1 2 3 45 53 1 2 4
Esta operacién satisface los axiomas de grupo. En efecto, puede constatarse que

esa operacion es asociativa, que el elemento neutro esta dado por
1 23 45
(2.5) e=
1 2345
y que, por ejemplo, la inversa de o en (2.2) estd dada por el mismo cuadro de

nimeros con sus filas intercambiadas,

(2.6) e AN B
1 23 45

Este grupo es no Abeliano, como surge de verificar que o - o’ # ¢’ - 0.

Generalizando esas definiciones, resulta que el conjunto de las permutaciones

de p elementos se estructura como un grupo (no Abeliano), denotado por Sp.

Consideremos la permutacion 7 € Sg

123456789
(2.7) T = :
439617582

Ella puede ser descompuesta en las permutaciones ciclicas independientes

1—-4—-6—-7—5—1,
(2.8) T=4q 2—53—-9—2,
8 — 8.

Noétese que cada ciclo involucra a un cierto nimero de elementos que no aparece

en los demés ciclos.
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La permutacién 7 puede ser caracterizada mediante su descomposicion en

ciclos, y denotada por
(2.9) 7=(14675)(239)(8)=(239)(14675),

dado que los ciclos independientes conmutan entre si, como puede verificarse facil-
mente.

Los ciclos de un elemento pueden ser descartados del cuadro, ya que no tienen
ningun efecto en la permutacién. Tampoco importa por cual elemento comienza a

describirse cada ciclo, ya que con el mismo significado tenemos

(2.10) T=(67514)(923).

Un ciclo de dos elementos se llama transposicion simple. Todo ciclo puede

ser descompuesto en un producto de transposiciones simples. Por ejemplo,
(2.11) (14675)=(15)(17)(16) (14).

Una permutacién se dice par o impar de acuerdo a que sea posible descomponerla

en un numero par o impar de transposiciones simples.

También es posible representar una permutacién de p elementos mediante una
matriz cuyos elementos son todos 0 excepto p de ellos iguales a 1, dispuestos de
modo tal que sélo aparezca un 1 por fila y por columna. Por ejemplo, para o € Sy

en (2.2) tenemos

s 01 000 ay ap
as 00100 a2 az
(2.12) ap [=] 10000 |[|as|=Mo)[as].
as 00001 ay ay
n 00010 as as

donde hemos introducido un producto de elementos a; por 1 o 0 cuyo significado
es, respectivamente, seleccionar o no a dicho elemento.

En esta representacion del grupo Sy, la operacién de composicién se reduce
simplemente al producto usual de matrices, M (¢’ o) = M(o’) M (o).

Noétese que la traza de M(o), tr M (o), es el nimero de elementos que deja
invariantes la permutacion o, mientras que su determinante, det M (o), es igual a

+1 para permutaciones pares y a -1 para las impares. Por ejemplo, para o en (2.2)
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y M(o) en (2.12),

c=(132)(45)=(45)(12)(13),
(2.13)
tr M(o) =0, detM(o)=—1.

Ejemplo: La tabla de la operacién de composicién en el grupo Sz = {e,a =
(123),b=(132),aa=(23),8=(31),y=(12)} estd dada por el cuadro

e a b a f v

ele a b a g v

ala b e B v «

(2.14) blb e ay ap
ala v B e b a

B|08 a v a e b

Yly B a b a e

Si nos restringimos a las entradas correspondientes al neutro e y a una transpo-

sicion simple, digamos 7, tenemos la tabla de Ss,

e 7
(2.15) ele vy
Y| oe

que coincide formalmente con la tabla del grupo aditivo de los enteros médulo
27 Z27

(+)m0d2 ‘ 1
(2.16) 0 |o 1
1 10

con la identificacién e < 0,y < 1.
Similarmente, las entradas de la tabla de Sz correspondientes a la composicién

de las permutaciones ciclicas de tres elementos,

e a b
b

(&

D
D
Q

(2.17)

>
)
Q
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no involucran a las transposiciones simples, y coinciden formalmente con la tabla

del grupo aditivo de los enteros moédulo 3, Z3,

(Flmoas |0 1 2
0 |01 2
(2.18)
1 120
2 |2 01

con la identificacién entre elementos e < 0,a < 1,b < 2.

Dos grupos entre cuyos elementos existe una correspondencia biunivoca de modo

que sus tablas de composicion resulten idénticas, se dicen isomorfos.

Un subconjunto H C G que contiene a la identidad y a la inversa de cada uno
de sus elementos, y que es cerrado respecto de la operacién de composicion en G,
constituye un subgrupo de G.

Todo grupo G tiene dos subgrupos impropios: Gy {e}. Todo otro subgrupo
se dice propio.

La interseccién de subgrupos también constituye un subgrupo, como puede ve-

rificarse facilmente.

Ejemplos:
a) Los enteros Z forman un subgrupo del grupo aditivo de los reales R.
b) Las rotaciones sobre un plano forman un subgrupo del grupo de rotaciones
en el espacio.
c) Las rotaciones alrededor de un eje en angulos 0,7/2, 7,37 /2 forman un

subgrupo del grupo de rotaciones en el plano.

3. HOMOMORFISMO - REPRESENTACIONES

Un homomorfismo es una aplicacion entre grupos, ¢ : G — H, que satisface

(3.1) o(g-9") =9(g9)-0(9') € H, Vg,9' € G.

Dos grupos G y H se dicen isomorfos, lo que se denota por G ~ H, si entre sus
elementos existe una aplicacién biunivoca (uno a uno y sobreyectiva) que preserva
las operaciones de composicién como en (3.1). En ese caso la aplicacién ¢ : G «— H
constituye un isomorfismo.

Independientemente de la naturaleza de cada grupo, una vez identificados sus
elementos mediante el isomorfismo ¢, grupos isomorfos presentan la misma tabla

de composicion.
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El isomorfismo establece una relacion de equivalencia entre grupos. En efecto, es

evidenteque G = G;quesiGr~ H=H~G;yquesiGr FyF~H=G~H.

Esto permite definir clases de equivalencia, donde dos grupos estan en la
misma clase si son isomorfos entre si. Todos los grupos dentro de una clase pre-
sentan la misma tabla de composicion, la que entonces caracteriza a la clase de
equivalencia o grupo abstracto.

Los diversos grupos pertenecientes a una misma clase constituyen distintas rea-
lizaciones de ese grupo abstracto (cuyos elementos no estan especificados). Cada
clase de equivalencia puede ser identificada por uno cualquiera de los grupos que

contiene.

Ejemplos: Existe un tinico grupo abstracto de orden 2, denominado Z, y carac-
terizado por la tabla en (2.16). Distintas realizaciones de ese grupo son Zs, Sz, el

grupo {+1, —1} respecto del producto de reales, o el grupo

()00

respecto del producto usual de matrices.

Similarmente, existe un tnico grupo abstracto de orden 3, denominado Zs y
caracterizado por la tabla en (2.18). Distintas realizaciones de este grupo son el
propio Zs o el subgrupo de Sz correspondiente a las permutaciones ciclicas de tres
elementos, {e,a,b}, cuya tabla estd dada en (2.17).

Para érdenes mayores de 3 es posible construir varias tablas que satisfacen los

axiomas de grupo.

Un homomorfismo de un grupo G sobre un grupo de operadores lineales H
(definidos sobre cierto espacio lineal E) constituye una representacién lineal de

G. Cuando esta aplicacion es un isomorfismo, la representaciéon se dice fiel.

Si el espacio de la representaciéon E es de dimension finita, H es un grupo
de matrices (cuando los operadores son referidos a cierta base de E). En ese caso
se tiene una representacion matricial de G, donde la operacién de composicion

en el grupo H se reduce al producto usual de matrices.

Ejemplo: La asignacién de una matriz M (o) a cada permutacién o, como en
(2.12), constituye una representacién matricial fiel del grupo Sp, llamada repre-

sentacion regular,

(3.3) ¢:8Sp —{M(o)|oeSy}.
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Por ejemplo, para el grupo Sz tenemos

0 01 0 0 0 1
Me)=1|0 0l, M@=100 1|, Mb=|10 0],
0 01 1 00 010
(3.4)
1 0 00 1 01 0
M@ =|oo 1|, M@=[o1 0], Mxy)=]|10 0
0 1 00 0 01

Todo grupo tiene una representacion trivial, en la cual todo elemento es
representado por el operador identidad. La minima dimensién posible para el es-
pacio de esta representacion es dimE = 1, en cuyo caso tenemos ¢ : G — {1}.

Esta representacién no es fiel (excepto para el grupo trivial Z; = {e}).

Para los grupos de permutaciones S, existe una segunda representacién unidi-
mensional, llamada representacion alternada, en la que cada permutacién o es
representada por (la matriz de 1 x 1) +1 6 —1, de acuerdo a que o sea par ¢ impar
respectivamente.

Esta representacion tampoco es fiel, excepto para S,. Por ejemplo, para Sz

tenemos g(e) = ¢(a) = ¢(b) = +1 y d(a) = 6(8) = ¢(7) = —1.

Ejemplo: Las rotaciones en un plano forman un grupo (subgrupo del grupo de las
rotaciones en el espacio R?). Ellas pueden ser representadas como matrices de 2 x 2
que acttian sobre vectores reales del mismo plano R? (espacio de la representacion).
La rotacién en un angulo ¢ € [0, 27) alrededor del origen, R(p), corresponde a la

accion de la matriz

(35) o(R(¢)) = D(y) = (Cf’s(@ ‘Si““")).
sin(p)  cos(p)

Se trata de una representacién fiel, puesto que la relacién entre R(p) v D(yp) es

biunivoca, satisfaciendo que

(3.6) ¢ (R(p1) - R(p2)) = ¢ (R ([p1 + @2)mod2r)) = ¢ (R(¢1)) - ¢ (R(p2))

como se comprueba facilmente del célculo del producto de matrices

(3.7) D(p1) D(p2) = D ([p1 + #2lmod2r) -
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Por otra parte, todas las matrices D(¢) en (3.5) pueden ser simultdneamente

diagonalizadas, para llevarlas a la forma

(3.8) D(y) — (ew 0 )

0 e%

Evidentemente, el conjunto de los bloques diagonales (de 1 x 1) constituye una

representacion unidimensional fiel del grupo de rotaciones en el plano,
(3.9) R(p) < Di(p) i= ™%,

que actia sobre un espacio de representacion complejo unidimensional, y en la
cual la operacion del grupo se reduce al producto usual de complejos.

Pueden construirse otras representaciones unidimensionales no fieles de este gru-
po mediante la asignaciéon R(p) — D,,(¢) = €™?, conm € Zy m # +1. En efecto,
Dy (3) = ™ =1 = D,,(0), con 2 # 0 mod 2.

m m

4. SUBGRUPOS

Recordemos que un subconjunto H C G es un subgrupo de G si

= ¢l elemento identidad e € H,
nsihc H=h'cH,
= Vhy,hy € H, se tiene que hy - ho € H.
Con esas propiedades, H se estructura como un grupo respecto de la misma ley

de composicién del grupo G. En efecto, H es cerrado respecto de una ley de

composicion asociativa, con neutro e inverso.

Teorema 4.1. El subconjunto H C G es un subgrupo del grupo G si y sélo si
Va,b € H resulta que a-b~' € H.

Demostracion: Por una parte, resulta evidente que si H es un subgrupo de G,
entonces a-b~' € H Va,be H.

Supongamos ahora que Va,b € H resulta que a-b~! € H. Entonces,

» Como H noesvacio,sia € H =>a-a ' =cc H.
» Ademds,sie,a€ H=¢e¢-a'=a""'¢cH.
» Finalmente, sia,b€ H = a, b ' € H=a-(b"')"'=a-be H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de G. O

El ntcleo (o kernel) de un homomorfismo ¢ : G — H, denotado por ¢~ 1(eg),

es el conjunto de los elementos de G que tienen por imagen al elemento neutro en



12 H. Falomir

H

’

(4.1) $g) =em, Vg € ¢~ (en).

El nicleo de un homomorfismo ¢ : G — H es un subgrupo de G. En efecto,
sia,b € 97 (en) = ¢la) = en y o(07") = 9(0)' = ey =en = ¢la-b7') =
d(a)-p(b™') = ey - ey = ey. Por lo tanto, a-b~' € ¢~'(ey) que, en consecuencia,

es un subgrupo.

Sea H un subgrupo propio del grupo G, y sea a; € H. Consideremos el subcon-
junto de G formado por los elementos de la forma a; - h, con h € H, que denotamos
por a;-H. SiJay ¢ HUa;-H, formamos el subconjunto as-H = {as-h, con h € H},
y asi siguiendo hasta agotar los elementos del grupo.

El subgrupo H puede denotarse como e - H.

Los subconjuntos de G asi construidos, llamados cosets izquierdos! del sub-
grupo H, son disjuntos. En efecto, si dos de ellos tuvieran un elemento en comun,
a;-hi = ag-hy, con hy, hy € H. Entonces, ap = (a;-hy)-hy ' = a;-(h1-hy') = a;-has,
donde hs = hy - hy Ve H=a,€a; H,loque (por construccién) no puede ocurrir
si ay # a;. Por lo tanto, a; - H Nay, - H = () para k # 1.

Por otra parte, los cosets a - H son independientes del elemento a =a-e € a- H
que se emplea en su construccion. En efecto, supongamos que b € a-H = b= a-h,
para algiin h € H. Pero entonces, a = b-h™' € b- H. Sea ahorac=a-h; € a-H =
c=b-h™'-hy €b-H. En esas condiciones, a- H C b- H. Se prueba de manera

similar que b- H C a - H. En consecuencia, a - H =b- H.

En esas condiciones, el conjunto G puede expresarse como la unién de los con-

juntos disjuntos correspondientes a los cosets izquierdos de H,
(4.2) G=Jau-H.
k

En particular, si G es de orden finito, #G = n, también lo es H C G, y los
cosets tienen todos el mismo nimero de elementos que H, #H = m. Como los
cosets son disjuntos, los hay en un nimero finito k£ tal que n = mk. Con esto

queda establecido el siguiente teorema.

Teorema 4.2. (de Lagrange) El orden de un subgrupo H de un grupo de orden

finito G es un divisor del orden de GG,

(4.3) #G L eN.

#H

1De manera similar se definen los cosets derechos de H.
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Una consecuencia inmediata de este teorema es que un grupo de orden primo

solo tiene subgrupos impropios.

Sea GG un grupo de orden finito, y sea a € G uno de sus elementos. Consideremos

k+1 k

el conjunto de elementos de G de la forma e,a,a®> = a-a,...,a*' =a-d*, .. ..

k

Como #G < o0, los elementos a” no pueden ser todos distintos. Supongamos que

aP = al, con p > q; entonces a’~? = e. Sea n el menor nimero natural para el cual

a™ = e. En ese caso, el elemento a se dice de orden n.

2 ...,a" '} forma un grupo llamado gru-

L gkl

En esa condiciones, el conjunto {e, a, a

modn

po ciclico de orden 7, que es isomorfo a Z,. En efecto, a* - a

Teorema 4.3. (de Cayley) Todo grupo de orden finito n es isomorfo a un sub-

grupo reqular de Sy.

Demostracién: Consideremos la tabla de la ley de composiciéon en un grupo G

de orden finito n,

aq a9 Qg (07%
aq aq a9 Qe Qp
Ay | Q2-QA1 A2°-Q2 ... QA2 QA ... Q9-0ap
(4.4)
a; a; - ay a-as ... a-ag ... ap - ap
Ap | Ap A1 Qp-Q2 ... Qp- QA ... Ay 0ay

donde a; = e.

Primero senalemos que los elementos no se repiten en la filas ni en las columnas
de esa tabla. En efecto, si, por ejemplo, un elemento se repitiera en la i-ésima fila,
a; - ap = a; - a; = a = a;, lo que no puede ser dado que los elementos de GG tienen
una unica entrada en la tabla para la multiplicacién a derecha.

En consecuencia, la [-ésima fila (que corresponde a la multiplicacién a izquierda
por a;, y en la que aparecen los n elementos del grupo) se obtiene de la prime-

ra mediante una permutacién regular (es decir, una permutacién que no deja
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invariante ningtin elemento):

(45) ( A R () )
m(m (1) m(m = (2)) ... mlm (k) m(m (n))
() m2) e m (k) ™ (n)
1 2 .k n )’
donde m : {1,2,...,n} < {1,2,...,n} es una aplicacién biunivoca que no tiene

puntos fijos.

Esta correspondencia es uno a uno, puesto que si ¢(a;) = m = m = ¢(ag),
entonces las filas [-ésima y k-ésima son idénticas = a; = ay.

Dada la asociatividad del producto, la fila correspondiente al elemento ay - a; se
obtiene de multiplicar a izquierda por ay los elementos en la fila a; - a4, ..., qa; - a,.
Para poder describir esta operaciéon en términos de la permutacién 7, esa [-ésima

fila debe ser llevada primero al orden correspondiente a la primera fila, ay, ..., a,:

1) mi2) . ml(n)>

m(l)  m(2) ... m(n)

olay - @) = (

= ¢(ar) - olar) .

Por lo tanto, ¢ : G < {m1,...,m,} es un isomorfismo. El rango de este isomor-
fismo es un subgrupo regular de S,, (cuyos elemento son permutaciones que no

dejan posiciones invariantes, a excepcion del elemento identidad ). O
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Siendo S, un grupo de orden finito, resulta que el nimero de subgrupos que
contiene es necesariamente finito. Esto implica que hay sélo un ntmero finito de

grupos de orden n € N que no son isomorfos entre si.

5. CLASES DE ELEMENTOS CONJUGADOS

Dos elementos a,b € G se dicen conjugados si existe un tercer elemento g € GG
talquea=g-b-g L.

Esta definicién establece una relacion de equivalencia. En efecto,

a) todo elemento es conjugado de sf mismo: a =e-a-e™!;

b) si a es conjugado de b, entonces b es conjugado de a: a=g-b-g ! = b=
g a- (g7
c) si a es conjugado de b, y b lo es de ¢, entonces el primero es conjugado del

Ultimo: a=g¢g-b-g° Y, b=h-c-h™*=a=(g-h)-c-(g-h)"".

Mediante esta relacién pueden organizarse los elementos del grupo G en clases

de equivalencia, llamadas clases de elementos conjugados.

Algunas consecuencias:

» El elemento neutro forma una clase por sisolo:sia=g-e-g ' =a=ce.

= Si G es un grupo Abeliano, cada elemento forma una clase por si mismo:
a=g-b-gl=b-g-g=b

= Todos los elementos de una clase son del mismo orden: Supongamos que b

1

esdeordennyquea=g¢g-b-g';entoncesa” = g-b"-gt=g-e-g ' =e.

Ejemplo: Para determinar las clases de elementos conjugados del grupo S, con-

sideremos dos permutaciones

52) T1:<T(1) T(2) ... T(n)>7
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de modo que

B ( )y @2 ... 7(n) )

- \r(e(1) 7(0(2) ... 7(o(n))
Este resultado corresponde a realizar la misma permutacién de elementos que o,
pero a partir de un ordenamiento distinto, dado por 7(1) 7(2) ... 7(n). Esto puede

verse facilmente si se considera, por ejemplo, una transposicién simple, o = (1 2);

€1 ese caso,

(1) 7(2) 7(3) ... TW):(T(D 7(2)).

7(2) (1) 7(3) ... 7(n)

(5.4) Too-T = <

~1 se descomponen en

En el caso general, se puede comprobar que oy 7-0 - T
ciclos de la misma longitud, si bien los elementos involucrados por ellos en uno y
otro caso son, en general, diferentes.

Reciprocamente, se puede mostrar que dos permutaciones que presentan la mis-
ma estructura en ciclos son conjugadas una de la otra.

De ese modo, la descomposicion en ciclos permite caracterizar las clases de

elementos conjugados en el grupo S,. Por ejemplo,

(5.5) S, : { e=1)0) } = 2 clases,
v=(12)

e=(1)(2)(3)
(5.6) Ss3 a=(123), b=(132) = 3 clases,
a=(23), 3=31), vy=(12)
(12), (13),
(5.7) Sa: (12)(34), (13)(24), ... p = 5 clases
(123), (124),
| (1234), u324%

(donde hemos omitido los ciclos de longitud uno).
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También se ve que el nimero de clases de S, es igual al niimero de particiones

de n. Por ejemplo, para Sy

= 14+141+1,
= 24141,

= 242,

= 3+1,

= 4

(5.8)

>~ = &~ =~

Esto permite representar graficamente las clases mediante diagramas de Young,
en los que cada ciclo es representado por un niimero de cuadros contiguos, dispues-

tos horizontalmente, igual a su longitud.

g an
{e} — _ {12)3)4), ...} — 0O ,
O
O
(5.9)
(12)349, . 1= 2 2@, 3 7

[ 0J

{(1234), ...} - O0O00

También podemos calcular el niimero de permutaciones en cada clase conside-
rando las posibles disposiciones de los cuatro elementos en los cuadros del corres-
pondiente diagrama, teniendo en cuenta que disposiciones que difieren en una per-
mutacion ciclica de los elementos de un ciclo, o en el intercambio de los elementos

de dos ciclos de la misma longitud, corresponden a la misma permutacién:

U
U 4! - 4!
:—.:1 pum— ’ =
# O 4!  # U 2 x 2! ’
0
U

(5.10)
D T P e e D
oo ) 22x20 7 0 3 7

|

#(DDH])z%:&

cuya suma corresponde al orden del grupo, #G = 4.
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La generalizacién al caso de S,, es inmediata: si en un diagrama se tienen 7

ciclos de longitud 1, 7y ciclos de longitud 2, etc, el orden de la clase es

(5.11) #(...)

n!

N 1M x 2m2 x ... XT‘l! XTQ!...'
6. SUBGRUPOS INVARIANTES

Se llama subgrupo conjugado de un subgrupo H C G a aquel subgrupo de
G cuyos elementos se obtienen de los de H por conjugaciéon con un elemento fijo
g€G,

(6.1) H=g-H-g'={WNeG|hW=g-h-g* conhe H}.

Este conjunto constituye efectivamente un subgrupo: sean h/, hl, € H', entonces
hiy = g-hio-g b= Ri-(Ry) =g -hy-(he) 97! € H', dado que hy-(he) ™' € H.

Un subgrupo se dice invariante si contiene a todos sus subgrupos conjugados,
g-H-go'CH VgeQa.

Si H es invariante, entonces contiene a sus elementos en clases completas: h €
H=g-h-g'eH Vged.

Ejemplos:

» Los subgrupos impropios {e} y G, asi como la interseccién de subgrupos
invariantes, son invariantes.

= Todo subgrupo de un grupo Abeliano es invariante.

» El niicleo ¢~*(ey) de un homomorfismo ¢ : G — H es un subgrupo inva-
riante. En efecto, supongamos que a € ¢ '(ey) = ¢(a) = ey. Entonces,
Vg € G tenemos que ¢(g-a-g~") = ¢(g)-d(a)-d(g™") = ¢(g)-en-d(g)"" =
er. En consecuencia, el subgrupo ¢~ !(eg) (ver Sec. 4) contiene a sus ele-
mentos en clases completas.

» El conjunto de las matrices regulares (con inversa) de n x n forman el
grupo lineal GL(n) (respecto del producto usual de matrices). El conjunto
de las matrices de n X n con determinante igual a 1 constituye el subgru-

po especial lineal SL(n), que es invariante. En efecto, si M € SL(n),
det(N M N-1) = detN detM (detN)™' =1, YN € GL(n).

Si H es un subgrupo invariante de G, entonces sus cosets izquierdos coinciden
con los cosets derechos. En efecto, sea a - H = {a-h|h € H}, entonces a - h =
(@a-h-a'-a=h-a€ H-a, Vh € H, puesto que ' =a-h-a ' € H. En
consecuencia, a - H C H - a. De manera similar se demuestra que H -a C a - H.

Por lo tanto, si H es invariante = a-H = H -a, YVa € G.
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Un grupo se dice simple si no contiene subgrupos propios invariantes.
Un grupo se dice semi-simple si no contiene subgrupos propios Abelianos in-

variantes.

Ejemplo: los tnicos grupos Abelianos simples son los grupos ciclicos de orden

primo, que no tienen subgrupos propios.

7. EL GRUPO COCIENTE

Sea H un subgrupo invariante de G. Podemos descomponer a GG en cosets iz-
quierdos de H, de modo que G =e-HUay-HUas-H ..., donde a, &€ H, Vk.
Consideremos dos elementos cualesquiera a; - hy € a; - H y ay - ho € a - H. Su

composicion es
(7.1) (ai - hy) - (ar - ho) = (a; - ay) - (a;' - hy - ay) - hy € (a; - ay,) - H,
puesto que (a,' - hy - ay) € H, Vhy,hy € H.

Entonces resulta natural definir una operacién entre cosets de modo que
(7.2) (a; - H)-(ar-H)=(a;-a;)-H.

Puesto que ella se basa en la composicién en (G, esta operacion es asociativa. Existe
un elemento neutro que corresponde a H = e - H, y todo coset a; - H tiene un

inverso correspondiente al coset que contiene al elemento a,;l, a,;l -H
(a-H)-(e-H)=(a-e)- H = (a- H),
(7.3)
(a-H) - (a7 H)y=(a-a')-H=(e-H).
Asi estructurado, el conjunto de cosets del subgrupo invariante H conforma un

grupo llamado grupo cociente, y denotado por G/H.

Es posible establecer un homomorfismo ¢ : G — G/H, cuyo nicleo es ¢~ (eg/p) =
H. En efecto, sea ¢ una aplicacion que asigne a cada elemento de G el coset que

lo contiene,
(7.4) ¢(h):=e-H, ¢(a-h):=a-H, Vhe H Yag H.
Entonces,

d(a; - hy) - dlag - he) = (a; - H) - (ax - H) = (a; - ay) - H =
(7.5)

= ¢((ai - ar) - h3) = ¢((a; - h) - (ax - ha)),

donde hs = a,;l - hy - ay - hy € H. Entonces ¢ es un homomorfismo de nticleo H.
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Teorema 7.1. Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo sobreyectivo y de nicleo

¢ () = H C G. Entonces, H es un subgrupo invariante de G, y el grupo cociente
G/H es isomorfo a G'.

Demostracion: Ya sabemos que el nicleo de un homomorfismo es un subgrupo
invariante, respecto del cual podemos construir el grupo cociente G/H.

Definamos ahora una aplicacion ¢ : G/H — G’ de modo que
¢(a - H) = ¢(a). Dado que dos elementos en a - H difieren en la composicién
con un elemento de H, esta asignacién es independiente del elemento empleado
para caracterizar el coset: ¢(a-h) = ¢(a) - p(h) = ¢(a) - € = ¢(a), Vh € H.

Entonces,

o((a-H)-(b-H))=o((a-b)-H) = ¢(a-b) =
(7.6)

= d(a) - ¢(b) = d(a- H) - o(b- H).

Por lo tanto, ¢ : G/H — G’ es un homomorfismo.
Como el rango de ¢(g) es todo G/, V¢’ € G’ g€ Gtalque ¢p(g-H) = ¢(g) = ¢'.

Por lo tanto, ¢ : G/H — G’ también es sobreyectivo.

Finalmente, si ¢(a- H) = ¢(b- H) = ¢(a) - ¢(b)~' = é(a - b~') = €. Entonces,
a-b'e€e H=a=h-b€ H-b=>b-H, por ser H invariante. Pero entonces
a-H =b-H,y el homomorfismo es uno a uno (es decir, es un isomorfismo).

Por lo tanto, G/H ~ G'. O

8. PRODUCTO DIRECTO DE GRUPOS

A partir de dos grupos G y G es posible construir un tercer grupo G = G X G,
llamado producto directo, de la siguiente manera.
Sean ai, by, ¢y, -+ € Gy y ag,bs, o, -+ € Gy. El grupo G x G4 es el conjunto de

los pares ordenados (g1, go) estructurado con la ley de composicién
(81) <CL1, CL2> . <b1, b2> = <a1 + a9, bl . b2> .

Puede verificarse que esta ley es asociativa, tiene por elemento neutro al par (e, es),
y el inverso de (g1, g2) es el par (g7 %, g5 ").
Si G1 y G4 son de orden finito, #G = #G1 #Gs.

Los elementos de la forma (e;, go) forman un subgrupo invariante CTQ de G1 x G,

isomorfo a G. Similarmente, los pares de la forma (g1, e;) forman un subgrupo
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invariante GG; de G x (G, isomorfo a G;. Evidentemente, elementos de esos sub-

grupos conmutan entre si,

(8.2) (e1,92) - (91, €2) = (g1, 92) = (g1, €2) - {e1,92),

y todo elemento de GGy X G5 puede escribirse en la forma de un producto como en
(8.2).
Puede verificarse facilmente que G/GNQ ~ G,y que G/@; ~ (.

Reciprocamente, si un grupo G tiene dos subgrupos invariantes GG; y G9 tales

que

Glﬂng{e},
(8.3)
g1-92=02-91, Vg1 € G1,92 € G2,

y si todo elemento g € G tiene una descomposicién (tinica?) como un producto de
la forma g = g1 - g2, con g1 € G, g2 € Go, entonces G = G X G5. También en este
caso G/Gy = Gy G/Gy = Gj.

9. AUTOMORFISMO - CENTRO DE UN GRUPO

Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en si mismo, ¢ : G < G. El
conjunto de todos los automorfismos forma un grupo respecto de la composicion

usual de aplicaciones. Su elemento neutro es la aplicacion identidad.
Ejemplo: Para el grupo ciclico {e, a,a?}, la aplicacién

(9.1) dle) =e, ¢la) =a’, ¢(a’) =a,

es un automorfismo.

Un endomorfismo es un automorfismo definido mediante la conjugacién por

un elemento fijo del grupo,
(9.2) ba: GGl o(9g)=a-g-at Vged.

2En efecto, si un elemento de G puede expresarse como g = g1 - g2, y también como g = ¢/ - g5,
donde g1,¢, € G1 ¥ g2,95 € Ga, entonces (¢;)"" - g1 = gh - g5 * = e, de donde resulta que la

descomposicién es tnica.



22 H. Falomir

El conjunto de los endomorfismos sobre G forma un subgrupo del grupo de los

automorfismos, que resulta ser homomorfo al propio grupo G. En efecto,

(@0 © P6)(9) = da (D(9) = ba (b-g-b7") =
(9:3) = 6a(b) - dal9) - Gu(b") =a-b-g- b7 a =

= (ab) "9 (a'b)_l :¢a-b<g)7 VgeG.
Por lo tanto ¢, o ¢p = ¢ap, v la aplicacién a — ¢, es un homomorfismo. En

particular, e — ¢, la identidad en el grupo de automorfismos.

El niicleo de este homomorfismo esta constituido por los elementos de G para

los cuales a — ¢, = ¢., es decir, tales que

(9.4) da(9)=a-g-a " =d(9g)=9g=a-g=g-a, Vgeq.

Esto corresponde al centro del grupo G, es decir, al conjunto C' de aquellos ele-
mentos que conmutan con todo otro elemento de G.
Por ser el ntcleo de un homomorfismo, C' es un subgrupo invariante de G, y

entonces el grupo de endomorfismos es isomorfo a G/C' (ver Teorema 7.1).

10. ESPACIOS CLASICOS

En lo que sigue estaremos interesados en representaciones matriciales de gru-
pos, es decir, en homomorfismos con grupos de operadores lineales definidos sobre

espacios de dimension finita.

En un espacio euclideo de dimensién n, E, generado por la base {ej, es,...,e,},

los vectores tienen desarrollos de la forma

(10.1) x:Zxkek, y:Zykek,
k=1 k=1

y el producto escalar (hermitico y positivo definido) puede escribirse como
(10.2) (z,y) = Z . (ex, €1) yr = Z Ty Gkl YL s
k=1 k=1

donde gy = (ex, 1) = g}y,
En esas condiciones, la métrica del espacio g = (g;) define una forma cua-

drdtica, hermitica y positiva definida, sobre C",
(10.3) w9y = (z,y) = (¥lg7)",

donde 7,y € C" tienen por componentes a los coeficientes de Fourier en (10.1).
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Como la métrica es una matriz autoadjunta, g' = g, ella puede ser diagonalizada
para llevarla a la forma diag(\;, Ag,..., \,), con los Ay > 0. Un cambio adecuado
en las escalas de los vectores de la base permite reducirla a la matriz identidad,

g = 1, (lo que corresponde a adoptar una base ortonormal para E).

En el caso de espacios euclideos reales, la métrica g define una forma bilineal,

stmétrica y positiva definida sobre R”,
(10.4) 79y =(v,y) =797,
donde 7,7 € R", y ¢' = g.

Ahora bien, en la Fisica también tienen aplicacion espacios lineales mas generales
que los espacios euclideos. Por ejemplo, el espacio de Minkowsky My, que es un es-

pacio real con métrica simétrica pero no positiva definida, g = diag(+1, —1, —1, —1).

Un espacio E con un producto interior hermitico que no es positivo definido es
llamado pseudo-euclideo. También en este caso puede elegirse una base para E
formada por vectores unitarios ortogonales, {e1, es, ..., e,} con (e, ;) = 0, para

k # 1. Pero como la norma no es positiva definida se tiene que

(10.5) (ex,er) = (er,ex)” = g = { o LSk <p,
—Ou, pH1<k<p+qg=n,
donde el par de enteros (p, ¢), cuya suma es la dimensién de E, es la signatura del
espacio. Esta signatura es una propiedad del espacio, y no depende de la eleccion
de un sistema ortonormal en E.
La métrica de los espacios pseudo-euclideos, dada por la matriz autoadjunta

g = (gr) = g' = g7, define una forma hermitica sobre C", que no es positiva

definida:
(10.6) Thgy = (x,y) = (¥'97)" .
En estos espacios existen vectores no nulos que tienen norma nula.

En espacios pseudo-euclideos reales de dimensién n, la métrica g = ¢' es una
matriz real y simétrica que define una forma cuadrdtica bilineal simétrica,

no positiva definida, sobre R,
(10.7) T9y=(2.y) =797

Si en un espacio lineal (real o complejo) se tiene un producto interior bilineal

y antistmétrico,

(108) (am,by):ab(x,y), (I,y) :—(y7l'),
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se esta en presencia de un espacio simpléctico.
Se puede mostrar (ver mas adelante) que estos espacios tienen dimension par, y
que en ellos siempre puede seleccionarse un sistema completo de vectores unita-

rios de la forma {ey, ey, ... €, f1, fo, .-, fu}, los que satisfacen

(ex,er) = 0= (fr, f1),

(10.9)

(er, i) = 0m = —(fi,ex)
para k,l =1,2,...,n. Desarrollando los vectores respecto de esa base tenemos
(10.10) (z,y) =T'gy =797,

donde la métrica

0 1
10.11 = R -
(10.11) g (_1n 0 ) 9

define una forma bilineal antisimétrica sobre R™ 6 C", segun el caso.

Todo vector de un espacio simpléctico tiene norma nula,

(10.12) TgT = -T'gT=0.

11. OPERADORES ISOMETRICOS

Un operador lineal que conserva los productos interiores en un espacio clasico
E,

(11.1) (Az,Ay) = (z,y), Vz,y € E,

se dice isométrico.
Un operador isométrico es llamado unitario, pseudo-unitario o simpléctico
segun que el espacio sea euclideo, pseudo-euclideo o simpléctico respectivamente.

De la definicién del operador adjunto tenemos que
(11.2) (ATA:(:,y) =(Az,Ay) = (z,y), Vz,y € E,

de donde resulta que AT = A~! (en dimensién finita, el inverso a izquierda es

también el inverso a derecha).

El conjunto de los operadores isométricos (o isometrias) sobre un espacio E
forma un grupo respecto de la composicién usual de operadores. En efecto, tenemos

que

= ¢l operador identidad es una isometria,
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= cada isometria tiene una inversa dada por su adjunto, que es también

isométrico:
(11.3) (AT z, AT y) = (AAJr z, AAT y) = (z,y), Vo,y € E,
= si Ay B son isométricos, entonces AB es también una isometria:

((AB)z,(AB)y) = (A(Bz), A(By)) =
(11.4)
=(Bz,By) = (2,y), Vr,y € E.

Referido a una base de E, el operador A esta descrito por una matriz A = (Ay).

Si la métrica es hermitica, tenemos

(Az, Ay) = (Ari )" g (A y5) =
(11.5)
=2l Al g Ay =T gy, VZ,7€C" (6 R") = ATg A =g,
En consecuencia, las isometrias preservan la métrica del espacio. En términos de
la matriz adjunta, la inversa estd dada por A~! = g~' A g.

De esa relacion se deduce inmediatamente que
(11.6) det (A" g A) = det A" det g det A =detg # 0 = |det A]> =1,
es decir, det A = € si el espacio es complejo, o det A = 41 si el espacio es real.

Si la métrica es bilineal y antisimétrica,

(Az, Ay) = (Aki i) g (Aij y;) =
(11.7)
=T Alg Ay =79y, VZ,7€C" (6 R") = AlgA=g.
También en los espacios simplécticos las isometrias preservan la métrica. La matriz
inversa estd dada por A7 = g7 1 Al yg.
Ademas
(11.8) det (A" g A) = (det A)? det g = det g # 0 = (det A)* =1,

pero en este caso se puede mostrar que det A = 1.

En particular, el operador correspondiente a la matriz M = ¢g~! ¢' es una iso-

metria en los espacios simplécticos. En efecto,

_inE -
(11.9) MgM=g(97") 997'd' =9.
Esta matriz es también unimodular,

(11.10) det M = det (g7 '¢") = (det g) 'detg=1.
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Pero como la métrica es antisimétrica, M = ¢~ l¢! = —¢g7'g = —1gme =
det M = (—=1)4mE En consecuencia, la dimensién de los espacios simplécticos es

necesariamente par.

12. PRINCIPALES GRUPOS DE MATRICES

Ya hemos mencionado anteriormente al grupo general lineal GL(n,R 6 C),
formado por las matrices (reales o complejas) regulares de n X n, y a su subgrupo
especial lineal SL(n,R 6 C), de matrices unimodulares.

De acuerdo a los resultados de la seccién anterior, podemos introducir distintos

grupos de isometrias.

En un espacio euclideo complejo de dimensién n y métrica g = 1,, las matrices
unitarias®, UTU = 1,, forman el grupo U(n). Si U € U(n) = |detU| = 1.
Este grupo contiene un subgrupo (invariante) unimodular SU(n), formado por

las matrices unitarias de determinante igual a 1.

En un espacio euclideo real de dimensién n, el conjunto de las matrices ortogo-
nales de n x n, R'R = 1, conforman el grupo O(n). Si R € O(n) = det R = +1.
Este grupo contiene un subgrupo (invariante) SO(n), formado por las matrices

ortogonales de determinante igual a 1.

En el caso de espacios pseudo-euclideos con métrica

1, O
(12.2) gz( - )

el grupo de isometrias corresponde al de las matrices pseudo-unitarias U(p, q) o

pseudo-ortogonales O(p, q), segtin sea el espacio complejo o real,

UlgU =g = |detU| =1,

(12.3)
R'gR=g=detR=+1.

Esos grupos contienen subgrupos unimodulares invariantes, denotados por SU(p, q)

y SO(p, q) respectivamente.

3La aplicacién exponencial de una matriz M se define por la serie

o0

M’ﬂ
M _
(12.1) M= —
n=0
que converge en el sentido de la norma de los operadores.
iA

. . . . ; it
Si A = AT es una matriz autoadjunta, entonces e’ es unitaria. En efecto, (e“‘l)lr =e A =

a4\ —1
(61A> .
Similarmente, si K = —K

e K = (eK)fl.

t K

C . t
es antisimétrica, entonces e” es una matriz ortogonal: (eK ) =
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Finalmente, en un espacio simpléctico de dimensién 2n con métrica

0 1,
(12.4) g=<_1n 0>,

el grupo de isometrias corresponde al grupo de matrices simplécticas Sp(2n,R 6 C),

M'gM = g, las que (como se dijo) tienen determinante det M = 1.
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NOTAS SOBRE REPRESENTACIONES MATRICIALES EN
MECANICA CUANTICA

13. EL CASO DE UNA PARTICULA EN UN POTENCIAL PAR

Consideremos una particula cuantica que se desplaza en una linea recta bajo la
influencia de un potencial par, V(—z) = V(x).

El operador Hamiltoniano de ese sistema es

—h? d?
T 2m di?

definido sobre el subespacio denso D(H) de las funciones ¢ (z) € Ly(R) que tienen

(13.1) + V()

una derivada segunda localmente sumable y tales que Hy(x) € Lo(R).

Consideremos un vector de estado (x) € D(H), entonces
(13.2) HY(z) = x(x) € Lo(R).

Supongamos ahora que preparamos al sistema con la orientacién contraria, de
modo que su estado esté descrito por el vector ¢(—z). Dado que el potencial
es par, podemos referir el operador H al sistema de coordenadas invertido: sea
y = —x, entonces

—-h d?

(13.3) H, = o A2

+ V(—ZL') = Hy:
de donde resulta que

(13.4) Hoyp(—x) = Hyp(y) = x(y) = x(—=).

Podemos introducir un operador lineal P definido sobre todo La(R), que trans-

forma los vectores segin

(13.5) Pi(x) = P(—x).
Nétese que P : D(H) — D(H).

La ecuacién (13.5) puede ser interpretada como
(13.6) HPY(x) = Py(z) = PHY(2).
Es decir, V¢)(x) € D(H), denso en Ly(R), es
(13.7) (PH — HP)¢(z) = 0 = [P, H] = O.

Teniendo en cuenta que P*y(z) = Pi(—x) = ¢ (z), vemos que P? = I, es decir,
P~ = P. También se ve facilmente que Pf = P.
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En consecuencia, tenemos un grupo de operadores definidos sobre todo La(R),
(13.8) G ={[,P} ~ Zs,

los que conmutan con H en el dominio denso D(H ). Esto corresponde a un grupo
de simetrias del sistema, puesto que las probabilidades de transicion no cambian

por la aplicacion de esas transformaciones:

(P@Dl,exp(—%Ht)ng) = (@Dl,Pexp(—%Ht)ng) =
(13.9)

= (¢1,€Xp<—%Ht)’l/12) .
Consideremos ahora un autovector de H (que supondremos no degenerado),

Como el correspondiente subespacio caracteristico es unidimensional, todo otro
autovector correspondiente al mismo autovalor debe ser proporcional a ¢ g. Ademas,
como P conmuta con H, P deja invariante ese subespacio caracteristico de H, de

modo que
(13.11) HPyr=PHYrp = EPyYg.

En consecuencia, Pyp(z) = ¢(—z) = ci)(x), donde ¢ es una constante cuyo cua-
drado es ¢ = 1. Depende del autovector considerado que ¢ = +1 0 ¢ = —1, lo
que corresponde al hecho bien conocido de que las autofunciones de Hamiltonianos
pares son de paridad definida.

Pero desde el punto de vista de la teoria de grupos, se puede decir que la accion
del operador P en el subespacio caracteristico considerado esta representada por
la multiplicacién por +1 o por —1. Mas precisamente, para aquellos subespacios
para los cuales ¢ = 1 queda establecido un homomorfismo entre G y el grupo
trivial Z,, mientras que para aquellos en los cuales ¢ = —1 se esta en presencia de

una representacion fiel del grupo G = Zs.

14. EL CASO DE UNA PARTICULA EN UN POTENCIAL CENTRAL

Consideremos ahora una particula cudntica en R?® sometida a la influencia de
un potencial central, V' = V(|x]).

El operador Hamiltoniano para este problema es

—_h2
(14.1) H = 5O+ VX)),
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donde A, es el Laplaciano en R?. Su dominio de definicién D(H) es el subespacio
de las funciones ¥(x) € Ly(IR?) tales que Ay (x) es localmente sumable y Hi(x) €
Ly(R3).

Consideremos vector de estado ¢(z) € D(H), entonces
(14.2) Hip(x) = X(x) € Ly(R?).

Supongamos ahora que preparamos el sistema con una orientacién distinta en el
espacio, de modo que su estado esté representado por el mismo vector 1(y) pero
respecto de un sistema de coordenadas rotado respecto del inicial. La relacién
entre las coordenadas de un mismo punto del espacio en el sistema de coordenadas
inicial, x € R3, y en el sistema rotado, y € R3, es lineal: x = Ry, donde R es una

matriz real de 3 x 3. En componentes,
(143) T = Rkl Y.

Una rotacién del sistema de coordenadas preserva las distancia entre el punto

considerado y el origen, de modo que R es una matriz ortogonal:

(14.4) (x,x) = (Ry,Ry) = (y,R'Ry) = (y,y), Vy € R’

lo que implica que R'R = 135. Como R es una funcién continua de los angulos de
Euler, det R = +1. En consecuencia, R € SO(3), con Rt = R™L.
La funcién de onda que describe al sistema fisico rotado, referida al sistema de

coordenadas inicial, es (suponiendo que se transforma como un escalar)

(14.5) P(x) = P(y) = P(R™'x).

Podemos ahora referir el Hamiltoniano al sistema de referencia rotado, teniendo
en cuenta que el potencial es central. En efecto, para y = R™!x tenemos por un
lado V(|x|) = V(]y|), mientras que

0 oy, 0 0 0
— =2 _ = (Rt)lk_ = Ry —
Oxy,  Oxy Oy, Ay Iy

(14.6)
o 0 0 0 0 0
A= 2 -9 A NN
* Orp Orp Oy Bkt R N Oy, Oem Y Y
Entonces,
(14.7) Hep(R™'x) = Hy (y) = x(y) = x(R'x).

En este caso también podemos introducir operadores definidos sobre Ly (R?) que,

para cada R € SO(3), transformen los vectores de estado segin

(14.8) R(RY(x) = ¥(R™'x).
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Noétese que R(R) : D(H) — D(H).
En esas condiciones, V1) (x) € D(H) denso en Ly(R?), podemos reescribir la
eq.(14.7) como

(14.9) HR(R)$(x) = R(R)x(x) = R(R)H)(x).
En consecuencia,
(14.10) R(R)H — HR(R) = [R(R),H] =0, YR € SO(3).

Los operadores R(R) tienen las siguientes propiedades:
e R(R) es lineal:

R(R) (ap + Bx) (x) = ap(R'x) + Bx(R™'x) =
(14.11)

— aR(R)$(x) + BR(R)x(x).
e R(R) es unitario*:
(R RN = [ 0(R )" (R ) d'x =

(14.12) - / )" x(y) (det R™Y) dPy =

= (1,X), Y, x € Lo(R%), y VR € SO(3).

e El conjunto de los operadores R(R) con R € Lo(R?), respecto de la composicién

de operadores, se estructura como un grupo isomorfo a SO(3): sea R; Ry = Ra,

" “Ep particular, R(R) preserva las normas,
| R(R)Y IP= (R(R)Y, R(R)Y) = (¢, ¢) = ¢ |I*.
Su rango es todo el espacio de Hilbert, pues ¥1(x) € Ly(R®)
P(x) = (R R™' x) = R(R)x(x), con x(x) = ¢(R x) € Ly(R?).
También es inyectivo, ya que
R(R)Y(x) = R(R)x(x) = R(R) (¥(x) — x(x)) =0 = (¢(x) — x(x)) = 0.

Entonces, siendo R(R) una biyeccién de Ly(R?) en Ly(R?), tiene inversa. Ademds, por ser aco-

tado, su adjunto esta definido en todo Ly (R?), y coincide con su inversa:

(R(R)Y, R(R)x) = (¥, RYR)R(R)X) = (¥, x) . Y¥(x),x(x) € La(R?)
=R (R) =R'(R).
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entonces, V1 (x) € Ly(R?)

R(R1)R(R2)p(x) = R(R1) (R(Ra2)9(x)) =

= R(R1)Y(Ry'x) = (R, 'Ry 'x) =
(14.13)
= ((R1R2)'x) = ¢¥(R5'x) = R(R3)1(x),

= R<R1>R<R2> = R(Rle), VRl,RQ € SO(B)

Por lo tanto, el grupo de operadores es homomorfo a SO(3) (constituyen una
representacion lineal de SO(3)). Pero la relacién entre ambos grupos es uno a
uno. En efecto, si R(R;) = R(Ry) entonces, para todo 1)(x) € Ly(R?) se tiene

que
(14.14) R(R1)¢(x) = »(Ry'x) = ¥(Ry 'x) = R(R2)1h(x),

y eso es posible sélo si Ry = Rs. En consecuencia, el grupo de operadores asi ob-
tenido, que actiia sobre un espacio de funciones escalares a valores en Lo(R3), es

isomorfo al grupo de rotaciones en el espacio, SO(3).

Dado que los operadores R(R) son unitarios y conmutan con el Hamiltonia-
no H, se trata de un grupo de simetrias del sistema cuantico. En efecto, las
transformaciones que producen preservan las probabilidades de transicion entre
estados,

(R(R)b, exp(—1 HOR(R)X) = (4, R (R) exp(—1 HOR(R)X) =

(14.15) (0 R(R™) exp(~1 HOR(R)Y) = (b, exp(~+ HO)X).

Consideremos ahora el subespacio caracteristico correspondiente al autovalor £
de H. En general, serd degenerado con degeneraciéon finita n. Entonces podemos
seleccionar un conjunto de n autovectores linealmente independientes correspon-

dientes al autovalorF/, que generan ese subespacio:
(14.16) Hylk(x) = EYi(x), con k=1,2,...,n.

Todo autovector de ese subespacio caracteristico de H se puede expresar co-
mo una combinacién lineal de los 9% (x). Por otra parte, los operadores R(R)

dejan invariante a ese subespacio, puesto que conmutan con el Hamiltoniano. En
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consecuencia, para cada R € SO(3) y paracada k =1,...,n

(14.17) Z Up(x)Di(R

con ciertos coeficientes Dy (R) que dependen de la rotacién considerada R.
Por aplicacién sucesiva de las transformaciones en Ly(R3) asociadas a dos rota-
ciones, Ry, Ry € SO(3), obtenemos

R(R1)R(Ro) 0k (x ZR (R1)¥p(x)Di(Rz) =

(14.18) Z Z Vg (%) Do (R1) Dy (R2).

=1 m=1

Pero también es
(14.19) R(R1)R(Re)yf(x) = R(R1Ro)ib (x Z% Dk (R1R).

Y como los ¥ (x) son linealmente independientes, resulta

(14.20) Z Dyt (R1)Dige(R2) = Dok (R1 Ra),

I=1
o bien, definiendo matrices D(R) de dimensién n x n cuyos elementos son los
coeficientes Dy (R),

En consecuencia, el conjunto de matrices D(R) conforman un grupo homomorfo
a SO(3). Es decir, constituyen una representacién matricial de SO(3), cuyas
matrices describen la accién de los operadores R(R) en el subespacio caracteristico

correspondiente al autovalor E.

Las anteriores consideraciones imponen (en el caso general) restricciones sobre
los subespacios de degeneracién de los autovalores del Hamiltoniano, pues esta-
blecen que deben ser espacios de representaciéon de los grupos de simetria del
sistema fisico considerado (es decir, espacios en los que sea posible construir una
representacion matricial de esos grupos).

En efecto, no es a-priori evidente que dado un grupo pueda construirse una
representaciéon matricial de una dimensién arbitraria (més adelante veremos que
la dimensién de las representaciones matriciales irreducibles del grupo SO(3) es
impar, n =2j + 1, con j € N).

En ese sentido, el conocimiento de las representaciones matriciales del grupo

de simetrias de un Hamiltoniano permite prever, en alguna medida, el grado de
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degeneracién de sus autovalores (es esperable que en el espectro de H se den

diversas representaciones matriciales de esos grupos).

Volviendo al ejemplo anterior, senalemos que la elecciéon de una base en el subes-
pacio caracteristico correspondiente al autovalor £ de H es arbitraria. Supongamos

que adoptamos un nuevo sistema completo de n autofunciones de H,
(14.22) Hy%(x) = Exy(x),con k=1,2,...,n.

relacionadas con las anteriores por
(14.23 #5100 = 3 bl
1=1
donde la matriz A = (Ay;,) es regular. Entonces, la relacién inversa es
(14.24) XE(x) = i V(%) Ay
=1
La accién de los operadores R(R) sobre los vectores de la nueva base es

R(R)XE(x) =D RRWEx)AL =D > ¢p(x)Dm(R)A, =

=1 m=1

(14.25) = Z X5 (%) Z Z Ameml(R)Al_kl‘

m=1 [=1

Pero definiendo matrices D’ como se hizo antes, también tenemos
(14.26) R(R)X5(x) = > Xp(x)Dpi(R),
p=1

de modo que las matrices de la nueva representacion matricial se obtienen de las

anteriores por una transformacién de similitud:
(14.27) D'(R) = AD(R)A™!, VR € SO(3),

donde A no depende de R. Notese que ambas representaciones describen la misma
transformacion de vectores en el subespacio caracteristico del autovalor E,

pero referidas a dos bases distintas.

Dos representaciones matriciales que pueden obtenerse una de la otra por una

transformacion de similitud se dicen equivalentes.

También es posible elegir un sistema ortonormal como base del subespacio con-

siderado. En ese caso,

(14.28) (¥5(x), Up(x)) = .
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Y como los operadores de la representacién lineal de SO(3) antes construida son

unitarios,
0 = (R(R)Yp(x), R(R)Yp(x)) =

= (D UB(D(R), Y _ ¥ (x)Da(R)) =

= ; ; Dyi(R)*(¢%(x), ¥ (x)) Dy (R) =

n n n

(14.29) - Z Dpk(R)*(quDql<R) - Z Dpk(R)*Dpl<R)a

p=1 ¢=1 p=1

es decir, las matrices D(R) son unitarias,
(14.30) D'(R)D(R) = 1,,, VR € SO(3).

En consecuencia, referida a una base ortonormal, la representacion obtenida es

unitaria.

Senalemos finalmente que, como [R(R), H| = O, aquellos observables que se ex-
presen como funcién de los operadores R(R) tnicamente son constantes de mo-
vimiento, de modo que cada grupo de simetrias tiene asociado un cierto niimero
de magnitudes conservadas.

En el subespacio caracteristico correspondiente al autovalor F, que es invarian-
te frente al grupo de transformaciones, esos observables se expresan en términos
de las matrices D(R) tinicamente. De ese modo, de ellas depende un cierto con-
junto de ntimeros cuanticos adicionales que permiten distinguir entre los diversos

autovectores de H correspondientes al autovalor FE.

15. GRUPOS DE SIMETRIAS

Desde un punto de vista mas general, diremos que una operacion que se realiza
sobre un sistema fisico (que no necesariamente involucra un cambio de coordendas)
es una operacién de simetria si ella no afecta el resultado de las mediciones que
se efectiien sobre el sistema. Cuando estas operaciones se estructuren como un
grupo hablaremos de grupo de simetrias.

En Mecéanica Cuéantica, a cada estado de un sistema fisico le corresponde un
vector de norma 1 en un espacio de Hilbert, ¢y € 'H, definido a menos de una fase
arbitraria. Frente a una operaciéon de simetria sobre el sistema fisico el vector de

estado cambia segtiin ¢ — 1’ € H. Podemos pensar que esa transformacion es
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efectuada por la aplicacién de un operador U definido sobre H, que establece la
correspondencia ¢’ = U 1.

Ahora bien, si se trata de una simetria, esa transformacion no afecta las proba-
bilidades de transicion entre estados, de modo que U debe preservar los médulos

de los productos escalares,

(15.1) O = U UD) =), Vi, x € H.

Esa igualdad se satisface trivialmente si U es un operador lineal y unitario, en

Cuyo caso

(15.2) Ux,UY) = (x; ).

Pero no es esa la unica posibilidad. Existe un teorema debido a Wigner que esta-
blece que siempre es posible elegir las fases (arbitrarias) de los vectores de estado

normalizados de modo tal que se dé uno de los siguientes casos,

= U{ es lineal y unitario:

U(ap+bx)=ald?p +bU ¥y,
(15.3) U, UX) = (¥, x).

= U es antilineal y unitario (antiunitario)®:
U(ap+bx)=a"U+DUY,
(15.4) Up,Ux) = (W, x)"

No obstante, solo el caso de transformaciones que involucran la inversion tempo-
ral estan realizadas en términos de operadores antiunitarios. Dejando de lado ese
caso muy particular, sélo tendremos que considerar representaciones lineales

de grupos, es decir, transformaciones del sistema fisico realizadas en el espacio de

Hilbert en términos de operadores lineales y unitarios.

Consideremos dos elementos de un grupo G, g1 - g2 = g3 € G. Cada uno de esos

elementos tendra asociado un operador lineal U(g) sobre H, de modo que por la

SRl adjunto de un operador antilineal debe ser definido como

U, x) = @W,Ux)",

de manera consistente con la antilinealidad de U,

U ,ax) =a UM, x) =a(@,UX)" =@, a"UX)" = @), Uax)" .
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aplicacion sucesiva de dos transformaciones al vector de estado 1) € ‘H obtenemos

(15.5) U(g1)U(g2)0 = U(g1) U(g2)1) = X,

mientras que aplicando el operador asociado a g3 (que corresponde a la misma

operacion fisica sobre el sistema)

(15.6) Ugr-g2) = X

Los vectores x y X’ representan el mismo estado del sistema fisico, por lo que sélo
pueden diferir en una fase. Como 1) es un vector arbitrario de H, se concluye que

esa fase es independiente de v, y sélo puede depender de los elemento g, y go,

(15.7) U(gy - g2) = exp (ic(g1, g2)) U(g1) U(g2)-

En consecuencia, a cada operacién fisica sobre el sistema puede corresponder un
conjunto de operadores que difieren entre si en una fase. Si esos factores de fase
adicionales no pueden ajustarse todos ellos a 1 eligiendo convenientemente las fases
de los operadores U(g), se dice que se estd en presencia de una representacién

proyectiva del grupo de transformaciones.

En las representaciones proyectivas existe un homomorfismo de un grupo de
operadores G sobre el grupo G de transformaciones consideradas, ¢ : G — G. En
particular, hay un conjunto de operadores Z = {I, exp (z’a(g, g_l))l, } que solo
difieren de la identidad en una fase, y que son aplicados por efecto del homomor-
fismo en el elemento identidad e de GG. Este conjunto constituye el nicleo del
homomorfismo, ¢~ (e), que, como tal, es un subgrupo invariante. De la definicién
de grupo cociente, ya sabemos que G es isomorfo a G/T.

En esas condiciones, el estudio de las representaciones proyectivas de un grupo
G se reduce al estudio de las representaciones ordinarias de un grupo mas amplio,
G, llamado grupo de cubrimiento de G, al cual G es homomorfo.

Del conjunto de las representaciones del grupo de cubrimiento G, son repre-
sentaciones ordinarias del grupo GG aquellas que aplican el nucleo Z en la matriz

identidad de la representacién.

Bibliografia:
= E. Wigner, Group Theory.
» H. Bacry, Lecons sur la Théorie des Groupes et les Symmétries des Parti-

cules Elémentaires.
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NOTAS SOBRE REPRESENTACIONES MATRICIALES DE
GRUPOS DE ORDEN FINITO

16. REPRESENTACIONES EQUIVALENTES - CARACTERES

Consideremos dos copias del espacio C", E y E’, y sea A una matriz regular (de
dimensién n X n) que represente una aplicaciéon con inversa entre esos espacios,
A : E — E'. Dada una representaciéon matricial de un grupo G establecida sobre

el espacio E,
(16.1) D:G— D(G)={D(g): E—E,VgeG}

(donde D es un homomorfismo de G' en un grupo de matrices de n x n, D(G)), es

posible construir una representacién matricial de G sobre E’ de modo que
(16.2) D'(G):={D'(9) =AD(9)A™" :E - E Vge G} .
En efecto, V g1, 92 € G tenemos

D'(g1)D'(g2) = AD(g1)A"YAD(gy) A" =
(16.3)
= AD(g1 - g2)A™ = D'(g1 - g2) -

Definicién 16.1. Dos representaciones de la misma dimensiéon cuyas matrices se

relacionan por una transformacién de similitud,
(16.4) D'(g) = AD(g)A™" Vg € G, con A fijo,

se dicen equivalentes.
Esto constituye una relacion de equivalencia que permite agrupar las representa-

ciones matriciales de un grupo G en clases de representaciones equivalentes.

Definicién 16.2. Se llama caracter del elemento ¢ € G en la representacion

D(G) a la traza de la matriz que lo representa,

(16.5) x(g) :=tr{D(g)}, con D(g) € D(G).

Esta es una propiedad del elemento g € G en cada clase de representaciones
equivalentes. En efecto, los caracteres de un mismo elemento g € GG en dos repre-

sentaciones equivalente coinciden,

(16.6) X' (9) = tr{D'(9)} = tr{AD(9)A™"} = tr{D(9)} = x(9) ,
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dada la invarianza de la traza frente a permutaciones ciclicas de las matrices en
su argumento.

En particular, el cardcter del neutro es la dimension de la representacién

(16.7) x(e) =tr{D(e)} = tr{lgime} = dimE.

Por otra parte, a elementos conjugados de G les corresponde el mismo caracter en

cada clase de representaciones equivalentes de ese grupo. En efecto, si ¢ = a-g-a™ !,

x(¢') =tr{D(a-g-a ')} =tr{D(a)D(9)D(a™")} =
(16.8)

=tr{D(g9)} = x(9) -

En consecuencia, el ntimero de caracteres diferentes no puede superar al niimero
de clases de elementos conjugados en el grupo (que es finito si el grupo es de orden
finito).

Por lo tanto, cada clase de representaciones equivalentes de un grupo G esta ca-
racterizada por un conjunto de caracteres, uno por cada clase de elementos conju-

gados en G.

17. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES

Definicién 17.1. Dada una representacién D(G) de un grupo G sobre un espacio
E, un subespacio F C E se dice invariante frente la accion del grupo si, Vx € F,
yVgeG,es D(g)z € F.

Toda representaciéon deja invariantes a los dos subespacios impropios, F = E
y F ={0}.

Definicién 17.2. Una representacién D(G) se dice reducible si deja invariante

a algin subespacio propio de E. En caso contrario, D(G) se dice irreducible.

De esa definicién resulta que la representacién D(G) es reducible si es posible
elegir una base en el espacio de la representacion E de manera tal que las matrices

de la representacion presenten una estructura en bloques de la forma

(1)
a7 D) = ( 7ol el ) Cvgea,

donde (O es una matriz nula y) los conjuntos de matrices {D*?)(g), Vg € G}

constituyen representaciones matriciales de G de dimensién menor que dim E. En
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efecto,

1) (1) (1) @)
D(g1)D(gs) = < D <911f7 (¢2) D (gliﬁjggz)-+»13(gl)z) (g) )

(17.2)

:mmg9=<mwmﬂ” Mmﬂ”>.

O D® (91 : 92)

Definicién 17.3. Una representacion reducible se dice completamente reduci-
ble si todo subespacio invariante de D(G) tiene por complemento ortogonal en E

a otro subespacio invariante.
En este caso, las matrices de la representacién pueden ser llevadas a la forma

(1)
(17.3) D(g)—(D O(g) D(;)(g)>, VgeG.

Mas generalmente, una representacion completamente reducible puede ser lle-

vada a la forma diagonal en bloques

Py O O .. 0 O
o D®(g) O ... O o
(174)  Dlg) = . o L . VgeG,
0 O O .. O D)

donde los conjuntos de matrices {D®(g),g € G}, para a = 1,2, ..., p, son repre-
sentaciones irreducibles de G.
En ese sentido, se puede decir que la representacién completamente reducible

D(G) es la suma directa de representaciones irreducibles

(17.5) D@ﬁ{éﬂ%@.

Si entre las representaciones irreducibles que aparecen en el miembro de la de-
recha de (17.5) las hay equivalentes entre si en nimero aq, as, . . ., a,, entonces una
transformacion de similitud (un cambio apropiado de la base de E) hace que apa-
rezcan en el miembro de la derecha de (17.4) a,, bloques idénticos, con v =1, ..., 0.

En esas condiciones, podemos escribir
(17.6) D(G) = P aa D(G),
a=1

donde los a, son enteros positivos.
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Ejemplo: El grupo de rotaciones en el plano, SO(2) tiene la siguiente represen-

tacién fiel

cosp —sing 0
(17.7) D(p) =] sinp cosp 0 |, p€]0,2m).
0 0 1

Evidentemente, esa representacion es completamente reducible.
En un espacio complejo, resulta inmediato mostrar que todas esa matrices pue-

den ser stmultdneamente llevadas a la forma diagonal
(17.8) D'(p) = AD(p)A™" = diag (¢",e7%,1)

mediante una matriz A que no depende de ¢. En consecuencia, D puede expresar-
se como suma directa de tres representaciones (irreducibles) unidimensionales no

equivalentes.

Lema 17.4. Sean D(G) y D'(G) dos representaciones irreducibles no equivalentes
del grupo G, definidas sobre los espacios de representacion E y E' respectivamente.

Entonces, un operador A : E' — E que satisface
(17.9) D(g)A=AD'(g), Vge@,

es necesariamente el operador nulo, A = O.

Demostracién: Primero senialemos que el rango de A, F = Rank(A) C E, es
un subespacio invariante frente a la accién de la representacion D(G). En efecto,

Vz € F existe un 2/ € E’ tal que x = A2/, de modo que
(17.10) D(g)x = D(9)Az' = AD'(g)x' € F, Vgeq,

dado que D'(g) 2’ € E'.

Y como, por hipétesis, D(G) es irreducible, F es un subespacio impropio de E.
En particular, si F = {0} = A = O.

Supongamos entonces que F = E, y llamemos F’ al niicleo de A, F' = Ker(A) C
E'.

Para todo vector 2’ € F' y Vg € G tenemos

(17.11) AD'(g)x' = D(g)Ax' =0= D'(g9) 2’ € F',

lo que implica que F’ es un subespacio invariante frente a la accién de D'(G). Y
como, por hipétesis, D'(G) es irreducible, entonces F/ es un subespacio impropio
de E'. En particular, si ' = E = A = 0.
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Supongamos entonces que F/ = {0’}. En esas condiciones, tenemos que Rank(A)
E y Ker(A) = {0'}, es decir, A es una aplicacién biunivoca que, en consecuencia,

tiene inversa. Pero en ese caso podemos escribir que
(17.12) D(g) = AD'(9)A™, Vgeda,

en contradiccién con la hipétesis de que D(G) y D'(G) son representaciones no
equivalentes de G.

Por lo tanto, como A no puede ser invertible, debe ser A = O. O

Lema 17.5. Supongamos ahora que D(G) sea una representacion matricial irre-
ducible del grupo G, definida sobre el espacio de representacion E de dimension

n, y supongamos que el operador (matriz de n x n) A : E — E satisface
(17.13) D(g)A=AD(g), VgeG.

En esas condiciones, si A # O, entonces A es un maltiplo de la matriz identidad,

A=)1,.

Demostracién: Sea F = Rank(A). De igual modo que en el Lema anterior, F es
un subespacio invariante frente a la accién de D(G). Como esa representacién es
irreducible, F es un subespacio impropio de E. En particular, si F = {0} = A = O.

Supongamos entonces que F = E, y sea F/ = Ker(A). F’ es también un subes-
pacio invariante frente a D(G) y, por lo tanto, también impropio. En particular,
siFF=E=A=0.

Por lo tanto, A # O requiere que Rank(A) = E y Ker(A) = {0}, es decir, que
A sea invertible.

Ahora bien, consideremos el polinomio caracteristico de la matriz A, P(\) =

det(A—A1,). Sea A\p uno de sus ceros, y definamos una nueva matriz A’ = A—X\g 1,,.

Resulta inmediato mostrar que
(17.14) D(g)A'=A'D(g), Vgedq,

lo que implica que, o bien A’ es invertible, o A’ = O.
Pero como, por construccién, A’ no es una matriz regular, entonces necesaria-

mente A’ =0 = A=\ 1,. O

Los resultados establecidos en los Lemas 17.4 y 17.5 constituyen lo que se conoce

como Teorema de Schur. Una consecuencia inmediata es el siguiente corolario.

Corolario 17.6. Las representaciones irreducibles de un grupo Abeliano son todas

unidimensionales.
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En efecto, si G es Abeliano tenemos que
(17.15) D(g)D(¢g") = D(¢')D(g), Vg9’ €G.

Entonces, D(g) = A(9) lamg, Vg € G. Y si la representacion es irreducible,
dimE = 1.

18. REPRESENTACIONES UNITARIAS

Definicién 18.1. Una representacién lineal D(G) se dice unitaria si las matrices

de la representacion son unitarias,

(18.1) D(g)' =D(¢9)™', Vgea.

Teorema 18.2. Toda representacion matricial de un grupo de orden finito es

equivalente a una representacion unitaria.

Demostracién: Sea G un grupo de orden finito, #G = n, y sea D(G) una re-
presentacion matricial de G de dimensién r. Las matrices de la representacion son
operadores que actian sobre elementos del espacio E = C", que es un espacio

euclideo respecto del producto escalar usual de r-iplas complejas,

Y1
(18.2) (%w:x@=<ﬁ .. ﬁ) |, zyecC.
Yr
Los vectores
0 0
(18.3) e = 0 eo=1 1,..., e = E ,
: ; 0
0 0
forman una base ortonormal del espacio E ((ek,el) = 5kl), de modo que todo

vector € C" puede escribirse como = = xy ey, con xy = (e, x).
Con esos mismos elementos podemos construir un segundo espacio euclideo, E’,

introduciendo como producto escalar la forma hermitica
1
(18.4) foy = > (Plo)e, Dlg)y)
geG

En efecto, resulta inmediato mostrar que con esa definicién se satisfacen todos los

axiomas del producto escalar (hacerlo como ejercicio!).
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El espacio E’ puede ser generado por r vectores, €}, ..., e, € C", ortonormales
en el sentido de que satisfacen {e}, ej} = dp.
Sea A la matriz regular que tiene por columnas a las r-uplas (linealmente inde-

pendientes) €},
(18.5) A= (el ey,...,€e.).

»Er

Entonces Aey = €}, de manera que Az =z, Aep =z €},

En esas condiciones,
(18.6) {Ax, Ay} =i {Aer,Ae}yi = a3 0y = (x,y) ,Vao,y e C".

Definamos ahora una representacion equivalente D'(G) cuyas matrices se obten-

gan de las de D(g) por la transformacién de similitud
(18.7) D'(g) .= A'D(9)A, VgeG.
Estas matrices son unitarias. En efecto, Vz,y € C" tenemos

2 D'(g)1D'(g)y = (D'(9) 2, D'(g)y) =

= (A"'D(g)Az, A"'D(g)Ay) =
= {D(9)Az, D(9)Ay} =
18 = 4 Siea (P1ID() 47 DWD(G)Av) =
=1 Sy (D 9) Az, D(h- g)Ay) =
=1 Syea (D(g)A2, D(g)Ay) = {Aw, Ay} =

= (z,y) =21y,
donde hemos usado que la multiplicacién a derecha por ¢ (fijo) es una aplicacién
biunivoca de G en G.

Por lo tanto
(18.9) D'(9)'D'(g9) =1, = D'(g)' =D'(9)" = D'(g™"), Vg €G,
y la representacion D'(G) es unitaria. O

Podremos generalizar este resultado al caso de grupos de orden infinito en la

medida en que sea posible definir sobre ellos un promedio similar al de la ec.
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(18.4). Més adelante veremos que eso es posible en el caso de los grupos de Lie

compactos (ver Notas sobre grupos de Lie).

Teorema 18.3. Toda representacion unitaria reducible de un grupo G es comple-

tamente reducible.

Demostracién: Sea D(G) una representacion unitaria del grupo G, definida sobre
el espacio de representacién E. Sea F' C E un subespacio invariante frente a la
accién del grupo, y llamemos F” a su complemento ortogonal en E.

Entonces, V2" € F” y V2’ € ¥/, y dado que D(g) 2’ € F',V g € G, tenemos que
(18.10) 0= (2",D(9)2') = (D(9)'2",2") = (D(¢7")2",2"), Vg ' €G.

Por lo tanto,
(18.11) D(g)z" LF V" eF' yVgel,
de modo que el subespacio F” también es invariante frente a la accién de G. [

Corolario 18.4. Toda representacion unitaria reducible de un grupo G puede ex-

presarse como suma directa de representaciones unitarias irreducibles.

Esto simplifica el problema de hallar las representaciones mas generales de un
grupo de orden finito (y también, como veremos, de los grupos de Lie compactos,
que son de orden infinito), pues basta con identificar sus representaciones unitarias
irreducibles y tomar sumas directas de éstas para construir un representante de

cada clase de representaciones equivalentes del grupo.

19. RELACIONES DE ORTOGONALIDAD PARA GRUPOS DE ORDEN FINITO

Consideremos primero dos representaciones matriciales irreducibles no equiva-
lentes de un grupo G de orden finito n, que llamaremos D™ (G) y DW(Q), de
dimensién r, y 7g respectivamente.

Sea A la matriz de dimensién 7, x r3 definida por
(19.1) A=) D(g)BDP(g7),
geG

donde B es cierta matriz de r, X r3 que especificaremos mas tarde.

La matriz A satisface la relacion
DIV(R)A = ¥, D (1D (g) BDW (g7!) =
(19.2)
= deG D@ (h - g)BD(ﬁ)((h g HD®(h) = ADP)(h) ,
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Vh € G. Entonces, por el Teorema de Schur (ver Lema 17.4), resulta que A = O,
cualquiera que sea la matriz B.

La matriz B es un elemento de un espacio lineal de dimensién r, X 7g, que puede
ser generado por la base de matrices By, cuyos elementos de matriz estan dados

por
(193) (Bkl)ijzéikéjl, lgi,kS’/’a, 1§j,l§’f’ﬁ.

En esas condiciones, vemos que las matrices de las representaciones consideradas

satisfacen las relaciones (independientes)
e By —
(194 > Dil(9)D (g7 =0,
geG
para todo ¢,k =1,...,7, y para todo j,l =1,...,7g.
Consideremos ahora el caso en que D) (G) = D®(G). Por el Teorema de Schur
(ver Lema 17.5), A debe ser proporcional a la matriz identidad, A = 1,._, cualquiera

que sea B.

Entonces, si para B = By es A = Ay 1., con 1 <k, <r,, tenemos que

(19.5) ST DS (9) D (g7 = A 8y

geG

Para determinar los valores de las constantes Ay podemos tomar j = 7 en la

anterior igualdad, y sumar sobre ¢+ = 1,...,r,, para obtener
_ o n
(19.6) > (D(g7)D(9)), =D 0 =1 = MaTa = A = Ok
geG geG «

Por lo tanto,

a Q) — n
(19.7) > D@D (g™ = = by

geG @

Podemos escribir de manera condensada las ecuaciones (19.4) y (19.7) como
(e} — n (6%
(19.8) > D@D (g7 = bu by 57
geG «

Si las representaciones consideradas son unitarias tenemos que

(19.9) D(a™) =Dy (9)
de manera que (19.8) se reduce a las relaciones de ortogonalidad

(0% * n 6%
(19.10) > D@D (9) = = by 6057

geG
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Estas relaciones tienen la siguiente interpretacién: si definimos vectores de n
componentes identificadas por los elementos del grupo, a razén de un vector por
cada elemento de matriz de cada representacién de un conjunto de representaciones

unitarias irreducibles no equivalentes,
(19.11) do =1 eC,

entonces esos vectores son no nulos y ortogonales entre si (en el sentido del producto

escalar usual en el espacio euclideo de las n-iplas complejas),

(19.12) 4 q®) = Tﬁ 857 O 677

5l
Como esos vectores son linealmente independientes, su nimero no supera la
dimensiéon de ese espacio. En consecuencia, sélo es posible seleccionar un niimero

finito de representaciones unitarias irreducibles no equivalentes entre si, y sus

dimensiones deben satisfacer que

(19.13) D ra’ <n=#G.

[0}

Esto demuestra el siguiente teorema.

Teorema 19.1. El numero de clases de equivalencia de representaciones irredu-
cibles de un grupo de orden finito es finito, y la suma de los cuadrados de sus

dimensiones no supera al orden del grupo®.

También podemos obtener un conjunto de condiciones sobre los caracteres en
las distintas clases de equivalencia de representaciones irreducibles tomando las
trazas de las matrices en la ec. (19.10),

(19.14) > D@D (9) = DX (9D (9) = = ra s
geG geG @

Teniendo en cuenta que los elementos de G pueden ser organizados en clases
de elementos conjugados, K; C GG, con 7 =1,2,...,s, y que los caracteres en una

representacion son una propiedad de cada clase, podemos escribir (19.14) como

(19.15) Yo Y X)) =D nx i =nos?,
=1

i=1 geK;

OM4s adelante mostraremos que estos dos niimeros son iguales.
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(@)

%

es el cardcter comun a
todos los elementos de la clase K; en la representacién D®(G), XE“’ =xY(g) =
tr{D(g)} con g € K;.

En consecuencia, podemos definir los vectores de caracteres de cada clase de

donde n; es el orden de la i-ésima clase, n;, = #K;, y x

representaciones irreducibles,

P
2y i)

(19.16) @ =
X
los que, de acuerdo con (19.15), son ortonormales’,

(19.17) @) (8) — so8

Como esos vectores son linealmente independientes, este resultado prueba el si-

guiente teorema.

Teorema 19.2. El numero de clases de equivalencia de representaciones irredu-
cibles de un grupo de orden finito G no supera al nimero de clases de elementos

conjugados en en el grupo®.

20. CARACTERES SIMPLES - TEOREMA DE BURNSIDE

Los vectores de caracteres de las clases de representaciones irreducibles se dicen
simples. Los vectores de caracteres de representaciones reducibles, llamados ca-
racteres compuestos, pueden expresarse en términos de los caracteres simples.

En efecto, si
(20.1) D(G) =P aa D(G), an € Z",
a=1

donde o es el numero de clases de equivalencia de representaciones irreducibles del

grupo Gy los coeficientes a,, son enteros no negativos, entonces

(20.2) X(9) =tr{D(g)} = aax?(g), Vg €G.

"En los grupos de Lie compactos (grupos continuos de orden infinito) es posible establecer
condiciones de ortogonalidad para los caracteres similares a (19.15) a partir de la introduccién
de cierta medida de integracion sobre el grupo.

8M4s adelante mostraremos que estos dos niimeros son iguales.
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En consecuencia,
(20.3) Xi:Zaaxga),izl,...,s,ConaanJr,
a=1

de modo que los caracteres compuestos pueden expresarse como combinaciones

lineales de los caracteres simples con coeficientes enteros no negativos.

Dado un vector de caracteres compuesto Y;, es posible determinar los coeficientes
a, de la combinacion lineal en (20.3) empleando las relaciones de ortogonalidad
de la ecs. (19.15). En efecto,

g S o

(20.4) Z % XX = "asy % X =300 = .
=1

i=1 B=1 B=1

El cuadrado de la morma de un vector de caracteres compuesto como en (20.3)

resulta ser la suma de los cuadrados de los coeficientes a,:

S S

(20.5) > % XiXi" =) aa Y % X =" aa?
a=1 a=1

i=1 i=1
Esto permite establecer un criterio de reducibilidad de representaciones basado
en sus caracteres.

En efecto, si la representacion es irreducible, entonces la suma en el miembro de
la derecha de (20.3) tiene un tnico término con coeficiente a, = 1, de modo que

s

n; %
(20.6) Z TXiXi = L.
i=1
En general,
s n; .
(20.7) ZEX@‘X@‘ =peN.
i=1

Sip =2 (6 3), entonces la representacién considerada es suma directa de dos
(resp. tres) representaciones irreducibles no equivalentes entre si.

Si p = 4 existen dos posibilidades: la representacién es suma directa de cuatro
repsentaciones irreducibles no equivalentes entre si, p =1+ 1+ 14 1, o bien es

suma directa de dos representaciones irreducibles equivalentes, p = 22

Mostraremos en lo que sigue que el niimero de clases de representaciones irre-
ducibles de un grupo G de orden n es igual al nimero de clases de elementos

conjugados en G, 0 = s, y que la suma de los cuadrados de sus dimensiones es

igual al orden del grupo, >.° _ r,? = n.

a=1
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Para ello recurriremos al Teorema de Cayley, que establece que todo grupo de
orden n es isomorfo a un subgrupo regular del grupo de permutaciones S,,. En
particular, las matrices correspondientes a ese subgrupo en la representacion
regular de S, (que es fiel - ver Notas sobre teoria de grupos) ofrece una repre-
sentacién matricial fiel de dimensién n para G, D*8(G), que también llamaremos
representacion regular.

Por tratarse de permutaciones regulares (que, salvo la identidad, no dejan ele-
mentos invariantes), estas matrices tienen ceros en la diagonal principal, con la sola
excepcion de la matriz identidad. Por lo tanto, los caracteres en la representaciéon

regular de G son

(20.8) X)) =n, Xx*(g)=0,Vg#e.

La representacién regular de G es reducible (si el grupo es no trivial), dado que

la norma de su vector de caracteres es
“n 1
(20.9) g — X = =n>1.
—n n
=1
En consecuencia, ella podra descomponerse como una suma directa de representa-

ciones irreducibles,

(20.10) Dr8(@) = EUB o DY(G).

a=1
Aplicado la ec. (20.4) obtenemos los coeficientes de esa desarrollo,
a n Vi i n « s

- n
=1

donde r, es la dimensién de las representaciones en la a-ésima clase de represen-
taciones irreducibles.

De ese modo, la representacién regular de G contiene (en su descomposicién
como suma directa) un numero de representantes de la a-ésima clase de equi-
valencia de representaciones irreducibles igual a la dimension de sus espacios de

representacion, r.

Finalmente, teniendo en cuenta que

(20.12) n=x"%(e) = i: a0 X\¥(e) = i: Ao To = i: To®,
a=1 a=1 a=1

probamos el siguiente teorema:
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Teorema 20.1. (de Burnside) La suma de los cuadrados de las dimensiones
(del espacio de representacion de un elemento) de cada clase de equivalencia de

representactones irreducibles es igual al orden del grupo,

(20.13) D ra?=n=#G.

a=1

Esto implica, en particular, que los vectores dgg) definidos en la ec. (19.11)

forman una base ortogonal de C". Entonces, cualquier funciéon definida sobre G,

(20.14) ol ecn

f(gn)

puede ser desarrollada en esa base, de modo que

(20.15) fo)=2_ > CiDP(9), Yged,
a=1 i,k=1

para ciertas constantes C7, .

Consideremos ahora una funcion de clase, es decir, una funcién definida sobre
G que toma el mismo valor sobre todos los elementos de una misma clase de

elementos conjugados,
(20.16) flg)=1fi, VgeK;, coni=1,2,... 5.

Por similitud con la definicién de los vectores de caracteres (ver ec. (19.16)), esta

funcion define un vector de C?,
Vi h

(20.17) \/%ﬁ eCe.
VES,

Una funcién con esas propiedades satisface

(20.18) Fl@)=fhg-h ™)== S flheg b7,

heG



52 H. Falomir

y como f(g) también puede ser desarrollada como en (20.15) podemos escribir

Ta

SY Y S an g -

heG a=1 i,k=1

SY3T Y nP o -

heG a=1 ik,j,l=1

(20.19) :Z Z 4D (9) 3" DY (D (h) =

a=1 i,k,j,l=1 heG

_Z Z Cik J? 5”“59’_

a=1 i,k,jl=1

:nZ{T Z%} ,Vged,
a=1

donde hemos usado las relaciones de ortogonalidad de la ec. (19.8).

Por lo tanto, toda funcién de clase (en la forma dada en (20.17)) puede ser
desarrollada como una combinacién lineal de los o vectores de caracteres simples
@ (dados en la ec. (19.16)), que son ortonormales (ver ec. (19.17)).

Pero esto requiere que los caracteres simples generen todo el espacio C?, lo que
implica que su numero (uno por cada clase de equivalencia de representaciones
irreducibles) debe coincidir con el nimero de clases de elementos conjugados en
G. Es decir, 0 = s.

Esto prueba el siguiente teorema:

Teorema 20.2. El numero de clases de equivalencia de representaciones irreduci-
bles de un grupo de orden finito G coincide con el nimero de clases de elementos

conjugados en G.

Como consecuencia de los Teoremas 20.1 y 20.2, podemos construir una tabla

de caracteres para un grupo GG de orden n con s clases de elementos conjugados,

G | Ky Ky ... K,
Ol B R L
(20.20) D® Xf) Xé2) o X§2)

DO |\ KT



Representaciones matriciales - Caracteres 53

donde las entradas de la tabla son las (clases de equivalencia de) representaciones
irreducibles no equivalentes entre si, y las clases de elementos conjugados respec-

tivamente. Ademas, las dimensiones de las representaciones irreducibles satisfacen
S S 2
(20.21) dorat =) <X§Q)> —n.
a=1 a=1
La a-esima fila de la tabla corresponde al vector de caracteres ¢(® definido en
(19.16), a menos de un factor \/** en la i-esima componente, para i = 1,...,s.

Como los vectores ¢\ son ortonormales, con ellos puede construirse una matriz

unitaria,
(20.22) U= ( AV @D ) ) cconU'U =1,

Pero entonces también es U UT = 1, lo que implica que los vectores
)

Xi
@
(20.23) o= 2 Y = s,
n :
X

también son ortonormales.
Esto significa que las columnas de la tabla de caracteres son ortogonales entre

si, y de norma nﬂi,

S " n
20.24 @%@ = Z 5. 1<ik<s.
(20.24) azl Y = s, 1Sk <
Estas igualdades constituyen un conjunto de @ condiciones sobre los caracte-

res, equivalentes a las condiciones de ortogonalidad de la ec. (19.15).

Ejemplos:
e En un grupo abeliano G de orden n, cada elemento forma una clase por si mismo.

Entonces, s = n, y tenemos que

(20.25) D ra?=mn,
a=1

donde r, > 1. Por lo tanto, r, = 1, para todo a = 1,...,n, y el grupo tiene n
representaciones irreducibles no equivalentes unidimensionales.

Por otra parte, como n < oo, todo elemento a € G es de orden finito, es decir,
a® = e, para algin k € N. Entonces, la matriz correspondiente en la a-ésima
representacién irreducible, D™ (a) = x(®)(a), es tal que X(a)(a)lC =1= DW(a) =

x@(a) = /1, y los caracteres son todos raices de la unidad.
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Para el grupo ciclico de orden n generado por a, isomorfo a Z,, las representa-

ciones irreducibles no equivalentes estan caracterizadas por

27

(20.26) xa)=D(a)=¢", a=1,...,n.
En particular, o = n corresponde a la representacion trivial.

e Ya hemos visto que el grupo S; (de orden #S3 = 3! = 6) contiene tres clases de

elementos conjugados,

O

O 0O
K3: ’

20.27 K, =
(20.27) 1 -

OO
Z
I
O
O
O

con #K, = 1,#Ky, = 2,#K;3 = 3. Entonces, S3 tiene tres representaciones

irreducibles no equivalentes, cuyas dimensiones satisfacen
(20.28) r? 4’ s =6,

ecuacién que tiene por dnica solucion (con 1 <7y <71y <rg)ar, =ry =113 = 2.
Es decir, este grupo tiene dos representaciones unidimensionales (la trivial y la
alternada) y una representacién bidimensional irreducibles y no equivalentes entre
si.

Esa informacion es suficiente para conocer los elementos de la tabla de caracteres
correspondientes a las dos primeras filas y a la primera columna. Los dos elementos
restantes pueden ser calculados facilmente haciendo uso de la ortogonalidad de las

columnas, para obtener finalmente®

SS Kl KZ K3
DO 1 1 1
D®| 1 1 —1
D®| 2 -1 0

(20.31)

9Dado que las representaciones irreducibles de un grupo de orden finito estén contenidas en
su representacién regular un ntimero de veces igual a su dimension, estudiando los subespacios
invariantes de esta representacion puede determinarse un conjunto representativo de esas clases
de equivalencia.

Por esa via se encuentra, por ejemplo, que

(20.29) D<3><e>=((1) ?) D“)(a):(_ol _11> D(3)<a>:<_11 _01>

cuyas trazas son
3 3 3
(20.30) =2, ) =1 Y =0,

en coincidencia con la tabla en (20.31).
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El caso del grupo S3 es particularmente simple, porque las condiciones que hemos
deducido, junto con alguna informacion adicional que tenemos sobre el grupo, nos
permite determinar completamente su tabla de caracteres.

Pero en el caso de grupos de mayor orden eso no sera posible en general, porque
mientras que el nimero de los elementos de la tabla de caracteres crece como s2,

s2

2
No obstante, en la préxima seccién veremos que existen condiciones adicionales

el nimero de condiciones de ortogonalidad sélo crece como

sobre los caracteres simples que son suficientes para determinar completamente su

tabla de caracteres.

21. ALGEBRA DE UN GRUPO DE ORDEN FINITO

Definicién 21.1. El algebra de un grupo GG de orden n es un espacio vectorial
complejo de dimensiéon n, cuyos vectores pueden ser representados como sumas

formales
(21.1) Zagg, con a, € C,
geG
que esta estructurado con las operaciones de suma
(21.2) Zagg+Zbgg::Z(ag+bg)g
geG geqG geG

y producto (bilineal y asociativo)

(21.3) Zagg : thh = Z Zag/ bn (g - h) = Z {Z Qg.p-1 bh} qg.

geG heG 9'€eG heG geG \hed

Consideremos en el algebra de G los elementos de la forma
(21.4) Kit= Y g, i=12..s.
geK;

Esto es, los vectores con componentes a, = 1 para g € K; y a; = 0 en todo otro
caso. En particular, k; = e.

Estos vectores son tnvariantes por conjugacion,
(21.5) h-/{zwh_l:Zh-g-h_l:Zg':ﬁi,
geK; g EK;

dado que la conjugacion por un elemento fijo h € G es un aplicacion biunivoca

de K; en esa misma clase. Esta propiedad hace que dichos elementos del algebra
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conmuten entre si,
(21.6) Ki- Kj = Z/@--g: Zg-g’l-/@i-g:/ﬁj-m, Vi,j=1,...,s.
geK; geK;
Por su parte, el producto de dos de tales elementos,
(21.7) /ii/ij:ZZg-h,
geK; hEKj

es también invariante por conjugacién,
(218) h'lii'ﬁj'h_l:h'lii’h_l'h'lij'h_l:Iiz"lij.

En consecuencia, los elementos de G en el producto «; - x; deben aparecer sumados
sobre clases conjugadas completas, todos ellos en una dada clase asociados a un

mismo coeficiente:
S
(21.9) Ki-Kj = E Cijk K 5
k=1

donde los coeficientes c¢;j;, estan determinados por la ley de composicién en G,
son simétricos en el primer par de indices, cji, = ¢k, y toman valores enteros no

negativos.

Consideremos ahora una representacion irreducible del grupo G, D(G). Ella nos
provee de una representacion matricial para el dlgebra de G,
(21.10) Z agg — Z a, D(g),
geG geG
donde la suma y el producto por nimeros son las operaciones usuales sobre ma-
trices.

En efecto, para el producto de dos vectores tenemos

> gec 49 D(9) D e bn D(h) =3 e D pec agbn D(g - h) =
(21.11)

= deG {ZheG QAg.p—1 bh} D(g),

en coincidencia con (21.3).
En particular, si
(21.12) ki — Di= Y D(g),
geK;

entonces de (21.9) obtenemos

(2113) DZD] = Z Cijk Dk,

k=1

donde los coeficientes c;;, no dependen de la representacion.
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Por otra parte,
(21.14) D(g)D:D(g™") = > D(9)D(h)D(g"") = > D(I) = D;,
hEKZ' h’EKZ‘

de modo que
(21.15) D(g)D; = D;D(g), VYgeG.

Por lo tanto, por el Teorema de Schur, debe ser D; = \; 1, si r es la dimensién de
la representacion considerada.

Para determinar la constante de proporcionalidad tomamos la traza

(21.16) w{D} =) xlg=mxi=ri = A= 2
geK; "
Entonces, de (21.13) obtenemos
: nin; - n
(21.17) AiNj 1, = Z Cijk Ak 1 = 2] XiXj = Z Cijk 7k Xk 5
k=1 k=1

donde r = x1 es la dimensién de la representacion.

Por lo tanto, los caracteres simples de un grupo de orden finito G con s clases
de elementos conjugados satisfacen las relaciones

S

(21.18) nin; Xz( )Xﬁa) X§ @) Z Cijk nkX;(ga), paral <i<j<s,
k=1

y para todas las clases de equivalencia de representaciones irreducibles de G, a =
1...,s.

Estas igualdades imponen 6+

2
obstante, ellas no son incompatibles, sino que son en gran medida redundantes (y, a

condiciones sobre los s? caracteres simples. No

su vez, compatibles con las condiciones de ortogonalidad'?), resultando suficientes

para determinar completamente la tabla de caracteres del grupo.
Ejemplo: Para el grupo S3 tenemos
(21.21) ki=e, ke=a+b, kK3s=a+[F+7.

Opara ver que esto es asi consideremos representaciones unitarias irreducibles, para las cuales
X (g) = x®(g~1)", y lamemos K/ la clase que contiene a las inversas de los elementos g € K.
Nétese que #K; = nj =n; = #K;.

En esas condiciones, la ec. (21.18) se escribe como

*

(21.19) neng xS x chknkxk N
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Tomando productos entre los vectores del algebra de la forma k;,i = 1,...,s,

obtenemos los coeficientes c¢;j;. Por ejemplo,

k?=(a+b)-(a+b) =a*+a-b+b-a+b®=
=b+e+e+a=2Kk + Ko,

KJQ'HLgI(CL"‘b)'(O&"‘ﬂ‘i")/):Q:‘ig:Iig',‘ig,

k3® = (a+ B+ 7)* = 3k + 3k, ete.
Resulta en definitiva
cn =1, an=1, as=1,
Coo1 =2, Copp =1, ca3=0,
(21.22) Co31 =0, Co30 =0, o33 =2,
C321 =0, c300=0, ¢33 =2,

C331 =3, €339 =3, cC333=0,

siendo nulos el resto de los coeficientes.
Conocidos estos coeficientes, a partir de (21.18) puede plantearse un conjunto
de ecuaciones independientes que sean suficientes para determinar completamente

la tabla de caracteres simples (20.31) (hacerlo como ejercicio!).

22. PRODUCTO DIRECTO DE REPRESENTACIONES

Dada una representacién matricial D(G) de un grupo G, puede construirse una
nueva representacion tomando las complejas conjugadas de las matrices de D(G)'.

En efecto,

(22.1) D(g1)" D(g2)" = {D(g91) D(92)}" = D(g -92)" . V1,90 € G

Entonces, intercambiando j < j’, sumando sobre las clases de representaciones irreducibles y

empleando las relaciones de ortogonalidad en su forma (20.24) obtenemos

() _ 05 _ _
ning Y0 X =n;nj ;- 0ij = nn;by; =

(21.20) = e Y i Y = Y0, e 7o Okl = NCijr

= Cijr1 = Ny 51’]’ .
Por otra parte, sabemos que el coeficiente c¢;/1 es no nulo sélo si en la clase K, aparecen los
elementos inversos de los que pertenecen a K; (es decir, si j/ = ¢/ = j = i) y, en ese caso,
¢ij;1 = Ny, en coincidencia con (21.20).
Hambién se obtiene una representacién tomando las traspuestas de las inversas de las ma-
trices, D(g~1)".
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Esta es la representacién conjugada, que puede o no ser equivalente a D(G).

Otra forma de generar nuevas representaciones de un grupo a partir de algu-
nas conocidas consiste en tomar el producto directo de éstas, procedimiento que

describimos a continuacién.

Sean E(®) y E® los espacios de dos representaciones de un grupo G, D (G) y
D¥(@), de dimensién 7, y rs respectivamente.

Supongamos que los espacios de representacién E©@ y E(®) estén generados por
los conjuntos completos {e1,...,e,.} v {e},..., e} respectivamente, de modo que

los vectores en esos espacios tienen desarrollos de la forma
(22.2) r=uze, € B, y=y;e, e BV,

con z;,y; € C.

Referidos a esas bases, los operadores de las representaciones actian segtiin

(22.3) D (g)x = (D (g)wi)ex, DP(g)y= (DY (9)w)el,.

Definicién 22.1. El espacio producto directo o producto tensorial, E® ®
E®, es un espacio lineal de dimensién r x 7’ generado por una base que denotare-
mos por {e; ® e}, 1 <i<r,1<j <7} Un vector arbitrario de ese espacio tiene
un desarrollo de la forma z = z;;¢; ® €}, de modo que sus componentes forman

una matriz de r x 7.

Definicién 22.2. Dados dos vectores como en (22.2), su producto tensorial es el
vector 2 =T @y 1= 7 yj€; @ €] € E@ @ E®,

Definicién 22.3. La representacion producto directo, (D @ D¥)(G), es una
representacién matricial del grupo G cuyo espacio de representacién es E® @ E()

sobre el que actia segin

(224) (D@ DP)(g):={[(D @ DD)(g)], ,, w}ei@ e,
donde
(22.5) (D & DP)(g)],,,, = D& (9) D (9).
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Efectivamente, se trata de un homomorfismo, porque para el producto de dos

operadores cualesquiera tenemos

[(D(O‘) ® D(ﬂ))(gl)(D(a) ® D(ﬁ))(g2)}ij,kl =

= [(D(a) ® D(ﬁ))(gl)] [(D(a) ® D(B))(g2)}uv,kl =

1J,uv
(22.6) = D\ (g1) DY (91) DY (92) DY (95) =
= Dz(l(:)(gl “ g2) D§f)(gl * 92)

- [(D(a) ® D(ﬁ))<g1 ’ g2):|ij,kl ) Viaja kal7 v.glagZ €G.

Propiedad 22.4. El producto directo de representaciones unitarias es también
una representacion unitaria.
En efecto, sean D (G) y D) (G) dos representaciones unitarias de G. Entonces
[(D(a) ® D(ﬁ))(g)]kl,i]’* - Dli?)(g) Dl(jﬂ)(g)
(22.7)
= D7) D (™) = [(D ® DP) (g7)]

4l ikl

Propiedad 22.5. Los caracteres de la representacién producto directo D@®9)(G) :=
(D @ D) (@) estan dados por el producto de los caracteres de D(G) y
DY(@).

En efecto,

@99 () = {(D9 @ D®) (g)} = [(D@ © DD)(g)],, =

(22.8)
= D;(9) D§7(9) = x(9) xP(9).

En general, la representacion D@®%)(G) no serd irreducible.
Conocidos los caracteres simples, podremos identificar las representaciones irre-
ducibles contenidas en D*®%) () empleando las condiciones de ortogonalidad para

vectores de caracteres. Para ello aplicamos la relacién deducida en (20.4),

S

i n; a * n; « *
(22.9) a, = Z - Xz(' ®0) ng) _ Z - XE ) Xgﬁ) ng) ’
i=1 i=1
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lo que nos permitira determinar la descomposicién de Clebsh - Gordan
(22.10) DeN(G) = € a, DD(G),
v=1

que expresa el producto directo como suma directa de representaciones irreduci-
bles.
Evidentemente, las dimensiones de las representaciones en (22.10) deben satis-

facer la relacion

s

(22.11) Ta@,@:TaT,@ZZ Ay Ty .

=1
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NOTAS SOBRE GRUPOS CONTINUOS

23. GRUPOS CONTINUOS

Consideremos el grupo O(3), cuyos elementos son las matrices reales ortogonales
de 3 x 3,

Ry Rip Ris
(23'1) R = R21 RQQ R23 s Rij e R.
RSI R32 R33

Cada matriz R € O(3) corresponde un punto en R? que yace sobre una hiper-

superficie determinada por las seis ecuaciones algebraicas
(23.2) R'R=13= RyR;y = 6, k <1,

lo que deja sélo tres parametros reales independientes. Esa hipersuperficie sua-
ve, de dimensién 3, es llamada variedad del grupo O(3). Este es un ejemplo
particular de grupo continuo.

En general, un grupo continuo de n pardmetros (reales) tiene sus elementos iden-
tificados de manera biunivoca con los puntos de una variedad n-dimensional,
inmersa en R™ (com m > n) y determinada por un conjunto de m — n ecuaciones
algebraicas.

Una forma de describir una hipersuperficie de ese tipo consiste en establecer
sistemas de coordenadas locales, que pongan en correspondencia uno a uno
los puntos de la variedad contenidos en una regién abierta de R™ con los puntos
de una region abierta de R™.

En general no sera posible establecer un tnico sistema global de coordenadas,
sino que sera necesario cubrir la variedad con un conjunto de abiertos, cada uno
con su sistema local de coordenadas, los que deberéan ser compatibilizados dan-
do la relacién entre unas y otras coordenadas en la region de superposicion de
dos abiertos. Estos conjuntos de abiertos, y las relaciones entre sus coordenadas,

describen las propiedades globales o topologia de la variedad.

Ejemplos: la esfera S? C R?, determinada por la ecuacién 22 +1y%+2% = 1, es una
variedad bidimensional que puede ser cubierta con dos abiertos, entornos del polo
norte y del polo sur respectivamente, en los que se puede establecer sistemas locales
de coordenadas mediante la proyeccion estereografica. Los puntos de la esfera

contenidos en una banda alrededor del ecuador tendran asignadas coordenadas
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en uno y otro sistema, pudiéndose escribir a unas como funciones diferenciables
de las otras.

En ciertos casos es posible establecer un unico sistema de coordenadas si a él se
agrega cierta informacién sobre la topologia de la variedad. Por ejemplo, los puntos
sobre una circunferencia S pueden ser puestos en correspondencia biunivoca con

los del segmento [0, 27| siempre que ademas se identifiquen sus extremos, 2w = 0.

En general, una variedad diferenciable n-dimensional M podra ser cubierta
por un conjunto de abiertos U, entornos de ciertos puntos p € M, tales que
M = Up U,. En cada abierto tendremos un sistema local de coordenadas, es
decir, una aplicacién ¢, : U, — R" que establece una correspondencia biunivoca
entre los puntos de la variedad en ese entorno y los de una regién abierta de
R™ (por lo que M resulta localmente euclidea). Ademés, si U, N U, # 0, las
coordenadas x asignadas por ¢, a un punto genérico de esa interseccién serdn
funciones continuas y diferenciables de las coordenadas y que le asigna la

aplicacién ¢q a ese mismo punto, x = (¢, o ¢, ') (y).

Definicién 23.1. Un grupo continuo de dimensiéon n es un conjunto cuyos
elementos estan en correspondencia biunivoca con los puntos de una variedad
diferenciable n-dimensional, y que ademas se estructura como un grupo respecto
de cierta ley de composicién asociativa, con neutro e inverso. Ambas estructuras
estan relacionadas por el hecho de que la composicién de elementos del grupo
(descrita en términos de sistemas locales de coordenadas establecidos en ciertos

entornos de cada elemento) es una aplicacion continua sobre la variedad.

Sean a, b, c--- € G, elementos de un grupo continuo. Supongamos que, respecto
de ciertos sistemas locales de coordenadas, ¢,(a) = a, ¢p(b) = 3, dc(c) = 7,. ..
En esas condiciones, existen funciones continuas ® (que dependen de la eleccién

de los sistemas locales de coordenadas) tales que, si ¢ = a - b, entonces
(23.3) W= a,3), p=12...,n.

Las propiedades de la ley de composiciéon del grupo requieren que se satisfagan

las siguientes condiciones.

» Asociatividad: como

(23.4) a-(b-c)=(a-b)-c=d(a,P(8,7)) =P (P(c, 5),7) .
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» Existencia del elemento neutro: sean € = ¢.(e), las coordenadas locales de

e; entonces
(23.5) cca=a=a-e= P(e,a) =a=D(a,e).

» Existencia del elemento inverso: sean @ = ¢,-1(a"'), las coordenadas loca-

les del elemento inverso de a; entonces

(23.6) ala=e=a-a' = ®@a)=c=d(a,a).

Ejemplo: Los elementos del grupo O(2) son matrices ortogonales de 2 x 2: R'R =
1,. Sus cuatro elementos de matriz (reales) estan relacionados por las tres condi-
ciones R Ry = 0, k <, lo que deja un tnico parametro real independiente.
Por otra parte, det R = £1. Pero la variaciéon de un parametro continuo no
puede producir una discontinuidad en el determinante.
Las matrices de O(2) con det R = 1 pueden ser representadas como
cos(f) —sin(0
(237 R(o) = (20 )
sin(f) cos(0)
donde 6 € [0, 27).

Sea
10 B
(23.8) S = =57, condetS=—1.
0 -1
Entonces, si det R = —1 = det(SR') = 1. Por lo tanto, todo elemento de O(2)

con determinante —1 puede escribirse como
(23.9) R'(0) = SR(0) = ( cos(f) _Sm(@)) — R(—6)S.
—sin(f) — cos(#)

Los elementos de O(2) estan entonces univocamente identificados por un dngulo
y el signo del determinante. Es inmediato verificar que la composicién de ele-
mentos de este grupo es continua en ese parametro. Por ejemplo, R(0;)R(02) =
R (01 + 02| modzr)-

En consecuencia, O(2) es un grupo continuo, y su variedad asociada esta consti-
tuida por dos circunferencias S!, una para cada signo del determinante. En parti-
cular, el elemento neutro esta contenido en la hoja de la variedad con determinante

igual a 1, la que corresponde al subgrupo SO(2).

Definicién 23.2. Una variedad se dice conexa si dos cualesquiera de sus puntos
pueden ser unidos por una curva que yace sobre la misma variedad. La variedad

de un grupo continuo puede estar constituida por mas de una componente conexa.
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Teorema 23.3. La componente conexa de un grupo continuo G que contiene al

elemento identidad e forma un subgrupo Gy, de la misma dimension que G.

En efecto, sean a,b € Gj; entonces puede variarse con continuidad las coorde-
nadas de esos elementos (eventualmente cambiando de sistemas locales de coor-
denadas) hasta hacerlos coincidir con le identidad. Es decir, hay caminos sobre la
variedad del grupo que llevan a — e y b — e. Como b-b~! = e, también b~ € G,.

En consecuencia, como la ley de composicién es continua, es posible cambiar
con continuidad las coordenadas del producto a-b~! de modo que a-b~! — a — e.
Por lo tanto, a - b~! € Gy = Gy es un subgrupo de G.

Por otra parte, dim Gy = dim GG, puesto que la parte conexa de la variedad que

contiene a e tiene la misma dimensién que la variedad completa.

Teorema 23.4. La componente conexa de un grupo continuo G que contiene al

elemento identidad e, Gy, es un subgrupo invariante de G.

Sea a € Gy y sea b € (. Entonces es posible cambiar con continuidad las
coordenadas del elemento conjugado b - a - b~! hasta hacerlo coincidir con e. En

efecto, como a se conecta con continuidad con e = b-a-b"! = b-e- b1 =¢ec=
b-a-bte Gy VbeQ.

Ejemplo: SO(2) es un subgrupo invariante de O(2).

Las componentes de la variedad de un grupo continuo G no conexas con la
identidad son isomorfas a Gy como variedad. En efecto, sea d ¢ Gq, entonces
la composicién con d a izquierda constituye una aplicacién biunivoca entre G
y el coset d - Gy. Esta relacién uno a uno permite establecer sistemas locales de
coordenadas que cubren completamente a esa hoja de la variedad a partir de los
abiertos que cubren a GGy. De ello resulta que tienen la misma topologia.

El grupo cociente G/G, cuyos elementos son las distintas hojas de la variedad,

es un grupo discreto!?

(23.10) G/Go={dy-Go | dy =e, dy & Go,para k =2,3,...}.

Esto permite reducir el estudio de grupos continuos no conexos a la consideracion

de los grupos continuos conexos (y de los grupos discretos).

2pn general, si H es un subgrupo invariante de un grupo continuo G, la dimensién del grupo
cociente dim(G/H) = dim G— dim H, dado que los cosets a - H estdn caracterizados por ese

numero de parametros independientes.
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Si G es un grupo continuo conexo y D es un grupo discreto, buscamos recons-
truir un grupo continuo no conexo cuyos elementos sean de la forma dj - a, con

dr € Dy a € Gy. La composiciéon de dos de tales elementos
(23.11) (dk . a) : (dl . b) = (dk . dl) : (dl_l - a - dl) : b,

donde (dl_1 -a-d;) € Gy, puesto que éste es un subgrupo invariante de G. En
consecuencia, la conjugacién por elementos del grupo discreto D, junto con las

operaciones en D y (G, determina completamente las propiedades de G.

Ejemplo: Sean Gy = SO(2) y D = {12,5} = Zs (ver ecs. (23.7) y (23.8)).
Entonces, para R(0) € SO(2) tenemos ST'R(6)S = R(—0).

24. GRUPOS CONEXOS - GRUPOS DE LIE

Consideremos un elemento b de un grupo continuo conexo GG. Existe una curva
sobre la variedad del grupo que lo conecta con continuidad con el elemento neutro
e. Sobre dicha curva podemos seleccionar elementos ag, con £k = 0,1,... N y N
suficientemente grande, tales que

= qy=¢,ay = b,

» i Y agsq estan contenidos en un mismo abierto, de modo que pueden ser
referidos a un mismo sistema local de coordenadas,

= Vk, los productos agy a,;l estan contenidos en un mismo entorno de la
identidad, de modo que pueden ser referidos a un unico sistema local de

coordenadas establecido alrededor de e.

En esas condiciones, un elemento arbitrario b € G (conexo) puede escribirse como

la composicion de un gran nimero de elementos préximos de la identidad,

(24.1) b= (ay-ay-,) (an_1-ay‘y)-...(ag-a;") - (a1-agt) - ao.
Esto muestra que las propiedades locales de la ley de composicién, para elementos
en un entorno de la identidad e, también contiene informacion sobre las propie-

dades globales del grupo.

Definicién: Un grupo de Lie es un grupo continuo para el cual las funciones
®(av, 3), que describen la ley de composicion en términos de coordenadas locales,

son analiticas en su dominio de definicién.

Sean a,b dos elementos de un grupo de Lie GG contenidos en un entorno de la

identidad. Sea ¢ = a-b, y supongamos que todos esos elementos son suficientemente
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proximos de la identidad como para que puedan ser referidos a un mismo sistema
local de coordenadas: ¢.(e) = 0, ¢.(a) = a, ¢.(b) = 3, pe(c) = 7. Entonces,

(24.2) =2 (a, B)

donde en el segundo miembro aparecen funciones analiticas de todas sus variables,
las que pueden ser desarrolladas en serie de Taylor dentro de su circulo de con-
vergencia. Por lo dicho anteriormente, los coeficientes de esos desarrollos no sélo
permiten describir localmente la ley de composicién, sino que también contienen

informacion sobre las propiedades globales del grupo.

Ejemplos:

= El grupo de dilataciones en un espacio vectorial £, z — ax, con x € F'y
a € RT\{0}, es un grupo de Lie de dimensién 1. La ley de composicién es
analitica en sus dos argumentos, ®(a,b) = ab.

= El grupo de traslaciones en R”, para el cual x — x 4 a es un grupo de Lie
n-dimensional donde la ley de composicién es ®(a, b) = a+ b, analitica en
todos sus argumentos.

= Todos los grupos de matrices que hemos definido anteriormente son grupos
de Lie. Por ejemplo, si U € U(n) = U'U = 1,. Esta relacién impone
n+2n(n—1)/2 = n? condiciones (reales), lo que deja n? pardmetros reales
independientes que determinan la matriz U. Entonces U(n) es un grupo de
Lie de dimensién n?.

» Al subgrupo invariante SU(n) se le impone ademés que det U = e = 1 =
0 = 0, lo que elimina un parametro real adicional. Por lo tanto, se trata de
un grupo de Lie de dim SU(n) = n? — 1.

» Similarmente, los grupos ortogonales son grupos de Lie de dimensién dim O(n) =
dim SO(n) =n? —{n+n(n—1)/2} =n(n—1)/2.

25. PROPIEDADES GLOBALES DE GRUPOS CONEXOS

Consideremos la variedad del grupo U(1), la circunferencia S*. Se trata de un
grupo conexo, pero existen diversas formas no equivalentes de conectar dos
elementos de U(1) mediante una curva sobre la variedad. En efecto, partiendo del
primer elemento, es posible dar n vueltas a la circunferencia, en un sentido o en
el otro, antes de alcanzar el segundo elemento. Esas curvas son no equivalentes
en el sentido de que no es posible deformar con continuidad (sin salirse de la
variedad) una de ellas en otra que dé un numero diferente de vueltas sobre la

circunferencia.
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Esa nocion puede hacerse mas precisa introduciendo el primer grupo de ho-
motopia de la variedad M. Para ello, consideremos las curvas continuas sobre la
variedad que empiezan y terminan en un mismo punto (es decir, aplicaciones de
la circunferencia sobre la variedad, 7 : St — M).

Se dice que dos curvas son homotdpicas si es posible deformar una en la otra
de manera continua, mediante desplazamientos sobre la variedad. Esto constituye
una relacién de equivalencia que permite definir clases de equivalencia de curvas
homotodpicas o clases de homotopia.

Dado que todas la curvas comienzan y terminan en el mismo punto, es posible
definir una operacién de composicion entre clases de homotopia, donde el resultado
de la composicién de dos clases es la clase que contiene a la curva que se obtiene
de prolongar una curva representante de la primera clase poniendo a continuacion
de ella una representante de la segunda clase.

Puede comprobarse que esta operacion no depende de las curvas representantes

elegidas en cada clase. También que esa ley de composicién

= es asociativa,

= tiene un elemento neutro que corresponde a la clase de curvas que pueden
contraerse con continuidad a un punto (curvas homotépicamente nulas),

= tiene un inverso para cada clase, correspondiente a la clase que contiene a

una curva representante de la primera pero recorrida en sentido opuesto.

En consecuencia, respecto de esa ley de composicion, el conjunto de clases de ho-
motopia se estructura como un grupo (discreto), II; (M), llamado primer grupo
de homotopia de la variedad.

Se puede demostrar que el primer grupo de homotopia de un grupo de Lie conexo
es siempre Abeliano (es decir, no importa en qué orden se compongan las curvas),
y que no depende del punto sobre la variedad que se elija como origen de ellas
(de modo que simplemente pueden considerarse clases de curvas cerradas sobre M
que, a los efectos de definir una composicion, se las deforma con continuidad hasta

hacerlas coincidir en un punto).

Una variedad M se dice simplemente conexa si su grupo de homotopia es

trivial, II; (M) = Z;. Si II; (M) es no trivial, M es multiplemente conexa.

De acuerdo a las propiedades de sus variedades asociadas, los grupos de matrices

son:
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Grupo simplemente conexo | muiltiplemente conexo
GL(n,C) *
SL(n,C) *
GL(n,R) *
SL(n,R) *
SO(n) *
U(n) *
SU(n) *
SO(1,1) *
SO(n,1),n>2 *

Ejemplos: El grupo O(2), que ya hemos considerado, no es conexo. Su componente
conexa es el subgrupo SO(2), cuya variedad es una circunferencia = II;(SO(2)) ~
Z.. En efecto, la composicion de dos curvas que dan n y m vueltas alrededor de la
circunferencia respectivamente es un curva que da n + m vueltas, con n,m € Z.
La variedad del grupo U(1)®U (1) es un toro (o, equivalentemente, un rectangu-
lo con los puntos opuestos sobre el borde identificados). Este es un grupo multi-
plemente conexo, cuyo grupo de homotopia es II;(U(1) ® U(1)) = Z ® Z. En
efecto, el par de enteros (n,m) que caracterizan a las clases de homotopia se
refieren al nimero de vueltas que las curvas en esa clase describen a lo lar-
go v alrededor del toro respectivamente. La ley de composicién corresponde a

(n1,mq) - (na, ma) = (N + ng, My + Mma).

Definicién 25.1. Un grupo de Lie se dice compacto si su variedad (entendida

como subconjunto de R™, para algin m) es una regiéon compacta.

Ejemplo: SU(2) es un grupo compacto y simplemente conexo, de dimensién 3.

Sus elementos son matrices unitarias unimodulares de 2 x 2:

b d —b ot
(25.1) v= (" , U't= —ut =" ° ),
c d —c a b* d*

con det U = ad — bc = 1. Entonces, d = a*, ¢ = —b*.

Por lo tanto,

b
(25.2) U= ( ¢ *> , con det U = |a|> + o> = 1.
a
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En términos de las partes reales e imaginarias de esos parametros, a = x + 1y,

b = z + it, tenemos
(25.3) detU =2 +y* + 2> + 12 =1,

lo que determina una (hiper)esfera tridimensional de radio 1 en R*, &3.

De ese modo, cada matriz del grupo SU(2) esté en correspondencia uno a uno
con los puntos de 8%, que puede ser considerada su variedad asociada.

Se trata evidentemente de una variedad compacta. Ademads, es simplemente
conexa, dado que toda curva cerrada sobre una esfera de dimension mayor o igual

a 2 es homotdpicamente nula.

El conjunto de las matrices de SU(2) constituye una representacién matricial de
ese grupo, llamada representacion fundamental. Esta representaciéon es irre-

ducible puesto que, por ejemplo, las matrices de Pauli

5.0 0 1 0 —i 1 0
. o1 = ’O- — 70- = Y
SR T A P R o 41

que multiplicadas por i son elementos de SU(2), no conmutan entre si,
(255) [O’i, O'j] = 2i€ijkaka

y por lo tanto no pueden ser simultaneamente diagonalizadas.
Entonces, por el Teorema de Schur, toda matriz C en el centro de SU(2) es

proporcional a la identidad,
(25.6) UC=CU, YU € SU(2) = C = Al,.

Y comodetC=1=MN=1= \=+l1.
Por lo tanto, el centro C de SU(2) (que es un subgrupo invariante) es de orden
2,

(257) C= {12, —12} ~ ZQ.
Podemos ahora construir el grupo cociente entre SU(2) y su centro, SU(2)/Zs,

cuyos elementos son los cosets de la forma U Zy; = {U, —U}. Recordemos que la

operacion en SU(2)/Zy esta dada por
(25.8) Uy Zy - Us Ty = (U Us) Zs.

Este grupo es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo ¢ : SU(2) — SU(2)/Z
tal que ¢p(U) = U Zy = ¢(—U), cuyo ntcleo es el centro de SU(2).
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Como los cosets contienen matrices de SU(2) que sélo difieren en su signo global,
los elementos de cada coset corresponden a puntos diametralmente opuestos sobre
la variedad S3.

Entonces, dentro de un entorno suficientemente pequeno de la identidad ten-
dremos una correspondencia uno a uno entre los elementos de SU(2) y los de
SU(2)/Zs, con esencialmente la misma ley de composicion (ver ec. (25.8)).

Es decir, el homomorfismo ¢ : SU(2) — SU(2)/Z; restringido a un entorno de
la identidad resulta ser una aplicacién biunivoca. Por ese motivo los grupos SU(2)

y SU(2)/Zs se dicen localmente isomorfos.

Dado que puntos diametralmente opuestos sobre S® corresponden al mismo
coset, los elementos de SU(2)/Zsy pueden ser puestos en correspondencia uno a

uno con los de una hemiesfera tridimensional,

(25.9) t=+V1— (22 +y2+22) >0,
siempre que se tenga en cuenta que puntos diametralmente opuestos sobre su borde
(25.10) t=0= (2" +y*+2%) =1

corresponden al mismo elemento del grupo.
Vemos entonces que la variedad del grupo SU (2)/Z tiene la topologia de una es-
fera de radio 1 en R? (incluido su interior), con los puntos diametralmente opuestos

sobre su borde identificados:

x -z
(25.11) 0< (#*+¢y°+2*) <1, con [y|=|-y|,si (&®+¢y*+7%) =1
z —z

Para esta variedad hay sélo dos clases de curvas homotdpicas:

= las curvas homotépicamente nulas, que pueden ser contraidas a un punto
con continuidad,
= y las curvas homotopicas a un didmetro, que en esta variedad es una curva

cerrada.

En efecto, es facil ver que curvas cerradas que reaparecen un nimero par de ve-
ces por las antipodas son homotdépicamente nulas, mientras que las que emplean
esa posibilidad un nimero impar de veces son deformables con continuidad a un
diametro de la esfera.

Por lo tanto, II; (SU(2)/Zs) =~ Z, y ese grupo de Lie es compacto y doble-

mente conexo.
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Ejemplo: Los elementos del grupo de rotaciones SO(3) (que ya hemos considera-
do) estdn univocamente determinados por un vector unitario @, que apunta en la
direccion del eje de rotacién, y por el angulo de rotacién 0 € [—m, 7], siempre que
se tenga en cuenta que rotar en un angulo —m alrededor de un eje es equivalente
a rotar en +7 alrededor del mismo eje.

Entonces, los elementos de SO(3) estdan en correspondencia uno a uno con los
puntos de una esfera de radio 7 en R? (incluido su interior), que tiene identificados
los puntos diametralmente opuestos sobre su borde. En consecuencia, la variedad
de SO(3) tiene la misma topologia'® que la del grupo SU(2)/Z,.

Por lo tanto, SO(3) es un grupo de Lie compacto y doblemente conexo.

Ejemplo: Se puede mostrar que el grupo SU(n) es compacto y simplemente co-
nexo. Ademas, su representacién fundamental (que coincide con el propio grupo)
es irreducible.

En consecuencia, por el teorema de Schur, su centro C contiene matrices pro-
porcionales a la identidad, tales que det(A\l,) = A" = 1 = )\, = *™/" con
p=20,1,...,n— 1. Es decir, C = Z,.

El grupo cociente SU(n)/Z,, (cuyos elementos son los cosets U Z,,) es homomorfo
a SU(n) por un homomorfismo ¢ : SU(n) — SU(n)/Z, de nicleo ¢~ (esym)/z,) =
C =~ Z,. Pero en un entorno suficientemente pequeno de la identidad, este homo-
morfismo establece una correspondencia biunivoca entre los elementos de esos dos

grupos, los que entonces resultan localmente isomorfos.

Sobre la variedad del grupo cociente SU(n)/Z, podemos trazar curvas cerradas

(que unen elementos en el centro de SU(n)) de la forma

(25.12) Uy(a) = diag (e*™/m, ... e?imor/n ¢=2in(n=Dap/n)
con)0<a<lyp=0,1,...,n—1, tales que

(25.13) Ufa=0)=1, Ula=1)=e?"1,.

Notese que

(25.14) det U,(a) = e¥rn-Da/ng=2itln=la/n _ 1 "y ¢
Por otra parte, la composicién de U, («) con U, («) resulta en una curva homotdpica
con UP""Q‘modn (Oé) °

Entonces, para SU(n)/Z, existen n clases de curvas homotépicas (caracterizadas

por contener a las U,(«)), y el primer grupo de homotopia es 11, (SU(n)/Z,) ~ Z,.

13M4s adelante mostraremos que SO(3) ~ SU(2)/Zs.
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En resumen, el grupo SU(n)/Z,, compacto y miltiplemente conexo, tiene un
primer grupo de homotopia que es isomorfo al nicleo del homomorfismo que lo

relaciona con SU(n),

(25.15) IL,(SU(n)/Zy) = Zn =~ ¢~ (esum)z.)-

Este resultado es un caso particular de un teorema de validez general, que se

enuncia en la siguiente Seccién.

26. GRUPO DE CUBRIMIENTO UNIVERSAL

Senalemos primero que homomorfismos de nticleo discreto respecto de un mismo
grupo de Lie simplemente conexo (relaciones que en un entorno de la identidad se
reducen a isomorfismos locales), permiten ordenar a los grupos de Lie conexos en
clases de grupos localmente isomorfos. Dos grupos de Lie estan en la misma
clase si ambos son homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo por

un homomorfismo de nicleo discreto.

Teorema 26.1. Dado un grupo de Lie conexo G, con un primer grupo de ho-
motopia (discreto) I1,(G) = H, existe un grupo de Lie simplemente conezo G, al
cual G es homomorfo por un homomorfismo ¢ : G — G de miicleo ¢~ (eq) ~ H.

Ademds, en esas condiciones es G ~ G/H.

El grupo G es llamado grupo de cubrimiento universal de (la clase de grupos

localmente isomorfos a) G.

Ahora veremos que todos los grupos de Lie conexos pertenecientes a una cla-
se de grupos localmente isomorfos pueden ser construidos a partir del grupo de
cubrimiento universal de esa clase.

En efecto, sea H un subgrupo propio discreto invariante de un grupo de Lie
simplemente conexo G. Entonces, el grupo cociente G = G/H es un grupo de Lie
mitiplemente conexo, homomorfo a G por un homomorfismo de ntcleo H, y que
resulta localmente isomorfo a G.

En consecuencia, la enumeracion de todos los grupos localmente isomorfos a un
grupo de Lie simplemente conexo G se reduce a la determinacién de todos sus

subgrupos discretos invariantes.

Asi, la clasificacién de todos los grupos de Lie conexos se reduce a la determina-
cion de todos los grupos de Lie simplemente conexos y de sus subgrupos discretos

ivariantes.

En particular, dos grupos de Lie conexos localmente isomorfos son



74 H. Falomir

= 0 bien globalmente isomorfos,

= 0 bien ambos homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo.

Por lo anteriormente dicho, si G es simplemente conexo, todo grupo de Lie
conexo G localmente isomorfo a G puede obtenerse como el grupo cociente G/ H ~
G, donde H = {hy =€, hy,..., g, ...} es un subgrupo discreto invariante de G.

En esas condiciones, dado g € G,
(26.1) g-hy-g'=h€H.

Noétese que en el miembro de la izquierda se puede modificar con continuidad a g,
que es un elemento genérico de G, mientras que el miembro de la derecha est4 fijo,
puesto que H es discreto.

Ademsés, como G es simplemente conexo, el elemento g se conecta con el neutro
e mediante una curva continua sobre el grupo, g +— e, lo que implica que es
posible variar con continuidad el primer miembro de la ec. (26.1) de manera tal

Vs e-hy-e7! = hi. Y este elemento debe coincidir con el del segundo

que g-hg- g~
miembro de la ec. (26.1).

Por lo tanto, V h, € H tenemos

(26.2) g-hk-g_l:hkég-hk:hk-g,Vgea

En consecuencia, todo subgrupo discreto invariante H de G estd contenido en
su centro'?. Esto implica, en particular, que todo subgrupo discreto invariante de
G es Abeliano.

Sea C el centro de un grupo de Lie simplemente conexo G , y sea H C C, un
subgrupo propio discreto invariante. El grupo cociente G = G/H es homomorfo
(v localmente isomorfo) a G por un homomorfismo de nticleo H.

Teniendo en cuenta que los puntos en la variedad de G identificados con los
elementos de H corresponden al mismo elemento (coset) de G/H, se concluye que
las clases de homotopia de G contienen curvas cerradas que conectan la identidad
con los distintos elementos de H, e — h;. Dado que la composicion de dos de tales
curvas corresponde a una curva homotépica a e — (hy - hy), se ve que el primer
grupo de homotopia de G = G/H es I1;(G/H) ~ H, en concordancia con el

teorema anterior.

141 as representaciones fundamentales de los grupos clasicos de matrices son irreducibles, lo que

implica que los elementos en el centro del grupo son todos proporcionales a la matriz identidad.
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No obstante, los grupos de homotopia no clasifican, en general, a los grupos de
Lie conexos localmente isomorfos a G. En efecto, es posible que dentro del centro

C de G puedan hallarse dos subgrupos invariantes distintos pero isomorfos,
(263) Hl,HQ CC, Hl#HQ, H, ~ H,.

En ese caso, los grupos cociente G, = G/H, y Gy = G/Hs tendran grupos de
homotopia isomorfos, I1;(G;) ~ H; ~ Hy ~ II;(G3), pero en general no serdan

globalmente isomorfos entre si, G; % GS.

El caso de SU(2) es particular, porque su centro C & Zs no tiene subgrupos

propios, de modo que sélo se tienen dos posibilidades,

Todo otro grupo localmente isomorfo a SU(2) (grupo de cubrimiento de su clase)

= 0 bien es simplemente conexo y, por lo tanto, globalmente isomorfo a SU(2),

= 0 bien es doblemente conexo y, por lo tanto, globalmente isomorfo a SU(2)/Z,.

Finalmente, consideremos una representacién matricial D(g) del grupo G =
G/H. Dado que existe un homomorfismo ¢ : G — G, ella induce una represen-
tacién matricial para el grupo G, definida por I'(g) := D(¢(g)), con § € G. En

efecto, Vg,,g, € G tenemos

I'(9)T(92) = D(6(71)) D(¢(32)) =
(26.5)

= D(¢(91) - 9(72)) = D(¢(71 - 92)) = T'(9y - Ga)-

Pero si I'(g) es una representaciéon del grupo G, ella dard lugar, en general, a
una representaciéon proyectiva (o multivaluada) de G.

Una representacién de G sélo inducird una representacién ordinaria de G si
(26.6) [(hy) =T(eg) = 1., Vhy € H = ¢ (eq).

En ese caso se puede establecer un homomorfismo entre G/H ~ G y el grupo
de matrices {I'(g- H) := I['(g), Vg- H € G/H}, y definir D(g) := I'(g), donde
9= 0(9)-

En consecuencia, el problema de la determinacién de las representaciones de un
grupo de Lie conexo G se reduce a hallar todas las representaciones ordinarias de su
grupo de cubrimiento GG, para luego seleccionar de entre ellas las representaciones

ordinarias del primero.



76 H. Falomir
Bibliografia:
» H. Bacry, Lecons sur la Théorie des Groupes et les Symmétries des Parti-

cules BElémentaires.

» R. Gilmore, Lie Groups, Lie Algebras and Some of Their Applications.



Algebras y grupos de Lie 77

NOTAS SOBRE ALGEBRAS Y GRUPOS DE LIE

27. INTRODUCCION A LAS ALGEBRAS DE LIE

Consideremos una funcién escalar a valores complejos definida sobre la variedad
de un grupo de Lie conexo G de dimensién n, F': G — C. Referida a un sistema
local de coordenadas establecido alrededor de un elemento genérico b € G (en el

cual b tiene asignadas coordenadas (31, ..., 3")), se tiene que

(27.1) F(b) = f(B,....B"),

que supondremos diferenciable.
Por multiplicacién a izquierda por a € G, el elemento a~! - b es aplicado en el

elemento b. Podemos entonces definir una funciéon trasladada por a segtiin
(27.2) (T,F) (b) := F(a™*-b),

donde T, es definido como un operador lineal sobre el espacio lineal de las funciones
sobre G. El conjunto de operadores {T,,a € G} constituye una representacién

lineal del grupo G. En efecto,
(27.3) (T.T,F) (c) =T, (F(b~" - ¢))
y, lamando H(c) = F(b™' - ¢),

(T,H)(c)=H(a™ ' c)=Fb ' -al -c)=
(27.4)
=F((a-b)7tc) = (TyF) (c),

cualesquiera que sean a,b € G, y VF(c). Por lo tanto,
(275) T, T, = Ta.b, \V/CL, bed.

Supongamos ahora que el elemento a esta en un entorno del elemento identidad,

e, y que respecto de un sistema local de coordenadas tenemos la asignacion

a— (a, ..., am"),

(27.6) e = (0,...,0),

de modo que al elemento ¢ = a~!-b, contenido en un entorno de b, le correspondan

las coordenadas ¢ — (71, ...,7™), dadas por

(27.7) " =¢'a,p),

donde las coordenadas a* corresponden al elemento a™".
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En el sistema local de coordenadas establecido alrededor de e tenemos
(27.8) o (a,a) =t =0, Ya.

Como se trata de un grupo de Lie, esa funciéon puede ser desarrollada en serie de
potencias de sus argumentos, y teniendo en cuenta que e-a = a = a - e para todo

a, se ve facilmente que'®
(27.12) at=—a'+0(a)? p=12,..n.

Desarrollando en serie de potencias el miembro de la derecha en (27.7), y te-

niendo en cuenta que necesariamente ¢*(0, 3) = B*, resulta

0o*(a
(27.13) Y= Bt —a¥ (M) +O(a)?.
dar a=0
Dado que existe la inversa de cada elemento en GG, podemos escribir a = b- ¢!,
de modo que la relacién entre (v — 3)* y o establecida en la anterior ecuacién

debe ser invertible. Esto implica que

(27.14) det (M) £0,
oa” amo

Reemplazando (27.13) en la expresién de la funcién trasladada T, F,

T,F(b) = F(a™'-b) = f(y) =

, (98 (a, B) of
(27.15) f(B) —a ( ERT )d_o 950

e (W) (1) + Ot 109,

de donde surge que los operadores diferenciales (con coeficientes dependientes de

(8) +O(a)* =

las coordenadas [3)

(27.16) X,(B) = (%)azo <_Za%u) :

15En efecto, para @y a genéricos en un entorno de la identidad podemos escribir
(27.9) (@, ) = A* + B a¥ + Bl a¥ + ...
Tomando a = e tenemos
(27.10) "(0,a) = ot = A* =0, B =M.
Similarmente, si a = e = B¥ = §#. Por lo tanto,

(27.11) P(@,0) =a + ok + ...
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ofician de generadores de las traslaciones sobre la variedad en el espacio de las
funciones escalares diferenciables definidas sobre el grupo G, obteniendo para los

operadores de traslacion T, la realizacion
(27.17) T, =1—-1"X,(3) + O(a)?.

Teniendo en cuenta que los operadores diferenciales (—:0/93"), generadores de
las traslaciones a lo largo de los ejes coordenados, constituyen un conjunto de n
operadores linealmente independientes, y que la matriz en el miembro derecho de
(27.16) es invertible, vemos que los X,, conforman una base del espacio lineal (n-
dimensional) de los operadores diferenciales de primer orden. Este espacio vectorial
es isomorfo al espacio tangente, por lo que ambos suelen identificarse. En ese
sentido puede decirse que, para elementos a préximos de la identidad y al mas
bajo orden en las coordenadas, los operadores T, difieren del operador identidad

en (—1) veces un vector del espacio tangente a la variedad del grupo'®.

Consideremos ahora una representacién matricial de dimension r del grupo G,
la que puede ser entendida como una funcién a valores matriciales definida sobre

la variedad: D(b),Vb € G. Su trasladada por multiplicacién a izquierda por a es
(27.18) T,D(b) :== D(a™t - b) = D(a™1)D(b) = (D(a))~" D(b),

lo que nos provee de una representacion matricial para los operadores de tras-
lacién en términos de matrices constantes (independientes del punto b sobre la

variedad). En efecto,

T,T,D(c) = T,D(b~' - ¢) =T, (D)) "' D(c¢) = (D(b)) ' D(a™'-¢) =
(27.19)

(D))" (D(a)" D(¢) = (D(a- b)) D(¢) = TusD(c):

Para traslaciones infinitesimales, esto proporciona también una representacién
matricial para los generadores X,: por analogia con (27.17) escribimos
(27.20) (D(a))™" =1 —whX, + O(a?),
o bien, al mismo orden en «,
(27.21) D(a) =1 +1a"X, + O(a?),
donde ahora las X, son matrices constantes de dimensiéon r x r. Es decir,
las matrices que representan a elementos a proximos de e difieren de la matriz

16N 6tese que, por multiplicacién por un elemento fijo b € G, un sistema local de coordenadas
en un entorno de e es aplicado en un sistema local en un entorno de b. En consecuencia, el espacio

tangente a la variedad en cualquier punto b es isomorfo al espacio tangente en e.
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identidad (al més bajo orden en las coordenadas de a) en 2 veces un vector del

espacio lineal generado por las matrices X, u=1,2,...,n.

Consideremos, como antes, dos elementos a y b en un entorno de la identidad
e, con sus respectivas coordenadas, (al,....,a") y (3',...,4"). El elemento ¢ =
a-b-a~t b7 serd en general diferente de e (a menos que el grupo sea Abeliano) vy,
para o y B suficientemente pequenos, estard contenido en el mismo entorno de
e, pudiendo ser referido al mismo sistema local de coordenadas, ¢ — (y!,...,7™).
Tratandose de un grupo de Lie, las v* son funciones analiticas de o” y de (%,
pudiendo ser desarrolladas en serie de potencias:

I = U, 5) = A+ "B+ 3B
(27.22)
+a”3*C, " + a”a*D, ' + D’ + O(a, ).

Pero si tomamos a = e (a* = 0), entonces ¢ = e (y* = 0) para todo b (V(3).

Similarmente, con b = e (f* = 0), también tenemos ¢ = e (y* = 0) para todo a

(V). De ello resulta que
(27.23) Ar=B})=B)=D, ) =D "=0.

En consecuencia, las coordenadas de ¢ estdn dadas (al mas bajo orden) por
(2724) ’y‘u - Oéyﬂ)\cl/)\‘u + O(Oé, 6)37

donde las constantes de estructura, C ,”, son caracteristicas de la ley de com-
posicién del grupo en un entorno de la identidad (si bien, evidentemente, dependen
de la eleccién del sistema local de coordenadas).

Tomando a = b, resulta que ¢ = e, o bien v* = ¢* = (. Entonces, para coordena-
das o arbitrarias tenemos que a’a*C, " = 0, lo que significa que las constantes

de estructura son antistmeétricas en el primer par de indices,

(27.25) C,'=-C,"

Los elementos contenidos en entornos de la identidad de dos grupos de Lie lo-
calmente isomorfos estan en correspondencia biunivoca con el mismo conjunto
de coordenadas locales, y como localmente tienen la misma ley de composicion,
resulta que tienen las mismas constantes de estructura. Por lo tanto, las constantes
de estructura son una caracteristica del grupo de cubrimiento universal de

la clase a la que pertenece el grupo de Lie considerado.

Inversamente, se puede demostrar que dos grupos que tienen el mismo conjunto

de constantes de estructura son localmente isomorfos y, en consecuencia, ambos
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homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo. En ese sentido, las
constantes de estructura determinan localmente las propiedades del grupo en un
entorno del elemento neutro e, y ellas deben ser compatibles con las diferentes

propiedades globales de los grupos en esa clase.

Consideremos nuevamente la representacién matricial del grupo. Para los ele-

mentos a y b préximos de e podemos escribir

D(a) =1+ A,
(27.26)
D(b) =1+ B,
donde
A=1w"X, +0(a?),
(27.27)

B =18"X, + O(5?).
Sus inversas son

(D(a)) " =1—-A+ A%+ ..,
(27.28)
(D) ' =1-B+B*>+..,

y, en consecuencia,

(27.29) ={1+A+B+AB}{1-B+B*+...—A+AB+ A+ ..} =

=14+ (AB—BA)+..=1+C,
donde
(27.30) C =X, +...=1"3C ' X, + O(a, B)*.

Por lo tanto

C=[ABl+..=
(27.31)
za”ﬁ’\CM“Xu = -’ X, X)], Va, 3,

lo que implica que los generadores satisfacen el algebra de conmutadores
(27.32) (X, X, =—C,'X,,

cualquiera que sea la representacion del grupo considerada.
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Similarmente, si tomamos el producto T, = T,T,1,-1T,-1, a partir del desarrollo

(27.17) se puede demostrar que
(27.33) [XXA] —1C,,'X,,

(con un cambio de signo en el segundo miembro respecto de (27.32) - ver (27.17) y
(27.21)). Cabe senalar que en esta igualdad aparecen las mismas constantes de
estructura que en (27.32), a pesar de que los operadores diferenciales de primer

orden X ., tienen coeficientes dependientes de las coordenadas (Teorema de Lie).

Como los generadores X , constituyen una base del espacio tangente, la ope-
racién de conmutacién de (27.33) introduce en ese espacio una operacién bilineal,
antisimétrica y no asociativa entre vectores, que le confiere la estructura de un
algebra de Lie. El espacio vectorial generado por las matrices X, que satisfa-
cen las reglas de conmutacién de la ec. (27.32), constituye una representacién

matricial del algebra de Lie.

Como hemos dicho antes, el valor numérico de las constantes de estructura
depende de la eleccion del sistema local de coordenadas en un entorno de e. A
un cambio en el sistema de coordenadas, que haga que las nuevas coordenadas se

obtengan de las anteriores mediante una transformacion lineal homogénea,
a— (o) =AY,
(27.34)
b— (B =A"pB",
. * / o
le corresponde un nuevo conjunto de generadores, X/, con p = 1,2,...,n, que
también es una base del espacio tangente.

Los elementos del algebra de Lie pueden ser referidos a distintas bases de ese

espacio vectorial, de modo que un mismo vector puede ser escrito como
(27.35) ()" X) = a"X,,

lo que es cierto para todo a. Pero esto requiere que los generadores se transformen

CcOo1mo

(27.36) XA = X,

De ese modo tenemos, por una parte,

(27.37) [XA Xfﬁ} =10, X,
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mientras que, empleando (27.36), resulta
X %] = A, (X5, X] = am A C 0K
(27.38)
=1 CW"XU =1 CWUAPUX’[,.
Como los generadores X ., son linealmente independientes, se deduce que las cons-
tantes de estructura se transforman (frente a las transformaciones lineales de coor-

denadas como en (27.34)) como las componentes de un tensor dos veces covariante

y una vez contravariante,

(27.39) A AR CL =C N

1% o

La operacion introducida en el algebra de Lie no es asociativa, sino que satisface

las identidades de Jacobi,
(27.40) HX#X] ,Xp} + HXXP} ,f(u] + HX,,XH] ,X,,} —0,

igualdades algebraicas que se verifican facilmente desarrollando los conmutadores
segtin su definicién'’.

Reemplazando los conmutadores de los generadores, y teniendo en cuenta que
éstos son linealmente independientes, se obtienen las identidades de Bianchi

para las constantes de estructura,
(27.41) C.sC, +Cz°C, .+ Cm"Caﬁ” =0,
las que entonces no son todas independientes.

Introducimos ahora un conjunto de n matrices de dimension n x n, M,, cuyos
elementos son proporcionales a las constantes de estructura del grupo:
(27.42) (M,)) =1 C. .
El conmutador de dos cualesquiera de ellas esta dado por
(M, M, = (M) (M,),] = (M,)!(M,))] =

p a

(27.43)
-c,/c,’+¢C,rC,rl=cC,rC,=—C,r(M,)/,
17Las identidades de Jacobi,
0[5 0) = [5 [50) [ 5] 5]
tienen la misma forma que la derivada de un producto de funciones,
2 (gl = £l O TD

razén por la cual la operacion en el dlgebra de Lie también es la llamada derivada de Lie
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donde hemos usado las identidades de Bianchi.
En consecuencia, las matrices asi definidas constituyen una representacién ma-
tricial de los generadores del dlgebra de Lie del grupo, llamada representacion

adjunta,
(27.44) (M, M| = —1C,, M,

Evidentemente, la representacion adjunta contiene la misma informacién sobre la

ley de composicién del grupo que el conjunto de sus constantes de estructura'®.

Consideremos ahora una representacion matricial del algebra de Lie de G, en la
cual los generadores estén representados por matrices X, que satisfacen (27.32).

Las matrices correspondientes a elementos a préximos de e seran de la forma
(27.48) D(a(a)) =1 +10"X, + O(a?),

donde las o son las coordenadas de a correspondientes a esa eleccién de una base
para el algebra de Lie.
Consideremos, en particular, los elementos correspondientes a matrices de la

forma
T 1
(2749) 1 + ZN OZMXM + O(m),

donde los o son parametros finitos dados, 7 toma valores continuos y N > 1.

Estos elementos pueden ser multiplicados por si mismos N veces para alcanzar

1856 define la forma de Killing de un algebra de Lie como la matriz simétrica cuyos elementos

estan dados por
(27.45) guv =tr{M, M} =—-C,LC,5* =g, ,.

Se puede demostrar que un dlgebra de Lie es semi-simple (es decir, que corresponde a un
grupo de Lie que no contiene subgrupos de Lie invariantes que sean Abelianos - ver Seccién 34)
si y s6lo si su forma de Killing es regular (es decir, si det g # 0). En esas condiciones, su inversa
existe y satisface g, 0g*" =9,”.

Las nuevas constantes definidas por
(2746) Cp.l/)\ = C#yp Gox = — Cyup Cpaﬁ C)\ﬁa

son totalmente antisimétricas en sus tres indices. En efecto, empleando las identidades de Bianchi

resulta que
(27.47) Cur={C,lC,  + C,rC,P}C\g =itr{M, M, My — M, MyM,},

donde el segundo miembro es antisimétrico debido a las propiedades de invarianza ciclica la traza.
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otros que (para N grande) estardn alejados de e y representados por matrices
T 1 N
(1 +is ot X, + O(m)> =
(27.50)

-
1—at X "
e N 7" (1+0() =T X (14 0(L))
En el limite N — oo obtenemos la matriz
(27.51) D(a(ra)) := T Xu,

relacién que puede ser entendida como la asignacion de los n parametros Ta# al
elemento que denotamos por a(Ta) € G.

Como el parametro 7 es arbitrario, vemos que cada recta que pasa por el origen
en el algebra de Lie (espacio tangente a la variedad en e) es aplicada en elementos

de G que satisfacen

D(a(ra))D(a(ra)) = 1" Xy 120" Xy
(27.52)
T +72)0" Xy — pa(ma))D(a(nia)).

Y como eso vale para toda representacién matricial de G (incluso para las repre-
sentaciones fieles), los elementos que hemos identificado como a(ra) (con o fijo

y para todo T) pertenecen a un subgrupo Abeliano unidimensional de G.

Puede demostrarse que todo elemento de un grupo de Lie conexo compacto GG
pertenece a un subgrupo Abeliano unidimensional de G. Por lo tanto, la matriz
que lo representa en una dada representacion matricial del grupo siempre se puede
obtener por exponenciacién de un elemento (de la representacién matricial) del
algebra de Lie.

En particular, por exponenciacion de vectores en la representacion adjunta del
algebra de Lie obtenemos las matrices de la representacion adjunta del grupo

GG considerado,
(27.53) Dagila(ral, ..., ram) = et T My,
que en general no es una representacion fiel de G.

Notese que para cada subgrupo de Lie unidimensional compacto la curva des-
crita sobre la variedad de G por los elementos de la forma a(ra) debe ser necesa-
riamente cerrada. Dicho de otro modo, las matrices D(a(7«)) deben ser funciones
periddicas de 7 para toda representacion del grupo G. Las representaciones fieles

de G permiten determinar el rango de valores que toma el pardmetro 7, mientras
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que para las que no lo son, en general, las matrices D(a(7«)) se repetirdn sobre

ese rango.

En el caso de grupos de Lie conexos no compactos, existen elementos que
no yacen sobre ningun subgrupo Abeliano unidimensional, como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo: Consideremos el grupo conexo SL(2,R). Este es un grupo no compacto,

ya que contiene matrices de la forma

(27.54) M(r) = 1,
,
cuyo determinante es det M (r) = 1 para todo r € R\ {0}, conjunto no compacto
sobre el cual M(r) no es periédica.
Si M € SL(2,R) se puede escribir como M = exp(A), la condicién det M = 1

implica!® que tr4 = 0. Por lo tanto

(27.59) A= ( ¢ _b ) ,

su determinante es

(27.60) det A = — (a*+bc) ,
y su cuadrado es

(27.61) A? = (—det A) 1,.

1961 M es una matriz (regular) de un grupo de matrices conexo, es posible trazar una curva
continua sobre la variedad del grupo, M(t) (que supondremos diferenciable), tal que M(0) =1
y M(1) = M. Podemos escribir

(27.55) M(t+6t) = M(t)+0M(t) = M(t) (L + M ' (t)0M(t)),
y para su determinante
det M (t + 6t) = det M (t) det (1 + M1 (t)oM(t)) =
(27.56)
det M(t) (1 + tr [M~H(t)SM )] + ... ),
a menos de términos de orden superior en M (t). Pero entonces,

dM (t)
dt

(27.57) % Indet M(t) = tr [M‘l (t)

Y como Indet M(0) = 0 = trln M(0), resulta que

d
} = %trlnM(t).

(27.58) Indet M = trln M.



Algebras y grupos de Lie 87

De esto se deduce facilmente que

sinh(v/—det A)

(27.62) M = A = cosh(vV—det A) 1, + Nerr

A,

de modo que su traza

(27.63) trM = 2 cosh(v—det A).

Como A es una matriz real, det A € R, y en cualquier caso trM > —2.
Pero, como hemos senialado antes, existen en SL(2,R) matrices M (r) como en

(27.54), con r > 2, cuyas trazas son

(27.64) trM(r)=—r—1/r < =2,

y que, por lo tanto, no son de la forma A

No obstante, M (r) puede ser escrita como®

"= — r 0 _ 6Z7T0'261H(7“)0'3
(27.66) M) = —1, ( 0 1 ) ,

donde ambos factores en el miembro de la derecha son elementos del grupo SL(2, R),

puesto que son exponenciales de matrices reales y de traza nula.

Este resultado refleja el hecho de validez general de que todo elemento de un
grupo de Lie conexo no compacto puede ser representado como el producto de
un nimero finito (y pequeno) de elementos que yacen sobre subgrupos Abelianos
unidimensionales. En consecuencia, las matrices de una dada representacién del
grupo pueden ser obtenidas como producto de un nimero finito de exponenciales

de elementos en la correspondiente representacién del dlgebra de Lie del grupo.

De ese modo, el conocimiento de una representacion matricial del dlgebra de Lie
de un grupo de Lie conexo permite reconstruir (mediante la aplicacién exponencial)

la correspondiente representaciéon matricial del grupo.

20Esta matriz también puede ser escrita como una tnica exponencial de la forma

_ amos In(r)os _ mos + 1n(r)os
(27.65) M(r)=e e e

)

pero en este caso el exponente no es una matriz real, y por lo tanto no es el producto de 2
por un elemento del dlgebra de Lie de SL(2,R).
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28. ALGEBRAS DE LIE DE LOS GRUPOS SU(2) Yy SO(3)

Consideremos la representacién fundamental del grupo SU(2). Sus elemento
son matrices unitarias de determinante igual a 1. Siendo un grupo de Lie conexo
compacto, todos sus elementos pueden escribirse como exponenciales de vectores

en el algebra de Lie,

U =t
(28.1) Ut — et AT gt oA L gt g

IndetU =trlnU =2tr A = 0.

Por lo tanto, el dlgebra de Lie de SU(2) es el espacio vectorial de las matrices de
2 x 2, autoadjuntas y de traza nula. Su dimensién es 3 (igual a la dimensién de
SU(2)).

Una base conveniente para ese espacio esta compuesta por las matrices de

Pauli,

28.) 0 1 0 — 1 0
. o1 = 70- - 70- = Y
! 10 2 .0 ’ 0 —1

que satisfacen
(283) O’;LIO']C, tI'O'k:O, 0i0; :61']' 12+Z€ijk0k7

donde el simbolo €;;;, es totalmente antisimétrico, con €123 = 1.
Suele tomarse como generadores a X = 0 /2 de modo que, por célculo directo,

se obtienen (para esa eleccién) las constantes de estructura?,

g; O'j O k
(28.7) [57 3} = ek = Cij" = —¢€iji-
21Los generadores en la representacién adjunta (ver (27.42)) de SU(2) son las matrices cuyos
elementos son (M;);, = ZCU’“ = —1€jk,
0 0 -1 0 1
(284) My=—|0 0 1|, Mo=—| 0 0 Ms=—| -1 0 ,
-1 0 10 0 0
las que también satisfacen
(28.5) [Mi,Mj] = 1€k Mk.

Por otra parte, para esta eleccion de generadores la forma de Killing se reduce a
(28.6) Gij = — €ikl €51k = 204j.

Como g;; es regular, SU(2) es semi-simple.
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Cada elemento en el dlgebra de Lie (combinacién lineal de las 0/2) genera un
subgrupo Abeliano unidimensional. Tomemos un vector 7 € R3, tal que nin' = 1,

y llamemos & = n'o;. Su cuadrado es
o 1 . . 1 . .
(28.8) 6% =n'n? 0,05 = §nzn7 {0/,0;} = §n’n] 20i; 15 = (1)* 15 = 1.

Entonces, empleando el desarrollo en serie de la exponencial, resulta de inmediato

que las matrices en el subgrupo Abeliano generado por & son de la forma

Ql‘i— 1 QA
cos (5 ) Latusin{ o) o

Estas son funciones periédicas de la variable 6, de periodo 4w, para todo n (es

(28.9) Uh) =e

decir, para toda recta que pasa por el origen del dlgebra de Lie), lo que refleja el
hecho de que SU(2) es compacto. En particular,

) 141 — A R
(28.10) Uldrn)=e 2 =cos > 1, =1, =U(0n),

para todo n.
En esas condiciones, podemos describir la variedad (simplemente conexa) del
grupo SU(2) como los puntos de una esfera de radio 2w en R3, con todo su borde

identificado con el elemento —1,. En efecto,

12T — 2
(28.11) U@ri)=e 2 =cos (g) 1o = —1,

para todo n. En esta variedad, los subgrupos Abelianos unidimensionales corres-
ponden a didmetros de la esfera (que son lineas cerradas, ya que conectan dos

puntos sobre el borde de la variedad).

El grupo SU(2)/Z>, homomorfo a SU(2), tiene por elementos a los cosets
UZy ={+U,-U}, con U € SU(2). Dado que

(28.12) —U@n)=U2r(—n)) U@n)=U(2r —0)(—n)),

vemos que la variedad del grupo SU(2)/Zy puede ser descrita como una esfera de
radio 7 en R?, con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identifica-
dos entre si . En efecto, las matrices correspondientes a puntos diametralmente

opuestos pertenecen al mismo coset,
(28.13) Ulrn)=UQR2rna)U(r (—n)) = =U(r (—n)),

y consecuentemente corresponden al mismo elemento de SU(2)/Zs que, de ese

modo, resulta doblemente conexo.
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Consideremos ahora el grupo SO(3), de matrices ortogonales de 3 x 3 de deter-
minante 1. Siendo un grupo (doblemente) conexo compacto, todos sus elemento
yacen sobre algin subgrupo Abeliano unidimensional, y pueden ser representados
como la exponencial de 2 veces un vector del algebra de Lie de este grupo. Si

R= eA, entonces
R=eA =Rl Ao a=_4
(28.14)
Indet R=trlnR=trA=0.

Es decir, el dgebra de Lie de SO(3) es el espacio vectorial de las matrices reales
antisimétricas (y, en consecuencia, de traza nula) multiplicadas por —i. Se trata
de un espacio de dimensién 3 (igual al nimero de pardmetros independientes del

grupo SO(3)), en el que podemos adoptar como base el conjunto de matrices

0 00
X1 = —1 0 01 s
0 -1 0
0 —1
(28.15) Xo=—1| 0 0|,
1 0
01
X3 =1 —1 )

(coincidentes con los generadores de SU(2) en la representacion adjuntal, ver
(28.4)) de modo que A = 1a* X}
Las constantes de estructura de SO(3) correspondientes a esta eleccién de ge-

neradores se obtienen facilmente por calculo directo de los conmutadores
(28.16) (X, X;] = veijne X,

de modo que también para este grupo resulta que

(28.17) C,; = —€jjk-

Estas constantes de estructura son idénticas a las antes obtenidas para SU(2),
de modo que estos dos grupos son (localmente) isomorfos en un entorno de la
identidad. Entonces SU(2), simplemente conexo, es el grupo de cubrimiento

universal de la clase de grupos localmente isomorfos a la que pertenece SO(3).
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Cada subgrupo Abeliano unidimensional de SO(3) contiene las matrices de la

forma R(0n) = ewX, donde X = n*X), con 7 un vector unitario en R3. Por

ejemplo, para n* = §*3, es facil verificar que

100
(28.18) (Xs)’=101 0 |, (X3)°=X;
000
Entonces,
(28.19) R(0 &) = 953 = 1, 1+ isin(0) X3 + (cos(8) — 1) (X3)2.

En particular, R(27 ng) = 13 = R(07n3).

La matriz R(6n3) es una funcién peridédica de 6 de periodo 27, y lo mismo se
verifica para R(6n) cualquiera que sea el vector unitario 7 € R3. De ese modo, la
variedad del grupo SO(3) puede ser descrita como una esfera de radio 7 en R3,
con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre si. En

efecto,
(28.20) R(rn) = R2rn)R(r (—n)) = R(rw (—n)),
siendo SO(3) doblemente conexo.

En resumen, SO(3) es localmente isomorfo a SU(2); pero mientras que éste es

simplemente conexo, el primer grupo de homotopia de aquél es
(28.21) I, (SO3)) = Zy =~ 11, (SU(2)/Zs) .

Dado que el centro de SU(2) es isomorfo a Zy, SO(3) sélo puede ser globalmente
tsomorfo a SU(2)/Z,.

En consecuencia, SO(3) es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo de nicleo
{15, —12} = Z,. Las representaciones de SU(2) serdn, en general, representa-

ciones proyectivas (bivaluadas) de SO(3). Sélo aquellas para las cuales
(28.22) D(-U)=D(U),VU € SU(2) = D(—13) =1, = D(1,)

son representaciones ordinarias de SO(3).

29. ALGEBRAS DE LIE DE OTROS GRUPOS DE MATRICES

Las representacién fundamental de cada uno de los grupos de matrices que hemos
definido ofrece una representacién matricial (fiel) para el dlgebra de Lie de
esos grupos, a partir de la cual es posible deducir la operacion entre vectores del

algebra de manera similar a como fue hecho antes para SU(2) y SO(3). Para ello,
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A

representamos elementos del grupo como M = e* y establecemos, en cada caso,
las condiciones que debe satisfacer la matriz A.

Por ejemplo, para GL(n,R), grupo lineal de matrices (regulares) reales de n x n,
A toma valores en el espacio lineal de las matrices reales n x n. Una base de ese
espacio vectorial estd dada por las matrices cuyos elementos son todos nulos salvo

uno, tomado igual a 1:
(291) Ekl = |k> <l| = ék (él, ) = (Ekl)rs = 5]{37"5157

donde los é;, k= 1,2,...,n forman una base ortonormal de R", (k|l) = (é, &) =
Okl

Existen n? de tales matrices, que pueden ser tomadas como generadores. De ese
modo, el dlgebra de Lie de GL(n,R) (y, por lo tanto, también el grupo GL(n,R))
es de dimensién n?.

Para determinar las constantes de estructura asociadas con esta eleccion de

generadores hay que calcular sus conmutadores. Teniendo en cuenta que
(29.2) EwE,.s = |k) (l|r) (s| = o |k) (s],
resulta de inmediato

(293) [Ek:l’ Ers] = 5lrEks - 6skErl-

Para obtener matrices de GL(n,C) serfa necesario considerar combinaciones li-
neales complejas de los Fj;. Pero como debemos describir a los grupos de Lie en
términos de paramentros reales, mas bien debemos duplicar el niimero de generado-
res introduciendo nuevas matrices, definidas como E}, = 1Ey,, en lo que se conoce
como la complexificacién del dlgebra de Lie de GL(n,R). En consecuencia, el
grupo GL(n,C) tiene dimensién 2n?.

Para obtener el resto de las constantes de estructura, se deben calcular los
conmutadores

(B, Erg) = +01- B} — st By,
(29.4)
(B}, Bl = =61 Eys + 0s1.Ery.

Si se trata del grupo SL(n,R), subgrupo unimodular de GL(n,R), sus ele-
mentos son matrices reales de determinante 1. Entonces, si M = eA, Indet M =0
implica que A tiene traza nula, trA = 0.

Los generadores de este grupo son combinaciones lineales de los generadores
de GL(n,R) con traza nula. Para k # [, trEy = 0, pero trEy; = 1. Entonces
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se pueden mantener los primeros, pero es necesario tomar combinaciones de los
generadores diagonales que tengan traza nula. Por ejemplo, se puede tomar como

base del algebra de Lie de SL(n,R) al conjunto de generadores

Ekl) k 7£ la
(29.5)
(Ekk - Enn) y k= 1, 2, N — 1,
lo que corresponde a una dimensién dim SL(n,R) = n? — 1. Similarmente,

dim SL(n,C) = 2(n* — 1).

Para los grupos unitarios, con U = eZA, la condicién Ut = U~! implica AT =
A. Es decir, el dlgebra de Lie de U(n) es el espacio vectorial de las matrices
autoadjuntas de n x n. Sus generadores son combinaciones lineales autoadjuntas
de las matrices Ej;. Teniendo en cuenta que E], = (|k) (D' = 1) (k| = Ey, vemos

que una eleccion posible es

My, = Ey + B, k>,
(29.6)
Nu=1(Ey—Eyg), k>1,

de donde resulta que dimU(n) = (n +n(n —1)/2) + n(n — 1)/2 = n?. Las corres-
pondientes constantes de estructura se calculan facilmente a partir de (29.3)%2.

Para el grupo SU(n) se debe imponer ademas la condicién de que los generadores
tengan traza nula, lo que requiere tomar, por ejemplo, las combinaciones de los
generadores diagonales My, — M,,, con k = 1,2,....n — 1. De ello resulta que
dimU(n) = n? — 1.

22por ejemplo, para el grupo U(2) tenemos

My =09 + 03, Moy =00 — 03,
(29.7)

My = o1, Noy = 02,

donde oy = 1. Pero también podemos tomar como base del dlgebra de Lie de U(2) directamente

a 0g,01,02,03, cuyos conmutadores son

[0i,05] = 21€ijk Ok,
(29.8)
[O’i,O'()} = 07 1= 1,2,3.

Esta dlgebra se separa en dos subdlgebras que conmutan entre si, lo que refleja el hecho de que
U(2) =U(1)®SU(2), de modo que el grupo no es semi-simple y su forma de Killing es singular:
gop = tr{Mo M, } =tr{OM,} =0, para p=0,1,2,3.
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Para los grupos ortogonales, si R = eA, la condicién R = R~! implica A' = — A,
de donde resulta que el dlgebra de Lie de SO(n) es el espacio lineal de las matrices
reales y antisimétricas de n x n, multiplicadas por (—:). Sus generadores pueden

ser tomados como
(299) Ny =1 (Ekl — Elk)> k > l,

de modo que dim SO(n) = n(n — 1)/2. Las constantes de estructura se calculan

tomando los conmutadores de los generadores y empleando (29.3).

30. MEDIDA DE INTEGRACION INVARIANTE

Las relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito, asi como la equi-
valencia de toda representaciéon con una representacion unitaria, se demuestran
haciendo uso de la siguiente propiedad de las sumas sobre los elementos del grupo:
(30.1) D (g b = w(d), VheG.

geG g'eq
Para sumas parciales, sobre subconjuntos de G, se tiene
(30.2) Yo WUlgnh= ) wlg) VheG.
geSCG g'eS-h~1cqG

De existir una propiedad similar para el caso de los grupos continuos, las sumas
deberian ser consideradas como integrales sobre la variedad, con una medida de
integracion que dé cuenta de la densidad de elementos del grupo alrededor de
cada punto,

(30.3) | du@vgn= [ dutg)et),
Sca S-h—1cG
Pero, cambiando de wariable de integracion en el miembro de la izquierda,
g — ¢ - h, también resulta
(30.4) [ duyita vy = [ duly 0 tg)
Nae S-h=1cG

Las igualdades (30.3) y (30.4) deberian valer V.S C G, Vh € G, y para toda

funcién 1 (g) definida sobre el grupo, de modo que la medida de integracién sobre

la variedad deberia ser invariante por multiplicacién a derecha,
(30.5) du(g - h) = dulg), Vg,h € G.

Es decir, para el caso de grupos continuos se podran demostrar propiedades
similares a las que valen para grupos de orden finito siempre que se pueda construir
una medida de integracién invariante por multiplicacién a derecha (que

satisfaga (30.5)), tal que su integral sobre la variedad del grupo sea convergente.
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Esta invarianza de la medida refleja el hecho de que la multiplicacién a derecha
por h establece una relacién biunivoca (dada la existencia de h™! € G) entre los

elementos de un entorno U, de g y los de la imagen de ese entorno, Uy.j,.

En el caso de grupos de Lie, una vez establecidos sistemas de coordenadas locales
sobre la variedad del grupo, la medida de integracion en el punto g puede ser

referida a sus coordenadas [*,

(30.6) du(g) = p(B) d"B.

Entonces, la densidad de elementos p(3) debe tener en cuenta la variacién
que sufre el volumen de S, cuando se lo multiplica a derecha por h para obtener
Sg.h, y €sa variacién puede ser determinada a partir de la ley de composicién en el
grupo.

En efecto, sea a un elemento préximo de la identidad, que tiene asignadas coor-
denadas o en un sistema para el cual las coordenadas de e son ¢* = 0 , y sea un
segundo elemento b de coordenadas (3*. Las coordenadas del producto ¢ = a - b,
v = ¢H(a, B), son funciones analiticas de a*, de modo que
(30.7) P B = (—a¢gf; ﬁ))

En consecuencia, la relacion entre un volumen elemental alrededor de e y su imagen

o’ + O(a)?.

a=0

por multiplicacién a derecha por b esta dada por

ng — 9¢#(a, B)
(30.8) dﬁ—‘det( Yo )

d"a,

a=0

donde det <%) ‘a:O # 0 (ver (27.14)).
Entonces, tomando g = by h = b~" en (30.5) y (30.6), tenemos para una medida

invariante a derecha

dp(b-07") = dule) = du(b) =

9¢" (e, B)

(30.9)

p(0)d"a = p(B)d"B = p(B3) d o,

a=0
de donde resulta que
~1

(30.10) % = ‘det (.&bg (;J ﬁ))

Esta densidad de elementos, determinada a menos de una constante multiplicativa,

a=0

permite construir una medida de integracién invariante a derecha.
La integral de esta medida invariante sobre una region de la variedad del grupo

de Lie considerado permite definir un volumen invariante a derecha para dicha
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region. En particular, el volumen invariante a derecha de (toda) la variedad de un

grupo de Lie compacto es finito.

En todo grupo de Lie puede construirse de manera similar una medida de
integracion invariante por multiplicacién a izquierda, que distinguimos de
la anterior introduciendo los subindices R o L segun el caso.

La densidad de elementos que aparece en la expresion de la medida invariante

a izquierda esta dada por

dur(b) = pr(3) d" B,
(30.11)

-1

D) |y (20,0

a=0

En ambos casos suele definirse pr(0) = 1 = pg(0).

En principio, las medidas invariantes a derecha e izquierda son diferentes. Sin
embargo, en ciertos casos (como el de los grupos de Lie compactos) resultan
ser iguales.

Si trasladamos un volumen elemental tomado alrededor de e, primero por mul-
tiplicacién a derecha por b y luego por multiplicacién a izquierda por b=!, en
general no se vuelve a la regién de partida, sino que su imagen tendrd un volumen

distorsionado por un factor de amplificacion. En efecto,

d"a = dug(e) = dug(e-b) = pr(B)d" 3 =

o (2o (2o
(s 10 = (G e = (G )

es decir,

(30.13) d"a) = <Z;—Eg;) d"o = f(B) d"a.

Si sobre el elemento de volumen resultante se realizan nuevamente las traslacio-
nes, a derecha por by a izquierda por b1, el volumen resultante aparecers corre-
gido por el factor de amplificacién (f (ﬁ))z, y en general, tras realizar N veces esa

operacion,

(30.14) o™ = (f(3)N da.
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Pero, dada la asociatividad del producto en GG, ese factor es también el que corres-
ponde a la traslacién a derecha por b y a izquierda por b= .

Notese que para todo N finito, esa transformacién es inwversible, siendo su
inversa la multiplicacién a derecha por b= y a izquierda por b", a la que eviden-
temente corresponde el factor de amplificacién de volumen (f(3))™".

Ahora bien, si f(3) > 1 entonces (f(3))" resulta mayor que cualquier niimero
positivo con sélo tomar N suficientemente grande. Pero eso no es posible en un
grupo de Lie compacto, puesto que la transformacion ha de ser inversible para
todo N y el volumen de la variedad en ese caso es finito. En efecto, si f(3) > 1
en un abierto de volumen finito sobre la variedad, el volumen de la regién imagen
superaria al de la variedad toda con sélo tomar N suficientemente grande, y en
ese caso la transformacién no seria biunivoca.

Con un razonamiento similar se muestra que f(/3) no puede ser menor que 1.
Por lo tanto f(3) = 1, lo que implica la igualdad de las medidas invariantes

a derecha e izquierda para todo grupo de Lie compacto,

(30.15) p1(8) = pr(B) = dpu(b) = dur(b), Vb € G.

El volumen invariante de un grupo de Lie compacto se define como la integral

de la medida invariante (tanto a izquierda como a derecha) sobre su variedad,

(30.16) VIG] = /Gdu(g) < 0.

Estos resultados permiten mostrar, en particular, que toda representacion
matricial de un grupo de Lie compacto es equivalente a una represen-

tacion unitaria.

31. MEDIDA INVARIANTE PARA LOS GRUPOS SO(3) Y SU(2)

Para calcular la medida de integracién invariante sobre el grupo SO(3), primero
notemos que su variedad (una esfera maciza de radio m en R® con los puntos
diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre si) es simétrica frente
a rotaciones. Dos rotaciones en un mismo dngulo son conjugadas una de la
otra, siendo el elemento que las relaciona la rotacién que lleva el eje de rotacion
de la primera a coincidir con el de la segunda. De ese modo, la densidad de
elementos de SO(3) alrededor de una rotacién particular dependera del angulo
de la rotacién, pero no de la direcciéon de su eje de rotacion.

Entonces, sin pérdida de generalidad, consideraremos la medida de integracion

alrededor del elemento b — R(fé3) = ¢'? X3 Para ello debemos trasladar por
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multiplicacién a derecha por la matriz

cosf sinf 0
(31.1) ROes) =€ 0% = | _sing cosd 0
0o 0 1

elementos proximos de la identidad que tienen la forma

1 3 —Q9
k
(31.2) a— S =Xk = —az3 1 o + O(a)?.
(6] —Q 1

Tenemos entonces

R = SR(O&)=e0Xs 4
—az3 sin 6 o3 cos B —Qg
(31.3)

—a3 cos B —a3sin 6 ay +0(a)?,

a1sinf + agcos —aycosf + agsind 0
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donde R’ también puede escribirse de la forma?3

(31.7)
R =t (p1 X+ 0o Xo+ (03 +0) X3) — 20 X5 4

—(p3sinf 3 cos 0 —py (L2021 — (sl
—p3cosb —p3sind 1 HBE — (py (csB=1)
—py (980=1) + S8 o I, (SmB-1) 0
+0(p)>.

Entonces, a menos de términos de orden (a)?,

Y3 = Q3

(31.8) .
2sinf/2 [ cosf/2  sinf/2 o1\ [ o
0 —sinf/2 cosf/2 oo )] \aw )’

de donde resulta que

¥1 aq
(31.9) po | =M@O) | a2 |,
¥3 as
siendo
cosf/2 —sinf/2 0
0 .
(31.10) M) =——— | sin#/2  cos6/2 0
2sin/2 2sin 62
0 0 0
23'].’éng8use en cuenta que, para nipng = 1,
0 ns —TMN9
(31.4) nE Xy = —1 —ng 0 nq )
ng  —nNi 0
(n2)? + (ns)? —ning —ning
(31.5) (ng Xz)* = —n1ns (n1)? + (n3)? —ngng =13-n®n,
—ninsg —MNa N3 (n1)% + (n2)?

¥y que

(31.6) (nka)le()i (nka)g =np Xk.



100 H. Falomir

En consecuencia, la densidad p(#), que sélo depende del dngulo 6, estéd dada por

el Jacobiano de esa transformacion,

1 4sin?(6/2)
31.11 0) = = Vn.
(31.11) pl) detM(G)‘ ZE
La medida invariante puede escribirse como
(31.12) duso) (R(O7)) = p(6) 67 dO dQy = 4sin®(0/2) db dS2s,

donde df)5 es el elemento de integracion sobre la esfera Ss.

El volumen invariante de este grupo es

VI[SO(3)] z/ﬁ/ 4sin®(0/2) d d2y =
(31.13) b

1 — 0
= 167?/ ﬁd@z&r?
0 2

Para hallar la medida invariante para el grupo SU(2), tengamos en cuenta que
SO(3) =~ SU(2)/Zy, y que su variedad es una esfera en R?® de radio 27 con su
borde identificado con el elemento —15.

Por lo tanto, para f < 7 la medida invariante de SU(2) coincide con la de SO(3),
siendo entonces sélo funcién de 6. Pero como los elementos de SU(2)/Zs son cosets
de la forma {U, —U}, y estdn en correspondencia biunivoca con los elementos de
SO(3), la medida de integracién alrededor de —U(6n) = U((2r — 0)(—n)) debe

ser la misma que alrededor de U(fn). En consecuencia, para 6 > 7
dp(U(07)) = dp(U((2m — 0)(=n))) =
(31.14)

or — 0\
:4(sin< ”2 )> d6 dQs = 4sin?(6/2) df d2s.

Por lo tanto, la medida de integracién invariante (tanto a izquierda como a

derecha) sobre el grupo SU(2) estd dada por
(31.15) dugsuey (U(0R)) = 4sin®(0/2) d6 dQ,, 0 < 0 < 27,
y el volumen invariante de este grupo es

VI[SU(2)] = /027r /524sm2(9/2) do dQy =

(31.16)
27 _
- 1677/ L=cost i 16n2.
O 2
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32. REPRESENTACIONES UNITARIAS IRREDUCIBLES DEL GRUPO SU(2)

Como SU(2) es un grupo de Lie compacto, toda representacién matricial es
equivalente a una representacion unitaria. Entonces, basta con considerar represen-
taciones matriciales del dlgebra de Lie de SU(2) cuyos generadores sean matrices

autoadjuntas. En efecto, si las matrices J, satisfacen
J =T, k=1,2,3,
(32.1)
[Ji, JJ] = Zeijk Jk, Vi,j, k,
entonces las matrices de la representacion (obtenidas mediante la aplicacién expo-

nencial) son unitarias,
k1t krt
D (Uwﬁ))rr _ [ezen Jk] — 1O gy, _
(32.2)
k
e 9k — D (U0R)Y, YU(OR) € SU(2).
Por otra parte, el operador de Casimir®! J? := (J;)? + (J;)? + (J3)? conmuta
con los generadores,
(32.5) (32, ;] = J; [ i, Jj) + [in Jj) i = veijn (Jidi + e i) = 0,

por lo que J% (= (J%)) conmuta con todos los elementos de la representacién

matricial considerada,
k
(32.6) {J%w" Jk} — 0, V0,7

En consecuencia, si se trata de una representacion #rreducible, el Lema de Schur

requiere que sea proporcional a la matriz identidad,

(32.7) J? = )1,

donde el valor de A (> 0 puesto que J? es suma de cuadrados de matrices autoad-
juntas) caracteriza la representacion.

24Casimir ha mostrado que toda dlgebra de Lie semi-simple posee un invariante fundamen-

tal cuadratico dado por
(323) K :gHVXp Xm
donde g"¥ es la inversa de la forma de Killing. En efecto,

(K, X\ = g" [Xu, Xa] Xo + 9" X, [X), X0 =
(32.4)
= — Cp)\o q°f gtv (Xp X, + X, Xp) =0,

dado que las constantes C,,\, son totalmente antisimétricas.
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Se trata entonces de construir el espacio de representacion correspondiente a
una representacién unitaria irreducible, caracterizada por un autovalor de J? que,
por conveniencia, escribiremos como A = j(j + 1), con j > 0.

Podemos elegir una base para ese espacio formada por autovectores simultaneos

de J? y de J5%°,
Fim) =G+ 1)[im),
(32.8)
J3[jm) =m|jm),

que supondremos normalizados, (jm’'|jm) = 0, m (donde hemos empleado la
notacién de Dirac para vectores y formas lineales).
Tomando las combinaciones J1 = J; 4 1.J5, las reglas de conmutacién (32.1) se

reducen a

[J37 Ji] == :I:szy
(32.9)
[, J ] = 25,

mientras que por calculo directo resulta que

J_Jp =32 = J5(Js+1)

(32.10)
JyJ == J(J3—1).
Entonces,
JJiljm) ={i(G +1) —m(m+1)}[jm),
(32.11)

Jiod-|jm) ={j(j +1) —m(m —1)}[jm).
Teniendo en cuenta que (J1)! = Jz, las anteriores igualdades implican que

I Ty lim) |IP= Gm| J-Jy |jm) = (G —m) (j +m+1) 20,

(32.12)

|- 1jm) IP= Gml Jod-|jm) = (j+m)(j —m+1) >0,
de donde
(32.13) (72 =m?) (G +1)?—m?) >0.

25E] rango de un dlgebra de Lie es el méximo nimero de generadores que conmutan entre si.

En el caso del grupo SU(2) el rango es 1, de acuerdo a la ec. (32.1).
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Esas desigualdades son satisfechas sélo si j2 > m?, es decir, si los autovalores
de J3
(32.14) —7<m<j.
Por otra parte, de (32.9) resulta que
(32.15) Js (Jeljm)) = Jx (Js £ 1) [jm) = (m £ 1)Jx[jm).

Por lo tanto, por aplicacién del operador J; (J_) al vector |j m) resulta un nuevo

autovector de J3 con autovalor aumentado (disminuido) en 1:

Teljm) ={(j =m) (G +m+ D} (m + 1),
(32.16)
J-|jm) ={(G+m) (j —m+ D} [j(m - 1),
donde los factores de proporcionalidad han sido fijados de acuerdo con (32.12).

Pero como m no puede tomar valores superiores a j, debe existir un valor maximo

para el autovalor de J3, —7 < M < j, tal que
(32.17) Ji|j M) =0,
de modo que

[T li M) P=0G - M)+ M+1)=0
(32.18)
= M =j.
A partir de ese vector, por aplicacion de J_, se puede generar el resto de los

vectores de la base del espacio de la representacion,
(32.19) (J)"|gM) ~ |j (M —n)), conn € N.

Pero este espacio es de dimension finita (por tratarse de una representaciéon
matricial) y, como hemos visto, los autovalores de J3 deben ser mayores que —j.

Esto significa que ese proceso debe terminar para algtin entero n > 0, es decir,
(32.20) J_|j(M —n))=0.

[gualando la norma de este vector a cero,

(32.21) [T |j (M =n)) [P= (G +M—=n)(j—M+n+1)=0,
obtenemos M = j =n — j. Es decir, j =n/2, con n € Z™.

En consecuencia, el espacio de la representacién unitaria irreducible de SU(2)
caracterizada por el semientero j = n/2, conn =0,1,..., estd generado por los

vectores {|jm), m=—j,—j+1,...,5 — 1,7}, siendo su dimensién n+1 = 25 + 1.
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Referidos a esa base, los generadores tienen por elementos de matriz a

(G| I [jm) = 5(j + 1) O ,m,

(gm'| J3|jm) = mop m,
(32.22)
G| Ty [gm) = {(G —m) (G +m+ 1)} 6 mp,

G| J-[jm) = {(G +m) (G —m+ D} G o1

Por lo dicho anteriormente, vemos que es posible construir representacio-

nes irreducibles del grupo SU(2) de cualquier dimension.

Para j = 0, la dimension del espacio de representacion es 25+1 = 1, las matrices
que representan a los generadores son todas nulas, y se obtiene la representacion

trivial del grupo.

Para j = 1/2, la dimension es 2j + 1 = 2, los generadores estan dados por

3(1 0 1/1 0 0 1
32.93 2 =2 Jy= = = |
(32.23) 4(01) 3 2(0—1) - (oo)

es decir,

1 1 1
(32.24) Jy = 5L Jo = 302 J3 = 303

y se obtiene la representacion fundamental del grupo.

Para j = 1, la dimensién es 2j +1 = 3, J* = 213, v los generadores estdn dados

por
10 0 0 vV2 0

(32.25) Js=100 0 |,Jr,=]0 0 v2 |,
00 —1 0 0 0

obteniéndose una representacion equivalente a la adjunta®.

26En efecto,

(32.26) Js=A"1X3A, con A=
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En el caso general, J; = diag(j,j — 1,...,—7 + 1, —j). Entonces, la matriz que

corresponde al elemento —1, € SU(2) se expresa, por ejemplo, como

D(U(2més)) = 2™ /3 =

g ..

(32.27) _ diag <€Z27Tj, e’LQﬂ'(j — 1) .,6227{0 — 2j + 1),6227T(j — 2])) _

_ 6227Tj Loji1.

En esas condiciones (ver (28.22)), las representaciones unitarias irreducibles de
SU(2) son representaciones ordinarias de SO(3) sélo si e2TJ = 1, es decir,
solo st j es un entero: j =0,1,2,...

Por lo tanto, las representaciones irreducibles del grupo SO(3) son de

dimension impar.

Similarmente a lo que ocurre con el grupo de rotaciones, SO(3), se puede de-
mostrar que dos elementos de SU(2), U(¢ n') y U(f#), son conjugados si y sélo
si @' = 0, cualesquiera que sean los vectores unitarios 7, 7/ € R3.

Los caracteres de la representacion irreducible j (caracteres simples),
(32.28) X9(0) = tr {DV(U(07))},

son una propiedad de cada clase de elementos conjugados en el grupo, de modo que

pueden ser calculados tomando n en la direccién més conveniente. Por ejemplo,

XD (0) = tr {ezng} — 3 gml =l 52 amb

m=—j m=0 ¢

(32.29)

o (L= T ION sinf(j + 1/2)6
1 — b sinff/2]

Recurriendo a la medida de integracién invariante antes calculada se puede

verificar la ortogonalidad de los vectores de caracteres,

m/dﬂsmz) (X(j/)(9)>*X(j)(0) =

| sin[(j' + 1/2)0] sin[(j + 1/2)0]
(32.30) 167r2/0 4sin”[0/2] df d2, 2072 =
= [ dng ool = 61— coslt + )0} = 6
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33. PRODUCTO DIRECTO DE REPRESENTACIONES. DESCOMPOSICION DE
CLEBSH - GORDAN

Tomando el producto directo de dos representaciones unitarias irreducibles de
SU(2), DY) y DU2) se obtiene una nueva representacién, que puede a su vez

descomponerse como suma directa de representaciones irreducibles,

(33.1) D) .— pli) « pli2) @a] ’

donde a; € Z; .
Por otra parte, los caracteres de la representacion producto directo,

xV1®72)(9), son el producto de los caracteres simples x1)(8) y xV2)(6),

J1 J2
Y 192) () = ) (9)y2) (9) = Z ot Z otmat _

mi1=—j1 ma=—7j2
(33.2)
J1+j2 J 0 J1+i2 ‘
5 3 em - 5 o
J=lj1—g2| m==j J=lj1—72|

Es decir, a; = 1 para |j; — ja| < j < ji + j2, y @; = 0 en todo otro caso?”.

El espacio de la representacion DU1®72) est4 generado por los vectores

(33.4) 1 J2 m1 ma) 1= |j1 m1) ® |j2 ma),

pero los subespacios invariantes correspondientes a las representaciones irreduci-

bles que contiene estan generados por las combinaciones

Ji J2

(33.5)  |j1 j2; 4 m) Z Z J1 J2 ma ma) (J1 Jo ma maljy jo; j m),

mi1=—j1 ma2=—/jz2

2TEste resultado puede obtenerse reordenando las sumas en (33.2), o bien empleando la orto-

gonalidad de caracteres, ecuacién (32.30),

1 D) L i®i2) gy —
m/dufwm) (X( )(9)> X( @ )(9) =

1 [?™ sin[(j + 1/2)0] sin[(j; + 1/2)6] sin[(j2 + 1/2)0]
(33.3) 71'/0 40 sin[6/2] B

1, para [j1 — jo| < j < j1+J2

0, para j < |j1 — j2]| 0 5 > 41 + Jjo
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donde los coeficientes de la transformacion, (j; jo my malj1 jo; j m), son llamados
coeficientes de Clebsh - Gordan (cuando los distintos vectores estan todos
normalizados a 1 y de modo tal que los coeficientes sean reales).

Referidas a esa base, las matrices de la representacion D1®72) son llevadas a la

forma diagonal en bloques

DU+32) 0 0
0 DUti=1 o | 0
(33.6) DUr®2) 0 0 0
0 0 0 ... DUn—sl
Noétese que
J1+j2
(33.7) > (25+1) =21 +1)(202+ 1)
Jj=lj1—Jo|

Si consideramos elementos cerca de la identidad del grupo,

D(j1®j2) — 1(j1®j2) + ZO_/kJ]gﬁ@jQ) + O(O&)Q =
(33.8) = {10‘1) + 10k g0 4 O(a)2} 2 {1@2) kg9 4 (9(@2} -

=101 @ 102) 440k {ngjl) ®10) +100 ® J’S’ﬁ)} + O
Pero también

DUr&R2) — qylits2 {1<J‘>+za’fJ,§”+O(a)2}=

J=lj1—j2|

(33.9)
— @J&Jrjé 1) —I—zo/“ Jj1t+72 J(j) + O(Q)Q,

J=lj1—j| J=lj1—7g2| "k
de donde resulta que
J]Ej1®j2) _ ngjl) @ 102) 101 g JIEjQ) _
(33.10)
_ M1tz (4)

J=lji—J2|“k

para k=1,2,3.
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Entonces, aplicado a los vectores de la base (33.5),

J;Ej1®j2) |j1 J2; 7 m) =
J1+j2

@0 i dos d = I Ly s G ) =

J(Jl) ® 1(]2) + 1 ]1 J(]Q)} . . 7 . m) =
(33.11) { |J1 J25 ] >

J1 J2
Z Z (J1 2 m1 malj1 jo; J M)

mi1=—ji1 me=—7ja

X { g |71 m1) ® |j2 ma) + |51 M) @ J (j ) |72 m2>}

En particular,

Jéj@m |j1 Jo2; g m) =

= I g1 Go; Gm) =m gy Go; G m) =

J1 J2
Z Z (71 Ja m1 malj1 jo; 7 M)

(33.12) mi1=—j1 ma=—ja

X {Jéjl) |71 m1) @ [j2 ma) + |71 M) ® J?Ejz) |72 m2>} =

J1 J2
Z Z (my +m2) |1 Jj2 m1 ma) (1 J2 M1 maljy jos 7 M),

mi=—j1 me=—7ja
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y
TR |51 s ml) =
O i i) — (i - Y2 1 il — 1)) =
i g2 dm) =[G +m)(G —m+ D] jas j (m—1))
J1 J2
= Z Z (J1 Ja m1 maljy jo; j m)
m1=—7j1 ma2=—j2

(33.13) x {ng) g1 ma) @ [z ma) + 1 ma) @ T2 [ m2>} =

J1 J2
= Z Z (J1 g2 m1 maljr jo; J m)

mi1=—j1 ma=—Jj2

% { G+ ma) Gy =+ D] i (ma = 1) @ 1z ma)

[0+ m2) o =+ 1]y ) © Lz (e — 1)}

Consideremos el caso j; = 1/2 = js. De lo anterior sabemos que el producto
directo de esas dos representaciones se descompone en la suma directa de las

representaciones con j = 0,1, y que los generadores pueden expresarse como
(33.14) JUPER — g0 g1, 11,0 7MY = W g g0,

Notemos que

(33.15)  JSEEVD1/21/2) @ (1/2 1/2) = (% + %) 11/21/2) @ [1/2 1/2),

y que ése es el tinico vector del espacio de la representacion (1/2®1/2) con autovalor

m = 1, por lo que necesariamente

(33.16) 1/21/2;11) =11/21/2) ® |1/2 1/2).
Por aplicacién de JU2E2) sohre ese vector se puede generar el resto de la base
correspondiente a la representacion irreducible j = 1:

JUZEYD 179 1/2: 1 1) = [(1+1)(1 = 1+ 1)]Y?[1/2 1/2; 1 0) =
(33.17) [(1/2+1/2)(1/2 —1/2+ 1D]"?(1/2 (1/2 = 1)) @ |1/2 1/2)

+1(1/24+1/2)(1/2=1/2+ 1)]Y*1/21/2) @ [1/2 (1/2 — 1)),
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es decir
11/21/2;10) =

(33.18) .

= E{‘l/z —-1/2))®|1/21/2) +|1/2 1/2) @ |[1/2 —1/2)}.
Similarmente,

JURY2 1172 1/2:10) = [(1+0)(1— 0+ 1))V |1/21/2;1 —1) =

(33.19) )

Ne [(1/2+1/2)(1/2 —1/2+ 1D)]"*1/2 —1/2) ® |1/2 —1/2),
es decir,
(33.20) 11/21/2:1 —1)=1[1/2 —1/2)®[1/2 —1/2).

Ahora bien, el vector que genera el espacio (unidimensional) de la representacién
irreducible 7 = 0 debe ser ortogonal a los anteriores, y corresponder al autovalor

m =0 de Jél/ 21/ 2), por lo que (una vez normalizado) necesariamente es

11/21/2; 0 0) =
(33.21)

1
=7 {112 =1/2))®(1/21/2) — |1/2 1/2) @ |[1/2 —1/2)}.
De las igualdades (33.16), (33.18), (33.20) y (33.21) resulta inmediato determinar

los coeficientes de Clebsh - Gordan:

((1/21/21/21/2]1/21/2;11) =1,

(1/2 1/2 (£1/2) (F1/2)[1/2 1/2; 1 0) = 1/V2,
(33.22)

(1/21/2 (=1/2) (=1/2)[1/21/2; 1 (=1)) = 1,

| (1/2 1/2 (F1/2) (£1/2)]1/2 1/2; 0 0) = £1/V,

con los demés coeficientes nulos.

El producto directo de las representaciones j; = 1y jo = 1/2 se descompone en
la suma directa de las representaciones irreducibles j = 3/2,1/2. Sus generadores

pueden expresarse como

(33.23) JASYD = g0 @1, 41,0 JVD = gD g g0,
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El (tinico) vector correspondiente al maximo autovalor posible de J?Sl@l/ 2 om=

3/2, es

(33.24) 111/2;3/23/2) =[11)®]1/21/2),

2)

y a partir de él, aplicacndo reiteradamente el operador Jue , se obtienen los

demds vectores de la base del espacio de la representacién j = 3/2:
111/2;3/21/2) =

1

{\/§|1 N@l1/21/2) + 1 D e|1/2 — 1/2)},

S

3

(33.25) |11/2;3/2 —1/2) =

1
_ ﬁ{\@]l Ool/2 12+ -1e/21/2)},

11/2;3/2 —3/2) =1 —1)®|1/2 —1/2).

Ahora bien, existen en el espacio producto directo dos vectores linealmente in-

J§1®1/2). Una com-

dependientes que corresponden al mismo autovalor m = 1/2 de
binacién lineal particular de ellos da el vector |1 1/2; 3/2 1/2) de (33.25), mientras
que una combinacién ortogonal a ella debe ser proporcional al vector de maximo

m (= 1/2) de la representacién j = 1/2,

111/2;1/21/2) =
(33.26)

_ % {u 0)®[1/21/2) — V21 1) ®[1/2 — 1/2>}.

J(1®1/2)

Por aplicacién de se completa la base,

111/2:1/2 —1/2) =
(33.27)

:%{u 0)®11/2 —1/2) - V2|1 —1)@[1/21/2)},

y de (33.24), (33.25), (33.26) y (33.27) se determinan los coeficientes de Clebsh -

Gordan para este producto directo de representaciones.
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34. CLASIFICACION DE LAS ALGEBRAS DE LIE SIMPLES

Un subespacio F del algebra de Lie asociada a un grupo de Lie G, F C G,
constituye una subdlgebra de Lie si [Y],Y;] C F para todo Yy, Y, € F. Esta
subalgebra corresponde a un subgrupo de Lie H C G.

El subgrupo H es invariante si ademés [X,Y| C F para todo X € G y para

todo Y € F. En ese caso se dice que el subespacio F es un ideal.

Un algebra de Lie G se dice simple si tiene dimensién dim G > 2 y no contiene

ideales propios (distintos de G y de {0})%.

Un algebra de Lie G se dice semi-simple si es la suma directa de algebras de

Lie simples®.

E. Cartan ha dado una clasificacién completa para las algebras de Lie simples

empleando las propiedades de su representacion adjunta.

Definicién 34.1. El rango r < n de un algebra de Lie semi-simple de dimension
n es el maximo numero de vectores linealmente independientes de ese espacio que

pueden ser seleccionados de modo que conmuten entre si.

Un conjunto de tales vectores generan una subdlgebra abeliana del algebra

de Lie, llamada subalgebra de Cartan,

(34.1) [H;,H;] =0, parai,j=12...,r.

En esas condiciones, Cartan ha demostrado que siempre es posible seleccionar
un conjunto de n —r combinaciones lineales (en general complejas) de generadores
linealmente independientes de los anteriores, E5, de modo que ellas resulten ser

vectores propios simultdneos de las operaciones de conmutacién con los H;,
(342) [HHE@] :OéiE@ Z - 1,2,...,7”,

correspondientes a autovalores no todos nulos. Ademas, siempre es posible
elegir los generadores H; de manera tal que los autovalores «a; sean reales.
De ese modo, el conjunto de los r autovalores «a; correspondientes al generador

E5; forman un vector de un espacio real r-dimensional, @ € R”", llamado raiz

28Un 4lgebra de Lie simple corresponde a un grupo de Lie simple, es decir, un grupo que

no contiene subgrupos de Lie propios invariantes.
29Un algebra de Lie semi-simple corresponde a un grupo de Lie que es producto directo de

grupos de Lie simples. En particular, un grupo de Lie semi-simple no contiene subgrupos de Lie

invariantes abelianos.
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correspondiente a Fj5. Similarmente, de (34.1) podemos decir que los generadores
H,; corresponden a raices nulas.
Cartan ha demostrado que las raices son no degeneradas, a excepcién de la

raiz nula. Ademas, si & es una raiz, entonces —a también lo es.

Por otra parte, de la identidad de Jacobi resulta que

[Hi, [Ex, E5]] = |Ea, [Hi, Eg]] + [[H;, Ea] , E5] =
(34.3)
= (o + ;) [Ea EB] )

de modo que pueden presentarse dos situaciones:

= Si (@—i—ﬁ_) es una raiz, entonces [Ea,EB} ~ FE5.5. En particular, para
3 = —a el conmutador [Ey, E_4] estd contenido en la subédlgebra de Cartan.
= Si (07 + B) no es una raiz, entonces [E@, EB} =0.

Para esta eleccién de generadores, las constantes de estructura satisfacen las

relaciones
Czjk :Cijd:OZ@] O’
C’MB =10 (55; :

(34.4)

(y—a-p)C. .7 =0.

(e}

Se puede mostrar que las inicas componentes no nulas de la forma de Killing

Son g(—a)a = Ya(-a) Y
(345) Gij = Z o = (g”) = Zd & at.

Normalizando adecuadamente los generadores podemos ademds fijar gs(—s) = 1.
Como el algebra de Lie considerada es semi-simple, det (g,,) # 0 = det (g;;) #
0, de donde resulta que las raices & generan el espacio euclideo R" (Eligiendo

convenientemente los generadores H; podriamos hacer también g;; = 6;;).
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En esas condiciones, el algebra de Lie semi-simple queda descrita por los con-
mutadores de los generadores de la base estandar de Cartan,

( [H;,H;]=0, 4,j=12,...,r,

[Hi,Ed]:OéiEa, 7::1,2,...,T7Vd,
(34.6)
[E@, E_&] - Oéi H’L V@,

\ [EdaEB]:N&BEdJrBa 0_5+B7é07
donde o/ = ga;, y Ny5=0si @+ (3 no es una raiz.

Es posible demostrar que las raices & de un dlgebra de Lie simple pueden
ser obtenidas a partir de un conjunto de r raices simples (linealmente indepen-
dientes) por aplicacién de un grupo de orden finito de transformaciones discretas
llamado grupo de Weyl del algebra.

Por su parte, esas raices simples satisfacen un conjunto de restricciones que hacen
que sOlo puedan tener dos longitudes distintas y formar entre si ciertos angulos
particulares. De acuerdo a esas caracteristicas es posible clasificar las algebras
simples en cuatro series infinitas, correspondientes a los grupos SU(r + 1), con
r > 1, SO2r + 1), con r > 2, Sp(2r), con r > 3,y SO(2r), con r > 4,y
en cinco algebras excepcionales no incluidas en las anteriores series, llamadas
Fy, Gs, Eg, Er, Eg, donde el subindice indica el rango. Para mas detalles, ver la

bibliografia sugerida.

Bibliografia:
= H. Bacry, Lecons sur la Théorie des Groupes et les Symmeétries des Parti-
cules Elémentaires.

» R. Gilmore, Lie Groups, Lie Algebras and Some of Their Applications.
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NOTAS SOBRE EL GRUPO DE LORENTZ

35. EL GRUPO DE LORENTZ

El espacio de Minkowsky, My, es un espacio real pseudo - euclideo de signatura
(1, 3). Las coordenadas que distintos observadores inerciales asignan a un mis-
mo punto de My estan relacionadas por transformaciones lineales que preservan

el intervalo
(35.1) s? = (2°)% — 2’2’ = (2°)% — 7’7"

En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1,—1, —1,—1), el intervalo se
escribe

s* = 2lgr = gpata’ =

(35.2)

T'9T = ¢, T'T".
La relacién entre las coordenadas estd dada por la transformacion lineal
(35.3) T =Lz,
o bien, en componentes,
(35.4) = At ¥

donde los elementos de matriz A*, son reales. La invarianza del intervalo implica

que las matrices L preservan la métrica g,
(35.5) L'gL = g = GuN' A 5 = Gap.

Esto significa que el grupo de Lorentz es lo que antes hemos llamado grupo pseudo-
ortogonal O(1,3).
La relacién (35.5) implica que el determinante de las matrices L sélo puede

tomar los valores
(35.6) det L = +1.

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos son funciones
continuas de los parametros del grupo. En consecuencia, el cambio de signo del
determinante en (35.6) no puede ser producto de la variacién de un pardametro
continuo. De ello resulta que la variedad del grupo de Lorentz es no conexa.

Sidet L = +1 (—1) la transformacién L se dice propia (impropia).
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Ademas, de (35.5) surge que
(35.7) GuwNGAN ) = goo = (A00)2 - Az'oAio =1

En consecuencia, (A%)? > 1, y las transformaciones son llamadas ortécronas si
A% > 1, o bien no ortécronas para A% < —1. Tampoco aqui es posible pasar de
unas a otras mediante la variacion de un parametro continuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz esta constituido por cuatro componentes des-
conectadas entre si, caracterizadas por los signos de det L y de A%. De ellas, s6lo
la parte conexa que contiene a la identidad forma un subgrupo (invariante’), lla-
mado subgrupo propio ortécrono, y denotado por EL. Téngase en cuenta que
det1,=1y 1% = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de /JIF. La

transformacién de paridad,

(35.8) P =diag(1,—1,—1—1),

que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface
(35.9) det P=—1, P =1, P* =14,

es una transformacion impropia ortdcrona con la que se construye el coset
T _ T
L. =PL.,.

La inversiéon temporal,
(35.10) T = diag(—1,1,1,1),
que satisface
(35.11) detT = —1, T% = —1, T? = 14,

es una transformacién impropia no ortocrona con la que se construye el coset
L T

L =TL,.
Finalmente, el producto PT' = TP = —14 es una transformacion propia no

ortéerona, con la que se obtiene el coset £ = PTL'L.

30En efecto, si Ly € El, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera continua
con la identidad 14. Entonces, VL € £, LLoL ™' se conecta con continuidad con L1,L~' =14 v,

en consecuencia, LLoL™! € El.
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El subgrupo propio ortécrono contiene transformaciones que corresponden a

rotactones en el espacio,

000

(35.12) L= , con R € SO(3).

R

o O O =

En efecto, puesto que R'R = 13, es evidente que L'gL = g, mientras que
(35.13) det L=detR=1, L% = 1.

El subgrupo EL también contiene boosts o transformaciones de Lorentz propia-

mente dichas. Por ejemplo, para

0= 29 cosh v + z! sinh «

70 =
7! = 2% sinh a + 2! cosh a
(35.14) 2 o
7= a3,

con cosha = 1/4/1 — v2/c?, tenemos la matriz

cosh o sinh«
35.15 L=
( ) 0 0

0
sinha cosha 0
1
0 0 0

_ o O O

para la cual det L = cosh’a — sinh*a = 1, y L% = cosha > 1, y que tam-
bién satisface L'gL = g. Nétese que esta matriz no es una funcién periédica del
parametro a € R, lo que corresponde al hecho de que el grupo de Lorentz no

es compacto.

36. ALGEBRA DE LIE DEL SUBGRUPO PROPIO ORTOCRONO Ll

Las matrices proximas de la identidad tienen la forma
(36.1) L=14+¢c = A, =0" + ¢,
remplazando esta expresién en (35.5) se obtiene
(36.2) G + Gore®, + guse’, + O(E?) = gy,

de donde resulta que el producto g ¢ es una matriz antisimétrica.
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Definiendo €, := g,,€%,, y teniendo en cuenta que g,,,, es simétrico, de la anterior

ecuacién tenemos®!

(36.4) € + vy = 0.

En consecuencia, el dlgebra de Lie estd generada por (4% —4)/2 = 6 generadores,
de modo que EL es un grupo de Lie de dimension 6.

Para determinar las constantes de estructura seria necesario elegir una base en
ese espacio de matrices, multiplicarlas a izquierda por g y calcular los conmutadores
de los generadores resultantes.

Alternativamente, daremos una realizacion de esos generadores en términos de
operadores diferenciales en las coordenadas del espacio - tiempo. Para ello consi-

deremos la diferencia

T — ot = e'pal + O(e?) = %P (Do) + O(e?) =
(36.5)
199 (250, — 2a0p)a" + O(€2) = S Logah + O(£?),

donde los f)a[g = —i(xq03 —230,) = —iga son operadores diferenciales hermiticos.
De ese modo, la transformacion que sufre el vector de coordenadas también puede

ser descrita por
(36.6) T = <1 - %Eaﬁi/aﬁ + (9(52)) x.

Tomando los conmutadores de los generadores asi representados se obtienen las

constantes de estructura del grupo SO(1,3),

A ~

(36.7) [ﬁw, i,,a] = —igup L + i9up Lo + iGus Ly — G Lp.

En particular, considerando la subdalgebra correspondiente a indices espaciales te-

nemos
(36.8) |:[:ij, zkl] = i5jkiil - i(siki/jl - i(sjlf/ik + iéilijka
en la que se reconoce el algebra de SO(3).
3lGimilarmente, si e := gh®*e”,, donde g"* := (g7 1) a (con g~1 = g), resulta que

(36.3) et 4" = 0.
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Puede darse a esta operacion en el dlgebra de Lie un aspecto mas familiar

redefiniendo los generadores como
(36.9)

operadores que satisfacen las reglas de conmutacion

[ii, f/]i| = 1€k Ly,

(36.10) [L f(j} = i €5 K,

donde se ve claramente que los L; son los generadores del subgrupo SO(3) de EL.

37. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES (DEL GRUPO DE CUBRIMIENTO) DE
cl
La construccién de las representaciones matriciales del grupo El pasa entonces
por encontrar conjuntos de seis matrices, { Ly, Ki; k = 1,2,3}, que satisfagan las
reglas de conmutacién de (36.10), para luego exponenciar elementos de la repre-
sentacion matricial del algebra de Lie asi obtenida. Esto es, exponenciar combina-
ciones lineales con coeficientes reales y multiplicadas por la unidad imaginaria,
de la forma i(a*Lj, + B*K}), con ay, B € R.
Puede simplificarse aiin mas esta construccion considerando las combinaciones

lineales complejas (elementos de la complexificacién del algebra de Lie de EL)
(37.1) JE = % (L £iKy),
cuyos conmutadores se reducen a
2,09 = e,
(37.2)
i Y

19,0 =0,

Esto corresponde a dos subdlgebras su(2) que conmutan entre si.
Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del algebra de

Lie de SU(2), que estan caracterizadas por un semzientero j, y generadas por



120 H. Falomir

tres matrices autoadjuntas Jlgj ), k=1,2,3, de dimensién 25 + 1. Podemos tomar
entonces
T = g0 @106,
(37.3)
J =100 @ gU-),
que satisfacen trivialmente (37.2).

De esa manera, las representactones matriciales irreducibles del grupo
(de cubrimiento de) ﬁl estdn caracterizadas por un par de semienteros
(J+,7-), y son de dimension (2j, +1)(2j_ +1).

Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a los genera-

dores Ly, de EL,

(37.4) LU+ = JU+) @ 10) 4 104) g JU-),
son autoadjuntas, las correspondientes a los K ks

(37.5) KU+ = (Jk{m ©10-) — 109 g Jlgm) |

son antt - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones matriciales asi ob-
tenidas no son unitarias.
T . .
Se puede demostrar que £, (que es un grupo de Lie no compacto) no tiene

representaciones unitarias de dimension finita.

Los elementos de EL estan identificados por el conjunto de seis parametros reales

ay, Br, con k = 1,2, 3. En la representacién irreducible® (j,,j_) tenemos

32Frente a la transformacién de paridad se tiene que
P[A/ijp_l = [A/ij,
(37.6)
szokpil = 7[20]6.
Entonces, en una dada representacién matricial se tiene
’PLk'P71 = Ly,
(37.7)
PK P! = —K;.
En consecuencia,
(37.8) PDU+I-)(a, ByP~! = DU+I-)(a, =) ~ DU=94) (a, B).
Por lo tanto, si j4 # j— la representacién no es invariante frente a paridad. Para construir
representaciones invariantes frente a P se deben considerar las sumas directas

(37.9) pU+id-) = pl+id-) g D(j—7j+),

de dimensién 2(2j4 + 1)(2j- + 1).
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DU+ ) (a, ) = ¢ (@ L+ " K) _

i (0% = 18007 @ 169 + (a* +i+)25) © J0-))
€

i (04 =i @ 160 i ((F 4160  JF)
=e

e

_ ila—iB)F 7 o il +iB)E g

Y

donde se han tenido en cuenta (37.4) y (37.5) para expresar las matrices de la
representacién como un producto directo®® (donde cada factor acttia sobre distin-
tos conjuntos de indices de las componentes de los vectores del espacio producto
directo). Téngase en cuenta que no se trata de un producto directo de grupos,
pues ambos factores dependen de los mismos parametros. Ademads resulta cla-

ro que, mientras que los parametros o

corresponden a subgrupos abelianos
unidimensionales compactos, los 3* corresponden a subgrupos abelianos

unidimensionales no compactos.

En consecuencia, los vectores de la representacién irreducible (j.,7_) tienen
componentes identificadas por un par de indices, a y b, que toman (2j++ 1)y
(2j_ + 1) valores respectivamente. Frente a transformaciones de Lorentz ellas se

transforman segun

(37.12) W, = (ez‘(a—iﬁ)w}gﬂ)) <ei(a+iﬂ)kjlgj—))” .
aa’ bb’

38. GRUPO DE CUBRIMIENTO DE L}

El hecho de que Ll contenga a SO(3) es indicativo de que no se trata de un
grupo simplemente conexo. Para determinar su grupo de cubrimiento, primero
senialemos que es posible establecer una relacion biunivoca entre los vectores del

espacio de Minkowsky, My, y las matrices autoadjuntas de dimension 2 x 2.

33En el dltimo paso se ha usado la igualdad

Mol — 1 _ M
37.11 — (M @1)" - - 1.
( ) e Zo” ® gn ®
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Una base para ese espacio de matrices (de dimension 4) esta dada por {oy =

15,01, 09,03}, que tienen las propiedades
(381) tl"{O'k} = O, tl"{]_g} = 2, tI'{O'kO'l} = 26kl
Ahora bien, dado x € My, podemos formar la matriz

o(x) := 2%, + 2Fop =

(38.2) 0 5 L
( T+ x0 x —x ):g(x)T,

o+ 2% —u
De (38.1) tenemos que

(38.3) = %tr{aua(x)},

mientras que el determinante de esa matriz es igual al intervalo,
(38.4) deto(x) = (mO)Q _ (xl)Q _ (x2)2 . (x3)2 — 2

Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimension 2 x 2, ella determina

un vector en My cuyas componentes son
1
(38.5) ot = §tr {o,A},
pudiendo ser escrita como
(38.6) A=uzato,.

Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el intervalo s2, de modo
que corresponden a las transformaciones lineales de la matriz o (z) que la mantienen

autoadjunta, y dejan invariante su determinante. Consideremos el cambio

od=Ao(x) A = 5T,
(38.7)
= detd = |det A|> det o(x).
Entonces, |det A|> = 1 = det A = €. Pero ese factor se debe a una fase /2
en A, sin consecuencias sobre la transformacién (38.7). De ese modo, basta con
considerar matrices complejas de 2 x 2, cuyo determinante sea det A = 1.
En consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos considerar es lo que

hemos llamado SL(2,C), y las coordenadas del vector transformado estan dadas

por

(38.8) = %tr{auAa(x) A1}, con A € SL(2,C).
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Pero ain asi, —1, € SL(2,C), y
(38.9) (—1y)o(z)(—12)" = o (),

lo que corresponde a no variar las coordenadas.

Dicho de otro modo, el par de matrices {+A, —A} C SL(2,C) corresponden a

la misma transformacién de ﬁl. Por lo tanto, hemos establecido un homorfismo3*

entre SL(2,C) y EL, cuyo nucleo es el centro del primer grupo,

(3810) {+12, —]_2} ~ ZQ‘

En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de cubrimiento
de Lﬁr. Y éste, por ser doblemente conexo (Hl(ﬁl) ~ Zg>, resulta globalmente

isomorfo al grupo cociente

(38.11) Ll ~ SL(2,C)/Zs.

39. ALGEBRA DE LIE DEL GRUPO SL(2,C). REPRESENTACIONES

Para determinar el dlgebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta que para

matrices préximas de la identidad, A = 15 + A,
(39.1) det A =1=tr{A} =0.

Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensién 2 x 22 —2 = 6)

esta dada por

X .
(39.2) {§ak, —%ak, con k = 1,2,3} .

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las relaciones de
(36.10),

399 o3 i) =i (—500).
500 —30)) = ~icu o

34Evidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2) y SO(3),

subgrupos de SL(2,C) y El respectivamente.
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como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia establecida

8835

Ly «—— %ak
(39.5)

Ky «— —5 0.
Por exponenciacion de elementos en el algebra de Lie obtenemos las matrices

) 1 7 ' ' 1
(30.) Al f) = ez (ak§ O — 5k§ Uk) _ eZ (o —iB)" 3 ak‘

Como J,gl/ 2 = %ak, vemos que la representacién fundamental del grupo SL(2,C)
coincide con la representacién irreducible (1/2,0) de la ecuacién (37.10).
La representacion de (39.6) no es equivalente a su conjugada. En efecto, teniendo

en cuenta que

(39.7) 0} = —09 0% 02,

vemos que la representacion conjugada de (1/2,0) es equivalente a la representa-
cién (0,1/2) de la ec. (37.10):

(39.8) A, B) =e (a+if)" 500" _ . (o +1i0)" 5 o

09.

Los vectores de la representacion (1/2,0), 1, son llamados espinores de Weyl
de polarizacién izquierda, mientras que los de la representacion (0,1/2), 1g,
son espinores de Weyl de polarizacion derecha. Los espinores de Dirac

son vectores del espacio suma directa (1/2,0) & (0,1/2),

[ v
(39.9) Up = ( o ) ,

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian segin

;o A, B) 0
(39.10) v = ( 0 ke B ) U

35Nétese que (39.3) también admite la identificacién

Ly —— %O’k
(39.4)

Kk<—>%ak.
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La transformacién de las coordenadas que induce (38.7), dada en la ecuacién
(38.8), es la que corresponde a las componentes de un tetravector. En consecuen-
cia, éstos se transforman como vectores de una representacion equivalente a la
(1/2,1/2) (de dimensién 2 x 2 = 4). En efecto,

(39.11) V2 = N Vi (AN = Nawr Ay, Vi

El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se descom-
pone como suma directa de manera consistente con la descomposicion de Clebsh
- Gordan de productos directos de representaciones irreducibles de SU(2). Por
ejemplo, (1/2,0) ® (1/2,0) = (1,0) @ (0,0).

Se verifica que la representacién (1,0), de dimensién 3, corresponde a tensores

antisimétricos autoduales,

1
(39.12) Fup==Fu =5 €uvapF .
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