ELEMENTOS DE LA TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

NOTAS SOBRE LOS GRUPOS DE LORENTZ Y DE
POINCARE

1. EL GRUPO DE LORENTZ

El espacio de Minkowsky, My, es un espacio real pseudo - euclideo
de signatura (1, 3). Las coordenadas que distintos observadores iner-
ciales asignan a un mismo punto de M, estan relacionadas por trans-

formaciones lineales que preservan el intervalo
(1.1) s = (2")? — 2’2’ = (") — 2’7"
En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1,—1,—1,—1), el
intervalo se escribe

s? = algxr = gpata’ =
(1.2)

T'9T = ¢, T"T".

La relacién entre las coordenadas esta dada por la transformacion lineal
(1.3) T = Lx,
o bien, en componentes,
(1.4) = A x|
donde los elementos de matriz A*, son reales. La invarianza del intervalo
implica que las matrices L preservan la métrica g,
(1.5) L'gL = g = G\ N5 = Gagp.

Esto significa que el grupo de Lorentz es lo que antes hemos llamado
grupo pseudo-ortogonal O(1,3).

La relacién (1.5) implica que el determinante de las matrices L sélo
puede tomar los valores

(1.6) det L = +1.

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos

son funciones continuas de los parametros del grupo. En consecuencia,
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el cambio de signo del determinante en (1.6) no puede ser producto de
la variacion de un parametro continuo. De ello resulta que la varie-
dad del grupo de Lorentz es no conexa. Si det L = +1 (—1) la
transformacion L se dice propia (impropia).

Ademés, de (1.5) surge que

(17) gNVAMOAVO = Joo — (A00)2 - AiOAiO = 1

En consecuencia, (A%)? > 1, y las transformaciones son llamadas
ortdocronas si AOO > 1, o bien no ortdécronas para AOO < —1. Tam-
poco aqui es posible pasar de unas a otras mediante la variacién de un
parametro continuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz estéd constituido por cuatro compo-
nentes desconectadas entre si, caracterizadas por los signos de det L y
de AY%. De ellas, sélo la parte conexa que contiene a la identidad forma
un subgrupo (invariante'), llamado subgrupo propio ortécrono, y
denotado por Ll. Téngase en cuenta que det 1, =1y 1% = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de
EL. La transformacion de paridad,

(1.8) P =diag(1,-1,—1—1),
que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface
(1.9) det P =—1, P =1, P? =1,
es una transformacién tmpropia ortocrona con la que se construye
el coset £ = Pﬁl.
La inversion temporal,
(1.10) T = diag(—1,1,1,1),
que satisface
(1.11) detT = —1, T = —1, T? = 14,
es una transformacién impropia no ortocrona con la que se con-

struye el coset £} = TEL.

IEn efecto, si Lo € CL, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera
continua con la identidad 14. Entonces, VL € £, LLoL ™" se conecta con continuidad

con L1,L~' =14 y, en consecuencia, LLyL™' € El.
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Finalmente, el producto PI' = TP = —1, es una transformacion

propia no ortécrona, con la que se obtiene el coset LY =PT El.

El subgrupo propio ortécrono contiene transformaciones que corres-

ponden a rotaciones en el espacio,

000

(1.12) L= , con R € SO(3).

R

o O O =

En efecto, puesto que R'R = 13, es evidente que L'gL = g, mientras
que

(1.13) det L=detR=1, L% = 1.

El subgrupo EL también contiene boosts o transformaciones de
Lorentz propiamente dichas. Por ejemplo, para

0

7% = 20 cosh o + 2! sinh
7! = 2% sinh a + 2! cosh a
(1.14) e
=z
7 =,

con cosha = 1/4/1 — v2/c?, tenemos la matriz

cosha sinh o
1.15 L=
(1.15) 0 0

0
sinha cosha 0
1

0 0 0

_ o O O

para la cual det L = cosh® a —sinh®>a = 1, y L% = cosha > 1, y que
también satisface L'gL = ¢. Nétese que esta matriz no es una funcién
periddica del parametro a € R, lo que corresponde al hecho de que el
grupo de Lorentz no es compacto.
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2. ALGEBRA DE LIE DEL SUBGRUPO PROPIO ORTOCRONO Ll
Las matrices proximas de la identidad tienen la forma

(2.1) L=14+¢c = A, =6" +¢";

remplazando esta expresion en (1.5) se obtiene

(22) g/W + gal/{':au + guﬂgﬁu + O<52) = ng’

de donde resulta que el producto ge es una matriz antisimétrica.
Definiendo €, := gu.€%,, y teniendo en cuenta que g,, es simétrico,

de la anterior ecuacién tenemos?
(2.4) € + vy = 0.

En consecuencia, el dlgebra de Lie estd generada por (42 —4)/2 = 6
generadores, de modo que Ll es un grupo de Lie de dimension
6.

Para determinar las constantes de estructura seria necesario elegir
una base en ese espacio de matrices, multiplicarlas a izquierda por g y
calcular los conmutadores de los generadores resultantes.

Alternativamente, daremos una realizacion de esos generadores en
términos de operadores diferenciales en las coordenadas del espacio -

tiempo. Para ello consideremos la diferencia

ot — at = elyal + O(e?) = %P (Daz™) + O(e?) =
(2.5)
199 (250, — 2a05)a" + O(2) = 51 Loga" + O(e?),

donde los [A/ag = —i(xa0p — 230,) = —ﬁga son operadores diferen-
ciales hermiticos. De ese modo, la transformacion que sufre el vector

de coordenadas también puede ser descrita por

1 A
(2.6) T = (1 —3 € Lop + (9(52)> x.
2Similarmente, si e* := gh®e”_ , donde gh* := (97 ) pa (con g7t = g), resulta
que

(2.3) MV 4 Vi = ),
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Tomando los conmutadores de los generadores asi representados se
obtienen las constantes de estructura del grupo SO(1,3),

(2.7) [Lw,, L,,,,} = —iGup Lo + iGup Lo + iGue Ly — i Lup.
En particular, considerando la subalgebra correspondiente a indices

espaciales tenemos
(2.8) [L’j, Ekl} — 0, Ly — 10 Ly — 18, Lay, + 104 Ly,

en la que se reconoce el algebra de SO(3).
Puede darse a esta operacion en el dlgebra de Lie un aspecto més

familiar redefiniendo los generadores como

A

L; = 5 €ijr Ljn <:> Lij = €, Lk:)
(2.9)

K; = Ly,
operadores que satisfacen las reglas de conmutacion

[iiyij:| = i€z’jk I:k:,
(2.10) [fzi,f(j} = 1€k Ky,

[Ki, KJ} = —1 €k Ly,

donde se ve claramente que los L; son los generadores del subgrupo

SO(3) de L!.

3. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES (DEL GRUPO DE
CUBRIMIENTO) DE L

La construccion de las representaciones matriciales del grupo El
pasa entonces por encontrar conjuntos de seis matrices, {Ly, Ky; k =
1,2, 3}, que satisfagan las reglas de conmutacién de (2.10), para luego
exponenciar elementos de la representaciéon matricial del dlgebra de
Lie asi obtenida. Esto es, exponenciar combinaciones lineales con coe-

ficientes reales y multiplicadas por la unidad imaginaria, de la forma

Z(Oszk + ﬁkKk), con oy, 6k € R.
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Puede simplificarse atin més esta construccién considerando las com-
binaciones lineales complejas (elementos de la complexificacién del
dlgebra de Lie de £1)

1
(3.1) I = 5 (Le £ 1K),
cuyos conmutadores se reducen a

79,187 = i

(3.2)
[J?i>, Jf”} — 0.

)

Esto corresponde a dos subdlgebras su(2) que conmutan entre si.

Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del
algebra de Lie de SU(2), que estan caracterizadas por un semientero
J, v generadas por tres matrices autoadjuntas J,gj),k = 1,2,3, de
dimension 25 4+ 1. Podemos tomar entonces

J]5+) — Jlgﬂ) Q 1(j_)7
(3.3)
Jli_) =10+ @ Jlgj*)7

que satisfacen trivialmente (3.2).

De esa manera, las representaciones matriciales irreducibles
del grupo (de cubrimiento de) £1 estdn caracterizadas por
un par de semienteros (ji,j_), y son de dimension (2j, +
1)(2j- +1).

Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a
los generadores Ly de L],

(3.4) LO+9) = JO) g 10-) 4 100 g JU-),
son autoadjuntas, las correspondientes a los K ks
(3.5) KU = (Jém 010 _ 109 g Jlgm) ,

son antt - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones ma-
triciales asi obtenidas no son unitarias.
T .
Se puede demostrar que £, (que es un grupo de Lie no compacto)

no tiene representaciones unitarias de dimension finita.
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Los elementos de [,1 estan identificados por el conjunto de seis
parametros reales ay, B, con k = 1,2,3. En la representacion irre-
ducible® (j,,j_) tenemos

(3.10)
DU+i-)(a, B) = i (0" Ly + B°Ky) _

i <(ak — i) I ® 169) 4 (oF 485109 @ J,ﬁ“)
=€

o) g 000 )

_ ez’(a — iﬁ)kJ,E”) ® ez’(oz + iﬁ)kJ,gj‘)

)

donde se han tenido en cuenta (3.4) y (3.5) para expresar las matri-
ces de la representacién como un producto directo? (donde cada factor
actia sobre distintos conjuntos de indices de las componentes de los

3Frente a la transformacién de paridad se tiene que
PLjP~' = Ly,
(3.6)
P[AJOkP_l = —iQk.
Entonces, en una dada representacién matricial se tiene
PLkP_l = Ly,
(3.7)
PKyP~! = —Kj.

En consecuencia,
(3.8) PDU+I-)(a, ByP~ = DU+I-)(ar, = 3) ~ DYU=74) (e, B).

Por lo tanto, si j+ # j— la representacién no es invariante frente a paridad. Para
construir representaciones invariantes frente a P se deben considerar las sumas
directas

(U+.0-) — pGU+.d-) (G-sd+)
(3.9) D D ® D ,

de dimensién 2(2j4 4+ 1)(25- + 1).
“En el dltimo paso se ha usado la igualdad

(3.11) eM®1=§: (M®1)" § M" 1= g1
TL. .
n=0
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vectores del espacio producto directo). Téngase en cuenta que no se
trata de un producto directo de grupos, pues ambos factores depen-
den de los mismos parametros. Ademaés resulta claro que, mientras que

* corresponden a subgrupos abelianos unidimen-

los parametros «
jonal tos, 1 k d b beli
stonales compactos, los (3° corresponden a subgrupos abelianos

unidimensionales no compactos.

En consecuencia, los vectores de la representacion irreducible (jy,j_)
tienen componentes identificadas por un par de indices, a y i), que
toman (2j, + 1) v (2j_ + 1) valores respectivamente. Frente a trans-
formaciones de Lorentz ellas se transforman segin

(3.12) %b:(ez‘(a—w)w}gﬂ)) (6@'(a+@'ﬁ)kjlgj>) .

aa’ b

4. GRUPO DE CUBRIMIENTO DE 51

El hecho de que EL contenga a SO(3) es indicativo de que no se
trata de un grupo simplemente conexo. Para determinar su grupo de
cubrimiento, primero senalemos que es posible establecer una relacion
biunivoca entre los vectores del espacio de Minkowsky, My, y las ma-
trices autoadjuntas de dimensién 2 x 2.

Una base para ese espacio de matrices (de dimensién 4) esta dada
por {og = 15,01, 09,03}, que tienen las propiedades

(41) tI‘{O’k} = 0, tI‘{]_Q} = 2, tI‘{O’kO'l} = 25kl
Ahora bien, dado x € My, podemos formar la matriz

o(x) =21y + 2Foy =

(42) ( 20423 2t —ix? )
=o(z)'.

ol i 20— 23
De (4.1) tenemos que

(43) o = 2 trfo, ()},

mientras que el determinante de esa matriz es igual al intervalo,

(4.4) det o(z) = (2°)* — (2')? — (2%)? — (2°)? = s°.
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Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimensién 2 x 2,

ella determina un vector en M, cuyas componentes son
1

(4.5) = §tr {0,A},

pudiendo ser escrita como

(4.6) A=zalo,.

Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el inter-
valo s2, de modo que corresponden a las transformaciones lineales de
la matriz o(z) que la mantienen autoadjunta, y dejan invariante su
determinante. Consideremos el cambio

o=Ao(z)AT =o',
(4.7)
= detd = |det A|* det o(x).

Entonces, |det A|? = 1 = det A = ¢?. Pero ese factor se debe a una fase
/2 en A, sin consecuencias sobre la transformacién (4.7). De ese modo,
basta con considerar matrices complejas de 2 x 2, cuyo determinante
sea det A = 1.

En consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos consi-
derar es lo que hemos llamado SL(2,C), y las coordenadas del vector
transformado estan dadas por

(4.8) = %tr{aMAa(x) A}, con A € SL(2,C).
Pero ain asi, —1, € SL(2,C), y
(4.9) (—1s)o(z)(~1s)" = o(2),

lo que corresponde a no variar las coordenadas.

Dicho de otro modo, el par de matrices {+A, —A} C SL(2,C) corres-
ponden a la misma transformacion de EL. Por lo tanto, hemos estable-
cido un homorfismo® entre SL(2,C) y [,1, cuyo nucleo es el centro del

primer grupo,
(410) {+12, —12} ~ ZQ.

"Evidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2)
y SO(3), subgrupos de SL(2,C) y /31 respectivamente.
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En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de
cubrimiento de LL. Y éste, por ser doblemente conexo (Hl(ﬁl) R~ ZQ>,

resulta globalmente isomorfo al grupo cociente

(4.11) Ll ~ SL(2,C)/Z,.

5. ALGEBRA DE LIE DEL GRUPO SL(2,C). REPRESENTACIONES

Para determinar el algebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta
que para matrices proximas de la identidad, A = 15 + A,
(5.1) det A =1=tr{A} =0.
Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensién
2 x 22 — 2 = 6) estd dada por
(5.2) Lo k=1,2,3

: — O, —= conk = .

9 Ok, 9 Ok, n ) 4y

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las rela-

ciones de (2.10),

(306305 =€y g0,
59 o —de] =i (301),

i i . 1
[—3 06, —3 03] = —i€in 5 0,
como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia
establecida es®

Ly +—— %O‘k
(5.5)

Ky «— —5 0y,

ONétese que (5.3) también admite la identificacién

Ly «— %ak
(5.4)

Ky «— 5 0%.
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Por exponenciacién de elementos en el dlgebra de Lie obtenemos las
matrices
) 1 7 1
t (@kQUk—ﬁkgak) i(a—iB)* = oy
(5.6) Ala,B) =€ =e 2 7.
5 =
grupo SL(2,C) coincide con la representacion irreducible (1/2,0) de

Como ok, vemos que la representacion fundamental del
la ecuacion (3.10).

La representacion de (5.6) no es equivalente a su conjugada. En efec-
to, teniendo en cuenta que

(5.7) 0, = —09 0, 09,
vemos que la representacién conjugada de (1/2,0) es equivalente a la
representacion (0,1/2) de la ec. (3.10):

. kL , e L
—iq (a+zﬁ)k§ak . eZ (a—l—zﬂ)k§0k0
= 02 2.

(5.8) AN(a,fB) =e

Los vectores de la representacién (1/2,0), 11, son llamados espinores
de Weyl de polarizacion izquierda, mientras que los de la rep-
resentacién (0,1/2), g, son espinores de Weyl de polarizacién
derecha. Los espinores de Dirac son vectores del espacio suma di-
recta (1/2,0) @ (0,1/2),

_ [ v
(5.9) Up = ( n ) :

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian segtin

. Ae,B) 0
(5.10) U, = ( 0 oae(a B)on ) Up.

La transformacion de las coordenadas que induce (4.7), dada en la
ecuacién (4.8), es la que corresponde a las componentes de un tetravec-
tor. En consecuencia, éstos se transforman como vectores de una rep-
resentacion equivalente a la (1/2,1/2) (de dimensién 2 x 2 = 4). En
efecto,

(5.11) v

b = Aaa/ ‘/a/i)/ (AT)b/b = Aa(l’ A ‘/a’i)’ :

b/
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El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se
descompone como suma directa de manera consistente con la descom-
posicién de Clebsh - Gordan de productos directos de representaciones
irreducibles de SU(2). Por ejemplo, (1/2,0) ® (1/2,0) = (1,0) & (0,0).

Se verifica que la representacién (1,0), de dimensién 3, corresponde
a tensores antisimétricos autoduales,

1
(5.12) Fup = =Fyp = 3 a7

6. EL GRUPO DE POINCARE

Observadores inerciales cuyos origenes de coordenadas no coinciden
asignan a un mismo punto del espacio de Minkowsky conjuntos de
coordenadas que estan relacionadas entre si por una transformacion

(no homogénea) del grupo de Poincaré, de la forma
(6.1) T=Lrx+a = I'=AN2"+a",

donde L es una transformacién del grupo de Lorentz y a es un tetravec-
tor que representa una traslacion rigida en el espacio-tiempo.

Es facil ver que estas transformaciones se componen como elementos
de un grupo, y que las traslaciones no conmutan con las transforma-
ciones de Lorentz. En efecto, frente a dos transformaciones consecutivas

tenemos

(62) x—>L1w—|—a1 —>L1 (L2x+a2)—|—a1 :L1L2x+(L1a2+a1) .

Podemos introducir una realizacién de los generadores correspondi-
entes a las traslaciones en el espacio-tiempo en términos de operadores

diferenciales de la forma
(63) PH = _Za,u )
de modo que

(6.4) ' — ot = ia® Pyt 4+ O(d?).
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Como las coordenadas son independientes, resulta que los P, con-

mutan entre si,
(6.5) [PM,PV} ~0.

Por otra parte, resulta inmediato verificar que

A

(66) [iuuvpa] :iguapy_igyapy7

lo que corresponde a la transformacion de un tetravector covariante.

Las ecuaciones (2.7), (6.5) y (6.6) determinan el algebra de Lie del
grupo de Poincaré. Notese que el rango de esta algebra es 4.
Por su parte, el cuadrado del tatravector FA’#, P2 .= g“”pﬂ lf’,,, es un

invariante cuadratico del grupo de Poincaré,

(6.7) [PM,PQ] —0, [ﬁw,fﬂ] —90.

En términos de los operadores Li y K; definidos en (2.9), el algebra
de conmutadores toma el aspecto mas familiar

r [~ ~

L;, Lg} = 1€k Ly,
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6.1. Representaciones unitarias del grupo de Poincaré. Dado
que el grupo de Poincaré contiene como subgrupo al grupo de Lorentz,
sus representaciones unitarias tampoco son de dimension finita. En
ellas, los generadores estan representados por operadores hermiticos
{M,,,P,}, con p,v =0,1,2,3, que satisfacen el dlgebra de conmuta-

dores”

( [M;uu Mpa] = _igupMya + igupMya + Z‘guaj\/[up - ig;mMup )

(69) [M,uwpa] :ig,u,apy_igyapua

\ [PMP,,]:O.

Como los generadores P, conmutan entre si, pueden ser simultanea-
mente diagonalizados, de modo que existen vectores en el espacio de la
representacion tales que

(610) P,Lt|p>:p,u|p>7 /1“207737

con p, € R. En esas condiciones, se puede buscar el grupo de es-
tabilidad (o pequefio grupo) del conjunto de autovalores p,, esto es,
el conjunto de las transformaciones del grupo de Lorentz que dejan
invariante al tetravector p.

Esas transformaciones estdan descritas por el vector de Pauli -
Lubansky (o vector de polarizacién),

1 1
(6.11) W= o 7P, Myy = o €7 My, P, = Wt

"En una teorfa cudntica, la realizacién de las transformaciones del grupo de
Poincaré en términos de operadores unitarios (definidos sobre el espacio de Hilbert
de los vectores de estado del sistema fisico) garantiza la invarianza relativista de
las probabilidades de transicion.

El generador de las traslaciones en el tiempo debe ser identificado con el hamil-
toniano del sistema, Py = H, mientras que los posibles estados del sistema estdan
descritos por los vectores de la correspondiente representacion lineal del grupo de
Poincaré. Operadores hermiticos que conmutan con P, corresponden a magni-
tudes conservadas en la teoria cudntica. En ese sentido, (6.8-6.9) muestran que
el impulso lineal, P = (Py, Py, Ps), y el impulso angular, M= (My, Ma, M3),

com M; = %eijijk, son magnitudes conservadas.
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donde €*"7? es un tensor totalmente antisimétrico tal que €”'?® = 1. En

efecto,

[P, WH] = % PP, [Py, M,,| =
(6.12)
= _% e,uupchV (igappa - igaapp) = 07

de modo que W* |p) es también autovector de los operadores P, cor-
respondiente a los mismos autovalores p,.

El operador W* es ortogonal a P,,
1
(6.13) P,WH = 5 e P,P,M,, =0,
y se transforma como un vector contravariante,
(6.14) [Mag, WH) = (02 gup — 0y gua) W".

De (6.12) y (6.14) resulta que el cuadrado de W#, W? = g, WHIW",

es un segundo invariante,

(6.15) (Mo, W?] =0, [P,,W?] =0.
Pero como
(6.16) W W] 0,

s6lo una de sus componentes puede ser diagonalizada al mismo tiem-
po que los P,. En lo que sigue veremos cémo conviene elegir dicha

componente.

En consecuencia, las representaciones unitarias irreducibles del grupo
de Poincaré (que no son de dimensién finita) contienen conjuntos de
autovectores simultdaneos de los operadores { P, ?, W+, W2}, para un
valor particular de p. Se distinguen tres casos segin el signo del auto-

valor de P2,

(6.17) P2 Ip) = m?> lp) , con m? = py? — ?2 )
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6.1.1. m*>0. En este caso existe un sistema de referencia para el

H
cual pp =my p = 0. La accién del operador W* esté representada

por
Iz 1 pvpo Do _oij
w |p> = 5 € Mpopl/ ’p> = E € Mij ’p> =
(6.18)
_ m nk _uk
=59 erij Mi; |p) = ¢"" m My |p) .

Teniendo en cuenta que
(6.19) [M;, M| = i€, My,

vemos que el operador de Pauli - Lubansky, restringido al conjunto de

- = L
vectores de la forma ‘po =m,p =0 >, se reduce a la aplicacion de
los generadores de un algebra su(2) (es decir, el pequenio grupo del
autovalor p = (m,0,0,0) es SU(2)).

La construccion usual muestra que en la representacion del pequeno
é
grupo de p existe un conjunto de (2s+1) vectores ‘po =m, p=0,s, 33>,
con2s € Ny sg=—s,—s+1,...,5s —1,s, tales que

( — —
PO m7075783 :mm7075783 )

é
Pi m, 0737$3> :Oa
(6.20)
— —
_% m, 075753> :SB‘m7 073733> )
w2 Ry

é
- |m, 0,3,33>:s(s+1)‘m, 0,3,83>.
\

El semientero s es el espin de la representacion irreducible consider-
ada, cuyo espacio de representacion puede construirse a partir de esos
vectores mediante la aplicacion de las transformaciones del grupo de

Poincaré®.

8Esta construccién de una representacién irreducible a partir del conocimiento de
una representacion del pequerio grupo se conoce como método de las representaciones

inducidas.
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6.1.2. m*=0. En este caso existe un sistema inercial para el cual
(621) P = (p070707p0) )

con py > 0. En esas condiciones,

1 Vpo p g g
(622)  W"[p) = 5 € Myop, |p) = 50 (e"9P7 + 4307) M, |p)

de modo que

WO p) = po €2 M5 |p) = po M3 |p) ,
W3 |p) = po €32 M5 |p) = —po M3 |p) ,

W) = 2 (€907 + €907) My ) =
(6.23)
= Do (61023M23 + 61302]\402) Ip) = —po (M1 + Mou2) |p) ,

W2|p) = B (€297 + €27) My p) =

= Po (62013M13 + 62301]\401) lp) = —po (My — Mo1) |p) .

Similarmente, dado que la aplicacién de W* no cambia los autova-

lores de P, (ver ecuacién (6.12)), tenemos que

[W3> Wl] Ip) = Po* [Ms, My + Moys] |p) =
= ipo® (My — My) |p) = —ipo W?|p) ,

[W3> WQ] \p) = P02 []\/[3, My — Mm] \p) =
(6.24)
= —ipo® (My + M) [p) =ipo W'|p) ,

[Wl, WQ] Ip) = po’ [My + Moo, My — My | |p) =

:’ip02 (Mg — Mg) |p> =0.

Por lo tanto, aplicados sobre el conjunto de autovectores correspon-
dientes a los autovalores p = (po,0,0,p) (es decir, en el subespacio

invariante frente al grupo de estabilidad de p), los operadores W12
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conmutan entre si (de modo que existen autovectores comunes a am-
bos, dado que son hermiticos), por lo que pueden ser considerados op-
eradores de traslacién en un espacio bidimensional, mientras que W3
actia como el generador de las rotaciones en dicho plano. En este caso,
el pequeno grupo del autovalor p = (py, 0,0, pg) es ISO(2), el grupo de
simetrias de un espacio euclideo bidimensional.

Por otra parte,

(B W2 [p) = (o] |(W0)° = (W1)* = (W2)* = (W*)°] [p) =
(6.25)
= =l |7 + (72| Ip) < 0.

Ahora bien, si existiera un vector para el cual (p| W2 |p) = —¢® < 0
(por ejemplo, un autovector de W' y W? con autovalores q y 0 respec-
tivamente), de (6.24) vemos que podriamos construir un continuo de
vectores con esa misma propiedad por aplicacién del operador eitw?

con 6 € [0, 2),
(6.26) p) — €™ |p) |

todos ellos autovectores degenerados del tetraimpulso correspondientes
a los autovalores (pg, 0,0, pg). Pero en la naturaleza no se encuentran
particulas de masa nula con esa clase de polarizaciones continuas,
por lo que esta posibilidad debe ser descartada.

En consecuencia, debemos suponer que (p| W2 |p) = 0, lo que implica
que W12 actiian sobre el conjunto de vectores |p) como operadores
nulos.

En esas condiciones, podemos elegir un conjunto de autovectores
simultdneos de W? y de los operadores P,, para los cuales

WS
(6.27) ——|p,A) = Mz |p,A) = A[p, A) ,

Po
donde el autovalor A es la helicidad del vector (autovalor del impulso
angular en la direccién de movimiento). Dado que M3 es un generador
de un grupo localmente isomorfo a SU(2), sabemos que ¢“™5 = 1, de
modo que 2\ € N.
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En el presente caso no disponemos de operadores escalera para con-
struir nuevos vectores de la representacién con diferentes autovalores

para Ms;. Pero teniendo en cuenta que el operador de paridad satisface

(ver ec. (3.7)), vemos que su aplicacién produce un cambio de signo en
la proyeccién del momento angular en la direcciéon de movimiento, de

modo que en la representacién también existe el vector

(629) 7)|(p070707p0) 7)\> ~ |(p070707_p0) 7_)\> .

Este vector, por efecto de una rotacién en 7 alrededor del eje 2, e™™2

(que cambia el signo de los autovalores de P; y Mj; manteniendo el
signo de la helicidad), es llevado al vector

(630) 6i7rM27D |(p07 07 Oup()) )/\> ~ |(p07 07 07p0) ) _)‘>

que corresponde al mismo tetraimpulso y a la helicidad opuesta del

vector original®.

Por lo tanto, en el caso de masa nula, m? = 0, los vectores de las
representaciones irreducibles del grupo de Poincaré con autovalores
definidos para P, tienen dos posibles valores para su helicidad, %A,

con A=0,1,1,2,2,...

También en este caso, el resto de los vectores del espacio de la repre-
sentacién se obtiene a partir del conjunto {|(po, 0,0, po), £A), po € RT}

por aplicacion de las transformaciones del grupo de Poincaré.

9Esto muestra que la existencia del operador de inversién espacial requiere que
toda especie de particulas de masa nula y helicidad no nula esté acompanada por
otra de helicidad opuesta, que puede corresponder a las mismas particulas, como
en el caso de fotones y gravitones (cuyas interacciones son invariantes frente a
paridad), o a otras diferentes, como en el caso de neutrinos y antineutrinos (cuyas

interacciones no son invariantes frente a paridad).
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2 < 0 son

6.1.3. m? < 0. Finalmente, las representaciones con m
taquidnicas (corresponderian a particulas que se mueven a mayor ve-

locidad que la luz), por lo que no nos ocuparemos de ellas.
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