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1. INTEGRALES FUNCIONALES EN MECANICA CUANTICA

Consideremos un sistema cuantico de un unico grado de libertad descrito por el

par de operadores conjugados Py @,

(1.1) P,qQ] = —if,
cuya evolucién temporal estd determinada por el operador Hamiltoniano
P2
1.2 H(P = — 4V )
(1.2 (P.Q) =5 +V(@)
Los operadores P y () tienen sistemas completos de autovectores,

(1.3) Plp) =plp), p€R, 1= [dp |p)(p|,

Qlg) =dlg), ¢ R, 1= [dq |g){ql,

que satisfacen

1
ehpq

V2rh

Estamos interesados en la amplitud de probabilidad de transicién entre un estado

(1.4) ('lp)=0p—1"), (dla)=3q—q), {dp) =

inicial caracterizado por el vector a |Qiniciar) & tiempo tiiciqr vy un estado final
correspondiente a |gfinq) & tiempo tfinq, la cual, para un potencial independiente
del tiempo y en la representacion de Schrodinger, esta dada por

1
. H(tf'mal - tim’cial)
(15) <innala tfinal | Ginicial ) tinicial) = <innal| e h |Qinicial> .

Sea N € Ny At = (tfinat — tiniciar)/N. Teniendo en cuenta que

1 N 1

—— H(t inal tinicia ——HAt
(1.6) e h (8 ina l)—He h
1
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y las relaciones de completitud, Eq. (1.3), podemos escribir

<qfinal7 tf'mal ‘ Qinicial ) tinicial) =

EYUN
(1.7) = /dQ1---/qu1 (gnle h lgn—1) X
1 1 1
—— HNAt —— HNAt —— HNAt
X {qy_1le B lgn—2) ... (@2]le D 1) (@le N 90)

donde hemos llamado gy = Giniciat ¥ 4N = Gfinal-
Como limy ., At = 0, cada factor en el integrando del segundo miembro satis-

face

_YHAt

(1.8) Jm (gunle B ) = 00 — dur)

de modo que podemos suponer que, para N > 1, ese elemento de matriz es
apreciablemente no nulo sélo para valores de ¢,.1 en un entorno de g,.

Empleando la formula de Haussdorf,
(1.9) A+B A B —é[A,B]—i—...

donde los puntos suspensivos representan términos cubicos y de orden superior en

Ay B, podemos escribir

]
——HAt
(& h =

(1.10)

. p2 ) 1 (-m)z {p?
At —— -5 V(@) +...
oSt TRV QAL T\ TR ) om

donde ahora los puntos suspensivos representan términos de orden (At)? (es decir,
O(N™3)) o superior.
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En esas condiciones, suponiendo que V' (¢) sea una funcién suave de su argumen-

to, podemos adoptar la siguiente aproximacién:

L HA
<Qn+1|e h’ ‘qn> =
1 P? 2
LA “Lvo)at
= (Gny1le h2m e h |gn)(14+O(N7?)) =
= 1Dy — 2V (ga) At
(111) = / dpn <qn+1’pn> € h2m <pn]qn> e h " (1 —+ O(NfZ)) =

(1+0(N"%) =

© dp ~pu(Gnit — ) _EPLQAt V(g At
:/ 2]777; ehpn qn+1 qn e hom e h qn
oo 2T

[ dn+1 — Qn
o o () ) o
:/ dpn eh{ At (1+O0O(N"?)),
~ 2mh

donde hemos empleado la Eq. (1.4) y

(1.12) H(p,q) = % +V(q)

es el Hamiltoniano clésico del sistema.

Reemplazando en la Ec. (1.7) obtenemos

<innal) tfinal | Ginicial s tinicial) - /dQ1 cee / dQN—l /dpo s /de—l

AtApn Gn — H(Pns qn) }
(1+O(NY),

(1.13)

F

St =

i
o

e

donde hemos llamado ¢, = (g,+1 — ¢a)/At. Téngase en cuenta que en el producto
de N factores de la forma (1 +O(N~2)) hay N términos de orden O(N~2), origen
de la correccién de orden O(N™1).

Nétese que la suma en el exponente corresponde a la accion cldsica (en la for-

mulacién hamiltoniana)

(1.14) MWM:[WWﬁMﬁMW—H@@MML

inicial
de una trayectoria en el espacio de fase en la que la particula une los puntos ¢, y
Gn+1 en un intervalo de tiempo At con velocidad constante, manteniendo valores

constantes de la variable conjugada, p = p,, en cada intervalo de tiempo (siempre
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que pueda despreciarse la variacién del potencial V(g) en cada tramo de la tra-
yectoria). Por su parte, las integrales sobre las variables q1,...,qn_1,P0,- .-, PN—1
corresponden a sumar las contribuciones de la totalidad de tales trayectorias.

El limite para N — oo del segundo miembro de la anterior ecuacién se indica

formalmente como

<innal7 tfinal | Ginicial ) tim'cial> =

tinicial s

(1.15) v [P
. / dt {p(t) 4(t) — H(p(t), q(t))}
= /Dqu e

lo que se interpreta como una suma de contribuciones correspondientes a la ex-
ponencial de § veces la accion clasica de aquellas trayectorias del espacio de
fase, (p(t),q(t)), que unen los puntos ginicial ¥ qfina €n €l intervalo de tiempo
(tfinal — tinicia) ¥ que, para todo valor de N € N, son rectificables en el anterior

sentido.

1.1. Integrales de camino en el espacio de configuracion. Las variables

pn pueden ser eliminadas de la Ec. (1.13) mediante integracién, lo que equivale
K3 2 .

a calcular los elementos de matriz (¢'|e~#2n%%|q). Para ello debemos considerar

expresiones de la forma de integrales de Fourier,

3<pAq—AtpL2>
I(Aq)::/ ﬁeh ! 2m ) _

o 2Th
(1.16)
- At
:/ ;i_kezkﬁqe_zmk7
oo 2T
donde Aq = Gni1 — Gn-
Pero como
_thAt 2
(1.17) e 2m =1, VkeR,

la anterior expresion debe ser entendida como la transformada de Fourier de la

distribucion reqular

B (zhﬁt) 12 B (zhAt(l — 225)) 2
(1.18) e 2m = lim e 2m

e—0t

)

donde la convergencia débil del segundo miembro esta garantizada por la con-

vergencia uniforme en cada compacto sobre la recta real. Teniendo en cuenta la
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continuidad de la Transformacion de Fourier respecto de la convergencia débil,

podemos escribir

2hAt>
0 — | —— ) [(1 —1e)k]
(Aq) = lim dk LAV EP ( 2m =
e—0t s
hALY
(1—12¢) © dk — K
(1.19) — lim (1—|—25)/ AG(1 +ag) 2m _
e—0t —(1—1€)o0 27T
(zhAt) 5
e /40 dH — K
— lim (1—|—ze)/ AG(L+1e) 2m
e—0t —e ’L7l'/4 27T ’

donde hemos rotado el camino de integracion desde una recta que pasa por el

origen con una ligera pendiente negativa a otra con pendiente -1, aprovechando

que el integrando es exponencialmente decreciente sobre los arcos entre ambas.
En consecuencia, llamando & = e*™/ 4\/E K, tenemos

—17r/4 o 1 9 hAL(1—21)
I(Aq) = lim / ¢ e mo =

e—0F RAL(1—2i¢)
2m

(1.20) of_mAL
— lim 2m  p\ 24881 - 2e) ) VT _
e—0+ \[ thAt(1 — 2:e) 27

1 P?

At
=(d|e h2m |q).
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Reemplazando en la Ec. (1.11), obtenemos en definitiva para el elemento de

matriz!
_% H At y m
(Gn+1le |4 = e \/2#271&75(1 — 2i€) .
(1.23)
v [ m(gner — %)2
— A1 — 226)V(qn)}
x el { 204(1 — 2ie) (1+0W) .

Senalemos que, a los efectos de obtener expresiones bien definidas, todo sucede
como si hubiera sido necesario introducir una parte imaginaria negativa en la
variable temporal,

(tfinal - tinicial)<1 - 225)
N Y

la que debe tender a cero sélo al final del calculo. En la medida en que las expre-

(1.24) At — At(1 — 2ie) =

siones resultantes sean funciones analiticas en el semiplano inferior abierto de la

variable
(1.25) T := (tfinal — tiniciat) (1 — 212)

una forma alternativa (y equivalente) de operar serfa considerar un intervalo de

tiempo euclideo
(1.26) B:=1T

con T en el semieje imaginario negativo (de modo que (3 > 0), para tomar al final

del calculo la extension analitica al valor fisico,
(127) ﬁ - Z(tfinal - tim’cial)(l - ZO) )
con (tfinal - tinicial) > 0.

LA partir de esta expresién podemos precisar qué se entiende por un potencial suavemente
variable. En efecto, cuando |g,+1 — ¢n| crece, la exponencial se vuelve fuertemente oscilante
debido al término cuadratico, por lo que el valor que la distribucién que ella define toma sobre
una funcién suave dependerd fundamentalmente de sus valores en un entorno de radio

2RAt _ \/2h(tfinal — tinicial)
m Nm '

En esas condiciones, podremos despreciar la variacién del potencial V' (¢) en ese entorno si ella

(1'21) |Qn+1 - Qn| ~

da lugar a términos de orden superior al de los de O(N~1) que estamos reteniendo,

3
(122) GV B = i V(@] (trinat — tiniciar)* N™% = o(N71),

lo que se satisface para todo ¢ si V(g) tiene una deriva acotada.
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Notese finalmente que, en una teoria relativista, esto seria equivalente al cambio
(1.28) t=2"— 2%/g00 = 2°(1 — 2:e) ,

donde la componente ggg de la métrica es tomada en el semiplano inferior abierto
del plano complejo (esto implica que g% sea tomada en el semiplano superior

abierto, lo que selecciona automéaticamente el propagador de Feynman).

La amplitud de probabilidad de transicién de la Eq. (1.13) queda entonces ex-

presada como

<innal; tfinal | Ginicial ) tinicial> =

— lim [ dg ... / dan m i
(1.29) e—0+ 2mhAt(1 — 2ie)
) N-1 m q q 2
_ 0 Aol T )
RO A= 2e) 05 <At(1 - 225)) Vian) B
e n=0 (1+ 0N ) .

La suma en el argumento de la exponencial (para e = 0) corresponde a la funcional

accion cldsica (en la formulacién Lagrangiana),

(1.30) sl = [ ar {5 a0? v e}

tinicial
de una trayectoria poligonal que en el espacio de configuracion se inicia en el pun-
t0 Qiniciar €N el instante Zpiciqr y termina en gpina @ tiempo tyiuq, por la cual la
particula une los puntos prozimos ¢, y ¢.+1 en el intervalo de tiempo At mo-
viéndose con velocidad constante, siempre que pueda despreciarse la variacién del
potencial durante cada uno de esos tramos de trayectoria. Por su parte, las in-
tegrales sobre las posiciones intermedias representan una suma de contribuciones
de la forma e#l9®] por cada una de tales trayectorias? (a menos de términos de

O(N™1)), con una medida de integracién que resulta independiente del potencial,

N

(1.31) dpinla(t)) = 1__[ din (QthAtTl — 226))2 '

2Sefialemos que, con el mismo grado de aproximacion, podriamos reemplazar la trayectoria

poligonal por otra conformada, por ejemplo, por arcos de trayectorias clasicas que unan los

puntos ¢, y ¢n+1 en el intervalo de tiempo At. En efecto, la diferencia en el valor de S [¢(t)] s6lo

contribuirfa con términos de O(N 1) al valor del integrando. En este caso, el argumento de la
.

exponencial serfa ; veces el minimo valor de la accién clésica calculada sobre trayectorias que

pasan por los puntos ¢, en los instantes t,, = t;niciar + NAL.
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El limite para N — oo del segundo miembro de la Ec. (1.29) se indica formal-

mente como

1

py o S1aO)

(qfinal:tfinal)
(132) <innal7 tfinal | Qinicial ) tim'cial> = /

(Qinicial stinicial)

lo que se interpreta como una suma o integral de contribuciones de la forma en Sl4®)]
sobre todas las trayectorias continuas en el espacio de configuracién que se inician
en el punto giniciqr €n el instante ¢;p;ciqr ¥y terminan en el punto gfine en el instante
t final, tomada con una medida de integracion Dq consistente con la de la Ec. (1.31)

(aplicable a la rectificacién de tales trayectorias).

Esta representacion de la amplitud de probabilidad de transicion como una
integral funcional proporciona una clara relacion entre entre la Mecanica Clasica
y la Mecénica Cuantica. En efecto, si consideramos el limite clasico, caracterizado
por i — 0, vemos que pequenas variaciones en la trayectoria, dq(t), producen
grandes variaciones en el exponente de e# S19®)] (es decir, en la accién clasica medida

en unidades de h):

(1.33) % 55 [q] = % / it %([f)] 5q(t).

En consecuencia, la contribucién a la integral del segundo miembro de la Ec. (1.32)
proveniente del entorno de cada trayectoria se promedia rapidamente a cero, con
la sola excepcion de las trayectorias cldsicas, que hacen estacionaria a la accion
S'[q(t)] (es decir, para las cuales %([tq)] =0).

En consecuencia podemos decir que, mientras que todas las trayectorias en el
espacio de configuracién que conectan la posicion inicial con la final en el intervalo
de tiempo disponible contribuyen al comportamiento cuantico de la particula con
un peso ei *l9 en la integral funcional, en el limite cldsico i — 0 las trayectorias

clasicas que satisfacen esa condiciéon quedan singularizadas de modo tal que

1
= S [qatasical
(1 34) <innal7 tfinal |qinicial> tinicial> ~eh e X constante .

1.2. Valores medios de productos de operadores ordenados cronolégi-

camente. Supongamos que queremos calcular el elemento de matriz de cierta
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magnitud fisica O tomada en el instante ¢, con ttine > t > tiniciar, entre los esta-
dos final e inicial que estamos considerando:
<innal7 tf'inal | OH <t> ’%nicial; tinicz’al) =
(1.35)
— Htina — 1) —7 H(t ~ tinicia)
<sznal’ € h " OS € h e ’%’nicial> ;

donde Op(t) es el correspondiente operador en la descripcién de Heisenberg mien-
tras que Og lo es en la descripcién de Schrodinger.
Empleando la relacién de completitud de la Ec. (1.3) y la representaciéon como

integral funcional de la Ec. (1.32), podemos escribir para este elemento de matriz

/ dq/ / dq//<innala Zffinal ’qla t> <q/‘OS|q”> <q//7 t’%niciala tinicial) =

" ‘sznalvtf”ml S[ ( )] (tfinah t) / "
(1.36) /dq /dq / Puch o
(¢,

1

(a",%) =S : ta Zf'micia
Y py o S0 (i)

(dinicials tinicial)
Supongamos por simplicidad que el operador Og sea diagonal en la base de

autovectores de @),
(1.37) (410slq’) = O(q)6(a —q)
(donde O(q) es cierta funcién numérica de la variable q), entonces

<innaly tfinal | OH <t> ’(Jinicial; tinicial) =

qunalvtfb’nal S[ ( )] (tfinala t)
(1.38) /dq/q Dy eh o

(4

(1) =S : ta tim’cia
Y p o S0 (i)

(@inicial> tinicial)

Y

lo que convenimos en denotar por

<innal7 tf'inal | OH <t> ’%niciala tinicz’al) =
(1.39)

Dq eh O (q(t))

(Qinicial ) tinicial)

/(qfinalvtfinal) s [q()] ( finats tiniciat)
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e interpretar como una integral sobre trayectorias en cuyo integrando aparece
ademds como factor el valor que la funcién O(q) toma cuando su argumento es el

valor de la coordenada por la que pasa la trayectoria en el instante .

Consideremos cierto nimero de operadores Ogc)(t), k=1,2,...,n, diagonales

en la base |q),

(1.40) (o lgy = 0W(q)é(q — ¢,

tomados en ciertos instantes ty.

Para su producto ordenado cronolégicamente,
1a1)  T{OR1)0F (1) 0F (1)} = 05 (1) .. O (1) 04 (1)

donde t;, > t; , > --- >1;, > t;,, la representacién como integral funcional de la

Ec. (1.39) se generaliza directamente a

1 2 n
<qfinala tfinal|T {ng{) (t1)0§{) (tQ) < O}(q)(tn)} |Qinicial; tinicial> =

(1.42) ,

Qfmaz,tfmal) _ .
— / Dq eh Slat)] oW (q(tl))(’)(2) (q(t2)) - o®) (a(tn)),

(@inicials tinicial)

donde el orden de los factores (numéricos) Q) (q(tk)) en el integrando del segundo

miembro es irrelevante.

1.3. Ejemplo: el oscilador armoénico. Consideremos el potencial

m

(1.43) V(Q) = Q%

de modo que el Lagrangiano resulte cuadratico.
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Tomando® h = 1 y un tiempo euclideo 3 = 2T > 0, a partir de las Ecs. (1.5) y
(1.29) podemos escribir

arle ™ TH gy = (gsle™"H |gy) /H qn< )

N
2

(1.45)

N-1
g m [ N2
_NE 2\ (Gui1 = @n)” + ?g,°
e

X n= 1+O0W1),

donde la suma en el argumento de la exponencial es positiva definida (para 5 > 0).
Desarrollando el cuadrado de la diferencia, es un ejercicio directo llevar esta integral

multiple a la forma

mN
Y {qf2 *
(qrl e |g) = e

(7)) (23"

2n 3

(3] Fwn

1,j=1

(1.46) N1 e

. F (a7 av-1+ @1 @) (1+0(N)

3Las unidades naturales (h = 1,¢ = 1) corresponden a cambiar las escalas de las distintas

magnitudes segin

t— ct, [ct] =1,
(1.44) mess [l=rn

A

EH%, {hﬂ -,

donde [ es una escala de referencia con unidades de longitud.
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donde la matriz M es autoadjunta (simétrica) para 5 > 0, positiva definida y sus

elementos de matriz estan dados por

1

2+ (%] (

(1.47) M;; = 0;,; — 0ij—1+ 0i j+1) -

=l

Cambiando la escala de las variables de integracién de modo que

(1.48) qn —

y definiendo

mN
26
Yi = 5 4qi,
2+ (%))
(1.49)
mN
26
Yy = : ar,
Bw
[2 + (%)
la Ec. (1.46) se lleva a la forma
mN w\’
St e () e
_BH 20 N
(arl e lg) = e x

050 < (32) (-

N-1
N—-1 - Z X sz Z;
X / H dzr, e =1 o2 (yrxn_1+21Y;) (1 4 O(N_l)) ‘

La integral multiple de la segunda linea del segundo miembro de esta igualdad

puede escribirse como

N-1
(1.51) In_q = / H dz,, e—thj + gta_c + +jt?j7

n=1
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donde
T Yi
T 0
(1.52) e I
IN-1 Y

Completando cuadrados en el argumento de la exponencial y teniendo en cuenta
que la medida de integracién es invariante frente a traslaciones y que M es llevada

a la forma diagonal mediante una transformacion ortogonal,
(1.53) R'MR = diag(\1, Ag, ..., An_1),

con A, > 0 para todo k, tenemos

N-1 _ _
Iy := S M / H dz), detR e~ R'MR/ _
n=1

(1.54) FM1g N-l/oo T L T N—l\/7
=e dz!, e~ "‘ntn =Y Y — =

= I MY R (detM)~

N

Debemos entonces calcular el determinante de la matriz M y de cuatro de los
elementos de su matriz inversa.

Llamemos

(1.55) A= <

La matriz M tiene la forma

1 -4 0 0

6 y A 1 —A 0 .. y
(1.56) |l 0 —A 1 -4 ... | Vb

y su determinante es una funcion de N que satisface

(1.57) Dy_q:=detMy 1 =1Dx_o—(—A)(—ADy_3) .
Ademas, para N = 2,3 tenemos

(1.58) Di=1, Dy=1-A?,

de modo que resulta consistente con la anterior relacién definir Dy = 1.
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Estas relaciones pueden resumirse en

o ()0

de donde resulta que

Dy, 12\ D=1
e (2)-037) (R5)

La matriz en el segundo miembro de la Ec. (1.59) tiene por autovectores a

o L))

con autovalores reales

(1.62) o =

{1i\/m}>o.

DN | —

En esas condiciones,

(1.63) (1 _§2>:U<NO+ 0 >U17
[

donde

_ 1 1 —p
(1.64) v={" "), vte—— anE
1 1 My — - -1 jyan

con det U = uy — pu— = B. Entonces,

1 —A2 : ,U/+k 0
(1.65) =U Ut
1 0 0 put*

Reemplazando en la Ec. (1.60) y teniendo en cuenta que py + p— = 1, obtenemos

D 1 k+1 7k+1
(1.66) k _ | B ) H ) ’
Dy My — H— g™ — H—

de modo que

k+1 _ K+l
(1.67) D, =t T
My — H—
Por su parte, lo elementos de matriz necesarios de M ~! son
Dy_
1 -1 N-2
(1'68) (MN—1)1,1 = (MN—I)N—LN—l - m
y

) B N (—A)N_2 AN—2
(169) (Mlel)l,Nfl = (Mlel)Nfl,l - (_1> ’ DN—l - DN_1
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Ahora bien, para N > 1, podemos aproximar

A= {1-1 (@) +E (oW},

(1.70)
AN=2 = 92N {1 —- ()10 (N‘2)} =22M (1+0(N™) .
Similarmente,
pe=3F {1-4 ()55 () +ov )
(1.71)

po—pe =VIAB = {1-§ (3) +O(N Y]

de donde resulta que

wt = S (-2 g (o= B8 Lo}

- , \
am e S -G G
S - oy,
Entonces,
3
Cos}glz(vﬁw) { (16;]32} +0O (N7,
(1.73)
g]” =2 (1 B9 coth(Bw) + 0 (N )) ,
N-1
AN-2 26w

= 1+0(N7?)).
Dy_; N sinh(fw) (1+0 (V7))
Finalmente, reemplazando estos resultados en la Ec. (1.50), es inmediato verifi-

car que

<Qf|€_ﬁH i) = (#}:}(ﬁw))z X
(1.74)

) (67 o —mal
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Tomando ahora el limite para N — oo y la extensién analitica en 5 desde valores
reales positivos hacia 8 — (T —1¢), con T' =ty —t; € Ry € > 0, obtenemos para
el elemento de matriz del operador de evolucion del oscilador armoénico el limite
(débil)

]

1
— N mw ?
(grle |:) gi,%1+ <2mﬁsin[(T—15)W]) *

(1.75)

ol (2 sin [(T — Zg)w]> [(a:” + as%) cos (T —1e)w] — 2qiqy] |

donde hemos restituido la constante h.

Senalemos que el argumento de la exponencial en el segundo miembro de la
anterior ecuacién (en el limite ¢ — 07) es ; veces la accién de la trayectoria
cldsica que comienza en el punto g; en el instante ¢; y termina en ¢y en el instante
t ¢, como puede verificarse facilmente. Esa es una caracteristica de los Lagrangianos

cuadraticos.

1.4. La funcién de particién . Volviendo a la Ec. (1.74), podemos construir la

funcion de particion del oscilador armoénico para una temperatura dada en térmi-

nos del tiempo euclideo por 7, = &, donde kg es la constante de Boltzman:
_By o _g H
2(8) =T {e i = [ dalgle B |g) =

1 m w
(o )2/m@€<aﬁm@)@wwmuf
27hsinh(fw) _

[e.9]

2mhsinh oo

_Pw
~ 2sinh (%“’) B 1 — e Bw B

oo 5 ( + 1 ) 0o — M
n=0

n=0
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En el caso general podemos escribir

(1.77)

Y S

lo que se denota por

(1.78) 2(5) — j{Dq 6_% /Oﬁ dr [% Q1)+ VvV (Q(T))}

9

dado que corresponde a integrar sobre ciertas trayectorias cerradas en el espacio

de configuracién (¢(3) = ¢(0)), parametrizadas por el tiempo euclideo T € [0, 3].

Notese que en el limite clasico, A — 0, las principales contribuciones a la funcién
de particiéon provienen de los minimos de la accion euclidea
B m .
(1.79) Sela(r)] = [ dr |5 d(r)* +V (a(r)] .
0

que es una funcional acotada por abajo si la funcién potencial V(¢) también lo es.

Para el oscilador arménico tenemos
B

(1.80) 2(8) = f pye 2 b 7 [4()” +wPa(r)]

Supongamos que las trayectorias sobre las que se suma no son sélo cerradas sino
también periddicas, es decir, que satisfacen ademés que ¢(5) = ¢(0). En esas
condiciones, integrando por partes en la integral del argumento de la exponencial
(lo que no produce términos de borde) obtenemos que, formalmente,

8

A ]

Para rectificaciones de las trayectorias en N tramos, el argumento de la expo-
nencial se reduce a una forma cuadratica de los puntos intermedios ¢,,, que es una

version discretizada del producto escalar

6
(1.82) (4(r), Do g(r)) = / dr q(7) [~ + ] a(r)

donde el operador diferencial

(1.83) D, = -0, 4+ w?
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estd definido sobre el espacio de funciones periddicas en el intervalo [0, 3], y la
integral multiple se hace respecto de cierta medida de integracion que, como hemos
senalado, es independiente del potencial (independiente de w en el presente caso).
El resultado de la integral multiple sera el determinante de dicha forma cuadratica
elevado a la potencia —1/2, multiplicado por cierto factor, producto de la medida.

Entonces, en el limite N — o0, cabe esperar que el resultado de la integral
funcional sea (cierta versién regularizada de) la potencia —1/2 del determinante
funcional del operador diferencial D,, asi definido, a menos de un factor indepen-

diente del potencial.

Consideremos el problema de autovalores de D,,:
D, hx(7) = (—0:> + w?) a(1) = Aha(7),
(1.84)
Ua(B) = ¥a(0),  ¥a(B) = ¥a(0).
Esto corresponde a un problema de Sturm - Liouville autoadjunto, con un espectro

real discreto y cuyos autovectores forman un sistema ortogonal completo:

Ia(T) = o TITVA — w? 7 VA —w? _

con e
(1.85)

92 2
= OAVA—w?=2mn =\, _(gn) +w?, nez.

Consideremos el producto

w I CT) I () |

n=1

Mientras que el primer factor (independiente de w) diverge cuando N — oo, el

1+(2ﬁw> ]}:28111;1(%")'

En esas condiciones, tomando una frecuencia de referencia wgy, podemos definir

segundo tiene un limite finito,

+ (%)2] — exp {Zlog

n=1

o0

w87 ]

el determinante del operador (Dw Dbjol) como

sinh (%)

9 N

(1.88)  Det (D, D,') :== lim Sl H

n=

de donde resulta que

(1.89)
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Este ejemplo muestra que la integral funcional sobre trayectorias periddicas es,
en el caso de Lagrangianos cuadraticos y a menos de una constante de propor-
cionalidad, una representacién formal del determinante funcional del operador
diferencial que aparece en la accién euclidea (con dominio en ese subespacio de

funciones periédicas).

Finalmente, recordemos que

(1.90) Z(B) = ie‘ﬁE”,

n=0
donde los E, son los autovalores del Hamiltoniano H. Entonces, para § — oo,
Z(B) =~ e PF donde Ej es el autovalor correspondiente al estado fundamental.
En consecuencia, para T" — oo y € > 0,

(1.91) Tr {6_% Tl - Zg)H} L T(1—e)H

~ (0]e T 0),
donde |0) es el estado fundamental de H.

Por lo tanto, teniendo en cuenta la Ec. (1.78), vemos que la amplitud de pro-
babilidad de persistencia del vacio puede ser representada mediante la integral
funcional

[ m .

P e[ - viaw)
(1.92) (0,tf = 00|0,t; = —00) = fDq e't J—oo :
donde se suma sobre las contribuciones de las trayectorias que se cierran al cabo

de un tiempo infinito.

1.5. Potenciales dependientes del tiempo. En la descripcion de Heisenberg,
los operadores evolucionan segun la ecuacion

. 1
(1.93) Ou(t) = - [H(Py(t),Qu(t);t), On(t)] .

Cuando el Hamiltoniano es polinémico en P y (), y tiene una dependencia

explicita en el tiempo que puede separarse de la forma

(1.94) H(Py(t),Qu(t);t) = Ho(Pu(t), Qu(t)) + Hit (Qu(t);t),

el operador H;,(t) = H(t) — Hy (que supondremos de soporte compacto en el
tiempo) permite definir la descripcion de interaccion mediante la transformacion

unitaria

(1.95) O;(t) = U;()Ox (U (1),
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donde Uy(t) satisface

(1.96) Up(t) = —% Hint (Q(£)38) Up(t),  lim Up(t) =1

Como consecuencia, los operadores en esa descripcién evolucionan segtin la ecua-

cion

7

(1.97) O (t) :

[Ho(Pr(t),Qr(t)), Os(1)] -

En esas condiciones, la teoria de perturbaciones dependientes del tiempo permite
expresar la amplitud de probabilidad de transicién del estado |g;,t;) al estado
| ¢i, t;) (donde Q(t)] q,t) = q| q,t)), como la serie asintdtica que se obtiene a partir

del desarrollo del orden cronoldgico de la exponencial en el elemento de matriz

(qr, el Ur(ty, ti)| gis ti) ~

v (Y
~ <Qf7tf’TeXp{_ﬁ/ Hint (Qr(t); ) dt}|Qi;ti> =
t

i

tr ty
t; t;

X {qp tr| T{Hine(Qr(t1); 1) - .. Hint (Qr(t0)i tn) } i ts) -

(1.98)

2 (—/RB)"
g

n=0

Sea L(q, ¢;t) el Lagrangiano correspondiente al Hamiltoniano H(p, q;t),y Lo(q, q)

el correspondiente a Hy(p, ¢). Entonces,

(1.99) Lint(q;t) = —Hine(q; 1) -
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Recurriendo al resultado obtenido para los elemento de matriz de un producto

de operadores ordenados cronolégicamente?, Ec. (1.42), podemos escribir

v U
(qg,ts| T exp {_7_1/ Hmt(Ql(t)%t) dt} @i, ti) =
t;

1 7

(1.100) /@fvtf)Dq eﬁ/t- dt Lo (q(t),4(1)) ﬁ/t dt Ling (q(t); 1)
(

T e i g
qisti)

Dgq eh

)

/@w = Sq(t)]
(qisti)

donde
(1.101) Slatt) = [ Llato). o)

es la accién clasica del sistema.
Nuevamente, este resultado se interpreta como la suma de contribuciones de la
forma en *] provenientes de trayectorias que van de (g, t;) a (gy,t5), integradas

con una medida que no depende del potencial.

1.6. Ejemplo: el oscilador armoénico forzado. El Hamiltoniano de un osci-
lador arménico sometido a la acciéon de una fuerza externa dependiente del tiempo
es

P2 muw?

(1.102) H(P,Qst) = 5—+ "= Q" = QF (1),

donde F(t) es una funcién del tiempo a valores numéricos.

Nos interesa calcular

it Ten {1 [ Qi Pt} ot -

i

(1.103)

[ G e G =S a0 o |

(gqist:)
Para ello consideraremos primero un tiempo euclideo # > 0, para luego tomar
la extension analitica del resultado a § — ¢T(1 — 1), donde T' =ty — t; y € >

0. Supondremos entonces que F(7) es una funcién real, suficientemente suave,

4Téngase en cuenta que la descripcion de Heisenberg se reduce a la descripcion de interaccién
cuando H;,; = 0, de manera que lo que mostramos para la primera cuando el Hamiltoniano no

depende explicitamente del tiempo también vale para la segunda.
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definida en el intervalo [0, 3] e idénticamente nula fuera del intervalo abierto (9, 5 —
J), con 6 > 0.

Teniendo en cuenta que la medida de integracién, Ec. (1.31), resulta invariante
frente a traslaciones, en la integral funcional del segundo miembro de la Ec. (1.103)

hacemos el cambio
(1.104) q(t) = q(1) + 2(1),
donde
B
(1.105) (7)== / Go(r,7') f(7'),
0
donde f(7) := F(1)/m y Gg(r,7') satisface
(<02 +42) Gy(r, ) = 8(r 7).

(1.106)

Gp(0,7') =0 =Gp(8,7) -
En consecuencia, (1) satisface la ecuacién

(1.107) (0% +w?) a(r) = f(7)

y condiciones de Dirichlet en los extremos del intervalo de tiempo euclideo, de

manera que la traslacion no modifica los puntos inicial y final de la trayectoria

q(7).

Entonces, reemplazando en la expresion de la accién euclidea obtenemos

m [P
Selo(r) +a(r)] = [ dr {a(e) +talr)) +
p 2 2
+m / dr {0, lq(r) &(7)] + q(r) [~i(r)* + wPa(r)? = f(7)] } +
(1.108) —/ dr {0: [x(1) &(7)] + x(7) [=i(T) + w?z(r) =2 f(7)] } =

m A 2 2
- 5/0 dr {q(1)" +w?q(r)"} +m gy i(6) — ;2(0)] —

——/ dT/ a7 F(7) Ga(r, ™) F(7).

Noétese que el primer término del miembro de la derecha corresponde a la accién
euclidea del oscilador arménico libre, mientras que toda la dependencia de la fuerza

externa F'(7) estd contenida en el segundo y tercer término, cuya contribucién a la



Path Integrals 23
exponencial de —71—1 veces la accion puede factorizarse fuera de la integral funcional

por no depender de la trayectoria.

La funcién de Green G(7, 7') admite el siguiente desarrollo respecto del sistema
{\/% sin (% 7') n=12 ... }, ortonormal y completo® en Ly (0, 3):

sin (mr 7') sin (mr T')
S B B
2

2
B n—=1 (%)2+w2 7

donde las condiciones de contorno en la Ec. (1.106) estdan garantizadas por la

(1.111) Ga(r,7') =

convergencia uniforme de esta serie.

En consecuencia,

(1.112) /OB dr /Oﬂ & J(7) Golr ) f(7) = 3 MLS
()

donde los f,, € R son los coeficientes del desarrollo en senos de la fuerza externa,

(1.113) f(r) = ifn% ifnz = /Oﬁde(r)Z.

Por su parte,

(1.114)
“(57)
0o SIN { — T
_ fu 5
= () e VP
B
En efecto,
B /
(1.109) %/ sin (7? T> sin ("; T> . mn =12,
0
Similarmente,

2 [P nm n'mw
1.110 f/ cos ( T) cos ( T> =0nn, n,m =0,1,2,...
(1-110) 5o =\ E
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de modo que su derivada es

(1.115) (r) = i (%ﬂ) fn  cos (%T 7)

P )
n=1 (@) T2 /2
5

dado que (como consecuencia de (1.113)) esta serie converge absoluta y uniforme-

mente.

Consideremos el limite de estas expresiones para fw > 1, para lo que conviene

redefinir 7 — 7 + /2. Para la funcién de Green obtenemos

cos (%” (r — T')) — cos (%” (r+7 + ﬁ))

(1.116) © B

1 [ JAE (T —1") _ pE(T+7 4 5) 1
T LY P o)
donde hemos empleado la féormula de suma de Euler - Maclaurin.

El integrando en el miembro de la derecha de la Ec. (1.116) presenta polos
simples en £ = +i1w, de modo que la integral se resuelve cerrando el camino
de integracién en el plano complejo de la variable E. Para el primer término, el
camino debe encerrar el poloen F =1w si7—7" >0y el poloen E = —iw para
7 — 7' <0, lo que conduce a

1 - o
(1.117) e wlr =71,
En cuanto al segundo término, el camino de integracién debe ser cerrado por el
semiplano superior, lo que conduce a una contribucién
(1.118) L (T4 p)
2w
que se anula exponencialmente rapido cuando (3 crece.
Entonces, en el limite 8 — oo la funcién de Green se reduce a

(1.119) Goolr —7') = 0 =7) —w(r—7) 00 =T —w( —7)

2w 2w ’
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mientras que su derivada resulta
/ !
(1.120)  9,Go(r = 7') = S 2_ = e (7T + o 2_ i W (T =7) ;

lo que muestra que
(1121) JZ(T) = / aTGOO(T — 7'/) f(’r/) :

para f(7) de soporte compacto, se anula exponencialmente cuando |7| — oo .

En definitiva, podemos escribir

rocl Tesp {4 [~ Qutr) F(r)ar i —o0) =

6—2;71 /oo dr /OO dr' F(17) Goo(T — ') F(7')

(1.122) X

1 [~  m..

(qf,00) _ﬁ/ dT;{q(7)2+w2q<7—)2}

X / Dq e —00 .
(gi,—00)

Transformemos ahora esta expresion a tiempo minkowskiano mediante el cambio
T — at(1 —10),

rocl Tesp {5 [~ Qi) F0) it} | ~00) =

]
(1.123) e2mh

/_ i dt /_ Z dt' F(t) Gp(t —t') F(¥)

Dq eh o0 ;

qi,—OO)

) /<qf,oo> - / ) dt 5 {a(t)* - wq(t)")
(

donde F(t) es una funcién suave de soporte compacto y

(1.124)  Gp(t) =1 lim Goo (1t(1 —12)) = QL {e(t) e Wt g(—t) ewt}

e—0t w

corresponde al propagador de Feynman.
Esto muestra que la extensién analitica desde tiempos euclideos, necesaria pa-
ra dar sentido a la integral funcional, implica la propagacion de las frecuencias

positivas hacia el futuro y de las frecuencias negativas hacia el pasado.
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Tomando ¢f = ¢; = g en la Ec. (1.123) e integrando en ¢ obtenemos la amplitud

de probabilidad de persistencia del vacio,

Tr lT exp {—% /: Hy (t) dtH _

(1.125) — 0ol Tesp {3 [~ Qi P10, ) -

1

/_ Z dt /_ Z 4t F(£) Gt — ') F(#)

)

= <07 &) ‘ 07 _OO>I € 2mh

donde hemos tenido en cuenta la Ec. (1.92) y el hecho de que F(t) es de soporte
compacto (de manera que para |[t| — oo los estados estacionarios son los del

Hamiltoniano libre Hy).

En consecuencia, teniendo en cuenta que para el sistema libre (0, 00| 0, —c0); = 1
(estrictamente, exp {—% EOT}, con T'— o), dado que ése es el estado de menor
energia, vemos que la amplitud de probabilidad de transicién de vacio a vacio en

presencia de una fuerza externa dependiente del tiempo puede ser expresada como

5 muw?

. :]{qu%/(:dt {%(J(t) - = at)’ +q(t) F(t)} -

(1.126)

2 oo [e.9]
/F _/Fl
:6—2mh/_mdt/_mdt (t) Gt —t) (t)’

donde la integral funcional se extiende sobre un conjunto de trayectorias cerradas.
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Consideremos ahora una variacién infinitesimal de la fuerza externa, 6 F(t), de

soporte compacto. A primer orden podemos escribir

Zy[F(t) +6F(t)] =
= (0, 00| T exp {%/_OO Qr(t) F(t) dt} X

<freg [T aaiwaro f1o.-x) -

o0

(1.127)

m 2 2

j{pqe%/zdt{gq«w -+ ) )

x {1+ %/:dtq(t)w(t)} )

de donde resulta que la derivada funcional

02y [F ()]
R SEey

(1.128) = (0,00| T {eXp { % N Q") F(t) dt’} Ql(t)] 10, —o0) =

Este resultado se generaliza inmediatamente al caso de derivadas funcionales de
orden superior,

(1.129) -
=) SFay .. PG

.00l exp & [~ Q) Yt Qi) @ute)]10.-00) =

fou. V[ {Baer- ) +alt) P} o
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Estas relaciones nos permite dar un desarrollo asintético para la amplitud de
probabilidad de persistencia del vacio para el caso de un potencial polinémial V' (q)
arbitrario.

En efecto, si
(1.130) V(g) = =mw® + Viul(q),

resulta inmediato mostrar que

%qu%/Zdt {5 -V @}

/ L HT
(1.131) = lim (Ole 7 |0) =

_ e_% /Z e <_% 5;—@> " 2 ir0)

donde H = % + V(Q), el vector |0) es el estado fundamental del Hamiltoniano

Hy = % + mT“Q y la funcional Z, [F(-)] estd dada en la Ec. (1.126).

El desarrollo formal de la exponencial en el miembro de la derecha de la anterior

F=0

igualdad, tomado hasta cierto orden en el potencial de interaccion V;,; y aplicado
a la funcional Zj [F(+)], permite obtener un desarrollo asintético en el cual aparece
naturalmente la funciéon de Green de Feynman, lo que corresponde al desarrollo

en diagramas de Feynman de la Teoria Cuantica de Campos.

Los resultados hasta aqui obtenidos se generalizan directamente al caso de varios

grados de libertad.

2. TRAYECTORIAS EN EL ESPACIO DE BARGMANN - FOCK

Cambiando la escala de los operadores P y () segin

(2.1) P VmhoP. Q—w/m—th,

de modo que los operadores P y () resultantes sean hermiticos y sin dimensiones,

con un conmutador

(2.2) [P,Q] = —,
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el Hamiltoniano del oscilador arménico se reduce simplemente a

(2.3) Hy = % {P*+Q%} .

Los correspondientes operadores de creacion y destruccion se definen como®

Q +1P i Q — 1P
a = , a' = ,
V2 V2

donde a' es el adjunto de a, y se satisface que

(2.5)

(2.6) [a,a’] =1, Hy=hw <aTa+ %) :

Los autovectores del operador (no hermitico) a,

Q+P
V2

son los llamados estados coherentes del oscilador armonico.

(2.7) alz) |z) =z|z), conz=xz+1yeC,

Empleando la representacién de estos operadores en el espacio de configuracion

obtenemos

(2.8) (dlalz) = alglz) = % (q+ diq) bala) = 20(a)

donde ¥,(q) = (q|z). Esta ecuacién implica que

(2.9) diqloglﬁz(Q):\/ﬁz—q:%(ﬂzq—q—) ,

de donde resulta que
2

(2.10) ¥.(q) = K(z) exp {—% + \/52(]} € Ly(R,dq), Vz € C,

donde K (z) es una constante de normalizacién dada por

2

zZz z
(2.11) Kl =n%e 2e¢ 2,
donde z = x — 1.
6De donde resulta que
at +a at —a
2.4 = P =
(2.4) Q 7 y =7
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Puede verificarse que el conjunto {|z) , z € C} constituye un sistema (sobre)completo

en el espacio de Hilbert H. En efecto,
dzd > *
| Sl = [ o [y

1 2 12
X ‘73}/—2 e 2 (¢ +4q )e—2$26ﬁ$(Q+q’)Hﬁy(q—d)

(2.12)

7372

= 2—7T5 <\/§(q - q’)) e—% (QQ * q’2) /00 do e 2 x26\/§x(q +dq)

oo

_ o) /mdue_(UQ_QUQ+q2) =d0(g—1),

T1/2

donde hemos usado que dz dz = 21dx dy.

Por lo tanto, tenemos la siguiente descomposicion espectral de la identidad,

dz dz
(2.13) I= / 5 12l
y cualquier vector |¢)) € H puede ser escrito como
dz dz
(2.14) o) = [ G 1) elu).
Esto implica que la correspondiente funcién de onda esta dada por
dz dz dz dz
@1) v = lal) = [ G5 el = [ S o) o).
con
00 00 _Z_Z
216 Gl = [ doGla) = [ davo v =e 2 1),
donde
0o _1 52 = 2
(2.17) 1(z) = 71/4/ dge 2 (#-20v22+¢) 5(a)

es una funcion analitica entera de la variable zZ. En efecto, tenemos que

1 9 3
/qu (V2q)e 2 (¢ -24v23) ¥(q)

2

(2.18)

< {/_qu (vag)"e <q2‘m<5“))} ()|,
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de modo que converge absoluta y uniformemente en todo compacto del plano
complejo z. Por lo tanto, la integral en el miembro de la derecha de la Eq. (2.17)

tiene derivadas continuas de todo orden.

Por su parte, la norma del vector de estado puede escribirse como

T el = [

21 27

e ()f(3).

@19) P = i) = [

Ademas, teniendo en cuenta que
(2.20)

(elw) = / " dg (la{glw) = / " dg v (0) bula) =

—00 —0o0

% _%(5z+22) %(ww+w2)/que{q2+2q('z;§w>}

1, 5 1, _ o 1 2 1, _
. 2(zz—|—z)€ 2(ww+w)e2(2—|—w) . 2(2z+ww)ezw,
resulta que f(z) satisface la relacién
zZz zZz Jiod
_ - - w dw
fE) =2 el = e 2 [ 0 Gl wly) =
T
(2.21) 2 dpdw - (52 4+ 0w) _uw
' =c 2 U2 e“We 2 f(w)
2m
_ [dwdw oz —pw
_/ o © Jlw).

Vemos entonces que la proyeccién de los vectores de estado [1) sobre los vectores
de la base de estados coherentes |z) corresponde a efectuar una transformacién

unitaria (isometria con inversa),

(2.22) ) < f(2) (o, eqgivalentemente, ¥ (q) < f(Z),)

que aplica H (o bien, Ly(R, dg)) en un espacio de Hilbert formado por funciones
enteras de la variable z, de cuadrado integrable sobre el plano complejo respecto

de la medida Cf—ﬂ‘_if e **, y dotado de un nicleo reproductor

(2.23) P(z,w) =e*Y.
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El producto escalar en este espacio, que llamaremos de Bargmann - Fock, esta da-

do por

220 (who= [ SE @l = [ SE e g0,
donde ¢(z) = 27 (z|x).

En esta realizacion del espacio de Hilbert los operadores de creacion y destruc-

cion tienen la siguiente representacion:

(zlat|w) = (al2))|0) = (212))|0) = 2 (z[0)

(2.25)
= W) =710,
y
(Wlah) = (@16)) 1x) = [ o2 €7 (21(2)'9(2)

22) = [T e e - [T {Foe ) el

2m 2m

—/dZd’Z e FE () 0:9(2) = ag(z)=0:9(2),

2m
Entonces
(2.27) al=z y a=0;
y se satisface que
(2.28) [a,a'] = [0:,2] = 1.

Con esta representacion, el operador Hamiltoniano del oscilador armonico re-

sulta

(2.29) 9o = hw (a*a+ %) = hw (z@z + 1) :

y el operador niimero

(2.30) N=aa=720;.
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Naturalmente, ambos son operadores hermiticos en el espacio de Bargmann -

Fock, lo que es facil de ver integrando por partes en el producto escalar

/ VZd2 =22 o(2) (0. (2)) =

2m

(2.31) :/dm (—@26_22) 9°(2) [(2) =

_ / 24z —22 0. 9(2))" F(2).

2m

El estado de vacio se define por

4

(2.32) O0=e 2 (z|a]0)=afo(2)=0: fo(2) = fo(2)=1,

donde fy(Z) esté correctamente normalizado dado que

dzdz _5 1 [ o0 (2 2
e [SE = [ [Cayem ) o0
T J - —00

2

Por su parte, los estados excitados estan dados por

= = at” af” zZ"
(2.34) fu(z2) =€ 2 (z|n) =e 2 (2] ﬁ|0> = ﬁfo(z) =7

Resulta evidente que

(2.35) N fo(2) = 20, \jm = n f(2)
y
(2.36) o fu(2) = hw (n + %) fn(2).

Es inmediato verificar que los estados estacionarios asi obtenidos (que forman

un sistema completo) son ortonormales. En efecto, sin pérdida de generalidad
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podemos suponer que n > m en el producto escalar

_ dz dz 3z 2"
<nrm>—/ e

dz dz i .

(2:37) - =5

/ dz dz
\/nl— om ©

—Zz {(ai)n Zm} =0nm -

Finalmente, senalemos que la evolucién temporal de la funcién de onda en el

espacio de Bargmann - Fock, f(Z), estd dada por

(2.38)

2.1. Operadores en el espacio de Bargmann - Fock. Consideremos ahora

un operador A, definido en H, que tiene un desarrollo de la forma

(2.39) A= Z In)(n| Alm)(m Z In)y Apm

n,m=0 n,m=0

Entonces, de la Ec. (2.34) obtenemos

(2l Alw) = > (2|n) App (mlw) =
n,m=0
(2.40) i _
oo o _aw
=e¢ 2 e 2 Anm —_—e 2 e 2 Alz,w
n;O ( )

donde hemos llamado

(2.41) Z Anm “

n,m=0

que, para A,,, suficientemente bien comportado, sera una funcién analitica de z

y de w.
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La accién de A sobre un vector de estado puede describirse como

Gl = [ F5o8 lAfu) ul)

zz 3
(2.42) :e_i/d"’dw eV Az, w) f(B) =

2

= Af(z) = / d‘;iw e UV A(z, w) f(w@).

De ese modo, A actia sobre el espacio de Bargmann - Fock como un operador

integral de nicleo A(Z,w).

En particular, el nicleo del operador identidad esta dado por

Z w
)

(2.43)

nm

n,m=0

que es precisamente el ntucleo reproductor del espacio.

Similarmente, se puede ver que el nticleo de la composicion de dos operadores

esta dado por

(2.44) (AB)(3,v) = / dwdw  —ww 45 ) Blw,v).

2m

La traza del operador A se define por

TrA:=> (n|Aln) = / d;iz > (nf2)(z] Aln) =

- [5G \A{Zrn n\} = [ Gl AL,

Haciendo uso de la Ec. (2.40) obtenemos

(2.46) TrA= / d; dz 2z 5(3 3.

(X

(2.45)

Para llevar al operador A al orden normal, a partir de la Ec. (2.39) escribimos

(2.47) A= Z Apm \/_‘O><O’\jM'

n,m=0

Senalemos que

3

"™ gn

I
i
NE

s T

(2.48) 1 0)(0|
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En efecto, tenemos que el conmutador

|
—~ nl
(1), yn 4t
(2.49) :Z( n') (aT) na* ' = —qt e 0.
n=0 )
)
= e 4041 =0
Entonces,
_af
(2.50) e T n)y =0, paran > 0,

mientras que

(2.51) ce 4 0) =10).

A= Z Apm :_e—aTa a” =

n,m=0

(2.52)

kzg k' Z \/n' = Z vn!lm! aa™,

n,m=0 n,m=0

lo que define los coeficientes AY = del desarrollo de a en orden normal.

Teniendo en cuenta la representaciéon de los operadores de creacién y destruccion

en el espacio de Bargmann - Fock, Ec. (2.27), podemos escribir que

(2.53) AfE) = Y gy

Iml
om0 Vnlm!

o bien, empleando el ntcleo reproductor del espacio, Ec. (2.21),

dw dw =
Af(z) = i 2 0e 2 f(w) =
/ 2m n,m= 0

(2.54) :/dgjﬂiw e—szJrEw{ Z n' m}f(w) _

— [ A ) fw).

2
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donde el niicleo auxiliar AN (%, w) se obtiene del desarrollo de A en orden normal
cambiando at — Z y a — w.
De alli surge que el niucleo del operador integral A también puede ser escrito

como
(2.55) Az, w) = e?W AN (z,w)

lo que simplifica su calculo. Ademas, reemplazando en la expresion de la traza, Ec.

(2.46), también resulta que

(2.56) TrA:/dZdZ AN(z,2) .
2m

2.2. Integrales de camino en el espacio de Bargmann - Fock. Estamos
ahora en condiciones de considerar el nucleo del operador de evoluciéon de una
particula en su representacién como operador integral sobre el espacio de Barg-

mann - Fock.

Supondremos que el Hamiltoniano de una particula sometida a la acciéon de
un potencial V(Q) = %mu)2 Q? + ..., donde los puntos suspensivos representan
términos de érdenes diferente del cuadrético (que pueden incluso tener una depen-
dencia suave en el tiempo), ha sido expresado en términos de los operadores af y

a v llevado al orden normal,
(2.57) H=H (aT,a;t) =:H (aT,a;t) s

Entonces, el operador de evolucion de la descripcion de Schodinger correspon-
diente a un intervalo de tiempo infinitesimal (¢ + At,t) estd dado por

1
—— H (a',a:t) At 1
(2.58) Ult)=e h ( ) =1——H (d',a;t) At + O(AP),
donde los dos primeros términos del desarrollo del miembro de la derecha estan
expresados en orden normal.

El correspondiente niucleo auxiliar es

7

——H (z,w;t) At
(2.59) UN(zt+ At;w,t) =e D (2 w3t)

(1+0(Aat%),
y para su nucleo como operador integral tenemos

~ Ew—iH(Z,w;t)At )
(2.60) U(z,t + Atw,t) = e h (1+0(At%)) .
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De la composicion de operadores sobre el espacio de Bargmann - Fock, Ec.
(2.44), resulta que
(2.61)
Uz, t+ 20t w,t) =

dndn _&5
:/ ", =i Uz, t + 20t + A U7, t + At w, t) =

271

L

didn - I —~H(Zmt+ A At fw— ~ H (7, w;t) At
_/ € h (& h X

211

_ r_ 1 i
x (14 0(A8%)? :/dndn €§(z77+77w) 65{(2_”)77—77(77—10)}

X
)

— - {H Emt+ 50 + H (9. wit)} A

X e (1+0(A9)* .

Para un intervalo de tiempo finito, (¢;,¢;), tomando At = % con N > 1,

podemos escribir para el nucleo del operador de evolucién de la descripcién de

Schodinger
B ot dz, dz, % (Zrzn—1+ 21%)
U(Zp, ty; 2z t) = / }_[1 - e X
r/z z 2y — 2
n+1 = <n s n — “n—1
(2.62) 1A K 2t ) T ( At )]
X e n=1 X
. N—1
_ﬁAtZH<Zn+1;Zn;tn) )
X e n=0 (1+O0(WN),

donde hemos llamado t,, :==t; + nAAt, zp 1= 2z, y Zy = Zj.
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El limite para N — oo del miembro de la derecha sera denotado por

)= 1 ZfZ () 2
U(vatf;zmi):/( Y D s, o)) 2 ) F AL

z(ti):zi

(2.63) %/t "t {QE [Z(t)2(t) — 2(t)2(t)] — H (2(t), 2(b); t)}

X e g

~ (Texp {—%/j dt H (aT,a;t)}) (21, 2)

lo que se interpreta como una suma de contribuciones provenientes de trayectorias

~

continuas en el plano complejo, (z(t), Z(t)), que satisfacen las condiciones (inicial
y final respectivamente) z(t;) = z; y Z(ty) = Zs.

Noétese que z(t) no es la compleja conjugada de z(t), de manera que z(t;) es el
valor (no condicionado) que adopta de la trayectoria z(t) en t = t;. Similarmente,
z(tf) es el valor que la trayectoria z(t) toma en ¢t = t;. En consecuencia, el primer
factor exponencial en el integrando del segundo miembro depende de la trayectoria

y no puede ser extraido fuera de la integral funcional.

Senialemos que el argumento de la exponencial en el integrando del segundo
miembro de la Ec. (2.63) puede ser entendido (a menos de términos de borde)
como la accién clasica de la particula expresada en términos de las combinaciones

linealmente independientes de la coordenada y el impulso dadas por

(2.64) z:\/ﬂ;:;;@—kZ%), z:\/rg:;;@—z%).

En efecto,

dt —
mw

ty ty
+/ dt pq.
t; t;

K3

—
&
QU
~
L
IS{0
—~
~
N~—
I
—
~
N—
|
Y
—~
~
N—
N
—
-
|

%/tf 2 i pa =
n ), pq—pqj] =

(2.65)

1
= 2]?(]

Por su parte, la medida de integracién asi expresada se reduce a

dz dz mw\ 21 dp d
(2.66) = < ) dpdq = g ,

21 4mih/ mw 2mh
lo que muestra que se trata de una suma de contribuciones provenientes de tra-
yectorias sobre el espacio de fase, con condiciones iniciales especificadas para la

combinacién (g +-2) y finales para (¢ —-2).
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En particular, esto muestra que la convergencia de las integrales en el segundo
miembro de la Ec. (2.62) requiere (como anteriormente) de la introduccién de una

parte imaginaria negativa en la variable temporal: t — (1 — 1), con £ > 0.
Estos resultados se extienden directamente al caso de varios grados de libertad.

Para el célculo efectivo de integrales funcionales en esta formulacién (también
llamada holomorfa) es necesario recurrir al siguiente resultado.
Consideremos una matriz no singular M cuya parte hermitica, % (M + M T), sea

positiva definida. Entonces, si llamamos

21
_ <2
(267) Z:(El 22 EN), Z = . 5
ZN
y similarmente para W y W, tenemos que
N
dzZ,dz, \ _7 1 7 1 WML
(2.68) /(Hl)e ZMZ—l—WZ—i—ZW:(detM) 1€WM W.
vt 211

En efecto, si M = H + 1A, con H, A matrices hermiticas y H positiva definida,
entonces una transformacién unitaria U; seguida de un cambio en la escala de las
variables de integracion permite llevar H — 1, donde 1 es la matriz identidad de
N X N:

(2.69) H = U diag (hy, hs, ..., hy) Uy,

con h; > 0 para ¢ = 1,2,..., N. Esas dos transformaciones tienen asociado un

Jacobiano igual a (det H)™', e implican el cambio

W — W' = WU{[diag (h1, ha, ..., hn)] 2,

N |=

(2.70)
W —W = [diag(hlahb---ahN)}_% uw.

Por lo tanto, en lo que sigue es suficiente considerar M = 1 + 1A;, donde

I

(271) Al = [dlag (hl, hg, ey hN)}fiUl AAUEr [dlag (hl,hg, N hN)]

Pero A; = Ai también es llevada a una forma diagonal y real por cierta transfor-

macién unitaria Us,
(272) Al = Ug dlag (al,ag,...,aN) Ug,

cona; € R, parai=1,2,..., N.



Path Integrals 41

De ese modo, llamando W” = W' U2T y W" = U, W', podemos escribir la integral

multiple como

k=1 —

(2.73) W [diag (14 a1, 1+ 1a,..., 1 +ay) ]~ W"

det (1 +24;)

_ detH GV_V[HHA]_IW
det (H 4 1A) ’

donde hemos usado las Ec. (2.70 - 2.71).

Finalmente, multiplicando por (det H )_1 obtenemos el segundo miembro de la
Ec. (2.68).

2.3. La funcién de particiéon. Tomando ¢ty —¢; — —3 y haciendo uso de la
Ec. (2.46), obtenemos la siguiente representaciéon para la funcién de particiéon de
un sistema descrito por un Hamiltoniano independiente del tiempo,

Z(B) = Tr{e_%H} = /@ e FF U(z,—18;2,0) =

2

zdy _=. [FP)=2 —|zz z(0) z
:/d d e_ZZ/ D[z(7), 2(7)] 62[ (8) + 2(0) 2 X

2m (0)=z2

B
= / dr {hz(r)2(r) + H(2(r), (7)) }

X e 0 )

donde hemos integrado por partes el término z(7)z(7) en el argumento de la ex-
ponencial.

La integral funcional resultante puede ser interpretada como una suma de contri-
buciones provenientes de un conjunto de trayectorias continuas en el plano comple-

jo, (Z(T), Z(T)), donde la condicion final para la primera es la compleja conjugada
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de la condicién inicial para la segunda (valores sobre los cuales también se integra

finalmente).

Senalemos que también es posible expresar formalmente la funciéon de particién
como una suma sobre trayectorias no condicionadas, siempre que se introduzcan

deltas de Dirac que impongan las anteriores condiciones,
2(8) = /d,z dz /D 2(r), 2(1)] 8(= — 2(0)) 6(z — 2(8))

B
y [2(0) B Z]z —%/ dr {hz(r)z(r) + H(Z(T), z(T))}

(2.75)

= [ D), =) [ @

B
_%/ dr {hz(7)2(r) + H(2(r),=(7)) }

X e 0

Pero, a partir de esta expresion, se puede argumentar que al integrar sobre
todos los posibles valores que z(7) puede tomar en 7 = 0 se origina un factor
10 (Z(O) — Z(ﬁ)), lo que sugiere que sélo contribuyen a la funcién de particién las
trayectorias z(1) cerradas.

Integrando por partes el término Z(7)Z(7) en la segunda exponencial del inte-

grando de la Ec. (2.74) se llega a la misma conclusién para la trayectoria z(7).

Por lo tanto, la funcién de particiéon admite ser representada formalmente como
una integral funcional sobre trayectorias complejas cerradas, lo que expresaremos

como
1

B
—— | dr {hz(r)i(r) + H(2(7), 2(7)

Esta interpretacion se ve reforzada al considerar un Hamiltoniano cuadratico,

H = hwZzz, para el cual

B
— [ dr Z(7) [0; + w] 2(7)
BT z(e) = § DA I .

Por lo que hemos visto anteriormente, esta integral funcional toma el valor de

la inversa del determinante funcional (regularizado) del operador diferencial de
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primer orden D = [0, + w] definido sobre un dominio de funciones que satisfacen
la condicién de contorno z(3) = z(0).

El adjunto de ese operador resulta ser el operador DT = [, + w] con dominio
de definiciéon en el conjunto de funciones que también satisfacen la propiedad
z2(8) = 2(0).

Dado que la funcién de particiéon toma valores no negativos, podemos definir el
resultado de la integral funcional de la Ec. (2.77) como proporcional a la potencia
(—%) del determinante funcional de la composicién DD = —9,2 + w?, la que sélo
es posible en el dominio restringido (pero denso) de las funciones periddicas (es

decir, las que satisfacen ademas que 2/'(3) = 2/(0)). Tenemos entonces que

1
2

(2.78) Zo(3) ~{Det [0 + 0| b T

con lo que recuperamos el resultado obtenido en la Ec. (1.89) del primer capitulo.

2.4. Ejemplo: el oscilador armoénico forzado en el espacio de Bargmann

- Fock. Consideremos el Hamiltoniano dependiente del tiempo de la forma
(2.79) H(a',a;t) = h{wdla— f(t)a’ — f*(t)a} ,

de donde resulta que el niicleo auxiliar

(2.80) HY(z,w;t) = H(Z,w;t) = h{wzw — f(t) 2 — f*(t)w} .
Reemplazando en la Ec. (2.63) obtenemos
(2.81)
zZ(tf)=zy —\Zrz(te) + Z tz Zi
U tpant= [ Dl ) 207
z(ti):zi

z/fﬁ{%p@dw—zwawyﬁwawaw—fwzm—f%wam}
X e Jti .

Busquemos las trayectorias cldsicas de este sistema fisico, vale decir, aquellas
trayectorias (2(t), z(t)) que satisfacen las condiciones inicial y final especificadas en
los limites de la integral funcional y que hacen que el argumento de la exponencial
en el integrando tome un valor extremo. Esas trayectorias estan determinadas por

las ecuaciones

% 52‘;) /t "ar {%[Z(t’)z(t’) —H):t)] - H(Z(t’),z(t’);t’)} _

(2.82)

=12(t) —wz(t)+ f(t) =0, =2(t) =z,
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cuyas soluciones son

z(t) = ze —w (t —t;) + Z/t dt' e ™ (t 1) f(),

(2.84)

Ht)=ze W (tr—1) +Z/tf dit e~ (' = 1) £t .

t
Reemplazadas en el argumento de la exponencial obtenemos

tr
/ dt
t

i

{% [2(8)2() — 2(8) ()] — H (=(t), 2(2); t)} -

St e

- 5/fdt{f(t)z(t)+f*(t)z(t)}:

t;

- 5/: dt f(t) {zfe—w (tr = 1) H/ttf dt' e (' = 1) f*(t’)}-i—

(2.85) +% /ttf dt f*(1) {zie_w (t—t) +z/tdt’e_w (t=1) f(t’)} =

i ti

—%/: dt/t;f d f*(t){@(t—t’)e_w (t=1)

ot — ) e —w (= t)} F(t).

Por su parte, el exponente del otro factor en el integrando del miembro de la

derecha de la Ec. (2.81) (que sélo depende de los valores en los extremos) evaluado
en las soluciones clésicas resulta ser

1 — —
Q[Efz(tf) + Z(t;)z] = zre w(ty t’)zi—l—

(2.86) t
—i—%/tfdt{ffe_u’u(tf RN OO U

i
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La suma de los miembros de la derecha de las Ecs. (2.85) y (2.86) da ; veces la

accion clasica evaluada en las trayectorias clasicas, S (Ef, te; 2i, ti).

Nétese que, con ¢t cambiado por t(1 — ) con € > 0, los factores e (=),
e ~w(tr=t) y ¢ (=) tienden exponencialmente a cero cuando t; — 00 y t; — —00,
de modo que el segundo miembro de la Ec. (2.86) tiende a 0, mientras que del

miembro de la derecha de la Ec. (2.85) s6lo sobrevive el término

(2.87) zw/ dt/ dt" f*(t)Ge(t —t") f(t'),
donde la funcién de Green de Feynman ha sido definida en la Ec. (1.124).

Ahora bien, aprovechando que la medida de integracion en la integral funcional
de la Ec. (2.81) es invariante frente a traslaciones, hacemos el cambio en las va-
riables de integracion z(t) — z(t) + w(t) y 2(t) — 2(t) + w(t), con w(t;) =0y
w(ts) = 0. Teniendo en cuenta las ecuaciones que satisfacen las soluciones clésicas,

Ecs. (2.82) y (2.83), obtenemos para el nicleo del operador de evolucién

]

_Sz7t;zi>ti
U(zZp,tp; zint;) =eh (f ' ) X

(2.88) 5
@(ts)=0 z/ dt w(t) (10, — w) w(t)
« / Dlw(t), w(t)] e I

w(t;)=0

donde toda la dependencia en z; y z; esta contenida en el primer factor. La integral
funcional remanente, que corresponde a un factor constante N (¢t; — t;), puede ser
interpretada como proporcional a la potencia (—1) del determinante funcional
(regularizado) del operador diferencial de primer orden (10, — w) con dominio de
definicién en las funciones que satisfacen la condicién de Dirichlet en t = t;, w(t;) =
0.

Podemos determinar esa constante N (t; —t;) considerando el caso en que f(t) =

0, para el cual la accién clasica se reduce simplemente a (ver Ecs. (2.85) y (2.86))

(289) %S(zf,tt, Zi,ti) = Zf e _Zw<tf - tl)Zl .
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Tomando ty—t; — —13, tenemos que la funcién de particién del oscilador arménico
libre (descrito por el Hamiltoniano Aw a'a, sustraida la energfa del vacio) es

Z(B) = /% e_gzU(Z, —Zﬂ;z,O) =

27

dzdz —z (1 — 6_5w> 2 N(=p) _
) 1 _e_ﬁw

(2.90) = N (—10) /

o0

= N (=) e P,

n=0

de donde resulta que N'(—:3) =1 = N(T) = 1.
Por lo tanto,

1
= 5(z s Uts 2y L
(2.91) Uzp tyz,t) =eh G ti21,:)

L
2

que, con t; = —g yitr= se comporta para T — oo como

U(Zfa o5 2, _OO> =

(2.92) o e
) W/_ dt/_ 4t () ot — ) F(t)

Tomando la traza del operador de evoluciéon obtenemos
, d? dZ _ZZ _ . -
Tlgrolo o, © Uz, T/2;2,-T/2) =

(2.93)

:ezw/_:dt/_:dt/ ) Gp(t—t’)f(t/)‘

Teniendo en cuenta que el término de acoplamiento con la fuente externa es

(2.94)
Q — 1P Q +:P _

V2 V2

= )+ ) QS ) - 7)) Vimah .

vemos que tomando f(t) real e identificando

~hf(t)a' —hfi(t)a=~hf(t) —hfi(t)

(2.95) F(t) = V2mwh f(t),
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el segundo miembro de la Ec. (2.93) resulta

wi/ d{/ dt' f(t) Grlt — 1) f(¥)

(2.96)
eﬁﬁ/mﬁ/mﬁF@Gﬂhwﬂqu%uﬁﬂ

con lo que recuperamos el resultado de la Ec. (1.125) para la funcional generatriz.

Y

3. INTEGRALES FUNCIONALES PARA SISTEMAS FERMIONICOS

Consideremos un oscilador fermidnico, sistema de un dnico grado de libertad

cuyo Hamiltoniano estd dado por”

1 1
(3.4) H:hwﬁ(aTa—aaT) —hw(aTa—§> ,
donde los operadores de creacion y destruccion satisfacen

(3.5) {a,a*}:aaT+aTa:1, a>=0, aTQ:O,

lo que implica que el espacio de estados es bidimensional. En efecto, el estado de

vacio |0) se define por

(3.6) al0) =0,

mientras que el estado con una particula se obtiene como
(3.7) 1) =a'[0),

y satisface af|1) = 0.

"En la representacién j = % del grupo SU(2), los generadores satisfacen

3 1 1
_ 72 _ 2 _ 2 _ _
JpJo=J J3® + J3 1 4+J3 2+J37
(3.1)
3 1 1
= 2— :2— Q= — — — — Jog = — — J-
J_Jy=J"—J; J3 11 J3 5 J3,
de modo que
(32) JJrJf + J7J+ - {J+, J,} - ].

con J+2 =0, J_%2 = 0. Por lo tanto, una realizacién de este sistema cudntico corresponde a una
particula de spin % inmersa en un campo magnético constante B, cuyo Hamiltoniano estd dado

por

1
(3.3) H =2uBJs = 2uB <J+J_ - 2) ,

donde p es el factor giromagnético de la particula.
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Por analogia con el desarrollo efectuado en la seccién anterior para un grado
de libertad bosoénico, buscamos una realizacion de este espacio de estados de un
grado de libertad fermionico en términos de funciones analiticas de cierta variable
7, f(7), sobre las cuales el operador de creaciéon a' actie como el operador de

multiplicacion por 7,

(3.8) ol f(77) =7 f (7))

Pero en este caso (aT)2 = 0, lo que implica que 7? = 0. En consecuencia, 7 no

es una variable compleja sino un elemento nilpotente.

Dado que el espacio de estados es complejo, introducimos un elemento conju-
gado® de 1, n = (ﬁ)T, que supondremos independiente de 7 y que, naturalmente,

también resulta nilpotente, dado que n* = (7?2)Jr = 0.
Requiriendo que combinaciones lineales de n y 7 también sean nilpotentes resulta
(3.10) (An+B7)’=AB (nfj+7n) =0, VYA BeC,
de modo que
(3.11) {n,n} =nn+nn=0.

Se dice que elementos nilpotentes y anticonmutantes como 7 y 7 generan un

algebra de Grassman.

Con estas propiedades, las funciones analiticas de la variable 1 se reducen sim-

plemente a funciones lineales,

(312) f(ﬁ):f0+flﬁ7 Conf(bfleca

las que forman un espacio lineal bidimensional (que es lo adecuado a la situacién

que queremos describir).

Las funciones analiticas mas generales de n y 77 se reducen a polinomios de grado

dos con coeficientes complejos de la forma
(3.13) F(n,n) = Foo+ Fuon+ Faun+ Funn, F;eC,
que forman un espacio lineal de dimensién 2% = 4.

8Supondremos que esta conjugacion tiene las siguientes propiedades: dados dos elementos de

esa naturaleza, 77 y &, y sus conjugados, n y &, entonces

(3.9) @& ' =¢n, (An+BY'=A"n+B¢, vaBeC.
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A partir de las propiedades de las variables de Grassman es también posible

definir un producto distributivo y asociativo para estas funciones.

Sobre los elementos de este espacio lineal se definen operaciones lineales de

derivacion mediante las reglas

OF (1,m) = Fio+ Fun,
(3.14)

OF (n,m) = For — Fu 1.

Noétese que, para toda funcién F (7,7) tenemos que
(3.15) 0 {OF (1)} = iy = —0{0F (7.n)} |
de modo que estas operaciones de derivacién anticonmutan entre si,
(3.16) {0,0} =00+00=0.

Ademas, son operadores nilpotentes, dado que
(3.17) FF (7.n) = 0 = O°F (7,m) |
cualquiera que sea F (77, 7). Entonces, 0? = 0 = 02.

También tenemos que, para toda F (7,7),
(3.18) I{nF (7,m)} = 0 {Foo 7l + For7in} = Foo + Fou 1,
mientras que
(3.19) T{OF (,n)} = 1{Fuo + Fun} = Fio i+ Fu i,

de modo que

(3.20) (o, =1.
Similarmente,
(3.21) {omy=1, {9} =0, {9,7}=0.

Podemos definir las funciones analiticas de ) (o de n) mediante estas operaciones
de derivacién, imponiendo (por ejemplo) que
(3.22) 0f =0 = f=/fm)=/fo+t i7.

El espacio lineal bidimensional que conforman estos vectores puede constituir-
se en un espacio euclideo isomorfo al espacio de estados del grado de libertad

fermidnico si se lo estructura con un producto escalar definido como

(3.23) (f,9) = fo"90 + fi'q1 = {flg),
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donde ¢(77) = go + g1 7, y los vectores de estado corresponden a las combinaciones

lineales

(3.24) 1£)=fol0)+ fill), |9)=09010)+g1|1).

3.1. Integracion sobre variables de Grassman. Para seguir con la analogia
con el espacio de Bargmann - Fock, buscamos representar (formalmente) este pro-
ducto interior como una integral en las variables 77 y 1. Para definir esta operacion,
le imponemos que sea lineal e invariante frente a traslaciones en 1.

La primera condicién implica que
(3.25) [ansay =1 [anr+ s, [ ang,
lo que muestra que es suficiente determinar dos integrales, la de 1 y la de 7.

La segunda condicién significa que, si € es otro elemento del dlgebra de Grassman

independiente de 7 y 7 (nilpotente y que anticonmuta con ellos), entonces

(3.26) /dn(n+€)=/dnn+/dn1£=/dn’n’,

donde hemos usado la linealidad de esta operacion. Pero esto implica que

(3.27) /dm =0.

Y como no queremos que la operacién en la Ec. (3.25) sea idénticamente nula,

debemos tomar
(3.28) /dnn #0.
Como tenemos la libertad de normalizar esta integral de modo que
(3.29) /dnn =1,
la operacion asf definida coincide con la derivacién 0. En efecto,
(3.30) [antm=n=d5m. s
Similarmente, adoptamos

gan)  [fann=o. fam=1 = [arm-orwm).
para toda f (7).

Ademas, para una funcién arbitraria de ambas variables de Grassman tenemos

(3.32) /dn{/an(mn)} = /dﬁ{FerFll n} = Fi = 90F (7, 1)
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y
33 [an{ [anr@n} = a0 - Fon = -ri =08 ).
lo que justifica escribir
(3.34) {dn,dn} =0.

Por otra parte, es evidente que

(3.35) / dndF (7,m) = 0 = / dndF (7,1) |

de modo que la integral de una derivada es siempre cero.

Finalmente,
(3.36) /dﬁnF(ﬁm) = 9nF (q,n) = -ndF (7,1) = —n/dﬁF(ﬁ,n) :
de manera tal que

(3.37) {dn,n} = 0= {dn,7} .

Frente a una transformacion lineal de las variables de Grassman,

o (1)()

donde A es una matriz compleja no singular, una funcién arbitraria F'(77,7) se

transforma segun

(3.39) F(q,n) =F (Ang—i- Apg &, Aoy €+ Agy f) =G (é f) .
En particular, el término cuadratico se transforma en

Fiiin=Fii (An 4 A f) (A &+ Axné) =
(340) = Fn (Au A22 - A12 AQI) gf - Fll (det A) gé =

= Gy =Fy (det A) .

En consecuencia, como el resultado de la integral no puede depender del cam-
bio de variables, ésta debe estar acompanada de un Jacobiano (que supondremos

numérico) que haga que, para toda funcién F (7,7), sea
/dﬁdﬁF(ﬁﬂ?) =—fn=
(3.41)
— [ a4 G (€:€) = ~I(4) Gy = ~J(4) Fu (det )
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Por lo tanto,
(3.42) J(A) = (det A)~"

(que es la inversa del Jacobiano correspondiente a una transformacion lineal de

variables complejas).

Con esas reglas de integracion, podemos ahora representar el producto escalar

introducido en la Ec. (3.23) entre las funciones

(3.43) f)=fo+fin y g() =go+qnn

como la integral sobre variables de Grassman

/ dipdne = (f(n)) g(n) =
_ /dndn (1 —am) (f5 + fin) (90 + ou) =
(3.44)

:/dﬁdn (fignim — fig07m) =

= fig+ fog0 = (f9) -

Notese la analogia formal con el producto escalar en el espacio de Bargmann -
Fock.

3.2. Operadores en la representacion de estados mediante variables de
Grassman. Recordemos que el operador de creacién a' corresponde en esta repre-
sentaciéon del espacio de estados del grado de libertad fermiénico a la multiplicacion

por el elemento de Grassman 7,

(3.45) ol f(77) =7 f(7]).-

Para hallar su operador adjunto debemos considerar el producto escalar

(a'f.9) = [ dndne ™ (a'5(@)' o(n) -
(3.46) = /dﬁdne_ﬁ" (ifo) 177 = —/dﬁdnﬁnfé‘m =

- /dﬁdne—m? (@)t oag(7) = /dﬁdne_7777 fmTag(m),
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de donde resulta que

(3.47) ag(i7) = 0g(7) -
Por lo tanto,

(3.48) al =17, a=0,

de modo que

(3.49) a? =0, a®=0, {a,al} ={0,7} =1.

En esta representacion, el Hamiltoniano del oscilador fermiénico se escribe como

(3.50) H(al, a) = hiw (a“‘ - %) = fiw (778 B %)

y sus autovectores, que constituyen un sistema ortogonal y completo en este espa-

cio, son simplemente

_ _ _ hw
fo@=1"=1,  9fo@)=-
(3.51)
I _ huw
faoy@ =n"=1, ﬁf(l)(ﬁ)z_}_?’
correspondientes a |0) y |1) respectivamente. En efecto,
(352) [ dadne =1 (@)’ i) = b

para i, = 0, 1.

En el caso general, un operador A tiene la expresion

(3.53) A= " |n)Aum(ml|,

n,m=0

y su accién sobre un vector de estado arbitrario | f) = fo|0) + f1] 1) resulta

(3.54) Al f) =10) (Aoofo + Ao f1) + | 1) (Ao fo + A fr) -

Obtenemos el mismo efecto en la representacion mediante variables de Grassman

introduciendo un operador integral

(3.55) ANWZ/%%E&AW@ﬂQ

cuyo nucleo esté dado por

1
(3.56) A=Y N Aum&™.
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En efecto,

1 _
AF@) = 32 0" [ d€ds ™S 6711 =

n,m=0

3.97 -
(3.57) — Z 7" Apm {0mofo + Om1f1} =

n,m=0

=" {Aoofo+ An fr} + 7' {Awfo + A fi} .
En particular, para el operador identidad tenemos

1

(3.58) [, =Y 7% =1+qc=el%,
n=0

niucleo reproductor de este espacio:

(3.50) o) = [ dgdee 6 s,
Nétese que esta expresién puede escribirse como
[ dedge =8 eN8pe) = [ agag (n - &) 1) -
(3.60)
=/d§(5—ﬁ)f(€),
lo que da una representacién para la delta de Dirac en el espacio de las funciones

de una variable de Grassman,
(3.61) §(E-m)=@E-7).

La composicién de operadores esta realizada en este espacio mediante la com-

posicién de sus nicleos,
(3.62) (AB) (1,€) = / d5 do e =77 A(7,0) B (5,¢) .
como puede verificarse facilmente.
Por su parte, la traza del operador estd dada por
TrA=Ap+ An = /dndne_ﬁ”/l(n, —n) =
(3.63)
= /dndﬂé’_ﬁn {Aoo + Ao — Aorn — A im}

Notese el cambio de signo en el segundo argumento del nicleo.
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El proyector sobre el estado fundamental puede escribirse como
(3.64) 10)(0] =1 —dafa=:e":,

como puede comprobarse facilmente.

Podemos llevar al operador A de la Ec. (3.53) al orden normal escribiendo

1

A= 3" a"|0) Ay (0] 0™ =

n,m=0

(3.65)

1
_ .t _—ata om . __ N i m
= E App a e %™ = A, aa™,

n,m=0 n,m=0

lo que define los coeficientes A

del desarrollo en orden normal.
En esas condiciones, el operador A en el espacio de funciones de 77 tiene la

expresion

1
(3.66) A=Y AN o™

n,m=0
que, aplicada a una funcién f(77) y empleando la expresién del operador identidad,
Ec. (3.59), conduce a

_ 1
(367 Af(@) = [ dgdge =8 TS S AN, e ©).

n,m=0
de donde resulta que el nicleo del operador integral se obtiene de la expresién del
operador en orden normal, reemplazando a! — 7 y @ — &, y multiplicando por el

nucleo reproductor,

1
(3.68) A@.€) =TS 3 AN e

n,m=0

(expresién enteramente similar a la que obtuvimos en el caso bosénico, Ec. (2.55)).

Vemos entonces que esta representacion del espacio de estados de un grado de
libertad fermiénico nos permite un desarrollo estrechamente andlogo al del caso
bosénico.

También puede generalizarse facilmente al caso de un nimero finito N de grados
de libertad, mediante la introduccién de N variables de Grassman y sus conjuga-

das, {7;,m;,i =1,2,..., N}, con las propiedades

(369) {ﬁi7ﬁj}zo7 {ﬁhnj}zov {77z‘>77j}:07 VZ,jzl,,N
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El conjunto de funciones de estas 2N variables de Grassman forman un espacio

22N

lineal de dimension , sobre el cual pueden definirse operaciones lineales de

deriwacion e integracion con las propiedades de anticonmutacion

{dﬁzadﬁ]} = 07 {dﬁladn]} = 07 {d%d%} =0.

(3.70)

o~

Por su parte, el espacio de vectores de estado de los N grados de libertad es
isomorfo al subespacio de las funciones analiticas de las variables {7y, ...,7n}, de

dimensién 2V, estructurado con un producto escalar dado por

(3.71) /dﬁl dn ... diy dny exp {—Zﬁim} ROINIOR

En las aplicaciones resulta necesario considerar integrales de gaussianas sobre

variables de Grassman, de la forma

N
T T T
(3.72) I:/Hdﬁndnne_nf‘l”+”§+5”,
n=1
donde
T
T2
(3.73) n*z(ﬁl T ... ﬁN), n=1 . |
N

y similarmente para &'y €, v donde A es una matriz compleja no singular arbitraria.
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Completando cuadrados y teniendo en cuenta que la medida de integracion ha

sido construida de manera que resulte invariante frente a traslaciones, obtenemos

N

_ AT . —nfAn _

[ = e H dnn dnn € -
n=1

_ N N _1\k
(3.74) = €47 [ TLagaan 3-S5 (han) -
n=1

k=1

N
=LA / TT e 2% o an)™
n=1 :

dado que los términos de mayor orden se anulan por contener mas de 2N factores
anticonmutantes, y a la integral sélo contribuyen los términos con exactamente
2N elementos de Grassman (todos distintos).

Cada factor (nTA 77) en el integrando contribuye a cada término no nulo con un
factor <77: Aij 77j>7 y cada contribucién de la forma de un producto de N de tales
factores puede ser obtenida de N! formas distintas, dado que pares de variables de

Grassman conmutan entre si, Podemos entonces escribir
fAle [
[=e84 g/Hdmdﬁn (=1 x
n=1

N

X Z (nIAm??z‘l) (n;Agizniz) (n;fVANiNmN> -

11,82, in=1

N

3.75 A1

) =t €/Hdﬁndnn M e - iy (=1 x
n=1

. 11 1 R/
X E s1gn < 11 22 ]]\/'V > A1i1 A2i2 . ANzN =

11,82, iN=1

= (det A) e grA™!e .

Noétese que la integracion sobre variables de Grassman no presenta los problemas
de convergencia que hemos encontrado en el caso de variables reales o complejas

(no ha sido necesario requerir la positividad de la parte hermitica de la matriz A).
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3.3. Integrales funcionales para sistemas fermidnicos. Dada la estrecha
analogia de esta formulacién con la correspondiente al caso bosénico, podemos
operar de manera similar.

Consideremos el Hamiltoniano de un grado de libertad fermiénico expresado en

orden normal,
(3.76) H (a',a;t) =: H (a',a;t) :,

expresion a lo sumo cuadratica en los operadores de creacién y destruccién (que
también puede tener una dependencia suave en el tiempo). Dadas las propiedades
de anticonmutacién de estos operadores, supondremos que el acoplamiento en los
términos lineales de H se da con objetos que anticonmutan con a' y a (y también
con los elementos del dlgebra de Grassman).

Entonces, el operador de evolucién de la representacion de Schodinger para un
intervalo de tiempo infinitesimal (¢ + At,t) estd dado por

iy (aT,a;t) At

(3.77) U=e h —1-1H (CLT, a;t) At + O(At?)

h

de modo que el nicleo del correspondiente operador integral, a menos de correc-
ciones del orden At?, es

N - H(7.60) At

(3.78) Uit + At Et) =e (1+0(A8%)) .

De la Ec. (3.62) para el nicleo de la composicién de dos operadores obtenemos
para el cuadrado de U
(3.79)
Un,t+208€,t) =

=/d771d771 e T U (7, ¢+ 208 m,t+ A U (1, + Dt €,) =

(3 1

1 _ | -
x (1+ O(At2))2 _ /dﬁ1 dn, e 5(77771 + mé) ) {0 =m)m —mim — &)} y

— - {H (2, mt+ D) + H (7, wi 1)} Ot

e (1+0(a%)*,
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donde estamos suponiendo que los distintos términos de H son pares en el niimero

de objetos anticonmutantes.

tr—t;
N

podemos escribir para el nicleo del operador integral correspondiente al operador

Para un intervalo de tiempo finito, (¢;,¢s), tomando At = con N > 1,

de evolucién de la descripcién de Schodinger

1
+ i
U(nfatf nla _/<H dzndzn) (T]an 1 77177) %

Thh4+1 — _ T — Mn—1
S [ (5]

X e

N-1
X e n=0 (1+O0(NTh),

donde hemos llamado t,, 1= t; + nAt, no :=n; y iy = 7.

Si bien, como hemos senalado, las integrales sobre variables de Grassman no
presentan los problemas de convergencia que en el caso bosénico nos llevaron a
introducir una parte imaginaria negativa en la variable temporal, nada nos impide
hacerlo aqui también, puesto que los resultados que se obtienen son analiticos en
T = (t;y —t;).

El limite para N — oo del miembro de la derecha sera denotado por

n(ts) =7 1 N
Uy tyim.to) :/ D). (0)] ¢ 2 TAtm]

n(t:)=mni

(351 P [ aed L lim - aei)] - # @00}
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lo que se interpreta como una suma de contribuciones provenientes de trayectorias
continuas a valores en un algebra de Grassman?, (n(t),7(t)), que satisfacen las
condiciones (inicial y final respectivamente) n(t;) =n; y 7(ty) = 7;.

Nétese que 7(t) no es la conjugada de n(t), 7(t) # (n(t))!, de manera que 7(¢;) es
el valor (no condicionado) que adopta de la trayectoria 7j(t) en t = ¢;. Similarmente,
n(ts) es el valor que la trayectoria 7)(t) toma en t = t;. En consecuencia, el primer
factor exponencial en el integrando del segundo miembro depende de la trayectoria

y no puede ser extraido fuera de la integral funcional.

3.4. La funcion de particion. Para calcular la funcién de particién de un gra-
do de libertad fermionico descrito por un Hamiltoniano independiente del tiempo,
tomamos (¢ — t;) — —0 en la anterior representaciéon del nicleo del operador
de evolucion como integral funcional y empleamos la expresién hallada en la Ec.

(3.63) para la traza de un operador,

Z(p) ="Tr {eng} = /dﬁd’ﬂ e MU (7, =13 —n,0) =

_E@=7 1o =
_ / dijdi e / D), e(r)] 316 €O
£(0)=—n
8 o A .
s 3 {FEOLO -Enen] +HEE0) |

€(8)=n _
= [andn [ Dl e) <MD ]

(0)=—n

I o _
5 [ ar {némée) + m (@ e)
X e 0 ,
donde hemos integrado por partes el término é (1)&(7) en el argumento de la ex-
ponencial.

La integral funcional resultante puede ser interpretada como una suma de con-
tribuciones provenientes de un conjunto de trayectorias en el plano complejo,

9Por ejemplo, si el algebra de Grassman estd generada por los elementos nilpotentes y anti-

conmutantes {7y ,0,; k=1,2,...}, podemos construir trayectorias continuas tomando

(3.82) () =Y h(t)ar, n(t)=>_ hi(t)or,
K K

donde las funciones a valores complejos {hy(t),hi(t); k=1,2,...} son continuas.
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(E(T),S(T)), donde la condicién final para la primera es (—1) por la conjugada
de la condicién inicial para la segunda (valores sobre los cuales también ha de

integrarse finalmente).

También en este caso es posible expresar formalmente la funciéon de particién
como una suma sobre trayectorias no condicionadas si se introducen deltas de Dirac
(ver Ec. (3.61)) que impongan las condiciones que pesan sobre las trayectorias y se

integra sobre los valores que ellas toman en los extremos del intervalo de tiempo

euclideo,
2= [dnan [ D[ €] (€00 +0) (E0) 1)
B
ae) - 3 {nEnie s aE )}
(3.84)

Ahora bien, a la integral sobre los valores de £(/3) s6lo contribuye el segundo

término del desarrollo del primer factor exponencial en el integrando,
(3.55) DB +E0] =11 g(5) () +£0)],

de modo que

(386) - / dE() de () D E0) +EO)] / dE(B)[E(5) + £(0)]

lo que corresponde a imponer sobre las trayectorias £(7) que sus valores en los

extremos satisfagan

(3.87) £(8) = —£(0).

Integrando por partes el término & (T)f (1) en la segunda exponencial del inte-

grando de la Ec. (3.84) se llega a la misma conclusién para la trayectoria £(7), es
decir, £(3) = —£(0).

Por lo tanto, la funcién de particiéon de un grado de libertad fermiénico admite
ser representada formalmente como una integral funcional sobre trayectorias a
valores en un algebra de Grassman, cuyos valores en los extremos del intervalo de

tiempo euclideo [0, 3] son opuestos por su signo.
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Esta interpretacion se ve reforzada al considerar un Hamiltoniano cuadratico,

H(E,€) = hw &€, para el cual tenemos simplemente

B
) — [ ar &n) [0, + Wl ()
(3:88) Z0(8) = / D [E(r),é(r)] e / |

Por lo que hemos visto anteriormente, esperamos que el valor de esta integral
funcional sea proporcional al determinante funcional (regularizado) del operador
diferencial de primer orden D = [0, + w] definido sobre un dominio de funciones
que satisfacen la condicién de contorno () = —£(0).

El adjunto de ese operador resulta ser el operador DT = [~ + w] con dominio

de definicién en el conjunto de funciones que también satisfacen la propiedad

&8) = —&(0).

Dado que la funcién de particién toma valores no negativos, podemos definir el
resultado de la integral funcional de la Ec. (3.88) como proporcional a la potencia
(%) del determinante funcional de la composicién L, = DID = —9,% + w?, com-
posicién que sélo es posible en el dominio restringido (pero denso) de las funciones
antiperiddicas (es decir, las que satisfacen ademas que £'(8) = —&(0)). Tendriamos

entonces que

(389) ZO(B) ~ {Det [_87'2 + WQ] ‘c.c. antiper.}§ ’

Consideremos el problema de autovalores de ese operador de Sturm - Liouville,

Lyha(1) = [0, + W] ¥a(7) = Aha(7)
(3.90)

Ua(B) = =a(0), ¥A(B) = —¥4(0),

cuyas soluciones son

(1) = e:l:ZT\/)\ — w? ’ +18VA —w? _ 1

con e

(3.91)

1 2
= [VA—wr=2n+1)m =\, = <w> +w?, nez.

Un analisis similar al realizado en la Seccién 1.4 conduce a que
2

2
N 1+ ( pu Y ) Bw 2
(3.92) Det (L, L3}) := lim 2m(nty) _ <_COSh( )> .
0

2
N—o0 Buw 2 cosh (B«e
n=1 |1+ (27r(n+%)> ( 2 )
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Teniendo en cuenta que este es un sistema de sélo dos estados, vemos que

Bo pu
(3.93) Zo(B)=e€e 2 +e 2 =2cosh (%)
de donde resulta que
ZO(ﬁuw) _ —1 %
(3.94) A {Det (L, L)) }*.

3.5. Ejemplo: el oscilador fermionico forzado. Consideremos el Hamilto-

niano dependiente del tiempo
(3.95) H(d',a;t) = h{wd'a— f(t)a' — f(t)a} ,

donde f(t) y f(t) son funciones suaves a valores en un &lgebra de Grassman.

Reemplazado en la Ec. (3.81) obtenemos

(3.96) 1
7(ts)=mny Lo N
U(ﬁf,tfﬂ]i,ti):/(tv):. Y| UL IR ORI
tr 1. - ) _ )
o[ a0 00 - 20 10)) = w00 + a0 10+ Ty )

Las trayectorias (Z(t), z(t)) que hacen que el argumento de la exponencial en el
integrando tome un valor extremo y que satisfacen las condiciones inicial y final

especificadas en los limites de la integral funcional son soluciones de las ecuaciones

1 (5 b / h =) / — I\ - (] — (4! I\. 4/ _
P L S — i) - 1)) | -
(3.97)
=ui(t) —wnt)+ ) =0, nt)=n,
y
1 ) b ’ ho.. / / — / — A _
(3.98) h W(t)/t dt {g[n(t)n(t)—n(t)n(t)] —H(n(t)ﬂ7(t)7t)} =

cuyas soluciones son
t
n(t) = e " (t—1t;) 7 + 2/ d e~ (t =1 £t
ti
(3.99)
t
0() =y e~ (tr 1) H/ " Ftye—w (' —1)
t
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Reemplazando estas soluciones en el argumento de la exponencial obtenemos

%Lfﬁ{%W@M®—ﬁ@m@}_H@@Mm%ﬂ}:

_ %/j dt{nfe_w (tr =) +z/tf dt' f(t') e (t/_t)}fﬁ%

t

(3.100) 4! [f dt f(t) {e_w (t_ti)mﬂ/‘tdt’e_w (t=1) f(t’)} -

L

/:f dt {ﬁf e W (ty — t)f(t) + f(t)e W (t — ti)m} B

—%/:f dt/t;f dt’ f(t){e(t—t’)e_“" (t=1),

B e U t)} £(t).

El exponente del primer factor en el integrando del miembro de la derecha de
la Ec. (3.96) (que so6lo depende de los valores de las trayectorias en los extremos

del intervalo de tiempo) evaluado en las soluciones de la Ec. (3.99) se reduce a

1. _ o y
E[an(tf)Jrn(ti)m]:nf@ wity —ti) .y

(3.101)

=00

La suma de los miembros de la derecha de las Ecs. (3.100) y (3.101) da # veces

la accién del grado de libertad fermionico evaluada en las trayectorias cldsicas,
S (7, b mis ).

Al igual que en el caso bosénico, cambiando t por t(1—1¢) con € > 0, los factores
ewlti=t) emwlty=t) y ¢ —w(t=t) tienden exponencialmente a cero cuando t; — oo
y t; — —00, de modo que el segundo miembro de la Ec. (3.101) tiende a 0, mientras

que del miembro de la derecha de la Ec. (3.100) s6lo sobrevive el término

(3.102) w)/oo alt/oo dt'" f(t)Ge(t —t) f(t'),
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donde Gp(t —t') es la funcién de Green de Feynman, Ec. (1.124).

Teniendo en cuenta que la medida de integracion de la integral funcional de la
Ec. (3.96) ha sido definida de manera que resulte invariante frente a traslaciones,
podemos hacer el cambio en las variables de integraciéon 7(t) — 7(t) + (1) y
n(E) = n(t) + €(1), con £(t;) = 0y E(ty) = 0.

Empleando las ecuaciones que determinan los extremos de la accién, Ecs. (3.97)
y (3.98), obtenemos para el niicleo del operador de evolucién

LS (7, b s )

U(ﬁf,tf;m,ti) — ¢ i 77f7 ts iy Ui %
(3.103) o
=0 [ g 00, - wye

X / [ € ti 3

13

donde toda la dependencia en 7y y 7; estd contenida en el primer factor. La integral
funcional remanente, que corresponde a un factor constante A (ty — t;), puede
ser interpretada como proporcional al determinante funcional (regularizado) del
operador diferencial de primer orden (20, — w) con dominio de definicién en las

funciones que satisfacen la condicién de Dirichlet en ¢ = ¢;, w(t;) = 0.

Aqui también podemos determinar la constante N (t; —t;) considerando el caso
en que f(t) = 0y f(t) = 0, para el cual la accién evaluada en sus extremos se
reduce a (ver Ecs. (3.100) y (3.101))

(3.104) %S(Ef,tt;zi,ti) et = 1),

Tomando ty—t; — —13, tenemos que la funcién de particién del oscilador fermioni-
co libre (descrito por el Hamiltoniano Aw a'a, con la energia del vacio sustraida)

€S
Zo(ﬁ) = /dﬁ dn 6_7777 U(ﬁ, —13; _,,770) _

Buy _

(3.105) = N(=2) [ dndy T

:N(—zﬁ)/dndn nﬁ(1+e—5w> = N(—13) (He_ﬂw) )

de donde resulta que N(—3) =1 = N(T) =1.
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Por lo tanto,

]

_S N 7t7 ivti
(3.106) Ulapstysmte) — e - 00 i)

que, con t; = — L y ly =

L
2 27

se comporta para T — oo como

(3.107) 00 o0
B zw/ dt/ dt' f(t)Gr(t —t) f(t)

Tomando la traza del operador de evolucion obtenemos

lim [ dipdn e 1U (7, T/2; —n,~T/2) =

T—o0

(3.108) W/OO dt /oo dt' f(t) Gt —t) f(t)
= ZO [f(t)a f(t)} )

donde Z, [ f@), f (t)] es la funcional generatriz del sistema fermidnico.

Las derivadas funcionales del segundo miembro respecto de las fuentes externas
permiten calcular valores medios de vacio de productos de operadores de creacién

y destruccién ordenados cronolégicamente.

4. INTEGRALES FUNCIONALES EN TEORIA CUANTICA DE CAMPOS

La accién cldsica de un campo escalar real p(z), de masa m y sin autointeraccién,

acoplado a una fuente externa (escalar) de soporte compacto j(z) estd dada por

1) hledl= [ate {5 @) - ol + o) plo) |

de la que se deduce el operador Hamiltoniano es

H() = Ho~ [ dj() os(@),

(4.2)

= [ {%m@? b3 (Vos(@) + 5 m? soS(:zf}
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donde el orden normal estd tomado respecto de los operadores de creacién y des-
truccién del campo?, a,;T y aj respectivamente, que satisfacen las reglas de con-
mutacién (para simplificar la notacién adoptamos las unidades naturales, en las

que h =1y ¢ =1 - ver nota al pie Nro. 3)
(4.3) [a,;, a,;ﬂ = 20),;5 </¥ - k?) s

con wy 1= Vk? + m?, y en términos de los cuales los operadores correspondientes

a los campos conjugados (en la descripcién de Schédinger) tienen el desarrollo

1 &k i .
2\ — ] L kX T kT
?s(2) (27)% / <2WE> {ake tage } ’

L —1 3k . e
71'S("L’): (2#)3/(2“’%) wE{aEGk —CLETG k }7

donde se integra sobre el espacio de impulsos lineales respecto de una medida

(4.4)

invariante frente a transformaciones de Lorentz!!.
En efecto, resulta un ejercicio directo verificar que las reglas de conmutacion
de la Ec. (4.3) implican las relaciones candnicas de conmutacion entre los campos

conjugados,

[75(Z), ps(¥)] = =16 (¥ —¥) ,
(4.6)

—

[75(Z), ms(¥)] = 0 = [ps(T), ps(9)] -

En términos de operadores de creacién y destruccién, el operador Hamiltoniano

del campo libre se reduce a

d3k
(4.7) Hy = / (%) wi aglag,
k

105 espacio de Fock del campo escalar se construye a partir del estado de vacio | Q), caracte-
rizado por la condicién ag| Qo) =0, VEk e R3, mediante la aplicacién de operadores de creacion,
| QN> = CLkﬂlTak;T ce ak?\]” Qo>

HEn efecto,

(15) [ (52 0= [ e oms - ) (.

QLUE
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mientras que para el término de acoplamiento con la fuente externa tenemos

68
- / &z j(z) ps(T) =

) {( % /d3xj(x) ek 4 o

A3k
(48) = _/ (2%; o)
A3k
_ _/ (m) {FE e+ fE D}
donde
*(1 _ 1 3 1@
P = [ @@,
(4.9)
7 o 1 3 ok-Z
D = s [#ritne
En definitiva,
A3k - -
H [a,{,a,;,t} = / <2w]g> {w,; (IETOJE — f*(k‘,t) ap — f(k’,t) a,f}

Este Hamiltoniano resulta diagonal en los modos normales del campo, de modo
que una generalizacion directa de la representacién como integral funcional del
nicleo del operador de evolucién de la descripcion de Schodinger para un solo

grado de libertad, Ec. (2.63), nos permite representar
z(kytp)=27 (k) . .
D [z(k,t),z(k,t)} X

U [zt tpiathyts] = [

) o
(4.11) < exp { Z/ (%) /t;f dt (% [g(/; t)z(k, t) — 2(k, )3, t)} _
—H [2(F, 1), 2(F,0)51] )} =~
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Por su parte, una generalizacién directa del resultado encontrado para un grado
de libertad en las Ecs. (2.91) y (2.85 - 2.86) conduce a que

U [zf(g)atﬁzi(lg)vti] = eXp{/ (ﬁ) [zf(l?)e_wﬁ(tf =) () +

2(4),;

e /t _tf at {2 (K e =Rl = pE )+ p7(F ) e TR W) ) -

(4.12)
ty ty o /
—1/ dt/ dt’ f*(k,t){e(t—t’)e_lwﬁ(t_t)+
2 t; ti

Ot — ) e R (1= t)} f(E, t/)] } .

4.1. Operador de dispersién. Como estamos suponiendo que j(Z,t) es de
soporte compacto, existe un 7T finito tal que para |t| > T la fuente es nula y el
Hamiltoniano de la Ec. (4.2) se reduce al del campo libre, Hy. En esas condiciones,

el operador de evolucién de la descripcion de interaccion esta dado por
(4.13) Ur(ty,t;) = e Holr Ut 1) e —Hobi
y el operador de dispersion (o matriz S) se define como

(4.14) Soly] :== lm lm U(ts,t;).
tf—o00 tj——00
Ahora bien, en la representacion holomorfa de la integral funcional para la
teoria del campo escalar, los operadores de creacién estan representados mediante

el producto por la funcién a valores complejos z(k), de modo que las relaciones de

conmutacién de la Ec. (4.3) requieren que

5
5z(k)

(4.15) ait = z2(k),  ap— 2w

En efecto,

(4.16) 2og 2 2| = 2y 6 (E - /5/) .
0z(k)

Entonces, de la Ec. (4.7) vemos que el Hamiltoniano Hj estd realizado en el

espacio de Bargmann - Fock para el campo escalar por el operador

3
2wy 5z(k) §log z(k)
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generador de las traslaciones en la variable log Z(/;) en la cantidad wg. En esas

1Hot

condiciones, actuando con el operador ¢"°* sobre una funcional de zZ(k) se obtiene

(4.18) e Mot [z(/&‘)} —F [ewﬁt z(E)] .

En consecuencia, a partir de la Ecs. (4.13) y (4.12) obtenemos

Ur [Zf(g)atﬁzi(lg)ati} = U[ WRLS 20 (R), ty; e R 2 (R), 8

:exp{ / (%) [2(8) 2 ()t

(4.19) —H/tfdt{ s(F) e “RLE(R 4 + fr(k 1) e TR, (;};’)}

——/ dt/ dt' f*( k;t ( ¢y e g (E=1)

/ —
Ot —t)e Wi (' — t>} f(, t’)} } .
El nicleo auxiliar del operador de evolucién de la descripcion de interaccion se
obtiene multiplicando la anterior expresién por la inversa del nicleo reproductor

del espacio de Bargmann - Fock (ver Ec. (2.55)), que en el presente caso se escribe

COo1mo

(4.20) exp{/(jii) zf(E) Zz(E)}

lo que compensa exactamente el primer término del argumento de la exponencial
en el segundo miembro de la Ec. (4.19).

En definitiva, para el nicleo auxiliar del operador de dispersién obtenemos la
expresion
(4.21)

S |7 (). = (R)] =

e () [ttt

o0

——/ dt/ dt' f( kt ( ¢y e Wi (t=1) ¢

+o(t —tye =01 i)}
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a partir de la cual podemos obtener la expresion de este operador en orden normal

mediante el cambio

(4.22) SN [zf(/%’),zi(zz)} s SN [agT az] 1= Sy

En términos de la fuente externa j(x) podemos escribir

() [ st

1 3k . -
- z/d‘*xj(a?,t) : / eth T 2B,
(2m)2 2wg

(4.23)

y similarmente

(4.24)

:z/d%j(f,t) (2;3 / (ji}i) e 1k T L (F),

expresiones en las que hemos introducido el tetravector k := (w,; , E) , que satisface

k? = wi® — k* = m?.

Por su parte, para el tltimo término en el argumento de la exponencial en el

segundo miembro de la Ec. (4.21) tenemos

3 () [ [ r@afa- om0,

(4.25) ot — e~ (=D p(k ) =

— %/d4x/d4x’j(as) Gp(r —2) j(2),

donde la expresion escalar

Gplr) = — 3/(d3k){e(t)e_lk'%re(—t)e“f'x}:

(2m) 2wy

(4.26)
1 —1k-x
=——— lim [ d'% B —
(27)" e—0t k% —m?2 +4ae

es la funcion de Green de Feynman del operador de Klein - Gordon,

(4.27) (0 +m?) Gp(z) = 6(z).
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Reemplazando en la expresion del nucleo auxiliar del operador de dispersiéon
dada en la Ec. (4.21) obtenemos

-

SN[ka; ZZE]

—en i [ @t sy oute) + 1 [ [ atyita) Gt -t}

donde el campo cldsico asintotico definido como
1 3k e k- -
(4.29) Pas(@) 1= /(2 ){e”f Tap(R) e TR T () |
(2m)2 Wi

es una solucion de la ecuacién homogénea de Klein - Gordon,

(4.28)

(4.30) (07 + m?) pas(z) =0,

determinada por condiciones de contorno de Feynman, vale decir, condiciones ini-

—1 kx)

ciales (para t — —o0) para las frecuencias positivas (e , vy condiciones finales

(para t — +00) para las frecuencias negativas (e**?).

Nétese que la expresién encontrada para S [Ef(l;), zl(l_c')} es covariante relati-

wista, y que en ella ha aparecido naturalmente la funciéon de Green de Feynman.

Finalmente, la expresion del operador de dispersién en orden normal se obtiene

Soli(@)] = : 83 [ag",ag] : =
(4.31)
e {z [ e gof(as)}  Zoli()]

donde el campo clasico asintético p,s(z) aparece reemplazado por el operador de
campo en la descripcion de interaccion,

ZH()t —ZHot —

ps(T) e

1 [Pk k-
o )3/<2w>{“’§€2k'$+“’96 e
2m)? k

también solucién de la ecuacién de Klein - Gordon homogénea, y donde

4w zbwl—ew{s [t e oo}

es la funcional generatriz del campo escalar libre.

pr(z) = @i(T,t) =€
(4.32)

En particular, para el valor medio de vacio tenemos

(4.34) (0[S0 [1(@)] [€20) = Zo [j(2)] ,
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de modo que Z [j(z)] representa la amplitud de probabilidad de persistencia del

vacio en presencia de la fuente externa.

Teniendo en cuenta que la teoria de perturbaciones conduce a

(435) So ()] ~ T exp { [t ite) sof(a?)} ,

vemos que de la igualdad (4.31) se deduce de inmediato el teorema de Wick (que
relaciona productos de campos libres en orden cronolégico con productos en orden

normal). En particular, el propagador del campo escalar estd dado por

(4.36) (Qo| T{er(x) pr(y)} [ Qo) = =2 Gr(z —y).
Similarmente,

(Qo| T {pr(w1) or(x2) ... or(zan)} | Qo) =

) )
S R v ——
(4.37) 6j(x1) 0j(z2n) ob] j(2)=0
(=)™
= ON N1 Z GF(xkl - :L‘k‘g) GF(xka - mk4) s GF(I'/QN—l - ka\l) )
" permut.

donde la suma se realiza sobre las permutaciones de los 2N argumentos de los
campos, {1, Zs,...,Tan}, mientras que el valor medio del producto cronoldgico

de un numero impar de operadores de campo es nulo.

De la expresién para la funcional generatriz, Ec. (4.33), y de la Ec. (4.27) resulta

que

@+n) || e -
(4.38)
= (@) [ 'y Gelw—1)(0) Z0liC)) = (o) ZaliC)]

de manera que el operador de dispersién dado en la Ec. (4.31) también puede ser

escrito como

Sol7(2)] =

e { [t o1ty @2 ) [—z 5;5@} } B lie)]

expresién que nos facilitard dar una solucién perturbativa para la funcional gene-

(4.39)

ratriz en el caso de campos en autointeraccion.
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4.2. Operador de dispersion para campos en autointeraccién. Conside-

remos ahora un campo escalar en autointeraccién descrito por la accién

140) 1lpl = [ {3 @p() = Ju el -V (o(o) + o) ) |

donde supondremos que el potencial V (¢) es polinémico y que cada uno de sus
monomios tiene un coeficiente dependiente de las coordenadas de soporte compacto
(que tendera a cubrir todo el espacio de Minkowski al final del célculo). Asi, para
|t| > T el campo serd libre y podremos definir correctamente la representacién de
interaccion.

En esas condiciones, la teoria de perturbaciones nos provee del siguiente desarro-

llo asintético (en las constantes de acoplamiento) para el operador de dispersién,

S[j()] =~ Texp {z/d‘*az () pr(x) =V ((pj(x))]} -

(4.41) = exp {—z/d‘*:c 1% (—z 5?(@) } T exp {z/d4x j(x) 901(:26)} -
— exp {—z/d4x 1% (—z 5;'5(55)) } So ()] -

Empleando la Ec. (4.39) y teniendo en cuenta que las derivadas funcionales

respecto de la fuente externa conmutan entre si y con las derivadas respecto de las

coordenadas, podemos escribir

Slie)] =

— exp {@/d%; er(x) (92 +m?) {—z 5]%)” D Z[j(2)]

donde la funcional generatriz de funciones de Green del campo escalar en autoin-

(4.42)

teraccion, Z [j(x)], tiene el desarrollo asintético (en los acoplamientos)

(4.43) Z[j(z)] ~ exp {—z/d% 1% (—z 5]5%) } Zolj(2)] .

Estas expresiones, obtenidas de la formulacién de la Teoria Cuantica de Cam-
pos en términos de integrales funcionales, son idénticas a las que resultan de la
formulacién operacional (Cuantizacién Canénica), de manera que este desarrollo
asintotico puede ser representado en términos de diagramas de Feynman. De hecho,

las reglas de Feynman pueden ser derivadas de las Ecs. (4.43) y (4.33).
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4.3. La funcional generatriz como integral funcional sobre los campos
conjugados. A partir de la representacion del niicleo del operador de evolucion
de la Ec. (4.11), y teniendo en cuenta la relacién que lo liga al nicleo del operador

de dispersién, Ecs. (4.13) y (4.14), podemos escribir

So (278, 2(F)| =

= lim lim U [ewl?tféf(/z),tf;e_wl_c'tiz,;(l;),ti} =

ty——+o00 t;——00

2k ty) = e " 2 (F)
= lim lim . ot
tp=too tim=o0 Jo(k t;) = e W izi(k)

X exp{%/ (ﬁ) [z(z%’,tf>z(1§;’,tf)+z(1%’,t,-)z(12,ti)]} X

X exp { z/ (jii) /: dt (2% (35 0)2(F. 1) — (R, 0)2(F.0)] -

—wp (k)2 t) + (B t) 2(k. 1) + F(k. 1) 2(F, t))} .

(4.44)

Reemplazando f(k,t) en términos de la fuente externa j(z) (ver Ec. (4.9)) ob-

tenemos

:t 1—1>I-I§—1oo t,ErEloo I+ — _Zwﬂti (K
7 z(k,t;) = e "kViz(k)

(4.45) X exp { % / (dgk) [, 1)2(. 1) + 2(F, 1)2(F. 1) } «

2wy

Xexp{z / (%) /t 7 <% [3(F.0)2(F 1) — 2(F.0)2(F.1)] -
gz B0:(E0) | oo {o [ [ e st}

donde el campo ¢(x) es definido como

(4.46) olz) = — / (dg—’“) {Z(E,t) e R 4 (R, 1) ek}

(27) 2wy
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Definiendo el campo conjugado m(x) como

(4.47) w(z) = — / <d3k> wr {E(E, t) e T _ (k1) ek} ,

(2) 2w

resulta un ejercicio directo comprobar que

Holr(o), (o] = [ o {5 70 + 5 (Tpla) + g el | =
(4.48)
_ / (;lw’j) wp 2R ) 2(F. 1)
Similarmente,
5 [ E2ln@) g@) - #(a) o(o)] =
(4.49)

1 (ff)[aawZQJy—ahwé%i)

21 2 Wi

Entonces, el exponente en el segundo factor en el integrando del segundo miem-
bro de la Ec. (4.45) es (a menos de términos de borde) ¢ veces la accion cldsica del

campo escalar libre evaluada en [7(x), p(z)],

o (), ()] =
(4.50) .
- [ {5 [ e inte) 60) = #(0) o10)] ~ Holno), so(x)]} ,

de modo que el nicleo del operador de dispersion puede representarse como

= lim lim [ L D |z(k,t), 2(k,t)| x
ty—-+oo t;——00 Z(k,tz) —e _Mﬁtizi(k) |: ( ) ( ):|
(4.51)
L[ (BRN T, NN
<o { 3 [ () [FRt0s(Et0) + (E00:(00] | »

2&)};

X exp {uo [(2), o(z)] +@/t;f dt/d% j() w(m)} :

donde la integral funcional se interpreta como una suma de contribuciones prove-

nientes de configuraciones de los campos conjugados sometidos a condiciones de
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contorno que corresponden a requerir un comportamiento asintdtico libre (super-
posicién de ondas planas) para las frecuencias positivas en el limite t — —o0 y

para las frecuencias negativas en el limite ¢ — +o0.

Teniendo en cuenta las Ecs. (4.13), (4.31) y (4.34), y recordando que la conver-
gencia de las integrales requiere la introduccién de una parte imaginaria negativa
en la variable temporal (que, en el limite de la traza, hace dominante la contribu-
ci6én del vacio), vemos que

Zolj(@)] = lm  lm (Q|e 0l Uy(t,, ;) e Holi| Q) =

ty——+o00 t;——00

= lim  lim TrU(t,t) /DwE Eﬂ

ty——+00 t;——00

~—

X e/ (%) ok wik U [w(;g),Jroo.w(lg)’_oo} _

EEN o
(4.52) — lim lim D[w(%),w(%)}e/ (Tw)w(k)w(k)x

ty——+oo tj——00

%/ <§Z> [w(E)z(E,tf)+5(E,ti)w(z)}

X e X

xexp{z[o[ —H/ dt/d%y }

Argumentos similares a los invocados en el caso de un tnico grado de libertad
(ver Secci6n 2.3) sugieren que a esta integral funcional sélo contribuyen configu-
raciones de E(E, t)y z(l;, t) (v, por lo tanto, de ¢(Z,t) y w(Z,t)) que se cierran
al cabo del intervalo de tiempo T' = t; — t,. Para ellas los términos de borde se
cancelan exactamente con la medida de integracion de la traza.

Por otra parte, el cambio de variables de integracién [2(/2, t), z(lg, t)} —
[gp(f, t), m(Z, t)] va acompanado de un Jacobiano constante, dado que la relacién
entre ellas es lineal (ver Ecs. (4.46) y (4.47)).
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En consecuencia, incorporando ese factor constante en la medida de integracién,
podemos representar formalmente a la funcional generatriz del campo escalar sin
autointeraccion como una integral funcional sobre trayectorias cerradas de los cam-
pos conjugados, cuyo integrando es la exponencial de 2 veces la accién clasica del

campo,

Lo

20l = § Pirtaplollep o [t n)o(e) - St
(4.53)

5 (Vo)) = g mela) + ) ol |}

Integrando sobre el campo 7(z) (aprovechando la dependencia cuadratica en

este campo conjugado y generalizando lo hecho en la Seccién 1.1) obtenemos

Zo[j(2)] =

(4.54)
= fole@len{t [ [Foewr - ymtoar +iwew)] )

donde hemos incluido un factor constante en la medida de integracién y el ar-
gumento de la exponencial es ahora @ veces la accién clasica del campo escalar

acoplado a la fuente externa, escrita como la integral de su densidad Lagrangiana,

(4.59 olp.d) = [ d'e[Lalola),0p(a)) + j(a) olz)].

4.4. Funciones de Green generales de la teoria. De las Ecs. (4.35) y (4.31)
vemos que tenemos la siguiente representacion para los valores medios de vacio de

productos cronolégicos de operadores de campo en la descripcién de interaccién,

K [ i@ et

(Q0] T w1(z1) .. pr(zan) ¢ | Qo) =

v 0 |
(4.56) = 0™ S S (Sl Solil 1 90) =
= (—)* 0 . 0 Zolj] =
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que, para j(x) = 0, se reduce a
(Qo| T{pr(z1) ... pr(wan)} | Qo) =

(4.57)
v | d*s Lo(p(x), 0p(x))
— %’D[Qp(x)]e / 4 4 gp(a}l) ...QO(QJQN>.

Empleando el desarrollo asintético de la Ec. (4.43) y la representacién de la
Ec. (4.54), podemos escribir para la funcional generatriz del campo escalar en

autointeraccion

Zlj(z)] ~e _Z/d4x v (_Z%) f@ ()] e Hole: 7] ~

donde
Ip.4] = Ilg] + / &'z j(z) plz) =
(4.59)
- / 2 [L(p(x), Bo(x)) + () ()]

es la accion clasica del campo escalar en autointeraccién acoplado a la fuente

externa, escrita como la integral de su densidad Lagrangiana.

Consideremos ahora el producto ordenado cronolégicamente de n operadores de
campo en la descripcién de Heisenberg (con autointeraccién y en presencia de la

fuente externa),

(4.60) T{ou(x1)pn(zs) ... on(xn)} = ou(r1)on(x2) ... on(T,)

Sity >ty > ... >1,.

Teniendo en cuenta que
(4.61) on(T,t) = Ur(t) (7, 6) Us(t)

donde U;(t) admite el desarrollo asintético

(4.62) Ur(t) =T exp { Z/_; dt/d% () er(x) =V (901(5’3))]} ,
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podemos escribir
(4.63)
er(z)en(@2). .. on(a,) =

= Un(T)'UN(T, t1) @i (21)Us (b1, t2) o1 (w2) - .. p1(2)Us (b, =T)Us (=T) = Uy (T)" %

z/ dt/d?’x (@) er(x) =V (er(x))]
xT<¢e J-T or(r)er(x2) ... or(zn) p Ur(=T),

para todo T > |tx|,k = 1,...,n. En el limite T — oo obtenemos

T {on(@1)en(@s) ... onle.)}t ~ S5 x

(4.64) X / Az [j(z) ¢r(x) = V (01(2))]

x T wr(z1)pr(r2) ... or(zn)

Ahora bien, para j(x) = 0 el valor medio de vacio de la anterior expresion es

(4.65)
Qo | T{pu(z1)en(r2)...ou(zn)} | QO>|j:O =

— [ d*z V (or(2))
~(Q|S[i=0]"T{e / ’ pr(z1)er(ws) .. pr(xn) ¢ [o).

Y si suponemos que el estado de vacio del campo en autointeraccion es estable (en
efecto, si | Q) es el estado de minima energia del campo, éste no puede decaer en

el tiempo), entonces debe ser

(4.66) S = 0] Q) = " ).

con 6 € [0,27) dado por

(4.67) e = (Q0| S[j = 0)| Q) = Z[j = 0].
En consecuencia, tenemos que

Z[j=0] (Qo|T{eu(z1)en(r2) ... om(@.)}|Q0)];—g =

(4.68) - / d'z V (1))

~ (Q|T or(z1)er(w2) ... or(ra) p | Qo) -
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Finalmente, haciendo uso de las Ecs. (4.41), (4.42), (4.43) y (4.58), obtenemos
para los productos de operadores de campo en la descripcion de Heisenberg orde-

nados cronolégicamente la expresion

Z[j=0] (| T {pu(z)pn(a) .. ou(.)}|Q)];—o =

s 5 | -
. 5ol
= (—1) 5 37w Z[j] . =

(4.69)

0j(x1) " 6j(xn)

El desarrollo asintético (en las constantes de acoplamiento) del miembro de la
derecha de esta ecuacién conduce al desarrollo perturbativo de las funciones de

Green generales de la teoria, definidas como

G (21,29, x0) = (Qo| T {pu (1) . pulea)} | Qo) =
(4.70)

Estas son funciones simétricas de sus argumentos cuyo desarrollo puede ser
representado graficamente mediante diagramas de Feynman (ver Apéndice A). En
particular, el factor Z[j = 0] en el denominador del miembro de la derecha de la
Ec. (4.70) cancela la contribucion de los subdiagramas de vacio a la funcién de

Green.
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Formalmente, la funcional generatriz de funciones de Green de la teoria admite

el siguiente desarrollo en serie de Taylor funcional,

1T exp {1 [ ate jto) (wuto)] ) }190) =

:Z%/.../d%l...d%n G(z1) o j(zn) G (.. ) =
n=0
(4.71)

:Zﬁ/-../d4x1---d4ﬂfn3($1) - g () X
n=0

0 5 Z[j]
0j(w1) ~ 0j(xa) Z[j = 0]}

lo que justifica su denominacion.

4.5. Ecuacién de movimiento para Z[j]. El desarrollo perturbativo de Z|j]
permite justificar una serie de manipulaciones formales a las que es posible someter
a las integrales funcionales, como cambios de variables o integraciones por partes.

Por ejemplo, consideremos un cambio infinitesimal en las variables de integra-

(4.72) p(z) = x(z) +eF[x,z),

donde ¢ # 0 con |e] < 1,y F|x,z) es cierta funcional con dependencia de la
posicion, que supondremos admite un desarrollo en potencias del nuevo campo
Xx(z). En ese caso, la relaciéon entre p(z) y x(x) puede ser invertida a un dado
orden en los campos, de manera que esta transformacién es no singular.

Tenemos entonces

dp(x) = ox(x) +€/d4y % ox(y) =

:/d4y {5(m—y)+5%}&((y),

(4.73)
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de modo que el Jacobiano de la transformacion es

J[x] = Det {5@ ) te 5F[X,$)}

ox(y)

SF[x, ) }
ox ()

1%

(4.74) = exp Tr log {5(x —y)+e

~ Y (SF[Xax) — 4$ (SF[X,$)
N1+€T{ ox(y) } 1+E/d ox ()

y=r

Entonces, de la representacién de la Ec. (4.58) resulta que

Z[j] = ?{D[(p(aj)]ezﬂwv]] =

1%

— § Dlx(w) g e+ Fbea). ]

(4.75) = § o] e {14

= 2l +< [ f D) 2 {Flenetioil}

oI[x,j] | 0F[x,7)
Fle) ox(w " ox(y)

lo que debe ser cierto para todo € pequeno y cualquiera que sea la funcional F[y, z).
Por lo tanto, la integral funcional (sobre trayectorias cerradas) de una derivada

funcional simpre es nula.

Ademas, el coeficiente de € también puede ser escrito como

4 oI[x,j]  O0F[x. @) .
(4.76) /dx[F[X,x) (o) + ) | Z[j]=0,

lo que debe ser cierto para toda funcional F|y, z).

En particular, para una traslacion rigida arbitraria de la variable de integracion,

OF[x,x)

(4.77) Flx,x) = f(x), %)

=0,
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debe satisfacerse para todo x que

{51[%]’]} 2] = lafm
x— (e

ox(z)

(4.78)

Esta expresion constituye una ecuacion cudntica de movimiento para la funcio-
nal generatriz que, habida cuenta de su desarrollo de Taylor funcional, Ec. (4.71),

impone una serie de relaciones entre las funciones de Green generales de la teoria.

APENDICE A. DIAGRAMAS DE FEYNMAN

A partir de la definicién de las funciones de Green generales, Ec. (4.70), la teoria

de perturbaciones conduce al desarrollo asintético

Z[] = 0] G™ (331,1’2, ,an) = (_Z)n 5j(5($1) : 5.7(an) Z[‘]] o =
Rl " 6 0
(A1) —ZZ:; I /dyl ./dylV(—Z(Sj(yl)) ( 5](3/1)) -
) 5 |
S S 2V,

Para fijar ideas, consideremos el potencial de interaccién

A 4
(A.2) Vipr(y) = I : [@I(y)} -

Para este caso, las funciones de Green con un niimero impar de argumentos son
nulas, mientras que para las otras es necesario el calculo de valores medios de vacio

de productos cronoldgicos de la forma

(0l T{er(@). . or(an) : [or)]" s o))} 1 0) =
(A.3)
= (=)" Z Gr(zr — 2k,) - - GF(ZkQNA - ZkzN) )

contrac.
donde 2N = 2n + 4l y la suma se realiza sobre todas las posibles contracciones
entre pares de campos no contenidos en un mismo orden normal dentro del orden
cronolégico del miembro de la izquierda (Teorema de Wick - Ver Ecs. (4.31) y
(4.35)).
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De esa manera, cada término del desarrollo perturbativo de la Ec. (A.1) puede
ser asociado a un diagrama en el cual los puntos {z1,...,%on,y1,...,y} estan
unidos por lineas correspondientes a los propagadores, —1 Gp(z; — z;). Las lineas
externas nacen en uno de los puntos externos {x1,. .., Ta,}, mientras que las lineas
internas unen dos de los vértices {y1,...,y}.

El nimero de lineas (internas o externas) que salen de cada vértice depende
de la interaccién; en el presente caso ese nimero es cuatro. El haber tomado la
interaccién en orden normal hace que no haya lineas que se cierren sobre el mismo
vértice. Ademds, para esta autointeraccion, a cada vértice corresponde un factor
—1A/4l

Entonces, para calcular las contribuciones de orden [ de la teoria de perturbacio-
nes a la funcion de Green G(2”)(:c1, ..., Ta,) se deben considerar todos los posibles
diagramas con 2n lineas externas y [ vértices, descartando aquellos que contienen
subdiagramas de vacio, es decir, partes no conexas del diagrama sin lineas ex-
ternas (s6lo propagadores entre vértices), ya que su contribucién se ve cancelada
exactamente por la del factor Z[0] en el miembro de la izquierda de la Ec. (A.1).
Finalmente, se debe integrar sobre todas las posibles posiciones de los [ vértices,

dividir por [! y sumar las contribuciones de todos esos diagramas.

Reemplazando los propagadores por sus transformadas de Fourier (ver Ec. (4.26))
e integrando primero sobre las posiciones de los vértices, obtenemos las reglas de
Feynman en el espacio de impulsos.

Eso conduce a asociar con cada linea del diagrama un propagador de la forma

2

A4 _
(A4) k2 —m?2 440"

donde k es el tetraimpulso transportado por la linea, y a cada uno de los [ vértices

una delta de Dirac que impone la conservacion local de esos impulsos,

(A.5) (2m)4o (Z k)

donde la suma en el argumento de la delta se hace sobre los impulsos entrantes al
vértice considerado.
La invariancia traslacional de la teoria permite factorizar una de esas deltas para

dar cuenta de las conservacion global del tetraimpulso,

(A.6) 21t (2”: pi>
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donde la suma se realiza sobre los 2n impulsos p; entrantes al diagrama a través
de las E lineas externas.
Finalmente, se debe integrar sobre los I impulsos transportados por las lineas

internas,

(A.7) / (Cg;k)lll o / (C;f)l4

Pero [ — 1 de estas integrales se realizan trivialmente debido a la presencia de

las [ — 1 deltas de conservacion local del tetraimpulso restantes. En consecuencia,
solo restan por realizar L = [ —[+1 integraciones sobre impulsos internos, nimero
que coincide con el de los circuitos independientes, o loops, que es posible trazar

sobre el diagrama.

A.1. Funciones de Green conexas. Cabe senalar que, a un dado orden [
de la teoria de perturbaciones, habra contribuciones a la funcion de Green de 2n
argumentos que provengan de diagramas no conezos, formados por subdiagramas
coneros que representan contribuciones a funciones de Green de menor ntimero de
argumentos y de orden < /.

En consecuencia, a un dado orden [ de la teoria de perturbaciones, las funciones
de Green completas pueden construirse recursivamente a partir de las funciones
de Green conezas, definidas como la suma de las contribuciones provenientes de

diagramas de Feynman conexos tnicamente,

2
(A8)  G®(wy,. . w0) =GOV (r,. . m) + Y [[G0 ({as)
U{z},={z} o
donde la suma se realiza sobre todas las particiones del conjunto de 2n argumentos
{z}, | a| es el nimero de elementos en cada subconjunto y las funciones de Green
conexas que aparecen en el producto estan evaluadas al orden [, reteniéndose de ese

producto términos de hasta ese orden. En particular, G(c2) (z1,22) = GO (z1, 13).

En esas condiciones, se define la funcional generatriz de funciones de Green

coneras como
, — " n , .
(A.9) Wi = Z ] /d4x1 . -/d4$n G(C)(xl, ces Tp) j(xy) g (),
n=2

de modo tal que

(A.10) —1GE s m) = () 53'5@1) - 5;2%) o
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La relacién dada en la Ec. (A.8) permite verificar que

(A.11) e Wl = _ZUl

A.2. Elementos de matriz del operador S. La amplitud de probabilidad

de transicién de un estado inicial con n particulas de impulsos {p1,...,p,} a un
estado final con m particulas con impulsos {q1, ..., ¢} estd dada por el elemento
de matriz

(A.12)

<q177Qm7+OO‘S[J:OHp177pn7_OO> = <q17--'7Qm;+Oo‘><

» ;exp{z [ e 22+ {—z 5]-5@)” PP —00) Z[i(2)]

Si los impulsos son tales que ¢; # p;, V4, j, a ese elemento de matriz sélo con-

Jj=0

tribuye el orden n +m del desarrollo de Taylor de la exponencial dentro del orden
normal (dado que son necesarios n operadores de destrucciéon y m de creacién para
obtener un resultado no nulo), de donde resulta que esa amplitud de probabilidad

queda expresada como la transformada de Fourier (en todos sus argumentos) de

(A.13) (2 +m?) ... (02 +m*) G (21, agm)

Tntm

evaluada en los valores fisicos de los impulsos entrantes y salientes (para los cuales
tenemos que p? = m?, qJQ- = m?).
Pero los operadores de Klein - Gordon en esa expresién corresponderian al pro-

ducto por

(A.14) H (=p; +m?) H qj+m ,

=1 7j=1
que es nulo para los valores fisicos de los tetraimpulsos, lo que muestra que a la am-
plitud de probabilidad de transicion sélo contribuye el residuo de la transformada

de Fourier de la funcién de Green,

n—+m
(A15) F [G(n+m) ('Tb s 7xn+m) - (Z ki ) (7"H—’m klv cee 7kn+m) )

en el polo multiple que ella presenta para valores on-shell de sus argumentos.
En particular, la transformada de Fourier de la funciéon de Green de dos puntos

(el propagador completo) debe ser de la forma

(A.16) -G (k) ~ 57— +0(1),
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para k? ~ m?, donde m es la masa fisica de las particulas.

Consideremos ahora una funciéon de Green conexa con N patas externas, cal-
culada a cierto orden de la teoria de perturbaciones. Su transformada de Fourier
recibe, en particular, las correcciones a las funciones de Green G(z)(ki) asociadas a
esas patas externas (hasta el orden que estamos considerando), las que presentan
polos para valores on-shell de los impulsos entrantes. Esos polos son cancelados
por los factores (—k? +m?) provenientes de los operadores de Klein - Gordon, de
modo que lo que contribuye a la parte conexa de las amplitudes de probabilidad de
transicion son en realidad las funciones de Green truncadas de la teoria, definidas
como

N -1

H é(2)(/€i)

i=1

(A.17) G (k. k) = G (ky, .. k).

trunc.

Esto corresponde a la suma (hasta el orden considerado) de todos los diagramas
de Feynman conexos truncados, es decir, aquellos en los que se desechan tanto los
propagadores correspondientes a las lineas externas como las correcciones radiati-
vas a las mismas, elementos a los que no se atribuye ningiuin factor para el calculo

de la contribucién del diagrama.

A.3. Funciones propias - Accién efectiva. Un diagrama conexo truncado
se dice propio (o irreducible de una particula'?) si sigue siendo conexo luego de
cortar una cualquiera de sus lineas internas.

Los diagramas propios son los elementos fundamentales de la teoria de pertur-
baciones, puesto que a partir de ellos es posible construir cualquier otro diagrama
combinandolos mediante el reemplazo sus patas amputadas por correcciones ra-
diativas al propagador G®.

Tienen la particularidad de que todo loop de un diagrama reducible esta con-
tenido en uno de sus subdiagramas propios, por lo que es posible integrar sobre
los impulsos internos de cada uno de esos subdiagramas sin que los demas se vean
involucrados. En particular, es necesario y suficiente eliminar las divergencias ul-

travioletas de las funciones propias para eliminarlas completamente de la teoria.

Las funciones propias pueden ser derivadas de una funcional generatriz llamada

accion efectiva, que resulta ser la transformada de Legendre funcional de W/[j].

2En inglés, one-particle irreducible.
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En efecto, definamos la funcional de j
(A.18)

n—1

) n . .
= Z T /d4x1.../d4mn_1 G(C)(.:E,xl,...,a:n_l)j(xl)...j(ajn_l).

n=2

Como G(C%) (x,y) se reduce a Gp(x,y) al mas bajo orden de la teorfa de per-
turbaciones, ella define un operador integral con inversa (perturbativa). En esas
condiciones, la relacion entre ¢ y j puede ser invertida como una serie de potencias

funcional en la primera, para obtener

(A.19)
Jlel(x) = Z __11)! /d4x1 . / By T (2,20, ney) @(1) - . p(T1) -

(n

n=2

La transformada de Legendre funcional de W[j] se define como

W]
0j(x) }

tlel = Wil - [ % ito

J=jlel

(A.20)
:wmm—/ﬁmmwmw,

y se verifica que

donde hemos empleado la regla de derivacion funcional en cadena.

En definitiva, la accion efectiva
1
(A.22) Lly] = Z ] /d4x1 . / iz, T (2, .. 2n) o(21) . .. (),
n=2

donde los coeficientes '™ (zy, ..., z,) (funciones simétricas de todos sus argumen-
tos) son las funciones propias de la teorfa.
Esto puede verificarse tomando derivadas funcionales sucesivas respecto de ¢ de

ambos miembros de la Ec. (A.18) y teniendo en cuenta la Ec. (A.19).
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A.4. Desarrollo en loops. El desarrollo perturbativo de las funciones de Green
puede ordenarse de acuerdo al nimero de loops de los diagramas, lo que puede

entenderse como un desarrollo semi-cldsico.

Consideremos un diagrama conexo con E lineas externas, I lineas internas y V'
vértices. Segun las reglas de Feynman en el espacio de impulsos, a cada vértice le
corresponde un factor (27)*§ (3° k;) que impone la conservacién local del tetraim-
pulso. Una de ellas puede ser factorizada para dar cuenta de la conservacién global

del impulso en el diagrama, mientras que las V' — 1 restantes dejan un nimero
(A.23) L=1-V+1
de impulsos independientes sobre los cuales ha de integrarse.

Recuperando la constante i en la Ec. (4.58), vemos que la expresién de Z[j]
corresponde a la suma de contribuciones de la forma exp {+ I[¢] + 1 [ j ¢} sobre
las distintas configuraciones del campo ().

Podemos eliminar la constante A de los términos cuadraticos del Lagrangiano
mediante el cambio de escala del campo ¢(z) — h2 ¢(z), de modo que

1 . 1 1 1,
(A.24) ﬁﬁ(%@@)ﬂ@—%o(%@s@)—;.LV<7"P¢>+h2w,

donde L (p, dp) es el Lagrangiano del campo escalar libre.

Ese cambio de escala introduce un Jacobiano constante (que puede ser absorbido

6220 [4)

en la medida de integracién), y un factor 4 en el propagador del campo, 5,2

j=0
Cambiemos también la escala de las constantes de acoplamiento de manera tal

.. 1 . , . . <z
que se compensen los factores adicionales de A2, dejando al término de interaccion

completo multiplicado por un factor 2A~t. Por ejemplo,

B2 g) 2

g o d ) ey

(4.25) A R PR L
En esas condiciones, cada linea del diagrama de Feynman queda multiplicada

por un factor i, mientras que cada vértice gana un factor A~!. En consecuencia,

el diagrama queda multiplicado por un factor ¥~V

Ahora bien, teniendo en cuenta que de la Ec. (A.23) resulta que I —V = L —1,

podemos escribir

(A.26) PPV = P
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de modo que las contribuciones a una dada funcién de Green (F fijo) estan caracte-
rizadas por una potencia de h que crece con el namero de loops del correspondiente
diagrama.

En particular, la contribucién de un diagrama propio (irreducible y truncado) a

la funcién de vértice I'(n) queda pesada por un factor AL—L.

En una teorfa para la cual V(p) estd dada por un tinico monomio en el campo,
el nimero de loops cuenta el nimero de vértices y este desarrollo coincide con el
perturbativo en potencias de la tinica constante de acoplamiento presente.

Por ejemplo, para V() = X p? /4], el ntimero de lineas que sale de cada vértice
es 4, y esas lineas pueden ser externas (que llegan a un vértice) o internas (que

unen dos vértices). Por lo tanto,

E
(A.27) 4V =F+2] = I:2V—§
y la potencia de A correspondiente al diagrama es
E
(A.28) E+L—1:E+I—V:5+V.

Pero en el caso en que V(p) sea la suma de varios monomios, el desarrollo
en loops es un desarrollo en una constante que multiplica a todos los términos
de interaccién. Eso mantiene en cada orden del desarrollo las relaciones entre los

distintos términos, preservando (formalmente) las simetrias de V(¢).

Consideremos ahora las contribuciones a la accién efectiva I'[] del campo escalar
con una autointeraccion cudrtica al orden mas bajo del desarrollo en loops (0-loops
o nivel drbol).

Para la funcién de vértice propio de dos puntos, I'® = 1/G®| tenemos
(A.29) (k) = k> —m?,

de modo que

(A.30)

(P 0) = [ [ e ) Gt ) (02 ) =

_ d4_kezk:-(a:—) 2 0?) = — (8.2 4 m2) 8 (x —
| G P == (@ mY o —y)

que 2 veces la inversa del propagador de Feynman.
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Su contribucién a la funcional I'[¢] esta dada por
d'z /d4y T~ ) o) o)

(A.31) = 21| d*z o(z) (8,° +m?) p(z) =

— %/d% {8@(9{:)2 —m? <p(x)2} .

Al mismo orden del desarrollo en loops, el resto de las transformadas de Fourier
de las funciones propias se reducen simplemente a menos los valores de las cons-
tantes de acoplamiento que aparecen en el Lagrangiano original. En nuestro caso,
solo tenemos la contribucién de

A

<A32> ’lF (kl,kg,kg,k4) (E) 4! = —Z)\,

de manera tal que
(A.33)

PE)4) (xla Xo, T3, .T4) —

_ [k Aha o (kg a1+ by ) (g8 o
/(27r)4“‘/(27r)4 (2m) 0 (ky + -+ + k) (=)

= —\6(21 — 2) 0y — x3) (21 — 24) .

Su contribuciéon a I'[¢] es

1
o dixy .. /d4x4 F(()4) (1, T, T3, 24) @(21) ... p(T4) =
(A.34)
)\ A Ry

En definitiva, la funcional I'[¢] al orden de 0-loops coincide con la accién clasica

del campo,

439 1= [ate{ G0 - et -V (ela) ) + O,

lo que justifica el nombre de accion efectiva.

En ese sentido, la relacion

(A.36) = —j(2)
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puede ser entendida como una ecuacion efectiva de movimiento, cuya solucion
determina la funcional ¢[j] (necesaria para calcular W[j| mediante la transforma-

da de Legendre de la accién efectiva I'[p)]).

Finalmente, dado que las funciones de Green conexas se construyen sumando
las contribuciones de diagramas tipo arbol formados por propagadores completos
y vértices propios, elementos que pueden ser derivados de la accion efectiva, con-
cluimos que el conocimiento de la accién efectiva equivale a la resoluciéon completa

del problema del campo cuantico.
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