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NOTAS SOBRE OPERADORES NO ACOTADOS

1. EXTENSIONES DE OPERADORES LINEALES

e Sea A un operador lineal acotado definido sobre un dominio D(A) de un espacio

de Hilbert H, y sea u € D(A). El vector u siempre puede ser representado como
el limite de una secuencia fundamental {u,} contenida en D(A). Y como A es

acotado!, tenemos
(1.2) [ At — At || = [[A (un = um)|] < [ A]l Jun =t ]| =0

para n,m — oo. Es decir, {Au,} es también una secuencia fundamental.

Entonces, como H es completo, existe un vector v € ‘H tal que

(1.3) v = lim Au,.

n—oo

Este limite es independiente de la secuencia convergente a u considerada. En efecto,

si {u,} v {u,,} € D(A) son coterminales, entonces
(1.4) [Aun — Aug || = 1A (un — up) || < [JA] [Jun — 2]l — 0
para n — 0o.
Actualizado el 1 de octubre de 2005.

1La norma de A es, por definicién,

(1.1) Al = Supguen(ay, fuj=13 IAul -
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En esas condiciones, se puede extender de manera tinica la definicién del opera-

dor acotado A a todo D(A), introduciendo un operador A de modo que Yu € D(A)

(1.5) Au:=v = lim Au,,

n—oo

donde {u,} C D(A) y u = lim, . u,. Asi definido, este operador es lineal y

acotado?.

e En particular, un operador lineal acotado A, definido sobre un dominio D(A)
denso en un espacio de Hilbert H, tiene una nica extension lineal y acotada sobre

todo H, denominada su clausura y denotada por A, cuya norma es igual a || A].

e Sea A un operador lineal definido en todo el espacio de Hilbert H. Se puede
demostrar que A es acotado < V {u,} — u tal que la secuencia {Au,} — v, es
v = Au.

e Pero si T es un operador no acotado definido en un dominio D(T), y {u,}
es una secuencia fundamental en D(T'), la secuencia {T'u,} no serd, en general,
convergente en H. Incluso si, para dos secuencias coterminales {u,} y {u,} C
D(T), sucede que {Tu,} y {Tu} son fundamentales, en general, ellas no serdn

coterminales.

e Supongamos que para u ¢ D(T) ocurre que para toda secuencia {u,} con-
vergente a u y contenida en el dominio de T, la secuencia {T'u,} tiene un limite
fijo:

(1.9) lim Tu, =veH, YV{u,} €DT)| lim u, = u.

n—oo

2En efecto, si dos secuencias en D(A) tienen por limite a v = limu,, y v’ = limu/, respectiva-

mente, entonces

(1.6) A(au+ pu’) = lim A (qu, + ful,) = alim Au, + Blim Au!, = cAu + AV
En cuanto a su norma, tenemos por un lado que

(1.7) 1Al = Sup g emay, =1y 140l 2 Supguen(ay. juj=y [[4ull = 141l

Por otra parte, por la continuidad de la norma, para cualquier secuencia en D(A) convergente a

un vector unitario u tenemos

(1.8)

[ Aun || < [IA]] llunll = [[Aul| < [JAI] ]l = 1A],

lo que implica que ||A]| < ||A]. En definitiva, ||A]| = [|A].
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En esas condiciones, se puede extender la definicion de T" incorporando al punto

u de modo que

(1.10) Tu := lim Tu, =v.

n—oo

e Si V secuencia fundamental {u,} C D(T) tal que {T'u,} es también de Cauchy

se cumple que

(1.11) lim u, =ueD(T), y lim Tu,="Tu,

n—oo n—oo

entonces T se dice cerrado.

e Dado un espacio de Hilbert H, el producto directo H®H es también un espacio de

Hilbert respecto del producto escalar definido a continuacion: si los pares ordenados

(1.12) (p1,U1),(p2,92) € HOH,

con @1, g, 1,9 € H, el producto escalar estd dado por

(1.13) <<S01, V1), (o, 1/J2>> = (01, 02)p + (Y1, 902)5 -

HOH

e La grafica de un operador lineal T es el conjunto de pares ordenados
(1.14) NT):={{p,Tp), o€ D(T)} CHRH.

Si T es cerrado, entonces I'(T') es un conjunto cerrado®.

e Sea T} un operador lineal definido sobre un dominio D(77) C ‘H. SiI[(T") C I'(T1)
se dice que T7 es una extension de 7' en H, lo que se denota por T' C T}.

Dicho de otro modo,

(1.16) TCT, &
Tip=Te, Vo e D(T).

3La clausura en H @ H de la grafica de T, T'(T'), no corresponde en general a la grafica de un

operador. Una condicién necesaria para que I'(T') sea la gréfica de un operador es que si

(115) <<P»1/11>7<<P»¢2> € F(T) :>¢1 =¢27

lo que en general no se cumple.
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Ejemplo 1.1. - Sea D(T) = C°(R), con Tp(x) = —i¢'(z), y sea D(T}) = C3(R),
con Typ(z) = —i¢/'(x). En esas condiciones, T' C T7.

e Un operador T se dice clausurable si tiene una extensién cerrada. Si T es una
extension cerrada de 7', entonces I'(T") C I'(71), que es un conjunto cerrado de
'H ® H. En esas condiciones, la clausura de la gréafica de T también esta contenida

enlade Ty, I'(T) C I'(T}), y, por lo tanto, corresponde a la grafica de un operador.

Noétese que si (0,) € T'(T), entonces ¢ = 0, puesto que (0, 0) es el tnico par de

esa forma contenido en I'(77). Esto significa que en este caso, si (p, ) € I'(T),

entonces ¢ estd univocamente determinado.

e Si T es clausurable, se define su clausura 7' como el operador cuya grafica es
[(T) = T(T). Su dominio es

(1.17) D(T) = {¢ | (p.¥) € T(T), v € M},

y su accién corresponde a T = 1), donde 1 es el tnico vector de H tal que

(p,¥) € T(T).
Por su definicién, T es cerrado, constituyendo una extensién cerrada de T'. Por
otra parte, T C T3, donde T} es cualquier extensién cerrada de T'. Por lo tanto,

todo operador clausurable tiene una extensién cerrada minima, que es su clausura

T.

e Sea T un operador lineal cerrado con dominio D(T") denso en un espacio de
Hilbert ‘H. Un complejo A pertenece al conjunto resolvente de T, p(T), si
(T'— M) es una biyeccién de D(T') sobre (onto) H con una inversa acotada.

Si A € p(T) = existe el operador acotado Ry(T) := (T — A\I)~", llamado resol-

vente de 7.

e p(T') es un subconjunto abierto del plano complejo C, sobre el cual Ry(7T') es una
funcion analitica de A, cuyos valores son operadores acotados que conmutan entre

si y satisfacen
(1.18) RA(T) = Ru(T) = (A = p) RA(T)Ru(T), VA, p € p(T)

(propiedades idénticas a las de la resolvente de operadores acotados).

e Se define el espectro de 7' como

(1.19) o(T) = C\p(T) = {A € C | A & p(T)}.
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e Si \ es un autovalor de T, entonces
(1.20) JueDT) | Tu= = (T—-A)u=0,

con u # 0. Por lo tanto, (T'— AI) no es una biyeccién = \ & p(T).

El conjunto de los autovalores de 7' constituye el espectro puntual de T,
op(T) C o(T).

e Si A\ no es un autovalor de T', pero Rank(7" — AI) no es denso en H = X & p(7T)).

En ese caso se dice que \ pertenece al espectro residual de T', 0,.(T) C o(T).

e Finalmente, un complejo \ pertenece al espectro continuo de T, 0.(T) C o(T),

si (T'— AI) tiene una inversa no acotada con dominio Rank(7"— AI) denso en H.

2. EL OPERADOR ADJUNTO

e Sea T un operador lineal definido sobre un dominio D(7T") denso en H. Sea
D(TT) el conjunto de los vectores 1 € H para los cuales (¢, T¢) es una funcional
lineal y continua® de ¢ € D(T) (respecto de la distancia en H). Entonces, para
cada 1 € D(TT) existe un vector y € H tal que dicha funcional corresponde al

producto escalar

(2.2) (¥, Te) = (x,p), YepeD(T).

Puesto que D(T') es denso en H, y estd univocamente determinado por . En
efecto, si (x1 — x2,¢) =0,V € D(T), = x1 — x2 = 0.
Entonces, la accién del operador adjunto T sobre ¢ € D(T') se define por

(2.3) Tl = y.

e Dado que una funcional lineal es continua si y sélo si ella es acotada, para

Y € D(TT) es necesario que
(2.4) (¥, To)l < K loll, Ve eD(T).
Si T' es acotado, en virtud de la desigualdad de Cauchy - Schwarz tenemos

(2.5) (@, To)l < [DITell < 1LITI el Vo er,

10, equivalentemente, una funcional lineal y acotada, es decir, tal que
(2.1) (4, To)| < K |loll, Vo € D(T),

para cierta constante fija K > 0.
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de modo que el adjunto de un operador acotado esta definido en todo el espacio
de Hilbert, D(TT) = H.

e Por el contrario, el adjunto de un operador no acotado puede no estar densamente

definido, como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1. - Sea f(z) € La(R), una funcién localmente sumable, y sea D(T') =
Cs°(R) (denso en La(R)) el dominio de un operador T definido por

(2.6) To(z) = gola) / " Fw) o) dy,

donde @y(x) € La(R) es un vector fijo, y la integral en el segundo miembro converge
por ser p(r) acotada y de soporte compacto. Entonces, si 1 (z) € D(T"), existe
x(z) € La(R) tal que

(2.7) (¥, Te) = (¥, ¢0) /_oo f)ely)dy = (x,»), Yo € Ci°(R).

Pero eso requiere que (v, )" f(z) = x(z) € L2(R), lo que sélo es posible si
(¥, 00) =0y x(z) = 0(x).

Por lo tanto, D(TT) = {1 € L2(R) | ¢ L o} (que no es un conjunto denso), y
Thy =0, Yo € D(TH).

eSiSCT =T CS" Enefecto,si SCT = D(S) CD(T),yVe €D(S), Sp=
Ty. Sea ¢ € D(TT). Entonces Iy € H tal que

(¥, Te) = (x,9), Vo e D(T) =
(2.8)

= (1, S¢) = (x,¢), Yo € D(S) =1 € D(ST).

Por lo tanto, D(TT) € D(ST), y Vb € D(TT) es Tt = ST, Es decir, TT C ST.
e Si D(T'") es denso en ‘H, se puede definir su adjunto, (77)" =TT,

e Teorema I: Sea T un operador lineal densamente definido en un espacio de
Hilbert ‘H. Entonces

a) T es cerrado;
b) T es clausurable < D(T1) es denso en H, en cuyo caso T = T
c) si T es clausurable = (T)f = T,
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Para probar el punto a) introduzcamos un operador V' definido sobre el espacio

producto directo H ® H como
(2.9) V(g ) == (=, ¢) Vo, € H.

Asi definido, V es un operador unitario® que satisface V2 = —I. En efecto,

(2.12) IV, ) 1P = 1 (=, 0) I* = 0117 + ll@l1* = Il o, ) II*
Entonces, el par (¢,x) € (V [[(T)])" si y s6lo si

(2.13) ({0, x), (=T, ) = = (6, Tp) + (x, ) =0,V € D(T).

Pero en ese caso
(2.14) peDTh) y To=x,
de manera que

(2.15) (6, x) = (6, TT¢) € T (T7) .

En consecuencia, I (T7) = (V [T(T)])", que siempre es un conjunto cerrado. Por
lo tanto, Tt es cerrado.
Para probar el punto b) sefialemos que, debido a la linealidad de 7', I'(T") es un

subespacio lineal de ‘H ® H. Entonces, para la clausura de la grafica tenemos

(216) T@) = (I0)*) = (V2 irm)) = (vivea)t) = (veh)*

Por lo tanto, de acuerdo a la prueba de a), si 77 estd densamente definido (condi-
cién necesaria para la existencia de su adjunto) entonces W es la gréafica del
operador T,

Finalmente, si T es clausurable, por a) y b) sabemos que T es cerrado y den-
samente definido, mientras que su adjunto, 7T = T, también estd densamente

definido. Entonces,

(2.17) T =71 = (1) = (71)" = (7",

lo que prueba c). O
5Se dice que un operador U definido sobre un espacio de Hilbert H es unitario si

(2.10) (Up,Up) = (¢, ) , Yo, 0 € H.

En esas condiciones, U es acotado, UT = U~! y la imagen por U del complemento ortogonal
de cierto subespacio G C H, U (QL), es el complemento ortogonal de la imagen de G por U,
(U(G))*". En efecto, ¢ € (U(G))" siy sdlo si

(2.11) (0, U) =0V eGe (Ulp,p) =0,VpeGeoUlpegr = oeclU(Gh),
de modo que (U(G))" = U (G4).
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Ejemplo 2.2. - Consideremos el conjunto de las funciones absolutamente con-

6

tinuas® en el intervalo [0, 1], AC(0, 1), tales que su derivada ¢'(x) sea de cuadrado

integrable en ese intervalo. Sea T definido de manera que

D(Th) :=A{p(x) € AC(0,1) | ¢'(x) € L2(0,1)},
(2.21)

Ty p(x) == —ig'(x),
y T de modo que

D(T) = {p(x) € AC(0,1) | ¢'(x) € L2(0,1), ©(0) =0},
(2.22)
T p(x) = =i (x),
Evidentemente, T} es una extension de T, Ty C T7.
Dado que D(T1) D D(T) D C°(0, 1), que es denso en Lz(0, 1), ambos dominios
de definicién son densos.
Por otra parte, de la ec. (2.20) resulta evidente que los dominios de los operadores
adjuntos D(Tb) D C5°(0,1), por lo que también ellos son densos. En consecuencia,

por el teorema anterior, ambos operadores son clausurables.

Ahora determinaremos el operador adjunto de 7}. Si ¢(x) € D(T f ) entonces
dx(x) € Ly(0,1) tal que

(223)  (4.Thip) = / (o) (i)l () dz = / y(@) (@) dz = (v ) |

para toda ¢(z) € D(17). Esto requiere que sea posible integrar por partes en

la primera de esas integrales, por lo que debemos suponer que ¥ (x) € AC(0,1).

6Si o(x) € AC(a,b), entonces ¢(z) es una funcién continua en (a, b) cuya derivada (en el sen-
tido de limite de cociente incremental) existe en casi todo punto de ese intervalo, y es una funcién
localmente sumable. La funcién puede ser reconstruida a partir de su derivada mediante la

regla de Barrow,

x

(2.18) p(x) € AC(a,b) = ¢'(z) € LI (a,b), y p(x) = / ' (y) dy + (a).

a
Para las funciones absolutamente continuas también vale la regla de integracion por partes.
En efecto, si ¢1(x), pa(z) € AC(a,b), entonces p1(z) p2(x) € AC(a,b), la derivada del producto
es

(2.19) (p1(2) p2(2)) = ¢4 (2) pa(@) + o1 () h(x) € LY (a,b),

x

(2.20) / "1 (0) () dy = 91(x) a() — @1 (a) eala) - / () oa(y) dy.

a



Operadores no acotados 9

Haciendo uso de la propiedad (2.20), podemos escribir que

1

(221)  (-i)(@) ) +-/f (-—iib%zﬁ)*w(x)dlf=:j€ x(@)* () de.

Teniendo en cuenta que una funcional continua respecto de la convergencia en

0

media no puede depender del valor que su argumento tome en un punto particular
del intervalo [0, 1], y dado que los valores que las funciones ¢(z) toman en x = 0, 1
son arbitrarios, vemos que debemos imponer ademas la condicién de contorno
$(0) = 0 = (1),

En esas condiciones, dado que D(T}) es denso en Ls(0,1), la igualdad (2.24)
implica que x(z) = —i¢'(x) € Ly(0,1).

En definitiva, el operador T; f estd definido de modo que

D(T}) = {¥(z) € AC(0,1) | ¢/'(z) € Lx(0,1),%(0) = 0 = (1)} ,
(2.25)

T (x) == =i/ (z).
Notese que, en este caso, T} es una extension de 7, f , TlT c Ti.

Siguiendo el mismo procedimiento resulta inmediato mostrar que T =T = 11,

que entonces es un operador cerrado.
Similarmente, se obtiene que

D(TY) = {¥(x) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1), (1) =0} ,
(2.26)

T () == —iv'(z),

y que T2T T=T, = T5, que también es cerrado. Ademas, se ve que TlT C T2T :

e En general, la eleccién de un dominio de definicién para un operador diferencial
tiene una influencia determinante sobre su espectro, como lo muestra el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.3. - Consideremos la ecuacion
(2.27) —i¢'(z) = (), con p(x) € AC(0,1).
Esa igualdad implica que

¢'(x) € AC(0,1) = @ (z) € AC(0,1) = ...
(2.28)
- = () € C*(0,1).
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En esas condiciones, la ecuacién de autovalores para los operadores T}, del

ejemplo 2.2 se reduce a una ecuaciéon diferencial ordinaria, cuya solucion es
(2.29) o(x) = e?*p(0) € AC(0,1) C Ly(0,1).

Pero mientras que todo niimero complejo A € C es un autovalor de 77, la condi-
cién de contorno para Ty, ¢(0) = 0 = ¢(z) = 0.
Entonces, 0,(17) = C, mientras que 75 no tiene autovectores y su espectro

puntual es vacio, 0,(T2) = 0.

e Sea T un operador lineal densamente definido en un espacio de Hilbert H. Si
A€o, (T)= N\ €a,(T).

En efecto, en ese caso Rank(T — AI) no es denso en ‘H, de modo que 31 # O |
(¢, (T — X)) = 0,V p € D(T)". Pero eso significa que (¢, Tp) = X (1, ) es una
funcional lineal y continua de ¢ = v € D(T).

En esas condiciones, podemos escribir que ((TT — )\*I)z/z,go) =0, Vo € D(T)
denso en H, de modo que TTe) = \*1p.

e Por otra parte, si A € 0,(T) = \* € o(T") (en el espectro puntual o en el
residual).

En efecto, si Ty = Ap, con ¢ # 0, entonces, V¢ € D(TT) tenemos que
(1, (T = A)p) = ((TT = X*I)¥h, ) = 0 = Rank(TT — X\*I) no es denso en H =
N p(TH U o (TT).

En esas condiciones, \* € o,(T7), a menos que exista en D(T) un vector 1) #
0| (Tt — A1)y = 0, en cuyo caso \* € a,(T").

Ejemplo 2.4. - Consideremos nuevamente el operador T del ejemplo 2.2. Hemos
visto en el ejemplo 2.3 que el espectro puntual de 77 es todo el plano complejo,
o,(T1) = C. Entonces el espectro de T} es también todo el plano complejo, o(T}) =
C.

Por otra parte, resulta inmediato mostrar que las condiciones de contorno que
pesan sobre las funciones en D(T}), ec. (2.25), hacen que este operador no tenga
autovectores, ap(TlJr ) = 0. En consecuencia, el espectro residual de T es todo el

plano complejo, Jr(TlT) =C.

"Para ver que esto es asi, llamemos F' = Rank(T — AI). Sabemos que todo vector ¢ € H puede
escribirse como ¥ = u + v, con u € F 'y v € F+. En esas condiciones, si {¢) | F = ¢ = v = 0},
entonces F- = {0} y F es denso en ‘H. En consecuencia, si F' no es denso en H = 31 # 0 |
Y L F.
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3. OPERADORES SIMETRICOS

e Un operador lineal T, densamente definido sobre un espacio de Hilbert H, se

dice simétrico si® T' C T7. Es decir, si

D(T) ¢ D(T"),
(3.2)
Vo e DT, TTo =Tep.

En particular, en este caso el operador adjunto 77 también estd densamente defi-

nido.

e Toda extensién simétrica S de T esta contenida en T''. En efecto, si T C S C
St= S c St cTt Porlotanto, T Cc S c St c TT.

e Un operador se dice autoadjunto® si 7T = T, es decir, si T es simétrico y
D(T") = D(T).

e Un operador simétrico (densamente definido) es siempre clausurable. En efecto,
T C TT, que es cerrado (ver Teorema I). Por lo tanto, T tiene una extensién

cerrada.

e Por otra parte, T C TT = D(T) C D(T"), que entonces es denso en H. Por el

Teorema I, T es clausurable y su clausura es T = T, En consecuencia,

(3.3) TcT=T"TcT

e Si T es simétrico y cerrado,

(3.4) T=T=T"TcT"

e Si T es autoadjunto,
(3.5) T=T=T"=T1"
y, en consecuencia, 1" es cerrado.

8Equivalentemente, T' es simétrico si ¥ @1, 0y € D(T) es

(3.1) (1, Tp2) = (Tep1,p2) -

9Los observables de la Mecdnica Cudntica estdn representados por operadores autoadjuntos

en un espacio de Hilbert.
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e Un operador T simétrico y cerrado es autoadjunto si y sélo si su adjunto 7' es
simétrico.

En efecto, si T es autoadjunto = T' = T = TT = T es simétrico: TT C T,
Por otra parte, si 7T es simétrico, TT C Tt = T C TT = T es autoadjunto:
T=T".

e Si T' es un operador autoadjunto, entonces

a) el espectro residual de T' es vacio, o,.(T) = 0,
b) el espectro de T' es un subconjunto de los reales, o(7') C R,
c¢) autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales entre

si.
Para ver que esto es asi, primero consideremos la aplicacion
(3.6) T —AN+ip)I):D(T) — Rank [T — (A +ip)I] CH,
donde A, i € R. Tenemos que
B7) NI O+im e =l (T = ADe P +12 | ¢ P2 12 | o |

V¢ € D(T). En consecuencia, (A+ipu) ¢ 0,(T) si p # 0.
Ademsds, para pu # 0, [T'—(A+iu)I] es una biyeccion de D(T) en
Rank[T" — (A + i u) I] con inversa acotada. En efecto, si ¢ y @2 tienen la misma

imagen, entonces

(3.8) 0= [T—=A+iw) Y (s =) =] [l o1 =92 |l
lo que implica que @1 = 9. Por otra parte, de (3.7) también resulta que

e o1
=0t imTel = Tul

desigualdad que muestra que la inversa de [T — (A+ip)I] es acotada en
Rank[T' — (A + 7 p) IJ.
En esas condiciones, si Rank[T" — (A + i p)I] no es denso en H, entonces (A +

(3.9)

ip) € 0.(T) = (A\—ip) € 0,(T" =T), lo que hemos visto que no es posible si
p# 0.

Por lo tanto, Rank[T' — (A 4+ i ) I] es denso en H'y (A +ipu) € p,.(T) para todo
i # 0, lo que prueba que o(T) C R.

Finalmente, si un real A € 0,(T) = A* = X € 0,(T" = T), lo que no es posible

porque (por definicién) se trata de conjuntos disjuntos. Por lo tanto, o,.(T) = 0. O
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4. EXTENSIONES AUTOADJUNTAS DE OPERADORES SIMETRICOS

e Un operador simétrico 1" se dice esencialmente autoadjunto si su clausura T’

es un operador autoadjunto.

e Si T es esencialmente autoadjunto, entonces 7' tiene una tnica extension autoad-
juntal®.

En efecto, supongamos que S es una extension autoadjunta de 7. Entonces,
S = St es cerrado. Y como T'C S = T = T < S. En consecuencia, para los
adjuntos de esos dos operadores tenemos que ST = S C T = T. Por lo tanto,
S=T

e Si T es clausurable, entonces T es esencialmente autoadjunto si y sélo si T es
autoadjunto.
En efecto, por el Teorema I, si T" es clausurable = T' = Tt. Ahora bien, si T’
es esencialmente autoadjunto = 77 = T =T=T 1, es decir, TT es autoadjunto.
Inversamente, si 7T es autoadjunto, entonces Tt = TH = T = T es autoadjunto.

Por lo tanto, T' es esencialmente autoadjunto.

e Si T es autoadjunto, TT = T, entonces T es cerrado. Ademés, A = +i no es un
autovalor de 7.

En efecto, sea o € D(TT) = D(T) tal que TTps = +i @y = Tp.. Entonces,

(41)  (Tes,ps) = Fillox]? = (ox. Tox) = £illoL]®> = [l+]| = 0.

Inversamente, si T’ es simétrico y cerrado, y las ecuaciones Ty, = %ip, no
tienen soluciones no triviales, entonces T' es autoadjunto como consecuencia del

siguiente teorema.

e Teorema II: Sea T un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

a) T es autoadjunto,
b) T es cerrado y Ker(TT Fi1) = {0},
c) Rank(T'+£iI) =H.

10y general se debe tratar con operadores T simétricos no cerrados. Si se puede establecer
que T es esencialmente autoadjunto, entonces T estd univocamente asociado a un operador
autoadjunto T = T'Tt
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Por una parte, es evidente que a) = b).
Para ver que b) = c¢) supongamos que Rank (7"+ ¢ I) no sea denso en ‘H. En-
tonces, existen vectores no nulos ¢4 € H tales que

(4.2) (g, (T x£il)p) =0, Vo € D(T) denso en H.

Esos productos escalares definen funcionales lineales y continuas (idénticamente

nulas) de ¢, de modo que 1+ € D(T7), y podemos escribir
(4.3) (TTFil) ¢y, ) =0, Vo e D(T) = Thipy = Fithy.
En consecuencia, Ker (T F ¢ I) # {0}.
Por lo tanto,
(4.4) Ker (I"FiI) = {0} = Rank (7 £iI) denso en H.

Si, ademéds, T es cerrado se puede demostrar que el rango de T es también
cerrado, de modo que Rank (7" +iI) = H (ver M. Reed y B. Simon, Methods of
Modern Mathematical Physics, Vol. I, Theorem VIII.3, pag. 256). Por lo tanto, b)
= C).

Por otra parte, si Ker (TJr :Fz'I) # {0} es porque existen vectores no nulos
Yy € D(TT) tales que TT ¢4 = +i1).. Entonces,

(4.5) (T"Fil) ¢, 0) = s, (T £iD) ) =0, YV € D(T),

de modo que Rank (7"+ i) no es denso en H.

Por lo tanto,
(4.6) Rank (7' +41I) denso en H = Ker (77 FiI) = {0} .

Finalmente, supongamos que Rank (T'+i 1) = H. Entonces, V1) € D(T") existen
vectores i € D(T) tales que

(4.7) (TT+il)y = (T+il)pe = (TT+il) ( —px) =0,
dado que T es simétrico. Pero, en esas condiciones, la implicacién (4.6) requiere

que 1 = ¢, de modo que D(TT) C D(T).
En consecuencia, TT =T, y ¢) = a). 0

e Corolario I: Sea T" un operador simétrico densamente definido en un espacio

de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
a) T es esencialmente autoadjunto,
b) Ker(TT F4iI) = {0},
c) Rank(7 +4I) es denso en H.
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e FEl resultado anterior establece el criterio basico para determinar cuando un

operador simétrico tiene una unica extension autoadjunta.

Ejemplo 4.1. - Para describir el impulso en la Mecanica Cuéntica se introduce
el operador diferencial en la recta Py(x) = —ig'(x), que es simétrico sobre el
dominio D(P) = C°(R).
Si ¢(x) € D(PT), entonces 3 x(x) € La(R) tal que
@8) WP =(-ig) = [ ) (i) do= (o),
Sop(e)
V¢ € D(P). Esto requiere que ¢ (z) € AC(R) N La(R), con una derivada primera
Y'(x) € La(R), en cuyo caso tenemos x(x) = —i¢)'(z).
En consecuencia,
D(P') = {¢(z) € AC(R) NLx(R) | ¢'(z) € L2(R)},
(4.9)
Piy(z) = —i)/(x).

Como D(P') D C(R), D(P') es denso en Ly(R) y puede definirse PiT = P.
Un razonamiento similar al anterior muestra que D(P'T) = D(P"), con Py (z) =

—i1)'(z). Es decir, Pt = P = Pt

En consecuencia,

a) Como P es autoadjunto = P es esencialmente autoadjunto.

b) Consideremos la ecuacién de autovalores
(4.10) Py (z) = £ie(z) = =i ().

Como ¢4 (x) € AC(R), resulta que ¢4 (z) € C*(R) y entonces debemos resolver

la ecuacion diferencial ordinaria

(4.11) Vi(2) = Foa(a) = vu(x) = ™ ¢ La(R).
Por lo tanto, Ker (PT FiI) = {0}.

c¢) Finalmente, ya sabemos que esta tltima condicién implica que Rank(P +i7) es
denso en La(R).

e Kl siguiente ejemplo muestra que un operador simétrico puede admitir muchas

extensiones autoadjuntas'®.

HComo veremos méas adelante, también puede no admitir ninguna extensiéon autoadjunta.
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Ejemplo 4.2. - Sea T definido sobre D(T") = C5°(0,1) como Tp(x) = —i¢'(z).

Este operador es claramente simétrico pues, integrando por partes, tenemos

(412) (TSDM 902) = (901’ TQOQ) ) Vgﬁl, P2 € Cgo<0’ ]-)
Si ¢(x) € D(TT) C Ly(0,1), entonces Iy € Lg(0,1) tal que
(4.13) (0, Tp) = (&, —i¢)) = (x, ), Vo € G7(0,1).

Esto requiere'® que (z) € AC(0, 1), para que sea posible integrar por partes, de
donde resulta que x(z) = —i¢/(z) € Ly(0,1). Por lo tanto,

(4.14) D(T") = {¥(z) € AC(0,1) C La(0,1) | ¢'(x) € L(0, 1)},
y el operador adjunto actia segiun
(4.15) TT(x) = =iy (z).
Ahora bien, las ecuaciones de autovalores
(4.16) Thu () = =i, () = +i v (x) € AC(0,1)
se reducen a ecuaciones diferenciales ordinarias que tienen soluciones no triviales,
(4.17) Yo(z) =t e C™(0,1) C AC(0,1).
En consecuencia, T no es esencialmente autoadjunto.
Como AC(0,1) D C5°(0,1), D(TT) es un conjunto denso en Ly(0,1) y puede

definirse (77).
Si ¢(x) € D(TT), entonces Iy € Ly(0,1) tal que

(4.18) (0. T) = (¢, —iv') = (x,¥).

Para que ese producto escalar sea una funcional lineal y continua de ¢ € AC(0, 1),
debe ser posible integrar por partes, lo que requiere que ¢(x) tenga una derivada
en Ly(0,1). En consecuencia, ¢(z) € AC(0,1) con ¢'(x) € La(0,1), y

o+ [ i)

Pero una funcional continua respecto de la distancia en Lz (0, 1) no puede depender

(4.19) A¢m%«mmm:—m@wm

del valor de su argumento ¥ (x) en los puntos particulares x = 0,1 (regién de

medida nula donde un dado vector de Ly(0,1) puede tomar valores arbitrarios).

12La condicién (4.13) también puede interpretarse como estableciendo que la derivada de v
como distribucion es localmente sumable (ver Notas sobre Teorfa de Distribuciones), de donde

resulta que 1 (z) es absolutamente continua.
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Por lo tanto, las funciones en D(T'T) deben satisfacer ademas las condiciones de
contorno ¢(0) =0 = ¢(1).

En definitiva, T = T, la minima extensién cerrada de T, estd definido en un

dominio denso por

D(T') = {¢(x) € AC(0,1) | ¢'(x) € L2(0,1), $(0) = 0 = ¢(1)},
(4.20)

Tg(x) = —i ¢/ (x).
Nétese que T C T C T, con T # Tt (TT no es autoadjunto). Dado que T =7t 5

T, la clausura es una extensién simétrica (no autoadjunta) cerrada de 7.

Veamos ahora que T admite extensiones autoadjuntas. En efecto, para cada

a € C de médulo 1, consideremos el operador definido por
D(T.) = {p(x) € AC(0,1) | ¢'(x) € L2(0,1), 0(1) = ap(0)},
(4.21)
Top(x) = =i/ (x).
Siguiendo el mismo razonamiento que antes, si 1)(z) € D(TY), entonces (z) debe

ser absolutamente continua de modo que el producto escalar

1

42) (@ T) = =i [ 0@ de = —id@) o) + (i)

sea una funcional lineal y continua de ¢(x) € D(T,). Pero esto requiere ademas
que, Vo(x) € D(T,), sea
(4.23) $(1)"e(1) = $(0)"p(0) = (¥(1)" — a"(0)7) ap(0) = 0.
Como el valor de ¢(0) es arbitrario, debe ser ¢(1) —a1(0) = 0. Es decir, D(T}) =
D(To) y T (x) = =i/ (z).

En conclusién, T = T,, para cada complejo o de médulo 1. En esas condiciones,

existe toda una familia (dependiente de un parametro) de extensiones autoadjuntas

de T (todas ellas, naturalmente, contenidas en T.)
Finalmente, senalemos que:

1) Va = €7, con v € [0,27), tenemos T C T, = T € T7.

2) El operador T' no tiene autovectores,

(4.24) —i ¢ () = Xp(z), con p(z) € C(0,1) = ¢(x) =0,

de modo que 0,(T) = 0.



18 H. Falomir
3) El operador T tampoco tiene autovectores,

(4.25) —i ' () = Ap(z), con p(z) € AC(0,1), p(0) =0= ¢(z) =0,

de modo que ,(T) = 0.
4) Todo ntimero complejo es autovalor de T con degeneracién 1,
(4.26) —i(x) = Ap(z) = ¢(x) =ep(0) € AC(0,1), YA € C.
Por lo tanto, ,(T7) = C (= o(T'"") = 0,(T) =C).
5) T, tiene un conjunto (numerable) ortogonal y completo de autofunciones cuyos
autovalores (reales y no degenerados) dependen del parametro a,

—i1¢/(x) = Ap(x), con p(z) € AC(0,1), vy ¢(1) = ap(0) =
(4.27)

= o,(x) = e %p(0), con \, = 2mn —iloga = 27n + 7,

conn €72,y (¢n, om) = On,m-
En este caso, 0,(T,) = {\n,n € Z} C R, y 0,.(T,) = 0.

5. TEORIA DE VON NEUMANN

e Teorema III: Sea T un operador simétrico cerrado, densamente definido en un

espacio de Hilbert H. Entonces:

1- a) dimKer(7TT — A1) es constante en el semiplano abierto superior del
plano complejo A,
b) dim Ker(TT — A1) es constante en el semiplano abierto inferior del
plano complejo A,
2- el espectro de T" es uno de los posibles subconjuntos del plano complejo A
que se enumeran a continuacion:
a) el semiplano superior cerrado,
b) el semiplano inferior cerrado,
¢) todo el plano complejo,
d) un subconjunto del eje real,
3- T es autoadjunto < su espectro es un subconjunto del eje real,
4- T es autoadjunto < dim Ker(TT — A1) =0, V) ¢ R.

Para la demostracion, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. 11, Theorem X.1, pag. 136.

e Corolario II: Si un operador simétrico cerrado T tiene al menos un ntmero

real en su conjunto resolvente = T" es autoadjunto.
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En efecto, como p(T') es abierto, si contiene un nimero real = contiene todo un
entorno de ese real, el cual contiene tanto puntos del semiplano superior como del

inferior. Entonces, por el teorema anterior, T' es autoadjunto.

e Se definen los subespacios de deficiencia de un operador simétrico como
(5.1) Ky :=Ker (I"FiI) C D(T"),
siendo los indices de deficiencia sus respectivas dimensiones,

(5.2) n+(T) := dim K1 = dim Ker (TT T iI)

e Los indices de deficiencia pueden tomar cualquier valor natural, e incluso ser oo,

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.1. - Supongamos que los operadores T},, n = 1,2, ... son simétricos so-
bre los dominios D(7},) C H,,. Sea D(T') el conjunto de vectores de H := @, -, H,
de la forma ® = (p1,92,...,¢n,...), donde s6lo un nimero finito de vectores

©n € D(T},) son no nulos.
En esas condiciones, el operador T' := €D, T, es simétrico en D(T), y sus

indices de deficiencia son

(5.3) ni(T) = ni(Ty).

e Teorema IV: Sea T un operador simétrico y cerrado con indices de deficiencia
n+(T). Las extensiones simétricas y cerradas de 1" estan en correspondencia uno
a uno con el conjunto de isometrias parciales (en el sentido del producto escalar
usual) de K — K_.

Si U es una tal isometria con dominio D(U) C K (de dimensiéon dimD(U)
< ny(T)), entonces la correspondiente extension cerrada y simétrica de T', Ty,

tiene por dominio
(54)  D(Iy) = {x = ¢ +vs + U, | ¢ € D(T), vy € D(U)} < D(T").
Siendo Ty la restriccién de T a ese dominio, su accién estd dada por
(5.5) Tyx =T'x = Tp+ity — iUty
Si ny(T) < oo = los indices de deficiencia de Ty estan dados por

(5.6) ny(Ty) = ne(T) — dimD(U).
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Para la demostracion, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. I, Theorem X.2, pag. 140.

e Corolario III: Sea T un operador simétrico cerrado con indices de deficiencia
n(T) y n_(T). Entonces

a) T es autoadjunto < n, (T) =0 =n_(T),

b) T admite extensiones autoadjuntas < n, (7)) = n_(T) > 0. En ese caso,

existe una correspondencia uno a uno entre las extensiones autoadjuntas

de Ty las aplicaciones unitarias U : £, — K_.

c) Sing(T) =0#n_(T) 6 ny(T) # 0 =n_(T), el operador T no admite

extensiones simétricas no triviales. Esos operadores ya son maximamente

simétricos.

e El siguiente ejemplo muestra que el impulso radial no corresponde a un observable

de la Mecanica Cudntica.

o)

Ejemplo 5.2. - Consideremos el operador P, := —i = simétrico sobre el dominio
D(P,) = C°(RT) denso en La(RT).
Si¢y € D(P!) = 3y € Ly(RY) tal que

(5.7)

or

(@, Prp) = (1, =i ¢') = (x,¢) , YV € C°(RT).

Entonces D(P!) = {¢(r) € ACRT) NLy(RT) | /(1) € Lo(RM)}, v Plp(r) =
—i'(r).

Buscamos ahora soluciones de

(5.8)

Plps(r) = =i/ (r) = £iv(r), con ¥i(r) € D(P).

Esa ecuacién diferencial tiene soluciones ¢.(r) = e (0) € C>°(R™). Pero de
ellas, sélo ¢, (r) € La(R™). En consecuencia, ny(P.) =1 # n_(P,) =0 = P, no

admite extensiones autoadjuntas.

Por lo tanto, P, no corresponde a un observable!'3,

I3En un espacio de dimensién D debe considerarse el operador

(5.9)

D—1

Pri=—i[0p+(D—1)/2r] = v~ "7 (—id,)r =,

simétrico respecto de la medida r”~'dr, para el cual se obtienen similares resultados.

—1

En efecto, si ¢y (r) = r~ %7 eF7 tenemos [0 + (D —=1)/2r) ¢4 (r) = FY4(r), pero sdlo
i (r) € La(RT; rP=Lar).
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e El siguiente ejemplo, un caso particular de operador de Sturm - Liouville con
coeficientes regulares, muestra que estos operadores admiten extensiones autoad-
juntas que estan determinadas por condiciones de contorno locales en los extremos

del intervalo.

Ejemplo 5.3. - Sea el operador diferencial L := —% definido sobre el dominio
denso D(L) = Cg°(R™), en el cual es simétrico.

Su adjunto estd definido sobre el dominio denso
(5.10) D(L) = {¢(z) € Lo(R") | ¢'(z) € AC(R"), 9" (x) € La(R)},
sobre el cual actia segun

(5.11) LYy (z) = =" ().
Similarmente, el operador clausura L = Lt estd definido sobre el dominio

D(L') = {¢(z) € L2(R") | #(2) € AC(RY),
(5.12)
¢"(z) € La(R*), ¢(0) = 0= ¢/(0)} € D(LT),

funciones sobre las cuales también actia como el operador diferencial
(5.13) LM¢(z) = —¢"(x).

La ecuaciéon de autovalores
(5.14) LTy () = =l (2) = +ie(x) € CHRT) N Ly(RT)
implica que 4 (z) € C*(R™), reduciéndose a una ecuacién diferencial ordinaria
cuyas soluciones en La(R™) son

(5):
(5.15) de(@)=e \V2/) 4. (0) = ni(L)=1=n_(L),

y los subespacios de deficiencia son unidimensionales.

En consecuencia, existe una familia de extensiones autoadjuntas de L depen-
diente de un pardmetro continuo, correspondientes a las isometrias Uy, (z) =
e"p_(x), con v € [0,2m), donde ||th || = [lv—|.

Cada extensién autoadjunta L. es la restriccién de LT al domino

D(Lv) =
(5.16)
= {x(z) = ¢(z) + Ay (z) + e7p_(2)] | $(x) € D(LIT), AeC},
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actuando sobre esas funciones segtin
(517)  Lyx(@) = Lix(z) = —¢"(2) + 1 A [ (2) — ¢ (2)] .
Ese dominio también puede ser caracterizado mediante condiciones de con-

torno locales en x = 0. En efecto, para x — 0" tenemos

x(0) =0+ A[l + €] =242 cos (v/2),

(5.18) X(0)=0+iA [_ (1;2) g (%)] _

— _% "2 {2 cos (v/2) + 2sin (v/2)},

de donde, para A # 0, resulta la relacién

V2 cos (7/2) X'(0) = — (cos (7/2) + sin (v/2)) x(0)

N

(5.19)
= a(7) x(0) + 6(7) x'(0) = 0.
Esta igualdad también se satisface para A = 0, puesto que en ese caso x(z) €
D(LT).
En (5.19), las constantes a(7), 3(7) € R y no se anulan simultdneamente, dado

que

(5.20) a(y)? + B(7)? =2+ cosy +siny > 0, Vv € [0,27).

e Teorema V: Sea A un operador cerrado densamente definido sobre el dominio
D(A) CH, y sea

(5.21) D(ATA) = {¢ € D(A) | Ap € D(AN)}.
Entonces, definiendo el operador A'A sobre D(ATA) mediante
(5.22) (ATA)p == AT(Ap),

resulta que ATA es autoadjunto.
Para la demostracién, ver M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical
Physics, Vol. II, Theorem X.25, pag. 180.

e Para el caso de operadores no acotados, el resultado anterior es absolutamente
no trivial ya que, a priori, no es evidente que pueda haber vectores no nulos en

D(ATA), ni mucho menos que ese dominio sea denso en H.
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Ejemplo 5.4. - Consideremos el operador con dominio
(5.23) D(A) = {p(x) € AC(0,1) | ¢'(z) € L2(0,1),0(0) = 0 = p(1)},

y tal que Ap(z) = —i¢/(z). Este operador es cerrado, ya que coincide con la
clausura del operador T' del ejemplo 4.2.

Su adjunto (ver ejemplo 4.2) tiene por dominio a
(5.24) D(AT) = {(x) € AC(0,1) | ¢/(x) € Lo(0,1)} ,

donde actia segiin AT (z) = —i ().
Del Teorema V resulta que A'A corresponde a la extensién autoadjunta de
L = —% con condiciones de contorno locales dadas por ¢(0) = 0 = ¢(1).

Similarmente AA' corresponde a la extensién autoadjunta de L con condiciones

de contorno ¢/(0) = 0 = ¢'(1).

Bibliografia:
= M. Reed y B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, Volimenes
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