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1. El grupo de Lorentz

El espacio de Minkowsky, M4, es un espacio real pseudo - eucĺıdeo de signatura

(1, 3). Las coordenadas que distintos observadores inerciales asignan a un mis-

mo punto de M4 están relacionadas por transformaciones lineales que preservan

el intervalo

(1.1) s2 = (x0)2 − xixi = (x̄0)2 − x̄ix̄i.

En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1,−1,−1,−1), el intervalo se

escribe

(1.2)

s2 = xtgx = gµνx
µxν =

x̄tgx̄ = gµν x̄
µx̄ν .

La relación entre las coordenadas está dada por la transformación lineal

(1.3) x̄ = Lx,

o bien, en componentes,

(1.4) x̄µ = Λµ
νx

ν ,

donde los elementos de matriz Λµ
ν son reales. La invarianza del intervalo implica

que las matrices L preservan la métrica g,

(1.5) LtgL = g =⇒ gµνΛ
µ
αΛν

β = gαβ.
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Esto significa que el grupo de Lorentz es lo que antes hemos llamado grupo pseudo-

ortogonal O(1, 3).

La relación (1.5) implica que el determinante de las matrices L sólo puede tomar

los valores

(1.6) det L = ±1.

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos son funciones

continuas de los parámetros del grupo. En consecuencia, el cambio de signo del

determinante en (1.6) no puede ser producto de la variación de un parámetro

continuo. De ello resulta que la variedad del grupo de Lorentz es no conexa.

Si det L = +1 (−1) la transformación L se dice propia (impropia).

Además, de (1.5) surge que

(1.7) gµνΛ
µ
0Λ

ν
0 = g00 =⇒ (Λ0

0)
2 − Λi

0Λ
i
0 = 1.

En consecuencia, (Λ0
0)

2 ≥ 1, y las transformaciones son llamadas ortócronas si

Λ0
0 ≥ 1, o bien no ortócronas para Λ0

0 ≤ −1. Tampoco aqúı es posible pasar de

unas a otras mediante la variación de un parámetro continuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz está constituido por cuatro componentes des-

conectadas entre śı, caracterizadas por los signos de det L y de Λ0
0. De ellas, sólo

la parte conexa que contiene a la identidad forma un subgrupo (invariante1), lla-

mado subgrupo propio ortócrono, y denotado por L↑+. Téngase en cuenta que

det14 = 1 y 10
0 = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de L↑+. La

transformación de paridad,

(1.8) P = diag(1,−1,−1− 1),

que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface

(1.9) det P = −1, P 0
0 = 1, P 2 = 14,

es una transformación impropia ortócrona con la que se construye el coset

L↑− = PL↑+.

La inversión temporal,

(1.10) T = diag(−1, 1, 1, 1),

1En efecto, si L0 ∈ L↑+, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera continua

con la identidad 14. Entonces, ∀L ∈ L, LL0L
−1 se conecta con continuidad con L14L

−1 = 14 y,

en consecuencia, LL0L
−1 ∈ L↑+.
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que satisface

(1.11) det T = −1, T 0
0 = −1, T 2 = 14,

es una transformación impropia no ortócrona con la que se construye el coset

L↓− = TL↑+.

Finalmente, el producto PT = TP = −14 es una transformación propia no

ortócrona, con la que se obtiene el coset L↓+ = PTL↑+.

El subgrupo propio ortócrono contiene transformaciones que corresponden a

rotaciones en el espacio,

(1.12) L =




1 0 0 0

0

0

0

R




, con R ∈ SO(3).

En efecto, puesto que RtR = 13, es evidente que LtgL = g, mientras que

(1.13) det L = det R = 1, L0
0 = 1.

El subgrupo L↑+ también contiene boosts o transformaciones de Lorentz propi-

amente dichas. Por ejemplo, para

(1.14)

x̄0 = x0 cosh α + x1 sinh α

x̄1 = x0 sinh α + x1 cosh α

x̄2 = x2

x̄3 = x3,

con cosh α = 1/
√

1− v2/c2, tenemos la matriz

(1.15) L =




cosh α sinh α 0 0

sinh α cosh α 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




,

para la cual det L = cosh2 α − sinh2 α = 1, y L0
0 = cosh α ≥ 1, y que tam-

bién satisface LtgL = g. Nótese que esta matriz no es una función periódica del

parámetro α ∈ R, lo que corresponde al hecho de que el grupo de Lorentz no

es compacto.
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2. Álgebra de Lie del subgrupo propio ortócrono L↑+
Las matrices próximas de la identidad tienen la forma

(2.1) L = 14 + ε =⇒ Λµ
ν = δµ

ν + εµ
ν ;

remplazando esta expresión en (1.5) se obtiene

(2.2) gµν + gανε
α
µ + gµβεβ

ν +O(ε2) = gµν ,

de donde resulta que el producto g ε es una matriz antisimétrica.

Definiendo εµν := gµαεα
ν , y teniendo en cuenta que gµν es simétrico, de la anterior

ecuación tenemos2

(2.4) εµν + ενµ = 0.

En consecuencia, el álgebra de Lie está generada por (42 − 4)/2 = 6 generadores,

de modo que L↑+ es un grupo de Lie de dimensión 6.

Para determinar las constantes de estructura seŕıa necesario elegir una base en

ese espacio de matrices, multiplicarlas a izquierda por g y calcular los conmutadores

de los generadores resultantes.

Alternativamente, daremos una realización de esos generadores en términos de

operadores diferenciales en las coordenadas del espacio - tiempo. Para ello consi-

deremos la diferencia

(2.5)

x̄µ − xµ = εµ
βxβ +O(ε2) = εα

βxβ(∂αxµ) +O(ε2) =

1
2
εαβ(xβ∂α − xα∂β)xµ +O(ε2) = −i

2
εαβL̂αβxµ +O(ε2),

donde los L̂αβ = −i(xα∂β−xβ∂α) = −L̂βα son operadores diferenciales hermı́ticos.

De ese modo, la transformación que sufre el vector de coordenadas también puede

ser descrita por

(2.6) x̄ =

(
1− i

2
εαβL̂αβ +O(ε2)

)
x.

Tomando los conmutadores de los generadores aśı representados se obtienen las

constantes de estructura del grupo SO(1, 3),

(2.7)
[
L̂µν , L̂ρσ

]
= −igνρL̂µσ + igµρL̂νσ + igνσL̂µρ − igµσL̂νρ.

2Similarmente, si εµν := gµαεν
α, donde gµα := (g−1)µα (con g−1 = g), resulta que

(2.3) εµν + ενµ = 0.
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En particular, considerando la subálgebra correspondiente a ı́ndices espaciales te-

nemos

(2.8)
[
L̂ij, L̂kl

]
= iδjkL̂il − iδikL̂jl − iδjlL̂ik + iδilL̂jk,

en la que se reconoce el álgebra de SO(3).

Puede darse a esta operación en el álgebra de Lie un aspecto más familiar

redefiniendo los generadores como

(2.9)

L̂i = 1
2
εijk L̂jk

(
=⇒ L̂ij = εijk L̂k

)

K̂i = L̂0i,

operadores que satisfacen las reglas de conmutación

(2.10)

[
L̂i, L̂j

]
= i εijk L̂k,

[
L̂i, K̂j

]
= i εijk K̂k,

[
K̂i, K̂j

]
= −i εijk L̂k,

donde se ve claramente que los L̂i son los generadores del subgrupo SO(3) de L↑+.

3. Representaciones irreducibles (del grupo de cubrimiento) de

L↑+
La construcción de las representaciones matriciales del grupo L↑+ pasa entonces

por encontrar conjuntos de seis matrices, {Lk, Kk; k = 1, 2, 3}, que satisfagan las

reglas de conmutación de (2.10), para luego exponenciar elementos de la repre-

sentación matricial del álgebra de Lie aśı obtenida. Esto es, exponenciar combina-

ciones lineales con coeficientes reales y multiplicadas por la unidad imaginaria,

de la forma i(αkLk + βkKk), con αk, βk ∈ R.

Puede simplificarse aún más esta construcción considerando las combinaciones

lineales complejas (elementos de la complexificación del álgebra de Lie de L↑+)

(3.1) J
(±)
k =

1

2
(Lk ± iKk) ,

cuyos conmutadores se reducen a

(3.2)

[
J

(±)
i , J

(±)
j

]
= iεijkJ

(±)
k ,

[
J

(±)
i , J

(∓)
j

]
= 0.
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Esto corresponde a dos subálgebras su(2) que conmutan entre śı.

Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del álgebra de

Lie de SU(2), que están caracterizadas por un semientero j, y generadas por

tres matrices autoadjuntas J
(j)
k , k = 1, 2, 3, de dimensión 2j +1. Podemos tomar

entonces

(3.3)

J
(+)
k := J

(j+)
k ⊗ 1(j−),

J
(−)
k := 1(j+) ⊗ J

(j−)
k ,

que satisfacen trivialmente (3.2).

De esa manera, las representaciones matriciales irreducibles del grupo

(de cubrimiento de) L↑+ están caracterizadas por un par de semienteros

(j+, j−), y son de dimensión (2j+ + 1)(2j− + 1).

Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a los genera-

dores L̂k de L↑+,

(3.4) L
(j+,j−)
k = J

(j+)
k ⊗ 1(j−) + 1(j+) ⊗ J

(j−)
k ,

son autoadjuntas, las correspondientes a los K̂k,

(3.5) K
(j+,j−)
k = −i

(
J

(j+)
k ⊗ 1(j−) − 1(j+) ⊗ J

(j−)
k

)
,

son anti - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones matriciales aśı obtenidas

no son unitarias.

Se puede demostrar que L↑+ (que es un grupo de Lie no compacto) no tiene

representaciones unitarias de dimensión finita.

Los elementos de L↑+ están identificados por el conjunto de seis parámetros reales

αk, βk, con k = 1, 2, 3. En la representación irreducible3 (j+, j−) tenemos

3Frente a la transformación de paridad se tiene que

(3.6)
PL̂ijP

−1 = L̂ij ,

P L̂0kP−1 = −L̂0k.

Entonces, en una dada representación matricial se tiene

(3.7)
PLkP−1 = Lk,

PKkP−1 = −Kk.

En consecuencia,

(3.8) PD(j+,j−)(α, β)P−1 = D(j+,j−)(α,−β) ∼ D(j−,j+)(α, β).
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(3.10)

D(j+,j−)(α, β) := ei
(
αkLk + βkKk

)
=

= e
i
(
(αk − iβk)J

(j+)
k ⊗ 1(j−) + (αk + iβk)1(j+) ⊗ J

(j−)
k

)
=

= e
i
(
(αk − iβk)J

(j+)
k ⊗ 1(j−)

)
e
i
(
(αk + iβk)1(j+) ⊗ J

(j−)
k

)
=

= ei(α− iβ)kJ
(j+)
k ⊗ ei(α + iβ)kJ

(j−)
k ,

donde se han tenido en cuenta (3.4) y (3.5) para expresar las matrices de la repre-

sentación como un producto directo4 (donde cada factor actúa sobre distintos con-

juntos de ı́ndices de las componentes de los vectores del espacio producto directo).

Téngase en cuenta que no se trata de un producto directo de grupos, pues ambos

factores dependen de los mismos parámetros. Además resulta claro que, mientras

que los parámetros αk corresponden a subgrupos abelianos unidimensionales

compactos, los βk corresponden a subgrupos abelianos unidimensionales

no compactos.

En consecuencia, los vectores de la representación irreducible (j+, j−) tienen

componentes identificadas por un par de ı́ndices, a y ḃ, que toman (2j+ + 1) y

(2j− + 1) valores respectivamente. Frente a transformaciones de Lorentz ellas se

transforman según

(3.12) ψ′
aḃ

=

(
ei(α− iβ)kJ

(j+)
k

)

aa′

(
ei(α + iβ)kJ

(j−)
k

)

ḃḃ′
ψa′ḃ′ .

4. Grupo de cubrimiento de L↑+
El hecho de que L↑+ contenga a SO(3) es indicativo de que no se trata de un

grupo simplemente conexo. Para determinar su grupo de cubrimiento, primero

Por lo tanto, si j+ 6= j− la representación no es invariante frente a paridad. Para construir

representaciones invariantes frente a P se deben considerar las sumas directas

(3.9) D(j+,j−) = D(j+,j−) ⊕D(j−,j+),

de dimensión 2(2j+ + 1)(2j− + 1).
4En el último paso se ha usado la igualdad

(3.11) eM ⊗ 1 =
∞∑

n=0

1
n!

(M ⊗ 1)n =
∞∑

n=0

1
n!

Mn ⊗ 1 = eM ⊗ 1.
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señalemos que es posible establecer una relación biuńıvoca entre los vectores del

espacio de Minkowsky, M4, y las matrices autoadjuntas de dimensión 2× 2.

Una base para ese espacio de matrices (de dimensión 4) está dada por {σ0 =

12, σ1, σ2, σ3}, que tienen las propiedades

(4.1) tr{σk} = 0, tr{12} = 2, tr{σkσl} = 2δkl.

Ahora bien, dado x ∈ M4, podemos formar la matriz

(4.2)

σ(x) := x012 + xkσk =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)
= σ(x)†.

De (4.1) tenemos que

(4.3) xµ =
1

2
tr{σµ σ(x)},

mientras que el determinante de esa matriz es igual al intervalo,

(4.4) det σ(x) = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = s2.

Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimensión 2×2, ella determina

un vector en M4 cuyas componentes son

(4.5) xµ =
1

2
tr {σµA},

pudiendo ser escrita como

(4.6) A = xµσµ.

Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el intervalo s2, de modo

que corresponden a las transformaciones lineales de la matriz σ(x) que la mantienen

autoadjunta, y dejan invariante su determinante. Consideremos el cambio

(4.7)

σ̄ = Λ σ(x) Λ† = σ̄†,

⇒ det σ̄ = |det Λ|2 det σ(x).

Entonces, |det Λ|2 = 1 ⇒ det Λ = eiθ. Pero ese factor se debe a una fase eiθ/2 en Λ,

sin consecuencias sobre la transformación (4.7). De ese modo, basta con considerar

matrices complejas de 2× 2, cuyo determinante sea det Λ = 1.

En consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos considerar es lo que

hemos llamado SL(2,C), y las coordenadas del vector transformado están dadas
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por

(4.8) x̄µ =
1

2
tr{σµ Λ σ(x) Λ†}, con Λ ∈ SL(2,C).

Pero aún aśı, −12 ∈ SL(2,C), y

(4.9) (−12)σ(x)(−12)
† = σ(x),

lo que corresponde a no variar las coordenadas.

Dicho de otro modo, el par de matrices {+Λ,−Λ} ⊂ SL(2,C) corresponden a

la misma transformación de L↑+. Por lo tanto, hemos establecido un homorfismo5

entre SL(2,C) y L↑+, cuyo núcleo es el centro del primer grupo,

(4.10) {+12,−12} ≈ Z2.

En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de cubrimiento

de L↑+. Y éste, por ser doblemente conexo
(
Π1(L↑+) ≈ Z2

)
, resulta globalmente

isomorfo al grupo cociente

(4.11) L↑+ ≈ SL(2,C)/Z2.

5. Algebra de Lie del grupo SL(2,C). Representaciones

Para determinar el álgebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta que para

matrices próximas de la identidad, Λ = 12 + A,

(5.1) det Λ = 1 ⇒ tr{A} = 0.

Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensión 2×22−2 = 6)

está dada por

(5.2)

{
1

2
σk,− i

2
σk, con k = 1, 2, 3

}
.

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las relaciones de

(2.10),

(5.3)

[
1
2
σi,

1
2
σj

]
= i εijk

1
2
σk,

[
1
2
σi,− i

2
σj

]
= i εijk

(− i
2
σk

)
,

[− i
2
σi,− i

2
σj

]
= −i εijk

1
2
σk,

5Evidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2) y SO(3),

subgrupos de SL(2,C) y L↑+ respectivamente.
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como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia establecida

es6

(5.5)

Lk ←→ 1
2
σk

Kk ←→ − i
2
σk .

Por exponenciación de elementos en el álgebra de Lie obtenemos las matrices

(5.6) Λ(α, β) = e
i

(
αk 1

2
σk − βk i

2
σk

)

= e
i (α− iβ)k 1

2
σk

.

Como J
(1/2)
k = 1

2
σk, vemos que la representación fundamental del grupo SL(2,C)

coincide con la representación irreducible (1/2, 0) de la ecuación (3.10).

La representación de (5.6) no es equivalente a su conjugada. En efecto, teniendo

en cuenta que

(5.7) σ ∗
k = −σ2 σk σ2,

vemos que la representación conjugada de (1/2, 0) es equivalente a la representa-

ción (0, 1/2) de la ec. (3.10):

(5.8) Λ∗(α, β) = e
−i (α + iβ)k 1

2
σ ∗

k
= σ2e

i (α + iβ)k 1

2
σk

σ2.

Los vectores de la representación (1/2, 0), ψL, son llamados espinores de Weyl

de polarización izquierda, mientras que los de la representación (0, 1/2), ψR,

son espinores de Weyl de polarización derecha. Los espinores de Dirac

son vectores del espacio suma directa (1/2, 0)⊕ (0, 1/2),

(5.9) ΨD =

(
ψL

ψR

)
,

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian según

(5.10) Ψ′
D =

(
Λ(α, β) 0

0 σ2Λ
∗(α, β)σ2

)
ΨD.

La transformación de las coordenadas que induce (4.7), dada en la ecuación (4.8),

es la que corresponde a las componentes de un tetravector. En consecuencia, éstos

6Nótese que (5.3) también admite la identificación

(5.4)
Lk ←→ 1

2 σk

Kk ←→ i
2 σk .
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se transforman como vectores de una representación equivalente a la (1/2, 1/2) (de

dimensión 2× 2 = 4). En efecto,

(5.11) V ′
aḃ

= Λaa′ Va′ḃ′ (Λ
†)ḃ′ḃ = Λaa′ Λ

∗
ḃḃ′ Va′ḃ′ .

El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se descom-

pone como suma directa de manera consistente con la descomposición de Clebsh

- Gordan de productos directos de representaciones irreducibles de SU(2). Por

ejemplo, (1/2, 0)⊗ (1/2, 0) = (1, 0)⊕ (0, 0).

Se verifica que la representación (1, 0), de dimensión 3, corresponde a tensores

antisimétricos autoduales,

(5.12) Fµν = −Fνµ =
1

2
εµναβFαβ.
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