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NOTAS SOBRE EL GRUPO DE LORENTZ

1. EL GRUPO DE LORENTZ

El espacio de Minkowsky, My, es un espacio real pseudo - euclideo de signatura
(1,3). Las coordenadas que distintos observadores inerciales asignan a un mis-
mo punto de My estan relacionadas por transformaciones lineales que preservan

el intervalo
(1.1) s = (2")? — 'z’ = (") — 2'7".

En términos de la métrica del espacio, g = diag(+1,—1, —1,—1), el intervalo se

escribe
s? = algr = g ata’ =
(1.2)
T'9T = ¢, T"T".
La relacién entre las coordenadas estd dada por la transformacion lineal
(1.3) Z=Lx,
o bien, en componentes,

(1.4) = AR g,

donde los elementos de matriz A¥, son reales. La invarianza del intervalo implica
1%

que las matrices L preservan la métrica g,
(1.5) L'gL = g = G\ N5 = gagp-
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Esto significa que el grupo de Lorentz es lo que antes hemos llamado grupo pseudo-
ortogonal O(1,3).
La relacién (1.5) implica que el determinante de las matrices L s6lo puede tomar

los valores
(1.6) det L = +£1.

Dado que todo grupo de matrices es un grupo de Lie, sus elementos son funciones
continuas de los parametros del grupo. En consecuencia, el cambio de signo del
determinante en (1.6) no puede ser producto de la variacién de un parametro
continuo. De ello resulta que la variedad del grupo de Lorentz es no conexa.
Si det L = +1 (—1) la transformacién L se dice propia (impropia).

Ademas, de (1.5) surge que

(1.7) G\ oAy = goo = (AOO)2 - AiOAiO =1.

En consecuencia, (A%)? > 1, y las transformaciones son llamadas ortécronas si
A% > 1, o bien no ortécronas para A% < —1. Tampoco aqui es posible pasar de
unas a otras mediante la variaciéon de un parametro continuo.

Por lo tanto, el grupo de Lorentz esta constituido por cuatro componentes des-
conectadas entre s, caracterizadas por los signos de det L y de AY. De ellas, sélo
la parte conexa que contiene a la identidad forma un subgrupo (invariante'), lla-
mado subgrupo propio ortdécrono, y denotado por EL. Téngase en cuenta que
det1y, =1y 1% = 1.

Las otras componentes corresponden a los cosets que se obtienen de EL. La

transformaciéon de paridad,

(1.8) P =diag(1,-1,—-1-1),

que cambia el signo de las coordenadas espaciales y satisface
(1.9) det P = —1, P% =1, P> =14,

es una transformacion impropia ortdécrona con la que se construye el coset
T _ T
L. =PL..

La inversion temporal,
(1.10) T = diag(—1,1,1,1),

1En efecto, si Lo € EL, existe una curva sobre el grupo que la conecta de manera continua
con la identidad 14. Entonces, VL € £, LLoL ™' se conecta con continuidad con L1,L~' =14 v,

en consecuencia, LLoL™! € El.
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que satisface

(1.11) detT = —1, T = -1, T? = 14,
es una transformacién impropia no ortécrona con la que se construye el coset
£t =rch.

Finalmente, el producto PT' = TP = —14 es una transformacion propia no

ortderona, con la que se obtiene el coset £} = PTEL.

El subgrupo propio ortécrono contiene transformaciones que corresponden a

rotaciones en el espacio,
000

(1.12) L= , con R € SO(3).

R

o o o

En efecto, puesto que R'R = 13, es evidente que L'gL = g, mientras que
(1.13) det L =detR=1, L’ = 1.

El subgrupo EL también contiene boosts o transformaciones de Lorentz propi-

amente dichas. Por ejemplo, para

0 = 29 cosh a + 2! sinh «

X
z' = 29 sinh a + x! cosh
(1.14) e
==z
7= a3,

con cosha = 1/4/1 — v?/c?, tenemos la matriz

cosha sinh «
1.15 L=
(1.15) 0 0

0
sinha cosha 0
1
0 0 0

_ o O O

para la cual det L = cosh®a — sinh?a = 1, y L% = cosha > 1, y que tam-
bién satisface L'gL = g. Nétese que esta matriz no es una funcién periédica del
parametro a € R, lo que corresponde al hecho de que el grupo de Lorentz no

es compacto.
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2. ALGEBRA DE LIE DEL SUBGRUPO PROPIO ORTOCRONO L
Las matrices proximas de la identidad tienen la forma
(2.1) L=144+¢ = A =6+,
remplazando esta expresién en (1.5) se obtiene

(22) gMV + gaugau + g#ﬁgﬁu + 0(52) = g/“’?

de donde resulta que el producto ge es una matriz antisimétrica.
Definiendo €, := g,,€%,, y teniendo en cuenta que g, es simétrico, de la anterior

ecuacién tenemos?
(2.4) € +Evu = 0.

En consecuencia, el dlgebra de Lie estd generada por (4% — 4)/2 = 6 generadores,
de modo que EL es un grupo de Lie de dimension 6.

Para determinar las constantes de estructura seria necesario elegir una base en
ese espacio de matrices, multiplicarlas a izquierda por g y calcular los conmutadores
de los generadores resultantes.

Alternativamente, daremos una realizacion de esos generadores en términos de
operadores diferenciales en las coordenadas del espacio - tiempo. Para ello consi-
deremos la diferencia

o — ot = e'pal + O(e?) = %P (D) + O(e?) =
(2.5)
199250, — 2a0p)a" + O(e?) = 5 Logah + O(£?),

donde los Lag = —i(2403 — £50s) = —Lga son operadores diferenciales hermiticos.
De ese modo, la transformacién que sufre el vector de coordenadas también puede

ser descrita por
(2.6) T = <1 — %ga’gﬁag + (’)(52)) x.

Tomando los conmutadores de los generadores asi representados se obtienen las

constantes de estructura del grupo SO(1,3),
(2.7) [ﬁ,w, ip(,] = —igup Lo + Gy Lo + Gue Ly — 10 L.

2Similarmente, si e := gt®c”,, donde g** := (7)o (con g~ = g), resulta que

(2.3) el 4" = 0.
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En particular, considerando la subalgebra correspondiente a indices espaciales te-

nemos
(2.8) |:i/ij, zkl} = 05 Ly — 10 Lji — 10, Lig + 63 Ly,
en la que se reconoce el algebra de SO(3).

Puede darse a esta operacién en el algebra de Lie un aspecto mas familiar

redefiniendo los generadores como

~ ~

L; = 5 € Ljn <:> Lij = €ijn f/k)
(2.9)

[A(’L' - -Z-/Olﬁ
operadores que satisfacen las reglas de conmutacién

[ii,i]} = ieijk’ zka
(2.10) [ilakj} = ieijn K,

[Ki, [A(]i| = —1€k Li,

donde se ve claramente que los L; son los generadores del subgrupo S O(3) de LL.

3. REPRESENTACIONES IRREDUCIBLES (DEL GRUPO DE CUBRIMIENTO) DE
cl
La construccién de las representaciones matriciales del grupo EL pasa entonces
por encontrar conjuntos de seis matrices, { Ly, Ki; k = 1,2,3}, que satisfagan las
reglas de conmutacién de (2.10), para luego exponenciar elementos de la repre-
sentacién matricial del algebra de Lie asi obtenida. Esto es, exponenciar combina-
ciones lineales con coeficientes reales y multiplicadas por la unidad imaginaria,
de la forma i(a*L;, + B*K}), con ag, By € R.
Puede simplificarse aiin més esta construccion considerando las combinaciones
lineales complejas (elementos de la complexificacién del algebra de Lie de EL)

1 .
(3.1) I = 5 (L £ K5,

cuyos conmutadores se reducen a

(3.2)
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Esto corresponde a dos subélgebras su(2) que conmutan entre si.

Ya hemos estudiado las representaciones unitarias irreducibles del algebra de
Lie de SU(2), que estan caracterizadas por un semientero j, y generadas por
tres matrices autoadjuntas J,Ej ), k=1,2,3, de dimensién 25 + 1. Podemos tomar
entonces

() . 70U+) i
J, = g0 @100,
(3.3)
JO) =100 @ g,

que satisfacen trivialmente (3.2).

De esa manera, las representaciones matriciales irreducibles del grupo
(de cubrimiento de) EL estdn caracterizadas por un par de semienteros
(j+,7-), y son de dimension (2j, +1)(2j_ +1).

Téngase en cuenta que, mientras que las matrices que representan a los genera-
dores Ly, de El,

(3.4) L](gj-'—’j_) _ Jl§j+) ®16-) 410+ Jlgj—)7
son autoadjuntas, las correspondientes a los K ks
(3.5) KU = <Jlgj+> 10 _ 109 g J]gjf)> ’

son anti - autoadjuntas. En consecuencia, las representaciones matriciales asi obtenidas
no son unitarias.
T . .
Se puede demostrar que £, (que es un grupo de Lie no compacto) no tiene

representaciones unitarias de dimension finita.

Los elementos de EL estan identificados por el conjunto de seis parametros reales

g, B, con k = 1,2, 3. En la representacién irreducible® (j,j_) tenemos

3Frente a la transformacién de paridad se tiene que

PLijP_l = Lija

(3.6)
Pﬁokpil = —IA/Ok.

Entonces, en una dada representacién matricial se tiene

PLkP_l = Ly,
(3.7)
PK]{Pil =-K;.

En consecuencia,

(3.8) PDU+I-)(q, ByP~ = DU+I-)(a, —3) ~ D=7+ (e, ).
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DU+i-)(a, B) := ol (o*Ly, + B*Ky,) _

(( Zﬂk) J+ ®1(J )—}-(Oz —l—Zﬁk) 10G+) ®JJ ))
=e

(3.10)
B 7 ((ak — iﬁk)‘];gj+) ® 1(.i_)> 7 ((Ozk + zﬂk)l(ﬂ) ® ‘]lij_)>

_ila—iB)F 7 o Lila+iB)E g

Y

donde se han tenido en cuenta (3.4) y (3.5) para expresar las matrices de la repre-
sentacién como un producto directo® (donde cada factor actiia sobre distintos con-
juntos de indices de las componentes de los vectores del espacio producto directo).
Téngase en cuenta que no se trata de un producto directo de grupos, pues ambos
factores dependen de los mismos parametros. Ademas resulta claro que, mientras

que los pardmetros o*

corresponden a subgrupos abelianos unidimensionales
tos, 1 k d b beli L1 ] l
compactos, los (" corresponden a subgrupos abelianos unidimensionales

no compactos.

En consecuencia, los vectores de la representacién irreducible (j.,7_) tienen
componentes identificadas por un par de indices, a y b, que toman (2j, + 1) y
(2j- + 1) valores respectivamente. Frente a transformaciones de Lorentz ellas se

transforman segin
: -k 7(i+) : -k 7(-)
(312> ¢;b: <6Z(Q—Zﬁ) Jk+ ) (GZ(OZ+Z/6) Jk ) ¢a/b/ )
aa’ b’

4. GRUPO DE CUBRIMIENTO DE 51
El hecho de que L contenga a SO(3) es indicativo de que no se trata de un
grupo simplemente conexo. Para determinar su grupo de cubrimiento, primero

Por lo tanto, si j;+ # j— la representacién no es invariante frente a paridad. Para construir

representaciones invariantes frente a P se deben considerar las sumas directas
(39) DU+:3-) = pli+:d-) @ _D(j—;]!r)7

de dimensién 2(2j, + 1)(2j_ + 1).
4En el dltimo paso se ha usado la igualdad

=1
(3.11) MOL_N— (o1 Z M@ 1=Mg1.
n.

n=0
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senalemos que es posible establecer una relacién biunivoca entre los vectores del
espacio de Minkowsky, My, y las matrices autoadjuntas de dimension 2 x 2.
Una base para ese espacio de matrices (de dimension 4) estd dada por {oy =

15,01, 09,03}, que tienen las propiedades
(4.1) tr{ox} =0, tr{ly} = 2, tr{oko;} = 20x.
Ahora bien, dado x € My, podemos formar la matriz
o(r) := 2%, + 2Fop =

(4.2)

De (4.1) tenemos que

(4.3) ah = %tr{aua(af)},

mientras que el determinante de esa matriz es igual al intervalo,
(44) deto(z) = (2°)? = (2')? = (2%)* = (a%)? = 5.

Inversamente, dada una matriz autoadjunta A de dimensién 2 x 2, ella determina

un vector en M, cuyas componentes son
1
(4.5) = itr {o,A},
pudiendo ser escrita como
(4.6) A =ato,.

Las transformaciones de Lorentz son tales que preservan el intervalo s2, de modo
que corresponden a las transformaciones lineales de la matriz o (z) que la mantienen

autoadjunta, y dejan invariante su determinante. Consideremos el cambio

o =Ao(z) AT =5T,
(4.7)
= detd = |det A|* det o(z).

Entonces, |det A|> = 1 = det A = ¢?. Pero ese factor se debe a una fase ¢%/2 en A,
sin consecuencias sobre la transformacion (4.7). De ese modo, basta con considerar
matrices complejas de 2 x 2, cuyo determinante sea det A = 1.

En consecuencia, el grupo de transformaciones que debemos considerar es lo que

hemos llamado SL(2,C), y las coordenadas del vector transformado estan dadas
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por

1
(4.8) H = §tr{aqu(:U) A}, con A € SL(2,C).
Pero ain asi, —1, € SL(2,C), y

(4.9) (—12)o(x)(~12)" = o(2),

lo que corresponde a no variar las coordenadas.
Dicho de otro modo, el par de matrices {+A, —A} C SL(2,C) corresponden a
la misma transformacion de El. Por lo tanto, hemos establecido un homorfismo®

entre SL(2,C) y 51, cuyo nucleo es el centro del primer grupo,

(410) {+127 —12} ~ ZQ.

En consecuencia, SL(2,C) (simplemente conexo) es el grupo de cubrimiento
de EL Y éste, por ser doblemente conexo <H1(£1) R~ Z2>, resulta globalmente

isomorfo al grupo cociente

(4.11) Ll ~ SL(2,C)/Z,.

5. ALGEBRA DE LIE DEL GRUPO SL(2,C). REPRESENTACIONES

Para determinar el dlgebra de Lie de SL(2,C), tengamos en cuenta que para

matrices préximas de la identidad, A = 15 + A,
(5.1) det A =1=tr{A} =0.

Como A es compleja, una base para ese espacio lineal (de dimensién 2 x 2% —2 = 6)

esta dada por

1 .
(5.2) {§Ok’_%ak’ con k = 1,2,3}.

Naturalmente, los conmutadores de estas matrices reproducen las relaciones de
(2.10),

1 1 s 1
(501, 505] = i€ g on,

53 [bon—403) =icue (—§n),

) ) _ . 1
(=501, —505] = —i€ynon,

Evidentemente, esto se corresponde con el homomorfismo existente entre SU(2) y SO(3),

subgrupos de SL(2,C) y El respectivamente.
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como corresponde a grupos localmente isomorfos. La correspondencia establecida

886

Ly« 5 0%
(5.5)
Kk — —%O’k.

Por exponenciacion de elementos en el dlgebra de Lie obtenemos las matrices

(5.6) A ) =e (

Como J,gl/ 2 _ %ok, vemos que la representacién fundamental del grupo SL(2,C)
coincide con la representacién irreducible (1/2,0) de la ecuacién (3.10).
La representacion de (5.6) no es equivalente a su conjugada. En efecto, teniendo

en cuenta que
(5.7) 0, = —09 0% 09,

vemos que la representacion conjugada de (1/2,0) es equivalente a la representa-
cién (0,1/2) de la ec. (3.10):

—1(x+1 —0 1o+ =0
(5.8) Mapy=e OTI o0 Hedil s

09.

Los vectores de la representacion (1/2,0), ¢, son llamados espinores de Weyl
de polarizacién izquierda, mientras que los de la representacion (0,1/2), g,
son espinores de Weyl de polarizacion derecha. Los espinores de Dirac

son vectores del espacio suma directa (1/2,0) @ (0,1/2),

[
(5.9) v ( wR)’

los que, frente a transformaciones de Lorentz, cambian segin

La transformacién de las coordenadas que induce (4.7), dada en la ecuacién (4.8),
es la que corresponde a las componentes de un tetravector. En consecuencia, éstos
5Nétese que (5.3) también admite la identificacién

Ly +—— %O’k
(5.4)

Kk<—>%ak.
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se transforman como vectores de una representaciéon equivalente a la (1/2,1/2) (de

dimension 2 x 2 = 4). En efecto,

(5.11) 1%

ab —

Aaar Vigy (AN = Aawr Ay

Variy -

El producto directo de representaciones irreducibles de SL(2,C) se descom-
pone como suma directa de manera consistente con la descomposicion de Clebsh
- Gordan de productos directos de representaciones irreducibles de SU(2). Por
ejemplo, (1/2,0) ® (1/2,0) = (1,0) & (0,0).

Se verifica que la representacién (1,0), de dimensién 3, corresponde a tensores

antisimétricos autoduales,

1
(5.12) Fu = =Fyp = 5 v 7.
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