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1. Introducción a las álgebras de Lie

Consideremos una función escalar a valores complejos definida sobre la variedad

de un grupo de Lie conexo G de dimensión n, F : G → C. Referida a un sistema

local de coordenadas establecido alrededor de un elemento genérico b ∈ G (en el

cual b tiene asignadas coordenadas (β1, ..., βn)), se tiene que

(1.1) F (b) = f(β1, ..., βn),

que supondremos diferenciable.

Por multiplicación a izquierda por a ∈ G, el elemento a−1 · b es aplicado en el

elemento b. Podemos entonces definir una función trasladada por a según

(1.2) (TaF ) (b) := F (a−1 · b),

donde Ta es definido como un operador lineal sobre el espacio lineal de las funciones

sobre G. El conjunto de operadores {Ta, a ∈ G} constituye una representación

lineal del grupo G. En efecto,

(1.3) (TaTbF ) (c) = Ta

(
F (b−1 · c))

y, llamando H(c) ≡ F (b−1 · c),

(1.4)

(TaH) (c) = H(a−1 · c) = F (b−1 · a−1 · c) =

= F ((a · b)−1 · c) ≡ Ta·bF (c),
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cualesquiera que sean a, b ∈ G, y ∀F (c). Por lo tanto,

(1.5) TaTb = Ta·b, ∀a, b ∈ G.

Supongamos ahora que el elemento a está en un entorno del elemento identidad,

e, y que respecto de un sistema local de coordenadas tenemos la asignación

(1.6)
a → (α1, ..., αn),

e → (0, ..., 0),

de modo que al elemento c = a−1 ·b, contenido en un entorno de b, le correspondan

las coordenadas c → (γ1, ..., γn), dadas por

(1.7) γµ = φµ(ᾱ, β),

donde las coordenadas ᾱµ corresponden al elemento a−1.

En el sistema local de coordenadas establecido alrededor de e tenemos

(1.8) φµ(ᾱ, α) = εµ = 0, ∀α.

Como se trata de un grupo de Lie, esa función puede ser desarrollada en serie de

potencias de sus argumentos, y teniendo en cuenta que e · a = a = a · e para todo

a, se ve fácilmente que1

(1.12) ᾱµ = −αµ +O(α)2, µ = 1, 2, ..., n.

Desarrollando en serie de potencias el miembro de la derecha en (1.7), y teniendo

en cuenta que necesariamente φµ(0, β) = βµ, resulta

(1.13) γµ = βµ − αν

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

+O(α)2.

Dado que existe la inversa de cada elemento en G, podemos escribir a = b · c−1,

de modo que la relación entre (γ − β)µ y αµ establecida en la anterior ecuación

debe ser invertible. Esto implica que

(1.14) det

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

6= 0.

1En efecto, para ā y a genéricos en un entorno de la identidad podemos escribir

(1.9) φµ(ᾱ, α) = Aµ + Bµ
ν ᾱν + B′µ

ν αν + . . .

Tomando ā = e tenemos

(1.10) φµ(0, α) = αµ ⇒ Aµ = 0, B′µ
ν = δµ

ν .

Similarmente, si a = e ⇒ Bµ
ν = δµ

ν . Por lo tanto,

(1.11) φµ(ᾱ, α) = ᾱµ + αµ + . . .
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Reemplazando (1.13) en la expresión de la función trasladada TaF ,

(1.15)

TaF (b) = F (a−1 · b) = f(γ) =

f(β)− αν

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

∂f

∂βµ
(β) +O(α)2 =

{
1− ıαν

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

(
−ı

∂

∂βµ

)
+O(α)2

}
f(β),

de donde surge que los operadores diferenciales (con coeficientes dependientes de

las coordenadas β)

(1.16) X̂ν(β) =

(
∂φµ(ᾱ, β)

∂ᾱν

)

ᾱ=0

(
−ı

∂

∂βµ

)
,

ofician de generadores de las traslaciones sobre la variedad en el espacio de las

funciones escalares diferenciables definidas sobre el grupo G, obteniendo para los

operadores de traslación Ta la realización

(1.17) Ta = 1− ıανX̂ν(β) +O(α)2 .

Teniendo en cuenta que los operadores diferenciales (−ı∂/∂βµ), generadores de

las traslaciones a lo largo de los ejes coordenados, constituyen un conjunto de n

operadores linealmente independientes, y que la matriz en el miembro derecho de

(1.16) es invertible, vemos que los X̂µ conforman una base del espacio lineal (n-

dimensional) de los operadores diferenciales de primer orden. Este espacio vectorial

es isomorfo al espacio tangente, por lo que ambos suelen identificarse. En ese

sentido puede decirse que, para elementos a próximos de la identidad y al más

bajo orden en las coordenadas, los operadores Ta difieren del operador identidad

en (−ı) veces un vector del espacio tangente a la variedad del grupo2.

Consideremos ahora una representación matricial de dimensión r del grupo G,

la que puede ser entendida como una función a valores matriciales definida sobre

la variedad: D(b), ∀ b ∈ G. Su trasladada por multiplicación a izquierda por a es

(1.18) TaD(b) := D(a−1 · b) = D(a−1)D(b) = (D(a))−1 D(b),

lo que nos provee de una representación matricial para los operadores de

traslación en términos de matrices constantes (independientes del punto b sobre

2Nótese que, por multiplicación por un elemento fijo b ∈ G, un sistema local de coordenadas

en un entorno de e es aplicado en un sistema local en un entorno de b. En consecuencia, el espacio

tangente a la variedad en cualquier punto b es isomorfo al espacio tangente en e.
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la variedad). En efecto,

(1.19)

TaTbD(c) = TaD(b−1 · c) = Ta (D(b))−1 D(c) = (D(b))−1 D(a−1 · c) =

(D(b))−1 (D(a))−1 D(c) = (D(a · b))−1 D(c) = Ta·bD(c).

Para traslaciones infinitesimales, esto proporciona también una representación

matricial para los generadores X̂ν : por analoǵıa con (1.17) escribimos

(1.20) (D(a))−1 = 1− ıαµXµ +O(α2),

o bien, al mismo orden en α,

(1.21) D(a) = 1 + ıαµXµ +O(α2),

donde ahora las Xµ son matrices constantes de dimensión r × r. Es decir,

las matrices que representan a elementos a próximos de e difieren de la matriz

identidad (al más bajo orden en las coordenadas de a) en ı veces un vector del

espacio lineal generado por las matrices Xµ, µ = 1, 2, ..., n.

Consideremos, como antes, dos elementos a y b en un entorno de la identidad

e, con sus respectivas coordenadas, (α1, ..., αn) y (β1, ..., βn). El elemento c =

a · b ·a−1 · b−1 será en general diferente de e (a menos que el grupo sea Abeliano) y,

para αµ y βµ suficientemente pequeños, estará contenido en el mismo entorno de

e, pudiendo ser referido al mismo sistema local de coordenadas, c → (γ1, ..., γn).

Tratándose de un grupo de Lie, las γµ son funciones anaĺıticas de αν y de βν ,

pudiendo ser desarrolladas en serie de potencias:

(1.22)

γµ = ψµ(α, β) = Aµ + ανB µ
ν + βνB′ µ

ν +

+ανβλC µ
νλ + αναλD µ

νλ + βνβλD′ µ
νλ +O(α, β)3.

Pero si tomamos a = e (αµ = 0), entonces c = e (γµ = 0) para todo b (∀β).

Similarmente, con b = e (βµ = 0), también tenemos c = e (γµ = 0) para todo a

(∀α). De ello resulta que

(1.23) Aµ = B µ
ν = B′ µ

ν = D µ
νλ = D′ µ

νλ = 0.

En consecuencia, las coordenadas de c están dadas (al más bajo orden) por

(1.24) γµ = ανβλC µ
νλ +O(α, β)3,

donde las constantes de estructura, C µ
νλ , son caracteŕısticas de la ley de com-

posición del grupo en un entorno de la identidad (si bien, evidentemente, dependen

de la elección del sistema local de coordenadas).
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Tomando a = b, resulta que c = e, o bien γµ = εµ = 0. Entonces, para coorde-

nadas αµ arbitrarias tenemos que αναλC µ
νλ = 0, lo que significa que las constantes

de estructura son antisimétricas en el primer par de ı́ndices,

(1.25) C µ
νλ = −C µ

λν .

Los elementos contenidos en entornos de la identidad de dos grupos de Lie lo-

calmente isomorfos están en correspondencia biuńıvoca con el mismo conjunto

de coordenadas locales, y como localmente tienen la misma ley de composición,

resulta que tienen las mismas constantes de estructura. Por lo tanto, las constantes

de estructura son una caracteŕıstica del grupo de cubrimiento universal de

la clase a la que pertenece el grupo de Lie considerado.

Inversamente, se puede demostrar que dos grupos que tienen el mismo conjunto

de constantes de estructura son localmente isomorfos y, en consecuencia, ambos

homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo. En ese sentido, las

constantes de estructura determinan localmente las propiedades del grupo en un

entorno del elemento neutro e, y ellas deben ser compatibles con las diferentes

propiedades globales de los grupos en esa clase.

Consideremos nuevamente la representación matricial del grupo. Para los ele-

mentos a y b próximos de e podemos escribir

(1.26)

D(a) = 1 + A,

D(b) = 1 + B,

donde

(1.27)

A = ıανXν +O(α2),

B = ıβνXν +O(β2).

Sus inversas son

(1.28)

(D(a))−1 = 1− A + A2 + ...,

(D(b))−1 = 1−B + B2 + ...,
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y, en consecuencia,

(1.29)

D(c) = D(a)D(b) (D(a))−1 (D(b))−1 =

= {1 + A + B + AB} {1−B + B2 + ...− A + AB + A2 + ...} =

= 1 + (AB −BA) + ... = 1 + C ,

donde

(1.30) C = ıγµXµ + ... = ıανβλC µ
νλ Xµ +O(α, β)3.

Por lo tanto

(1.31)

C = [A,B] + ... ⇒

ıανβλC µ
νλ Xµ = −ανβλ [Xν , Xλ] , ∀α, β,

lo que implica que los generadores satisfacen el álgebra de conmutadores

(1.32) [Xν , Xλ] = −ıC µ
νλ Xµ,

cualquiera que sea la representación del grupo considerada.

Similarmente, si tomamos el producto Tc = TaTbTa−1Tb−1 , a partir del desarrollo

(1.17) se puede demostrar que

(1.33)
[
X̂ν , X̂λ

]
= ıC µ

νλ X̂µ,

(con un cambio de signo en el segundo miembro respecto de (1.32) - ver (1.17) y

(1.21)). Cabe señalar que en esta igualdad aparecen las mismas constantes de

estructura que en (1.32), a pesar de que los operadores diferenciales de primer

orden X̂µ tienen coeficientes dependientes de las coordenadas (Teorema de Lie).

Como los generadores X̂µ constituyen una base del espacio tangente, la op-

eración de conmutación de (1.33) introduce en ese espacio una operación bilineal,

antisimétrica y no asociativa entre vectores, que le confiere la estructura de un

álgebra de Lie. El espacio vectorial generado por las matrices Xµ, que satisfa-

cen las reglas de conmutación de la ec. (1.32), constituye una representación

matricial del álgebra de Lie.

Como hemos dicho antes, el valor numérico de las constantes de estructura

depende de la elección del sistema local de coordenadas en un entorno de e. A
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un cambio en el sistema de coordenadas, que haga que las nuevas coordenadas se

obtengan de las anteriores mediante una transformación lineal homogénea,

(1.34)

a → (α′)µ = Λµ
να

ν ,

b → (β′)µ = Λµ
νβ

ν ,

le corresponde un nuevo conjunto de generadores, X̂ ′
µ, con µ = 1, 2, ..., n, que

también es una base del espacio tangente.

Los elementos del álgebra de Lie pueden ser referidos a distintas bases de ese

espacio vectorial, de modo que un mismo vector puede ser escrito como

(1.35) (α′)µX̂ ′
µ = αµX̂µ,

lo que es cierto para todo α. Pero esto requiere que los generadores se transformen

como

(1.36) X̂ ′
µΛµ

ν = X̂ν .

De ese modo tenemos, por una parte,

(1.37)
[
X̂ ′

λ, X̂ ′
κ

]
= ıC′ ρ

λκ X̂ ′
ρ

mientras que, empleando (1.36), resulta

(1.38)

[
X̂µ, X̂ν

]
= Λλ

µΛκ
ν

[
X̂ ′

λ, X̂
′
κ

]
= ı Λλ

µΛκ
νC

′ ρ
λκ X̂ ′

ρ =

= ıC σ
µν X̂σ = ıC σ

µν Λρ
σX̂

′
ρ.

Como los generadores X̂ ′
µ son linealmente independientes, se deduce que las con-

stantes de estructura se transforman (frente a las transformaciones lineales de

coordenadas como en (1.34)) como las componentes de un tensor dos veces covari-

ante y una vez contravariante,

(1.39) Λλ
µΛκ

νC
′ ρ
λκ = C σ

µν Λρ
σ.

La operación introducida en el álgebra de Lie no es asociativa, sino que satisface

las identidades de Jacobi,

(1.40)
[[

X̂µ, X̂ν

]
, X̂ρ

]
+

[[
X̂ν , X̂ρ

]
, X̂µ

]
+

[[
X̂ρ, X̂µ

]
, X̂ν

]
= 0,

igualdades algebraicas que se verifican fácilmente desarrollando los conmutadores

según su definición3.

3Las identidades de Jacobi,
[
X̂ρ,

[
X̂µ, X̂ν

]]
=

[
X̂µ,

[
X̂ρ, X̂ν

]]
+

[[
X̂ρ, X̂µ

]
, X̂ν

]
,
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Reemplazando los conmutadores de los generadores, y teniendo en cuenta que

éstos son linealmente independientes, se obtienen las identidades de Bianchi

para las constantes de estructura,

(1.41) C σ
αβ C ρ

σγ + C σ
βγ C ρ

σα + C σ
γα C ρ

σβ = 0 ,

las que entonces no son todas independientes.

Introducimos ahora un conjunto de n matrices de dimension n × n, Mµ, cuyos

elementos son proporcionales a las constantes de estructura del grupo:

(1.42) (Mµ) ρ
ν := ıC ρ

µν .

El conmutador de dos cualesquiera de ellas está dado por

(1.43)

[Mµ,Mν ]
β

α = (Mµ) ρ
α (Mν)

β
ρ − (Mν)

ρ
α (Mµ) β

ρ =

−C ρ
µα C β

νρ + C ρ
να C β

µρ = C ρ
µν C β

ρα = −ıC ρ
µν (Mρ)

β
α ,

donde hemos usado las identidades de Bianchi.

En consecuencia, las matrices aśı definidas constituyen una representación ma-

tricial de los generadores del álgebra de Lie del grupo, llamada representación

adjunta,

(1.44) [Mµ,Mν ] = −ıC ρ
µν Mρ.

Evidentemente, la representación adjunta contiene la misma información sobre la

ley de composición del grupo que el conjunto de sus constantes de estructura4.

tienen la misma forma que la derivada de un producto de funciones,

d

dx
(f(x) g(x)) = f(x)

dg(x)
dx

+
df(x)
dx

g(x),

razón por la cual la operación en el álgebra de Lie también es la llamada derivada de Lie
4Se define la forma de Killing de un álgebra de Lie como la matriz simétrica cuyos elementos

están dados por

(1.45) gµ ν = tr {Mµ Mν} = −C β
µα C α

νβ = gν µ.

Se puede demostrar que un álgebra de Lie es semi-simple (es decir, que corresponde a un

grupo de Lie que no contiene subgrupos de Lie invariantes que sean Abelianos - ver Sección 8)

si y sólo si su forma de Killing es regular (es decir, si det g 6= 0). En esas condiciones, su inversa

existe y satisface gµ αgα ν = δ ν
µ .

Las nuevas constantes definidas por

(1.46) Cµνλ ≡ C ρ
µν gρ λ = −C ρ

µν C β
ρα C α

λβ
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Consideremos ahora una representación matricial del álgebra de Lie de G, en

la cual los generadores estén representados por matrices Xµ que satisfacen (1.32).

Las matrices correspondientes a elementos a próximos de e serán de la forma

(1.48) D(a(α)) = 1 + ı αµXµ +O(α2),

donde las αµ son las coordenadas de a correspondientes a esa elección de una base

para el álgebra de Lie.

Consideremos, en particular, los elementos correspondientes a matrices de la

forma

(1.49) 1 + ı
τ

N
αµXµ +O(

1

N2
),

donde los αµ son parámetros finitos dados, τ toma valores continuos y N À 1.

Estos elementos pueden ser multiplicados por śı mismos N veces para alcanzar

otros que (para N grande) estarán alejados de e y representados por matrices

(1.50)

(
1 + ı

τ

N
αµXµ +O(

1

N2
)

)N

=

∏N
k=1 e

ı
τ

N
αµXµ (

1 +O( 1
N2 )

)
= eıταµXµ

(
1 +O( 1

N
)
)
.

En el ĺımite N →∞ obtenemos la matriz

(1.51) D(a(τα)) := eıταµXµ ,

relación que puede ser entendida como la asignación de los n parámetros ταµ al

elemento que denotamos por a(τα) ∈ G.

Como el parámetro τ es arbitrario, vemos que cada recta que pasa por el origen

en el álgebra de Lie es aplicada en elementos de G que satisfacen

(1.52)

D(a(τ1α))D(a(τ2α)) = eıτ1α
µXµ eıτ2α

µXµ =

eı(τ1 + τ2)α
µXµ = D(a(τ2α))D(a(τ1α)).

Y como eso vale para toda representación matricial de G (incluso para las repre-

sentaciones fieles), los elementos que hemos identificado como a(τα) (con αµ fijo

y para todo τ) pertenecen a un subgrupo Abeliano unidimensional de G.

son totalmente antisimétricas en sus tres ı́ndices. En efecto, empleando las identidades de Bianchi

resulta que

(1.47) Cµνλ =
{
C ρ

να C β
ρµ + C ρ

αµ C β
ρν

}
C α

λβ = i tr {Mµ Mν Mλ − Mµ Mλ Mν} ,

donde el segundo miembro es antisimétrico debido a las propiedades de invarianza ćıclica la traza.
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Puede demostrarse que todo elemento de un grupo de Lie conexo compacto G

pertenece a un subgrupo Abeliano unidimensional de G. Por lo tanto, la matriz

que lo representa en una dada representación matricial del grupo siempre se puede

obtener por exponenciación de un elemento (de la representación matricial) del

álgebra de Lie.

En particular, por exponenciación de vectores en la representación adjunta del

álgebra de Lie obtenemos las matrices de la representación adjunta del grupo

G considerado,

(1.53) DAdj(a(τα1, ..., ταn)) = eı τ αµMµ ,

que en general no es una representación fiel de G.

Nótese que τ puede ser tomado como uno de los parámetros independientes

necesarios para identificar los elementos del grupo. Entonces, para un grupo de Lie

compacto, la curva sobre la variedad de G descrita por el subgrupo a(τα) debe

ser necesariamente cerrada. Dicho de otro modo, las matrices D(a(τα)) deben ser

funciones periódicas de τ para toda representación de un grupo de Lie compacto.

Una vez determinado el rango de valores del parámetro τ , las representaciones

fieles de G son aquellas para las cuales las matrices D(a(τα)) no se repiten sobre

cada subgrupo Abeliano.

En el caso de grupos de Lie conexos no compactos, existen elementos que

no yacen sobre ningún subgrupo Abeliano unidimensional, como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo: Consideremos el grupo conexo SL(2,R). Este es un grupo no compacto,

ya que contiene matrices de la forma

(1.54) M(r) =


 −r 0

0 −1

r


 ,

cuyo determinante es det M(r) = 1 para todo r ∈ R \ {0}, conjunto no compacto

sobre el cual M(r) no es periódica.
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Si M ∈ SL(2,R) se puede escribir como M = exp(A), la condición det M = 1

implica5 que trA = 0. Por lo tanto

(1.59) A =

(
a b

c −a

)
,

su determinante es

(1.60) det A = − (
a2 + bc

)
,

y su cuadrado es

(1.61) A2 = (− det A)12.

De esto se deduce fácilmente que

(1.62) M = eA = cosh(
√
− det A)12 +

sinh(
√− det A)√− det A

A,

de modo que su traza

(1.63) trM = 2 cosh(
√
− det A).

Como A es una matriz real, det A ∈ R, y en cualquier caso trM ≥ −2.

Pero, como hemos señalado antes, existen en SL(2,R) matrices M(r) como en

(1.54), con r > 2, cuyas trazas son

(1.64) trM(r) = −r − 1/r < −2,

y que, por lo tanto, no son de la forma eA.

5Si M es una matriz (regular) de un grupo de matrices conexo, es posible trazar una curva

continua sobre la variedad del grupo, M(t) (que supondremos diferenciable), tal que M(0) = 1

y M(1) = M . Podemos escribir

(1.55) M(t + δt) = M(t) + δM(t) = M(t)
(
1 + M−1(t)δM(t)

)
,

y para su determinante

(1.56)
detM(t + δt) = det M(t) det

(
1 + M−1(t)δM(t)

)
=

det M(t)
(
1 + tr

[
M−1(t)δM(t)

]
+ ...

)
,

a menos de términos de orden superior en δM(t). Pero entonces,

(1.57)
d

dt
ln det M(t) = tr

[
M−1(t)

dM(t)
dt

]
≡ d

dt
tr ln M(t).

Y como ln det M(0) = 0 = tr ln M(0), resulta que

(1.58) ln detM = tr ln M.



12 H. Falomir

No obstante, M(r) puede ser escrita como6

(1.66) M(r) = −12

(
r 0

0 1/r

)
= eıπσ2eln(r)σ3 ,

donde ambos factores en el miembro de la derecha son elementos del grupo SL(2,R),

puesto que son exponenciales de matrices reales y de traza nula.

Este resultado refleja el hecho de validez general de que todo elemento de un

grupo de Lie conexo no compacto puede ser representado como el producto de

un número finito (y pequeño) de elementos que yacen sobre subgrupos Abelianos

unidimensionales. En consecuencia, las matrices de una dada representación del

grupo pueden ser obtenidas como producto de un número finito de exponenciales

de elementos en la correspondiente representación del álgebra de Lie del grupo.

De ese modo, el conocimiento de una representación matricial del álgebra de Lie

de un grupo de Lie conexo permite reconstruir (mediante la aplicación exponencial)

la correspondiente representación matricial del grupo.

2. Algebras de Lie de los grupos SU(2) y SO(3)

Consideremos la representación fundamental del grupo SU(2). Sus elemento

son matrices unitarias de determinante igual a 1. Siendo un grupo de Lie conexo

compacto, todos sus elementos pueden escribirse como exponenciales de vectores

en el álgebra de Lie,

(2.1)

U = eıA

U † = e−ıA†
= U−1 = e−ıA ⇒ A† = A

ln det U = tr ln U = ı tr A = 0.

Por lo tanto, el álgebra de Lie de SU(2) es el espacio vectorial de las matrices de

2 × 2, autoadjuntas y de traza nula. Su dimensión es 3 (igual a la dimensión de

SU(2)).

6Esta matriz también puede ser escrita como una única exponencial de la forma

(1.65) M(r) = eıπσ3eln(r)σ3 = eıπσ3 + ln(r)σ3 ,

pero en este caso el exponente no es una matriz real, y por lo tanto no es el producto de ı

por un elemento del álgebra de Lie de SL(2,R).
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Una base conveniente para ese espacio esta compuesta por las matrices de

Pauli,

(2.2) σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −ı

ı 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
,

que satisfacen

(2.3) σ†k = σk, tr σk = 0, σiσj = δij 12 + ı εijk σk,

donde el śımbolo εijk es totalmente antisimétrico, con ε123 = 1.

Suele tomarse como generadores a Xk = σk/2 de modo que, por cálculo directo,

se obtienen (para esa elección) las constantes de estructura7,

(2.7)
[σi

2
,
σj

2

]
= ı εijk

σk

2
⇒ C k

ij = −εijk.

Cada elemento en el álgebra de Lie (combinación lineal de las σk/2) genera un

subgrupo Abeliano unidimensional. Tomemos un vector n̂ ∈ R3, tal que nini = 1,

y llamemos σ̂ = niσi. Su cuadrado es

(2.8) σ̂2 = ninj σiσj =
1

2
ninj {σi, σj} =

1

2
ninj 2δij 12 = (n̂)2 12 = 12.

Entonces, empleando el desarrollo en serie de la exponencial, resulta de inmediato

que las matrices en el subgrupo Abeliano generado por σ̂ son de la forma

(2.9) U(θ n̂) = e
ı θ

σ̂

2 = cos

(
θ

2

)
12 + ı sin

(
θ

2

)
σ̂.

Estas son funciones periódicas de la variable θ, de peŕıodo 4π, para todo n̂ (es

decir, para toda recta que pasa por el origen del álgebra de Lie), lo que refleja el

7Los generadores en la representación adjunta (ver (1.42)) de SU(2) son las matrices cuyos

elementos son (Mi)jk = ıC k
ij = −ı εijk,

(2.4) M1 = −ı




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 , M2 = −ı




0 0 −1

0 0 0

1 0 0


 , M3 = −ı




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 ,

las que también satisfacen

(2.5) [Mi,Mj ] = ı εijk Mk.

Por otra parte, para esta elección de generadores la forma de Killing se reduce a

(2.6) gij = − εikl εjlk = 2 δij .

Como gij es regular, SU(2) es semi-simple.
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hecho de que SU(2) es compacto. En particular,

(2.10) U(4π n̂) = e
ı 4π

σ̂

2 = cos

(
4π

2

)
12 = 12 = U(0 n̂),

para todo n̂.

En esas condiciones, podemos describir la variedad (simplemente conexa) del

grupo SU(2) como los puntos de una esfera de radio 2π en R3, con todo su borde

identificado con el elemento −12. En efecto,

(2.11) U(2π n̂) = e
ı 2π

σ̂

2 = cos

(
2π

2

)
12 = −12,

para todo n̂. En esta variedad, los subgrupos Abelianos unidimensionales corres-

ponden a diámetros de la esfera (que son ĺıneas cerradas, ya que conectan dos

puntos sobre el borde de la variedad).

El grupo SU(2)/Z2, homomorfo a SU(2), tiene por elementos a los cosets

UZ2 ≡ {+U,−U}, con U ∈ SU(2). Dado que

(2.12) −U(θ n̂) = U (2π(−n̂)) U(θ n̂) = U ((2π − θ)(−n̂)) ,

vemos que la variedad del grupo SU(2)/Z2 puede ser descrita como una esfera de

radio π en R3, con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identifica-

dos entre śı . En efecto, las matrices correspondientes a puntos diametralmente

opuestos pertenecen al mismo coset,

(2.13) U(π n̂) = U(2π n̂) U(π (−n̂)) = −U(π (−n̂)),

y consecuentemente corresponden al mismo elemento de SU(2)/Z2 que, de ese

modo, resulta doblemente conexo.

Consideremos ahora el grupo SO(3), de matrices ortogonales de 3× 3 de deter-

minante 1. Siendo un grupo (doblemente) conexo compacto, todos sus elemento

yacen sobre algún subgrupo Abeliano unidimensional, y pueden ser representados

como la exponencial de ı veces un vector del álgebra de Lie de este grupo. Si

R = eA, entonces

(2.14)

Rt = eA
t
= R−1 = e−A ⇒ At = −A

ln det R = tr ln R = tr A = 0.

Es decir, el ágebra de Lie de SO(3) es el espacio vectorial de las matrices reales

antisimétricas (y, en consecuencia, de traza nula) multiplicadas por −ı. Se trata
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de un espacio de dimensión 3 (igual al número de parámetros independientes del

grupo SO(3)), en el que podemos adoptar como base el conjunto de matrices

(2.15)

X1 = −ı




0 0 0

0 0 1

0 −1 0


 ,

X2 = −ı




0 0 −1

0 0 0

1 0 0


 ,

X3 = −ı




0 1 0

−1 0 0

0 0 0


 ,

(coincidentes con los generadores de SU(2) en la representación adjunta!, ver (2.4))

de modo que A = ıαkXk.

Las constantes de estructura de SO(3) correspondientes a esta elección de ge-

neradores se obtienen fácilmente por cálculo directo de los conmutadores

(2.16) [Xi, Xj] = ı εijk Xk,

de modo que también para este grupo resulta que

(2.17) C k
ij = −εijk.

Estas constantes de estructura son idénticas a las antes obtenidas para SU(2),

de modo que estos dos grupos son (localmente) isomorfos en un entorno de la

identidad. Entonces SU(2), simplemente conexo, es el grupo de cubrimiento

universal de la clase de grupos localmente isomorfos a la que pertenece SO(3).

Cada subgrupo Abeliano unidimensional de SO(3) contiene las matrices de la

forma R(θ n̂) = eı θ X̂ , donde X̂ = nkXk, con n̂ un vector unitario en R3. Por

ejemplo, para nk = δk3, es fácil verificar que

(2.18) (X3)
2 =




1 0 0

0 1 0

0 0 0


 , (X3)

3 = X3.

Entonces,

(2.19) R(θ ê3) = eı θX3 = 13 + i sin(θ) X3 + (cos(θ)− 1) (X3)
2.

En particular, R(2π n̂3) = 13 = R(0 n̂3).
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La matriz R(θ n̂3) es una función periódica de θ de peŕıodo 2π, y lo mismo se

verifica para R(θn̂) cualquiera que sea el vector unitario n̂ ∈ R3. De ese modo, la

variedad del grupo SO(3) puede ser descrita como una esfera de radio π en R3,

con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre śı. En

efecto,

(2.20) R(π n̂) = R(2π n̂)R(π (−n̂)) = R(π (−n̂)),

siendo SO(3) doblemente conexo.

En resumen, SO(3) es localmente isomorfo a SU(2); pero mientras que éste es

simplemente conexo, el primer grupo de homotoṕıa de aquél es

(2.21) Π1 (SO(3)) ≈ Z2 ≈ Π1 (SU(2)/Z2) .

Dado que el centro de SU(2) es isomorfo a Z2, SO(3) sólo puede ser globalmente

isomorfo a SU(2)/Z2.

En consecuencia, SO(3) es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo de núcleo

{12,−12} ≈ Z2. Las representaciones de SU(2) serán, en general, representa-

ciones proyectivas (bivaluadas) de SO(3). Sólo aquellas para las cuales

(2.22) D(−U) = D(U),∀U ∈ SU(2) ⇒ D(−12) = 1r = D(12)

son representaciones ordinarias de SO(3).

3. Algebras de Lie de otros grupos de matrices

Las representación fundamental de cada uno de los grupos de matrices que hemos

definido ofrece una representación matricial (fiel) para el álgebra de Lie de

esos grupos, a partir de la cual es posible deducir la operación entre vectores del

álgebra de manera similar a como fue hecho antes para SU(2) y SO(3). Para ello,

representamos elementos del grupo como M = eA y establecemos, en cada caso,

las condiciones que debe satisfacer la matriz A.

Por ejemplo, para GL(n,R), grupo lineal de matrices (regulares) reales de n×n,

A toma valores en el espacio lineal de las matrices reales n × n. Una base de ese

espacio vectorial está dada por las matrices cuyos elementos son todos nulos salvo

uno, tomado igual a 1:

(3.1) Ekl := |k〉 〈l| ≡ êk (êl, ·) ⇒ (Ekl)rs = δkrδls,

donde los êk, k = 1, 2, ..., n forman una base ortonormal de Rn, 〈k|l〉 ≡ (êk, êl) =

δkl.
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Existen n2 de tales matrices, que pueden ser tomadas como generadores. De ese

modo, el álgebra de Lie de GL(n,R) (y, por lo tanto, también el grupo GL(n,R))

es de dimensión n2.

Para determinar las constantes de estructura asociadas con esta elección de

generadores hay que calcular sus conmutadores. Teniendo en cuenta que

(3.2) EklErs = |k〉 〈l|r〉 〈s| = δlr |k〉 〈s| ,

resulta de inmediato

(3.3) [Ekl, Ers] = δlrEks − δskErl.

Para obtener matrices de GL(n,C) seŕıa necesario considerar combinaciones li-

neales complejas de los Ekl. Pero como debemos describir a los grupos de Lie en

términos de parámentros reales, más bien debemos duplicar el número de generado-

res introduciendo nuevas matrices, definidas como E ′
kl = ıEkl, en lo que se conoce

como la complexificación del álgebra de Lie de GL(n,R). En consecuencia, el

grupo GL(n,C) tiene dimensión 2n2.

Para obtener el resto de las constantes de estructura, se deben calcular los

conmutadores

(3.4)

[Ekl, E
′
rs] = +δlrE

′
ks − δskE

′
rl,

[E ′
kl, E

′
rs] = −δlrEks + δskErl.

Si se trata del grupo SL(n,R), subgrupo unimodular de GL(n,R), sus ele-

mentos son matrices reales de determinante 1. Entonces, si M = eA, ln det M = 0

implica que A tiene traza nula, trA = 0.

Los generadores de este grupo son combinaciones lineales de los generadores

de GL(n,R) con traza nula. Para k 6= l, trEkl = 0, pero trEkk = 1. Entonces

se pueden mantener los primeros, pero es necesario tomar combinaciones de los

generadores diagonales que tengan traza nula. Por ejemplo, se puede tomar como

base del álgebra de Lie de SL(n,R) al conjunto de generadores

(3.5)

Ekl, k 6= l,

(Ekk − Enn) , k = 1, 2, ..., n− 1,

lo que corresponde a una dimensión dim SL(n,R) = n2 − 1. Similarmente,

dimSL(n,C) = 2(n2 − 1).
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Para los grupos unitarios, con U = eıA, la condición U † = U−1 implica A† =

A. Es decir, el álgebra de Lie de U(n) es el espacio vectorial de las matrices

autoadjuntas de n × n. Sus generadores son combinaciones lineales autoadjuntas

de las matrices Ekl. Teniendo en cuenta que E†
kl = (|k〉 〈l|)† = |l〉 〈k| = Elk, vemos

que una elección posible es

(3.6)

Mkl = Ekl + Elk, k ≥ l,

Nkl = ı (Ekl − Elk) , k > l,

de donde resulta que dim U(n) = (n + n(n− 1)/2) + n(n− 1)/2 = n2. Las corres-

pondientes constantes de estructura se calculan fácilmente a partir de (3.3)8.

Para el grupo SU(n) se debe imponer además la condición de que los generadores

tengan traza nula, lo que requiere tomar, por ejemplo, las combinaciones de los

generadores diagonales Mkk − Mnn, con k = 1, 2, ..., n − 1. De ello resulta que

dimU(n) = n2 − 1.

Para los grupos ortogonales, si R = eA, la condición Rt = R−1 implica At = −A,

de donde resulta que el álgebra de Lie de SO(n) es el espacio lineal de las matrices

reales y antisimétricas de n × n, multiplicadas por (−ı). Sus generadores pueden

ser tomados como

(3.9) Nkl = ı (Ekl − Elk) , k > l,

de modo que dimSO(n) = n(n − 1)/2. Las constantes de estructura se calculan

tomando los conmutadores de los generadores y empleando (3.3).

8Por ejemplo, para el grupo U(2) tenemos

(3.7)
M11 = σ0 + σ3, M22 = σ0 − σ3,

M21 = σ1, N21 = σ2,

donde σ0 = 12. Pero también podemos tomar como base del álgebra de Lie de U(2) directamente

a σ0, σ1, σ2, σ3, cuyos conmutadores son

(3.8)
[σi, σj ] = 2ı εijk σk,

[σi, σ0] = 0, i = 1, 2, 3.

Esta álgebra se separa en dos subálgebras que conmutan entre śı, lo que refleja el hecho de que

U(2) = U(1)⊗SU(2), de modo que el grupo no es semi-simple y su forma de Killing es singular:

g0µ = tr{M0 Mµ} = tr{O Mµ} = 0, para µ = 0, 1, 2, 3.
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4. Medida de integración invariante

Las relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito, aśı como la equiv-

alencia de toda representación con una representación unitaria, se demuestran

haciendo uso de la siguiente propiedad de las sumas sobre los elementos del grupo:

(4.1)
∑
g∈G

ψ(g · h−1) =
∑

g′∈G

ψ(g′), ∀h ∈ G.

Para sumas parciales, sobre subconjuntos de G, se tiene

(4.2)
∑

g∈S⊂G

ψ(g · h−1) =
∑

g′∈S·h−1⊂G

ψ(g′), ∀h ∈ G.

De existir una propiedad similar para el caso de los grupos continuos, las sumas

debeŕıan ser consideradas como integrales sobre la variedad, con una medida de

integración que dé cuenta de la densidad de elementos del grupo alrededor de

cada punto,

(4.3)

∫

S⊂G

dµ(g) ψ(g · h−1) =

∫

S·h−1⊂G

dµ(g′) ψ(g′).

Pero, cambiando de variable de integración en el miembro de la izquierda,

g → g′ · h, también resulta

(4.4)

∫

S⊂G

dµ(g) ψ(g · h−1) =

∫

S·h−1⊂G

dµ(g′ · h) ψ(g′).

Las igualdades (4.3) y (4.4) debeŕıan valer ∀S ⊂ G, ∀h ∈ G, y para toda

función ψ(g) definida sobre el grupo, de modo que la medida de integración sobre

la variedad debeŕıa ser invariante por multiplicación a derecha,

(4.5) dµ(g · h) = dµ(g), ∀g, h ∈ G.

Es decir, para el caso de grupos continuos se podrán demostrar propiedades

similares a las que valen para grupos de orden finito siempre que se pueda construir

una medida de integración invariante por multiplicación a derecha (que

satisfaga (4.5)), tal que su integral sobre la variedad del grupo sea convergente.

Esta invarianza de la medida refleja el hecho de que la multiplicación a derecha

por h establece una relación biuńıvoca (dada la existencia de h−1 ∈ G) entre los

elementos de un entorno Ug de g y los de la imagen de ese entorno, Ug·h.

En el caso de grupos de Lie, una vez establecidos sistemas de coordenadas locales

sobre la variedad del grupo, la medida de integración en el punto g puede ser

referida a sus coordenadas βµ,

(4.6) dµ(g) = ρ(β) dnβ.
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Entonces, la densidad de elementos ρ(β) debe tener en cuenta la variación

que sufre el volumen de Sg cuando se lo multiplica a derecha por h para obtener

Sg·h, y esa variación puede ser determinada a partir de la ley de composición en el

grupo.

En efecto, sea a un elemento próximo de la identidad, que tiene asignadas co-

ordenadas αµ en un sistema para el cual las coordenadas de e son εµ = 0 , y sea

un segundo elemento b de coordenadas βµ. Las coordenadas del producto c = a · b,
γµ = φµ(α, β), son funciones anaĺıticas de αµ, de modo que

(4.7) γµ − βµ =

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

αν +O(α)2.

En consecuencia, la relación entre un volumen elemental alrededor de e y su imagen

por multiplicación a derecha por b está dada por

(4.8) dnβ =

∣∣∣∣det

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣ dnα,

donde det
(

∂φµ(α,β)
∂αν

)∣∣∣
α=0

6= 0 (ver (1.14)).

Entonces, tomando g = b y h = b−1 en (4.5) y (4.6), tenemos para una medida

invariante a derecha

(4.9)

dµ(b · b−1) = dµ(e) = dµ(b) ⇒

ρ(0) dnα = ρ(β) dnβ = ρ(β)

∣∣∣∣det

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣ dnα,

de donde resulta que

(4.10)
ρ(β)

ρ(0)
=

∣∣∣∣det

(
∂φµ(α, β)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣
−1

.

Esta densidad de elementos, determinada a menos de una constante multiplicativa,

permite construir una medida de integración invariante a derecha.

La integral de esta medida invariante sobre una región de la variedad del grupo

de Lie considerado permite definir un volumen invariante a derecha para dicha

región. En particular, el volumen invariante a derecha de (toda) la variedad de un

grupo de Lie compacto es finito.

En todo grupo de Lie puede construirse de manera similar una medida de

integración invariante por multiplicación a izquierda, que distinguimos de

la anterior introduciendo los sub́ındices R o L según el caso.
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La densidad de elementos que aparece en la expresión de la medida invariante

a izquierda está dada por

(4.11)

dµL(b) = ρL(β) dnβ,

ρL(β)

ρL(0)
=

∣∣∣∣det

(
∂φµ(β, α)

∂αν

)∣∣∣∣
α=0

∣∣∣∣
−1

.

En ambos casos suele definirse ρL(0) = 1 = ρR(0).

En principio, las medidas invariantes a derecha e izquierda son diferentes. Sin

embargo, en ciertos casos (como el de los grupos de Lie compactos) resultan

ser iguales.

Si trasladamos un volumen elemental tomado alrededor de e, primero por mul-

tiplicación a derecha por b y luego por multiplicación a izquierda por b−1, en

general no se vuelve a la región de partida, sino que su imagen tendrá un volumen

distorsionado por un factor de amplificación. En efecto,

(4.12)

dnα = dµR(e) = dµR(e · b) = ρR(β)dnβ =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
ρL(β)dnβ =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dµL(b) =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dµL(b−1 · b) =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dµL(e) =

(
ρR(β)

ρL(β)

)
dnα(1),

es decir,

(4.13) dnα(1) =

(
ρL(β)

ρR(β)

)
dnα = f(β) dnα.

Si sobre el elemento de volumen resultante se realizan nuevamente las trasla-

ciones, a derecha por b y a izquierda por b−1, el volumen resultante aparecerá cor-

regido por el factor de amplificación (f(β))2, y en general, tras realizar N veces

esa operación,

(4.14) dnα(N) = (f(β))N dnα.

Pero, dada la asociatividad del producto en G, ese factor es también el que corres-

ponde a la traslación a derecha por bN y a izquierda por b−N .

Nótese que para todo N finito, esa transformación es inversible, siendo su

inversa la multiplicación a derecha por b−N y a izquierda por bN , a la que eviden-

temente corresponde el factor de amplificación de volumen (f(β))−N .
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Ahora bien, si f(β) > 1 entonces (f(β))N resulta mayor que cualquier número

positivo con sólo tomar N suficientemente grande. Pero eso no es posible en un

grupo de Lie compacto, puesto que la transformación ha de ser inversible para

todo N y el volumen de la variedad en ese caso es finito. En efecto, si f(β) > 1

en un abierto de volumen finito sobre la variedad, el volumen de la región imagen

superaŕıa al de la variedad toda con sólo tomar N suficientemente grande, y en

ese caso la transformación no seŕıa biuńıvoca.

Con un razonamiento similar se muestra que f(β) no puede ser menor que 1.

Por lo tanto f(β) = 1, lo que implica la igualdad de las medidas invariantes

a derecha e izquierda para todo grupo de Lie compacto,

(4.15) ρL(β) = ρR(β) ⇒ dµL(b) = dµR(b), ∀ b ∈ G.

El volumen invariante de un grupo de Lie compacto se define como la integral

de la medida invariante (tanto a izquierda como a derecha) sobre su variedad,

(4.16) V [G] :=

∫

G

dµ(g) < ∞.

Estos resultados permiten mostrar, en particular, que toda representación

matricial de un grupo de Lie compacto es equivalente a una repre-

sentación unitaria.

5. Medida invariante para los grupos SO(3) y SU(2)

Para calcular la medida de integración invariante sobre el grupo SO(3), primero

notemos que su variedad (una esfera maciza de radio π en R3 con los puntos

diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre śı) es simétrica frente

a rotaciones. Dos rotaciones en un mismo ángulo son conjugadas una de la

otra, siendo el elemento que las relaciona la rotación que lleva el eje de rotación

de la primera a coincidir con el de la segunda. De ese modo, la densidad de

elementos de SO(3) alrededor de una rotación particular dependerá del ángulo

de la rotación, pero no de la dirección de su eje de rotación.

Entonces, sin pérdida de generalidad, consideraremos la medida de integración

alrededor del elemento b → R(θ ê3) = eı θ X3 . Para ello debemos trasladar por

multiplicación a derecha por la matriz

(5.1) R(θ ê3) = eı θ X3 =




cos θ sin θ 0

− sin θ cos θ 0

0 0 1



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elementos próximos de la identidad que tienen la forma

(5.2) a → S = eıα
kXk =




1 α3 −α2

−α3 1 α1

α2 −α1 1




+O(α)2.

Tenemos entonces

(5.3)

R′ = S R(θ ê3) = eı θ X3 +




−α3 sin θ α3 cos θ −α2

−α3 cos θ −α3 sin θ α1

α1 sin θ + α2 cos θ −α1 cos θ + α2 sin θ 0




+O(α)2,

donde R′ también puede escribirse de la forma9

(5.7)

R′ = eı (ϕ1 X1 + ϕ2 X2 + (ϕ3 + θ) X3) = eı θ X3 +




−ϕ3 sin θ ϕ3 cos θ −ϕ1

(
cos θ−1

θ

)− ϕ2
sin θ

θ

−ϕ3 cos θ −ϕ3 sin θ ϕ1
sin θ

θ
− ϕ2

(
cos θ−1

θ

)

−ϕ1

(
cos θ−1

θ

)
+ ϕ2

sin θ
θ

−ϕ1
sin θ

θ
− ϕ2

(
cos θ−1

θ

)
0




+O(ϕ)2.

9Téngase en cuenta que, para nk nk = 1,

(5.4) nk Xk = −i




0 n3 −n2

−n3 0 n1

n2 −n1 0


 ,

(5.5) (nk Xk)2 =




(n2)2 + (n3)2 −n1 n2 −n1 n3

−n1 n2 (n1)2 + (n3)2 −n2 n3

−n1 n3 −n2 n3 (n1)2 + (n2)2


 = 13 − n̂⊗ n̂,

y que

(5.6) (nk Xk) n̂ = 0 ⇒ (nk Xk)3 = nk Xk.
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Entonces, a menos de términos de orden (α)2,

(5.8)

ϕ3 = α3

2 sin θ/2

θ

(
cos θ/2 sin θ/2

− sin θ/2 cos θ/2

) (
ϕ1

ϕ2

)
=

(
α1

α2

)
,

de donde resulta que

(5.9)




ϕ1

ϕ2

ϕ3


 = M(θ)




α1

α2

α3


 ,

siendo

(5.10) M(θ) =
θ

2 sin θ/2




cos θ/2 − sin θ/2 0

sin θ/2 cos θ/2 0

0 0
2 sin θ/2

θ


 .

En consecuencia, la densidad ρ(θ), que sólo depende del ángulo θ, está dada por

el Jacobiano de esa transformación,

(5.11) ρ(θ) =

∣∣∣∣
1

det M(θ)

∣∣∣∣ =
4 sin2(θ/2)

θ2
, ∀n̂.

La medida invariante puede escribirse como

(5.12) dµ[SO(3)] (R(θ n̂)) = ρ(θ) θ2 dθ dΩ2 = 4 sin2(θ/2) dθ dΩ2,

donde dΩ2 es el elemento de integración sobre la esfera S2.

El volumen invariante de este grupo es

(5.13)

V [SO(3)] =

∫ π

0

∫

S2

4 sin2(θ/2) dθ dΩ2 =

= 16π

∫ π

0

1− cos θ

2
dθ = 8π2.

Para hallar la medida invariante para el grupo SU(2), tengamos en cuenta que

SO(3) ≈ SU(2)/Z2, y que su variedad es una esfera en R3 de radio 2π con su

borde identificado con el elemento −12.

Por lo tanto, para θ < π la medida invariante de SU(2) coincide con la de SO(3),

siendo entonces sólo función de θ. Pero como los elementos de SU(2)/Z2 son cosets

de la forma {U,−U}, y están en correspondencia biuńıvoca con los elementos de
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SO(3), la medida de integración alrededor de −U(θ n̂) = U((2π − θ)(−n̂)) debe

ser la misma que alrededor de U(θ n̂). En consecuencia, para θ > π

(5.14)

dµ(U(θ n̂)) = dµ(U((2π − θ)(−n̂))) =

= 4

(
sin

(
2π − θ

2

))2

dθ dΩ2 = 4 sin2(θ/2) dθ dΩ2.

Por lo tanto, la medida de integración invariante (tanto a izquierda como a

derecha) sobre el grupo SU(2) está dada por

(5.15) dµ[SU(2)] (U(θ n̂)) = 4 sin2(θ/2) dθ dΩ2, 0 ≤ θ ≤ 2π,

y el volumen invariante de este grupo es

(5.16)

V [SU(2)] =

∫ 2π

0

∫

S2

4 sin2(θ/2) dθ dΩ2 =

= 16π

∫ 2π

0

1− cos θ

2
dθ = 16π2.

6. Representaciones unitarias irreducibles del grupo SU(2)

Como SU(2) es un grupo de Lie compacto, toda representación matricial es

equivalente a una representación unitaria. Entonces, basta con considerar represen-

taciones matriciales del álgebra de Lie de SU(2) cuyos generadores sean matrices

autoadjuntas. En efecto, si las matrices Jk satisfacen

(6.1)

J†k = Jk, k = 1, 2, 3,

[Ji, Jj] = ı εijk Jk, ∀ i, j, k,

entonces las matrices de la representación (obtenidas mediante la aplicación expo-

nencial) son unitarias,

(6.2)

[D (U(θ n̂))]† =
[
eı θ nkJk

]†
= e−ı θ nkJ†k =

e−ı θ nkJk = [D (U(θ n̂))]−1 , ∀U(θ n̂) ∈ SU(2).
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Por otra parte, el operador de Casimir10 J2 := (J1)
2 + (J2)

2 + (J3)
2 conmuta

con los generadores,

(6.5)
[
J2, Jj

]
= Ji [Ji, Jj] + [Ji, Jj] Ji = ı εijk (JiJk + JkJi) = 0,

por lo que J2 (= (J2)
†
) conmuta con todos los elementos de la representación

matricial considerada,

(6.6)

[
J2, eı θ nkJk

]
= 0, ∀ θ, n̂.

En consecuencia, si se trata de una representación irreducible, el Lema de Schur

requiere que sea proporcional a la matriz identidad,

(6.7) J2 = λ1,

donde el valor de λ (≥ 0 puesto que J2 es suma de cuadrados de matrices autoad-

juntas) caracteriza la representación.

Se trata entonces de construir el espacio de representación correspondiente a

una representación unitaria irreducible, caracterizada por un autovalor de J2 que,

por conveniencia, escribiremos como λ = j(j + 1), con j ≥ 0.

Podemos elegir una base para ese espacio formada por autovectores simultáneos

de J2 y de J3
11,

(6.8)

J2 |j m〉 = j(j + 1) |j m〉 ,

J3 |j m〉 = m |j m〉 ,
que supondremos normalizados, 〈j m′ |j m〉 = δm′m (donde hemos empleado la

notación de Dirac para vectores y formas lineales).

10Casimir ha mostrado que toda álgebra de Lie semi-simple posee un invariante fundamen-

tal cuadrático dado por

(6.3) K = gµν Xµ Xν ,

donde gµν es la inversa de la forma de Killing. En efecto,

(6.4)
[K,Xλ] = gµν [Xµ, Xλ] Xν + gµν Xµ [Xν , Xλ] =

= −ıCµλσ gσρ gµν (Xρ Xν + Xν Xρ) = 0,

dado que las constantes Cµλσ son totalmente antisimétricas.
11El rango de un álgebra de Lie es el máximo número de generadores que conmutan entre śı.

En el caso del grupo SU(2) el rango es 1, de acuerdo a la ec. (6.1).



Álgebras y grupos de Lie 27

Tomando las combinaciones J± = J1 ± ıJ2, las reglas de conmutación (6.1) se

reducen a

(6.9)

[J3, J±] = ±J±,

[J+, J−] = 2J3,

mientras que por cálculo directo resulta que

(6.10)

J−J+ = J2 − J3 (J3 + 1)

J+J− = J2 − J3 (J3 − 1) .

Entonces,

(6.11)

J−J+ |j m〉 = {j(j + 1)−m(m + 1)} |j m〉 ,

J+J− |j m〉 = {j(j + 1)−m(m− 1)} |j m〉 .

Teniendo en cuenta que (J±)† = J∓, las anteriores igualdades implican que

(6.12)

‖ J+ |j m〉 ‖2= 〈j m| J−J+ |j m〉 = (j −m) (j + m + 1) ≥ 0,

‖ J− |j m〉 ‖2= 〈j m| J+J− |j m〉 = (j + m) (j −m + 1) ≥ 0,

de donde

(6.13)
(
j2 −m2

) (
(j + 1)2 −m2

) ≥ 0.

Esas desigualdades son satisfechas sólo si j2 ≥ m2, es decir, si los autovalores

de J3

(6.14) −j ≤ m ≤ j.

Por otra parte, de (6.9) resulta que

(6.15) J3 (J± |j m〉) = J± (J3 ± 1) |j m〉 = (m± 1)J± |j m〉 .

Por lo tanto, por aplicación del operador J+ (J−) al vector |j m〉 resulta un nuevo

autovector de J3 con autovalor aumentado (disminuido) en 1:

(6.16)

J+ |j m〉 = {(j −m) (j + m + 1)}1/2 |j (m + 1)〉 ,

J− |j m〉 = {(j + m) (j −m + 1)}1/2 |j (m− 1)〉 ,
donde los factores de proporcionalidad han sido fijados de acuerdo con (6.12).
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Pero como m no puede tomar valores superiores a j, debe existir un valor máximo

para el autovalor de J3, −j ≤ M ≤ j, tal que

(6.17) J+ |j M〉 = 0,

de modo que

(6.18)

‖ J+ |j M〉 ‖2= (j −M) (j + M + 1) = 0

⇒ M = j.

A partir de ese vector, por aplicación de J−, se puede generar el resto de los

vectores de la base del espacio de la representación,

(6.19) (J−)n |j M〉 ∼ |j (M − n)〉 , con n ∈ N.

Pero este espacio es de dimensión finita (por tratarse de una representación

matricial) y, como hemos visto, los autovalores de J3 deben ser mayores que −j.

Esto significa que ese proceso debe terminar para algún entero n ≥ 0, es decir,

(6.20) J− |j (M − n)〉 = 0.

Igualando la norma de este vector a cero,

(6.21) ‖ J− |j (M − n)〉 ‖2= (j + M − n) (j −M + n + 1) = 0,

obtenemos M = j = n− j. Es decir, j = n/2, con n ∈ Z+.

En consecuencia, el espacio de la representación unitaria irreducible de SU(2)

caracterizada por el semientero j = n/2, con n = 0, 1, . . . , está generado por los

vectores {|j m〉 , m = −j,−j + 1, ..., j − 1, j}, siendo su dimensión n+1 = 2j +1.

Referidos a esa base, los generadores tienen por elementos de matriz a

(6.22)

〈j m′|J2 |j m〉 = j(j + 1) δm′, m,

〈j m′| J3 |j m〉 = mδm′, m,

〈j m′| J+ |j m〉 = {(j −m) (j + m + 1)}1/2 δm′, m+1,

〈j m′| J− |j m〉 = {(j + m) (j −m + 1)}1/2 δm′, m−1.

Por lo dicho anteriormente, vemos que es posible construir representacio-

nes irreducibles del grupo SU(2) de cualquier dimensión.
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Para j = 0, la dimensión del espacio de representación es 2j+1 = 1, las matrices

que representan a los generadores son todas nulas, y se obtiene la representación

trivial del grupo.

Para j = 1/2, la dimensión es 2j + 1 = 2, los generadores están dados por

(6.23) J2 =
3

4

(
1 0

0 1

)
, J3 =

1

2

(
1 0

0 −1

)
, J+ =

(
0 1

0 0

)
,

es decir,

(6.24) J1 =
1

2
σ1, J2 =

1

2
σ2, J3 =

1

2
σ3,

y se obtiene la representación fundamental del grupo.

Para j = 1, la dimensión es 2j +1 = 3, J2 = 213, y los generadores están dados

por

(6.25) J3 =




1 0 0

0 0 0

0 0 −1


 , J+ =




0
√

2 0

0 0
√

2

0 0 0


 ,

obteniéndose una representación equivalente a la adjunta12.

En el caso general, J3 = diag(j, j − 1, ...,−j + 1,−j). Entonces, la matriz que

corresponde al elemento −12 ∈ SU(2) se expresa, por ejemplo, como

(6.27)

D(U(2πê3)) = eı2πJ3 =

= diag
(
eı2πj, eı2π(j − 1), ..., eı2π(j − 2j + 1), eı2π(j − 2j)

)
=

= eı2πj 12j+1.

En esas condiciones (ver (2.22)), las representaciones unitarias irreducibles de

SU(2) son representaciones ordinarias de SO(3) sólo si eı2πj = 1, es decir,

sólo si j es un entero: j = 0, 1, 2, ...

Por lo tanto, las representaciones irreducibles del grupo SO(3) son de

dimensión impar.

12En efecto,

(6.26) J3 = A−1 X3 A , con A =
1√
2



−ı 0 ı

1 0 1

0 1 0


 .
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Similarmente a lo que ocurre con el grupo de rotaciones, SO(3), se puede de-

mostrar que dos elementos de SU(2), U(θ′ n̂′) y U(θ n̂), son conjugados si y sólo

si θ′ = θ, cualesquiera que sean los vectores unitarios n̂, n̂′ ∈ R3.

Los caracteres de la representación irreducible j (caracteres simples),

(6.28) χ(j)(θ) = tr
{
D(j)(U(θ n̂))

}
,

son una propiedad de cada clase de elementos conjugados en el grupo, de modo que

pueden ser calculados tomando n̂ en la dirección más conveniente. Por ejemplo,

(6.29)

χ(j)(θ) = tr
{

eıθJ3

}
=

∑j
m=−j eımθ = e−ıjθ ∑2j

m=0 eımθ

= e−ıjθ

(
1− eı(2j + 1)θ

1− eıθ

)
=

sin[(j + 1/2)θ]

sin[θ/2]
.

Recurriendo a la medida de integración invariante antes calculada se puede

verificar la ortogonalidad de los vectores de caracteres,

(6.30)

1

V [SU(2)]

∫
dµSU(2)

(
χ(j′)(θ)

)∗
χ(j)(θ) =

1

16π2

∫ 2π

0

4 sin2[θ/2] dθ dΩ2
sin[(j′ + 1/2)θ] sin[(j + 1/2)θ]

sin2[θ/2]
=

1

π

∫ 2π

0

dθ
1

2
{cos[(j′ − j)θ]− cos[(j′ + j)θ]} = δj′,j.

7. Producto directo de representaciones. Descomposición de

Clebsh - Gordan

Tomando el producto directo de dos representaciones unitarias irreducibles de

SU(2), D(j1) y D(j2), se obtiene una nueva representación, que puede a su vez

descomponerse como suma directa de representaciones irreducibles,

(7.1) D(j1⊗j2) := D(j1) ⊗D(j2) =
⊕

j

aj D(j),

donde aj ∈ Z+.
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Por otra parte, los caracteres de la representación producto directo,

χ(j1⊗j2)(θ), son el producto de los caracteres simples χ(j1)(θ) y χ(j2)(θ),

(7.2)

χ(j1⊗j2)(θ) = χ(j1)(θ)χ(j2)(θ) =

j1∑
m1=−j1

eım1θ
j2∑

m2=−j2

eım2θ =

=

j1+j2∑

j=|j1−j2|

j∑
m=−j

eımθ =

j1+j2∑

j=|j1−j2|
χ(j)(θ).

Es decir, aj = 1 para |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2, y aj = 0 en todo otro caso13.

El espacio de la representación D(j1⊗j2) está generado por los vectores

(7.4) |j1 j2 m1 m2〉 := |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉 ,

pero los subespacios invariantes correspondientes a las representaciones irreduci-

bles que contiene están generados por las combinaciones

(7.5) |j1 j2; j m〉 =

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

|j1 j2 m1 m2〉 〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉 ,

donde los coeficientes de la transformación, 〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉, son llamados

coeficientes de Clebsh - Gordan (cuando los distintos vectores están todos

normalizados a 1 y de modo tal que los coeficientes sean reales).

13Este resultado puede obtenerse reordenando las sumas en (7.2), o bien empleando la ortog-

onalidad de caracteres, ecuación (6.30),

(7.3)

1
V [SU(2)]

∫
dµSU(2)

(
χ(j)(θ)

)∗
χ(j1⊗j2)(θ) =

=
1
π

∫ 2π

0

dθ
sin[(j + 1/2)θ] sin[(j1 + 1/2)θ] sin[(j2 + 1/2)θ]

sin[θ/2]
=

=





1, para |j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2

0, para j < |j1 − j2| o j > j1 + j2

.
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Referidas a esa base, las matrices de la representación D(j1⊗j2) son llevadas a la

forma diagonal en bloques

(7.6) D(j1⊗j2) ⇀




D(j1+j2) 0 ... ... 0

0 D(j1+j2−1) 0 ... 0

0 0 ... ... 0

... ... ... ... ...

0 0 0 ... D(|j1−j2|)




.

Nótese que

(7.7)

j1+j2∑

j=|j1−j2|
(2j + 1) = (2j1 + 1)(2j2 + 1).

Si consideramos elementos cerca de la identidad del grupo,

(7.8)

D(j1⊗j2) = 1(j1⊗j2) + ıαkJ
(j1⊗j2)
k +O(α)2 =

=
{
1(j1) + ıαkJ

(j1)
k +O(α)2

}
⊗

{
1(j2) + ıαkJ

(j2)
k +O(α)2

}
=

= 1(j1) ⊗ 1(j2) + ıαk
{

J
(j1)
k ⊗ 1(j2) + 1(j1) ⊗ J

(j2)
k

}
+O(α)2.

Pero también

(7.9)

D(j1⊗j2) =
⊕j1+j2

j=|j1−j2|
{
1(j) + ıαkJ

(j)
k +O(α)2

}
=

=
⊕j1+j2

j=|j1−j2|1
(j) + ıαk

⊕j1+j2
j=|j1−j2|J

(j)
k +O(α)2,

de donde resulta que

(7.10)

J
(j1⊗j2)
k = J

(j1)
k ⊗ 1(j2) + 1(j1) ⊗ J

(j2)
k =

=
⊕j1+j2

j=|j1−j2|J
(j)
k ,

para k = 1, 2, 3.
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Entonces, aplicado a los vectores de la base (7.5),

(7.11)

J
(j1⊗j2)
k |j1 j2; j m〉 =

=
{⊕j1+j2

j′=|j1−j2|J
(j′)
k

}
|j1 j2; j m〉 = J

(j)
k |j1 j2; j m〉 =

=
{

J
(j1)
k ⊗ 1(j2) + 1(j1) ⊗ J

(j2)
k

}
|j1 j2; j m〉 =

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

J
(j1)
k |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉+ |j1 m1〉 ⊗ J

(j2)
k |j2 m2〉

}
.

En particular,

(7.12)

J
(j1⊗j2)
3 |j1 j2; j m〉 =

= J
(j)
3 |j1 j2; j m〉 = m |j1 j2; j m〉 =

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

J
(j1)
3 |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉+ |j1 m1〉 ⊗ J

(j2)
3 |j2 m2〉

}
=

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

(m1 + m2) |j1 j2 m1 m2〉 〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉 ,
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y

(7.13)

J
(j1⊗j2)
− |j1 j2; j m〉 =

= J
(j)
− |j1 j2; j m〉 = [(j + m)(j −m + 1)]1/2 |j1 j2; j (m− 1)〉 =

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

J
(j1)
− |j1 m1〉 ⊗ |j2 m2〉+ |j1 m1〉 ⊗ J

(j2)
− |j2 m2〉

}
=

=

j1∑
m1=−j1

j2∑
m2=−j2

〈j1 j2 m1 m2|j1 j2; j m〉

×
{

[(j1 + m1)(j1 −m1 + 1)]1/2 |j1 (m1 − 1)〉 ⊗ |j2 m2〉

+ [(j2 + m2)(j2 −m2 + 1)]1/2 |j1 m1〉 ⊗ |j2 (m2 − 1)〉
}

.

Consideremos el caso j1 = 1/2 = j2. De lo anterior sabemos que el producto

directo de esas dos representaciones se descompone en la suma directa de las

representaciones con j = 0, 1, y que los generadores pueden expresarse como

(7.14) J
(1/2⊗1/2)
k = J

(1/2)
k ⊗ 12 + 12 ⊗ J

(1/2)
k = J

(1)
k ⊕ J

(0)
k .

Notemos que

(7.15) J
(1/2⊗1/2)
3 |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 1/2〉 =

(
1

2
+

1

2

)
|1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 1/2〉 ,

y que ése es el único vector del espacio de la representación (1/2⊗1/2) con autovalor

m = 1, por lo que necesariamente

(7.16) |1/2 1/2; 1 1〉 = |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 1/2〉 .
Por aplicación de J

(1/2⊗1/2)
− sobre ese vector se puede generar el resto de la base

correspondiente a la representación irreducible j = 1:

(7.17)

J
(1/2⊗1/2)
− |1/2 1/2; 1 1〉 = [(1 + 1)(1− 1 + 1)]1/2 |1/2 1/2; 1 0〉 =

[(1/2 + 1/2)(1/2− 1/2 + 1)]1/2 |1/2 (1/2− 1)〉 ⊗ |1/2 1/2〉

+ [(1/2 + 1/2)(1/2− 1/2 + 1)]1/2 |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 (1/2− 1)〉 ,
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es decir

(7.18)

|1/2 1/2; 1 0〉 =

=
1√
2
{|1/2 − 1/2)〉 ⊗ |1/2 1/2〉+ |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉} .

Similarmente,

(7.19)

J
(1/2⊗1/2)
− |1/2 1/2; 1 0〉 = [(1 + 0)(1− 0 + 1)]1/2 |1/2 1/2; 1 − 1〉 =

2√
2

[(1/2 + 1/2)(1/2− 1/2 + 1)]1/2 |1/2 − 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 ,

es decir,

(7.20) |1/2 1/2; 1 − 1〉 = |1/2 − 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 .

Ahora bien, el vector que genera el espacio (unidimensional) de la representación

irreducible j = 0 debe ser ortogonal a los anteriores, y corresponder al autovalor

m = 0 de J
(1/2⊗1/2)
3 , por lo que (una vez normalizado) necesariamente es

(7.21)

|1/2 1/2; 0 0〉 =

=
1√
2
{|1/2 − 1/2)〉 ⊗ |1/2 1/2〉 − |1/2 1/2〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉} .

De las igualdades (7.16), (7.18), (7.20) y (7.21) resulta inmediato determinar los

coeficientes de Clebsh - Gordan:

(7.22)





〈1/2 1/2 1/2 1/2|1/2 1/2; 1 1〉 = 1,

〈1/2 1/2 (±1/2) (∓1/2)|1/2 1/2; 1 0〉 = 1/
√

2,

〈1/2 1/2 (−1/2) (−1/2)|1/2 1/2; 1 (−1)〉 = 1,

〈1/2 1/2 (∓1/2) (±1/2)|1/2 1/2; 0 0〉 = ±1/
√

2,

con los demás coeficientes nulos.

El producto directo de las representaciones j1 = 1 y j2 = 1/2 se descompone en

la suma directa de las representaciones irreducibles j = 3/2, 1/2. Sus generadores

pueden expresarse como

(7.23) J
(1⊗1/2)
k = J

(1)
k ⊗ 12 + 13 ⊗ J

(1/2)
k = J

(3/2)
k ⊕ J

(1/2)
k .
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El (único) vector correspondiente al máximo autovalor posible de J
(1⊗1/2)
3 , m =

3/2, es

(7.24) |1 1/2; 3/2 3/2〉 = |1 1〉 ⊗ |1/2 1/2〉 ,

y a partir de él, aplicacndo reiteradamente el operador J
(1⊗1/2)
− , se obtienen los

demás vectores de la base del espacio de la representación j = 3/2:

(7.25)

|1 1/2; 3/2 1/2〉 =

=
1√
3

{√
2 |1 0〉 ⊗ |1/2 1/2〉+ |1 1〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉

}
,

|1 1/2; 3/2 − 1/2〉 =

=
1√
3

{√
2 |1 0〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉+ |1 − 1〉 ⊗ |1/2 1/2〉

}
,

|1 1/2; 3/2 − 3/2〉 = |1 − 1〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 .

Ahora bien, existen en el espacio producto directo dos vectores linealmente in-

dependientes que corresponden al mismo autovalor m = 1/2 de J
(1⊗1/2)
3 . Una com-

binación lineal particular de ellos da el vector |1 1/2; 3/2 1/2〉 de (7.25), mientras

que una combinación ortogonal a ella debe ser proporcional al vector de máximo

m (= 1/2) de la representación j = 1/2,

(7.26)

|1 1/2; 1/2 1/2〉 =

=
1√
3

{
|1 0〉 ⊗ |1/2 1/2〉 −

√
2 |1 1〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉

}
.

Por aplicación de J
(1⊗1/2)
− se completa la base,

(7.27)

|1 1/2; 1/2 − 1/2〉 =

=
1√
3

{
|1 0〉 ⊗ |1/2 − 1/2〉 −

√
2 |1 − 1〉 ⊗ |1/2 1/2〉

}
,

y de (7.24), (7.25), (7.26) y (7.27) se determinan los coeficientes de Clebsh - Gordan

para este producto directo de representaciones.
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8. Clasificación de las álgebras de Lie simples

Un subespacio F del álgebra de Lie asociada a un grupo de Lie G, F ⊂ G,

constituye una subálgebra de Lie si [Y1, Y2] ⊂ F para todo Y1, Y2 ∈ F . Esta

subálgebra corresponde a un subgrupo de Lie H ⊂ G.

El subgrupo H es invariante si además [X, Y ] ⊂ F para todo X ∈ G y para

todo Y ∈ F . En ese caso se dice que el subespacio F es un ideal.

Un álgebra de Lie G se dice simple si tiene dimensión dimG ≥ 2 y no contiene

ideales propios (distintos de G y de {0})14.

Un álgebra de Lie G se dice semi-simple si es la suma directa de álgebras de

Lie simples15.

E. Cartan ha dado una clasificación completa para las álgebras de Lie simples

empleando las propiedades de su representación adjunta.

Definición 8.1. El rango r < n de un álgebra de Lie semi-simple de dimensión

n es el máximo número de vectores linealmente independientes de ese espacio que

pueden ser seleccionados de modo que conmuten entre śı.

Un conjunto de tales vectores generan una subálgebra abeliana del álgebra

de Lie, llamada subálgebra de Cartan,

(8.1) [Hi, Hj] = 0 , para i, j = 1, 2, . . . , r .

En esas condiciones, Cartan ha demostrado que siempre es posible seleccionar

un conjunto de n−r combinaciones lineales (en general complejas) de generadores

linealmente independientes de los anteriores, Eᾱ, de modo que ellas resulten ser

vectores propios simultáneos de las operaciones de conmutación con los Hi,

(8.2) [Hi, Eᾱ] = αi Eᾱ , i = 1, 2, . . . , r ,

correspondientes a autovalores no todos nulos. Además, siempre es posible

elegir los generadores Hi de manera tal que los autovalores αi sean reales.

De ese modo, el conjunto de los r autovalores αi correspondientes al generador

Eᾱ forman un vector de un espacio real r-dimensional, ᾱ ∈ Rr, llamado ráız

14Un álgebra de Lie simple corresponde a un grupo de Lie simple, es decir, un grupo que

no contiene subgrupos de Lie propios invariantes.
15Un álgebra de Lie semi-simple corresponde a un grupo de Lie que es producto directo de

grupos de Lie simples. En particular, un grupo de Lie semi-simple no contiene subgrupos de Lie

invariantes abelianos.
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correspondiente a Eᾱ. Similarmente, de (8.1) podemos decir que los generadores

Hi corresponden a ráıces nulas.

Cartan ha demostrado que las ráıces son no degeneradas, a excepción de la

ráız nula. Además, si ᾱ es una ráız, entonces −ᾱ también lo es.

Por otra parte, de la identidad de Jacobi resulta que

(8.3)

[
Hi,

[
Eᾱ, Eβ̄

]]
=

[
Eᾱ,

[
Hi, Eβ̄

]]
+

[
[Hi, Eᾱ] , Eβ̄

]
=

= (αi + βi)
[
Eᾱ, Eβ̄

]
,

de modo que pueden presentarse dos situaciones:

Si
(
ᾱ + β̄

)
es una ráız, entonces

[
Eᾱ, Eβ̄

] ∼ Eᾱ+β̄. En particular, para

β̄ = −ᾱ el conmutador [Eᾱ, E−ᾱ] está contenido en la subálgebra de Cartan.

Si
(
ᾱ + β̄

)
no es una ráız, entonces

[
Eᾱ, Eβ̄

]
= 0.

Para esta elección de generadores, las constantes de estructura satisfacen las

relaciones

(8.4)

C k
ij = C ᾱ

ij = C j
iᾱ = 0 ,

C β̄
iᾱ = ı αi δ

β̄
ᾱ ,

(
ᾱ + β̄

)
C i

ᾱβ̄
= 0 ,

(
γ̄ − ᾱ− β̄

)
C γ̄

ᾱβ̄
= 0 .

Se puede mostrar que las únicas componentes no nulas de la forma de Killing

son g(−ᾱ)ᾱ = gᾱ(−ᾱ) y

(8.5) gij =
∑

ᾱ

αiαj ⇒ (gij) =
∑

ᾱ

ᾱ⊗ ᾱt .

Normalizando adecuadamente los generadores podemos además fijar gᾱ(−ᾱ) = 1.

Como el álgebra de Lie considerada es semi-simple, det (gµν) 6= 0 ⇒ det (gij) 6=
0, de donde resulta que las ráıces ᾱ generan el espacio eucĺıdeo Rr (Eligiendo

convenientemente los generadores Hi podŕıamos hacer también gij = δij).
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En esas condiciones, el álgebra de Lie semi-simple queda descrita por los con-

mutadores de los generadores de la base estándar de Cartan,

(8.6)





[Hi, Hj] = 0 , i, j = 1, 2, . . . , r ,

[Hi, Eᾱ] = αi Eᾱ , i = 1, 2, . . . , r , ∀ ᾱ ,

[Eᾱ, E−ᾱ] = αi Hi , ∀ ᾱ ,

[
Eᾱ, Eβ̄

]
= Nᾱβ̄ Eᾱ+β̄ , ᾱ + β̄ 6= 0 ,

donde αi = gijαj, y Nᾱβ̄ = 0 si ᾱ + β̄ no es una ráız.

Es posible demostrar que las ráıces ᾱ de un álgebra de Lie simple pueden

ser obtenidas a partir de un conjunto de r ráıces simples (linealmente indepen-

dientes) por aplicación de un grupo de orden finito de transformaciones discretas

llamado grupo de Weyl del álgebra.

Por su parte, esas ráıces simples satisfacen un conjunto de restricciones que hacen

que sólo puedan tener dos longitudes distintas y formar entre śı ciertos ángulos

particulares. De acuerdo a esas caracteŕısticas es posible clasificar las álgebras

simples en cuatro series infinitas, correspondientes a los grupos SU(r + 1), con

r ≥ 1, SO(2r + 1), con r ≥ 2, Sp(2r), con r ≥ 3, y SO(2r), con r ≥ 4, y

en cinco álgebras excepcionales no incluidas en las anteriores series, llamadas

F4, G2, E6, E7, E8, donde el sub́ındice indica el rango. Para más detalles, ver la

bibliograf́ıa sugerida.
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