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NOTAS SOBRE ALGEBRAS Y GRUPOS DE LIE

1. INTRODUCCION A LAS ALGEBRAS DE LIE

Consideremos una funcién escalar a valores complejos definida sobre la variedad
de un grupo de Lie conexo G de dimensién n, F : G — C. Referida a un sistema
local de coordenadas establecido alrededor de un elemento genérico b € G (en el

cual b tiene asignadas coordenadas (3', ..., 8")), se tiene que

(1.1) F(b) = f(B, ... B"),

que supondremos diferenciable.
Por multiplicacién a izquierda por a € G, el elemento a~! - b es aplicado en el

elemento b. Podemos entonces definir una funcién trasladada por a segin
(1.2) (T,F) (b) := F(a™*-b),

donde T, es definido como un operador lineal sobre el espacio lineal de las funciones
sobre G. El conjunto de operadores {T,,a € G} constituye una representacién

lineal del grupo G. En efecto,
(1.3) (T.L,F) (c) =T, (F(b~"-¢))
y, llamando H(c) = F(b! - ¢),

(T,H)(c)=H(a™'-c)=F@b ' -a?t-c)=
(1.4)
=F((a-b)"¢) =T.wF(c),
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cualesquiera que sean a,b € G, y VF(c). Por lo tanto,
(15) T, 1, =Ty, Va,b e G.

Supongamos ahora que el elemento a esta en un entorno del elemento identidad,
e, y que respecto de un sistema local de coordenadas tenemos la asignacion
1 n
a— (o', ... ,am"),

(1.6) e —(0,...,0),

de modo que al elemento ¢ = a~!-b, contenido en un entorno de b, le correspondan

las coordenadas ¢ — (71, ...,7™), dadas por

(1.7) "= ¢"a,p),
donde las coordenadas &* corresponden al elemento a~*.

En el sistema local de coordenadas establecido alrededor de e tenemos
(1.8) o (a,a) =t =0, Ya.

Como se trata de un grupo de Lie, esa funcion puede ser desarrollada en serie de
potencias de sus argumentos, y teniendo en cuenta que e -a = a = a - e para todo

a, se ve facilmente que’
(1.12) at=—a'+0(a)? p=12,..n.

Desarrollando en serie de potencias el miembro de la derecha en (1.7), y teniendo

en cuenta que necesariamente ¢*(0, 5) = O, resulta

(1.13) Y= — o (%)azo +O().

Dado que existe la inversa de cada elemento en GG, podemos escribir a = b- ¢!,
de modo que la relacién entre (v — B)* y ot establecida en la anterior ecuacién
debe ser invertible. Esto implica que

(1.14) det (M) £ 0.
dar a=0

IEn efecto, para @ y a genéricos en un entorno de la identidad podemos escribir
(1.9) (@, ) = A* + B a¥ + Bl a¥ + ...
Tomando @ = e tenemos
(1.10) ¢"(0,a) = o = A* =0, B = 6"
Similarmente, si a = e = B# = §~. Por lo tanto,

(1.11) oM@, o) =at + ot + ...



Algebras y grupos de Lie 3

Reemplazando (1.13) en la expresién de la funcién trasladada T, F,

T,F(b) = F(a™'-b) = f(y) =

(8) + O(e)? =

, (99" (@, B) of
(1.15) fw)_o‘( D )dzoaﬁu

e (W} (-~ ) + 0@} 105),

de donde surge que los operadores diferenciales (con coeficientes dependientes de

las coordenadas [3)

ofician de generadores de las traslaciones sobre la variedad en el espacio de las
funciones escalares diferenciables definidas sobre el grupo G, obteniendo para los

operadores de traslacion T, la realizacion
(1.17) T, =1—1X,(3) + O(a).

Teniendo en cuenta que los operadores diferenciales (—:0/93"), generadores de
las traslaciones a lo largo de los ejes coordenados, constituyen un conjunto de n
operadores linealmente independientes, y que la matriz en el miembro derecho de
(1.16) es invertible, vemos que los X,, conforman una base del espacio lineal (n-
dimensional) de los operadores diferenciales de primer orden. Este espacio vectorial
es isomorfo al espacio tangente, por lo que ambos suelen identificarse. En ese
sentido puede decirse que, para elementos a préximos de la identidad y al mas
bajo orden en las coordenadas, los operadores T, difieren del operador identidad

en (—1) veces un vector del espacio tangente a la variedad del grupo®.

Consideremos ahora una representaciéon matricial de dimension r del grupo G,
la que puede ser entendida como una funcién a valores matriciales definida sobre

la variedad: D(b),Vb € G. Su trasladada por multiplicacién a izquierda por a es
(1.18) T.D(b) := D(a™*-b) = D(a")D(b) = (D(a))_1 D(b),

lo que nos provee de una representacion matricial para los operadores de

traslacién en términos de matrices constantes (independientes del punto b sobre

2Nétese que, por multiplicacién por un elemento fijo b € G, un sistema local de coordenadas
en un entorno de e es aplicado en un sistema local en un entorno de b. En consecuencia, el espacio

tangente a la variedad en cualquier punto b es isomorfo al espacio tangente en e.
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la variedad). En efecto,

T,TyD(c) = T,D(b~' - ¢) = T, (D(b)) "' D(c) = (D(b)) ' D(a™' - ¢) =
(1.19)
(D)™ (D(a) ™ D(¢) = (D(a- b)) D(c) = TuD(c):
Para traslaciones infinitesimales, esto proporciona también una representacién

matricial para los generadores X,: por analogfa con (1.17) escribimos
(1.20) (D(a)) ' =1— wh X, + O(a?),

o bien, al mismo orden en «,

(1.21) D(a) =1+ 10" X, + O(a?),

donde ahora las X, son matrices constantes de dimensién r x r. Es decir,
las matrices que representan a elementos a proximos de e difieren de la matriz
identidad (al més bajo orden en las coordenadas de a) en ¢ veces un vector del

espacio lineal generado por las matrices X, u=1,2,...,n.

Consideremos, como antes, dos elementos a y b en un entorno de la identidad
e, con sus respectivas coordenadas, (al,....,a") y (3',...,6"). El elemento ¢ =
a-b-a~t-b7! serd en general diferente de e (a menos que el grupo sea Abeliano) y,
para ot y " suficientemente pequenos, estard contenido en el mismo entorno de
e, pudiendo ser referido al mismo sistema local de coordenadas, ¢ — (y!,...,7™).
Tratandose de un grupo de Lie, las 4* son funciones analiticas de o y de (3,
pudiendo ser desarrolladas en serie de potencias:

’Y“ — ¢“(Oz, 6) = A+t 4+ Oé”B,j‘ + @VB/V#+
(1.22)
+a’BC ! + oD\ + D\ + O(a, B)3.

Pero si tomamos a = e (o = 0), entonces ¢ = e (v* = 0) para todo b (V).

Similarmente, con b = e (B* = 0), también tenemos ¢ = e (y* = 0) para todo a

(Va). De ello resulta que
(1.23) A*=B}=B)=D, ) =D ,"=0.

En consecuencia, las coordenadas de ¢ estén dadas (al més bajo orden) por
(124) ’y‘u - aVBACVA“ + O(Oé, ﬁ)ga

donde las constantes de estructura, C ,", son caracteristicas de la ley de com-
posicién del grupo en un entorno de la identidad (si bien, evidentemente, dependen

de la eleccién del sistema local de coordenadas).
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Tomando a = b, resulta que ¢ = e, o bien v* = ¢* = (. Entonces, para coorde-
nadas o/ arbitrarias tenemos que a*a*C ), = 0, lo que significa que las constantes

de estructura son antisimétricas en el primer par de indices,

(1.25) C,'=—-C,M

Los elementos contenidos en entornos de la identidad de dos grupos de Lie lo-
calmente isomorfos estan en correspondencia biunivoca con el mismo conjunto
de coordenadas locales, y como localmente tienen la misma ley de composicion,
resulta que tienen las mismas constantes de estructura. Por lo tanto, las constantes
de estructura son una caracteristica del grupo de cubrimiento universal de

la clase a la que pertenece el grupo de Lie considerado.

Inversamente, se puede demostrar que dos grupos que tienen el mismo conjunto
de constantes de estructura son localmente isomorfos y, en consecuencia, ambos
homomorfos a un mismo grupo de Lie simplemente conexo. En ese sentido, las
constantes de estructura determinan localmente las propiedades del grupo en un
entorno del elemento neutro e, y ellas deben ser compatibles con las diferentes

propiedades globales de los grupos en esa clase.

Consideremos nuevamente la representacién matricial del grupo. Para los ele-

mentos a y b proximos de e podemos escribir

D(a) =1+ A,
(1.26)
D(b) =1+ B,
donde
A=1"X, +0O(a?),
(1.27)

B =18"X, + O(5?).
Sus inversas son

(D(a)) ' =1—A+ A%+ .
(1.28)
(D)) '=1-B+ B>+ ..,
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y, €n consecuencia,

(1.29) ={1+A+B+AB}{1-B+B*+..—A+AB+ A*+ ..} =

=1+(AB—-BA)+..=1+C,

donde
(1.30) C =X, +..=1"3'C,'X, + O(a, B)*.

Por lo tanto

C=[AB]+..=
(1.31)
za”ﬁACw\”Xﬂ = —a"3[X,, X)], Va, 3,

lo que implica que los generadores satisfacen el dlgebra de conmutadores
(1.32) (X, X)] =—C, "X,
cualquiera que sea la representacion del grupo considerada.

Similarmente, si tomamos el producto T, = T, T, T,-1T,-1, a partir del desarrollo

(1.17) se puede demostrar que
(1.33) [XuaX)\] = ZCV)\NXM

(con un cambio de signo en el segundo miembro respecto de (1.32) - ver (1.17) y
(1.21)). Cabe senalar que en esta igualdad aparecen las mismas constantes de
estructura que en (1.32), a pesar de que los operadores diferenciales de primer

orden X . tienen coeficientes dependientes de las coordenadas (Teorema de Lie).

Como los generadores X , constituyen una base del espacio tangente, la op-
eraciéon de conmutacién de (1.33) introduce en ese espacio una operacién bilineal,
antisimétrica y no asociativa entre vectores, que le confiere la estructura de un
algebra de Lie. El espacio vectorial generado por las matrices X, que satisfa-
cen las reglas de conmutacién de la ec. (1.32), constituye una representacién

matricial del algebra de Lie.

Como hemos dicho antes, el valor numérico de las constantes de estructura

depende de la eleccion del sistema local de coordenadas en un entorno de e. A
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un cambio en el sistema de coordenadas, que haga que las nuevas coordenadas se
obtengan de las anteriores mediante una transformacion lineal homogénea,

a— (o) = A o,
(1.34)

/

b— (8" = A" pY,
le corresponde un nuevo conjunto de generadores, X ZL, con p = 1,2,....,n, que
también es una base del espacio tangente.

Los elementos del dlgebra de Lie pueden ser referidos a distintas bases de ese

espacio vectorial, de modo que un mismo vector puede ser escrito como

(1.35) ()X, = ot X,
lo que es cierto para todo a. Pero esto requiere que los generadores se transformen
como
. s
(1.36) XN, =X,

De ese modo tenemos, por una parte,
(137) |:X,)\7 X/n] =1 C/)\/@pX/P
mientras que, empleando (1.36), resulta

X K| = A, [ X5, X7] =W, A€ 0K
(1.38)
=1C,7 X, =1C, N, X',

Como los generadores X ., son linealmente independientes, se deduce que las con-
stantes de estructura se transforman (frente a las transformaciones lineales de

coordenadas como en (1.34)) como las componentes de un tensor dos veces covari-

ante y una vez contravariante,

(1.39) A AR CL =CL0N

1% o

La operacion introducida en el dlgebra de Lie no es asociativa, sino que satisface
las identidades de Jacobi,
a0)  [[fL %] %)+ [ %) %]+ (£ 5] %] =0,

igualdades algebraicas que se verifican facilmente desarrollando los conmutadores

segtin su definicién?.

3Las identidades de Jacobi,

0 505 = [t ][5
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Reemplazando los conmutadores de los generadores, y teniendo en cuenta que
éstos son linealmente independientes, se obtienen las identidades de Bianchi

para las constantes de estructura,
(1.41) C.sC, +Cs7°C, + Cm"CJﬂ” =0,
las que entonces no son todas independientes.

Introducimos ahora un conjunto de n matrices de dimension n x n, M,, cuyos

elementos son proporcionales a las constantes de estructura del grupo:
(1.42) (M,),) :=1Cr.
El conmutador de dos cualesquiera de ellas esta dado por

(M, M,),7 = (M) (M), = (M) (M), =

(1.43)
_ _ B
—cwﬂcypﬂ + wacwf = prcpaﬁ =—1C,7 (M),

«

donde hemos usado las identidades de Bianchi.
En consecuencia, las matrices asi definidas constituyen una representaciéon ma-
tricial de los generadores del dlgebra de Lie del grupo, llamada representaciéon

adjunta,
(1.44) (M, M| = —1C,, M,

Evidentemente, la representacion adjunta contiene la misma informacién sobre la

ley de composicién del grupo que el conjunto de sus constantes de estructura®.

tienen la misma forma que la derivada de un producto de funciones,

d dgz)  dfz)
(@) ge)) = fla) L+ L2

g(x),

razén por la cual la operacion en el dlgebra de Lie también es la llamada derivada de Lie
4Se define la forma de Killing de un dlgebra de Lie como la matriz simétrica cuyos elementos

estan dados por
(1.45) guv =t {M, M,} = —-C,lC, 5" = g ..

Se puede demostrar que un dlgebra de Lie es semi-simple (es decir, que corresponde a un
grupo de Lie que no contiene subgrupos de Lie invariantes que sean Abelianos - ver Seccién 8)
si y sélo si su forma de Killing es regular (es decir, si det g # 0). En esas condiciones, su inversa
existe y satisface g, og“" =9,”.

Las nuevas constantes definidas por

(146) Cpuk = CHVP o\ = — Cpup Cpaﬁ C)\Ba
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Consideremos ahora una representacién matricial del algebra de Lie de G, en
la cual los generadores estén representados por matrices X, que satisfacen (1.32).

Las matrices correspondientes a elementos a proximos de e seran de la forma
(1.48) D(a(a)) =1 +10"X, + O(a?),

donde las o son las coordenadas de a correspondientes a esa eleccién de una base
para el algebra de Lie.

Consideremos, en particular, los elementos correspondientes a matrices de la
forma

T 1
(1.49) IHN a“XM+O(m),
donde los a* son parametros finitos dados, 7 toma valores continuos y N > 1.
Estos elementos pueden ser multiplicados por si mismos /N veces para alcanzar
otros que (para N grande) estaran alejados de e y representados por matrices
T 1 N
(1 +tig o' X, + O<W)) =

(1.50)

-
1— ot X "
I, e N 7" (14 0() =T X (14 0(2)).
En el limite N — oo obtenemos la matriz
(1.51) D(a(ta)) := eZTO‘MXN,

relacién que puede ser entendida como la astgnacion de los n parametros Ta# al
elemento que denotamos por a(ra) € G.
Como el parametro 7 es arbitrario, vemos que cada recta que pasa por el origen

en el algebra de Lie es aplicada en elementos de G que satisfacen
D(G(Tloé))D(a(TQOé)) — eZTlO‘“XH eZTQO(“XM —
(1.52)
U+ 12)0" X — p(a(rya)) D(a(na)).
Y como eso vale para toda representacién matricial de G (incluso para las repre-

sentaciones fieles), los elementos que hemos identificado como a(ra) (con o fijo

y para todo 7) pertenecen a un subgrupo Abeliano unidimensional de G.

son totalmente antisimétricas en sus tres indices. En efecto, empleando las identidades de Bianchi

resulta que
(1.47) Cun={C,lLC, P+ C,LC,P}C\f =itr {M, M, M\ — M, M,M,},

donde el segundo miembro es antisimétrico debido a las propiedades de invarianza ciclica la traza.
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Puede demostrarse que todo elemento de un grupo de Lie conexo compacto G
pertenece a un subgrupo Abeliano unidimensional de G. Por lo tanto, la matriz
que lo representa en una dada representacion matricial del grupo siempre se puede
obtener por exponenciacion de un elemento (de la representacién matricial) del
algebra de Lie.

En particular, por exponenciacion de vectores en la representacion adjunta del
algebra de Lie obtenemos las matrices de la representacién adjunta del grupo

G considerado,

(1.53) Dagi(a(tal,...,7a™)) = eZTO‘uMM,

que en general no es una representacion fiel de G.

Notese que 7 puede ser tomado como uno de los parametros independientes
necesarios para identificar los elementos del grupo. Entonces, para un grupo de Lie
compacto, la curva sobre la variedad de G descrita por el subgrupo a(ra) debe
ser necesariamente cerrada. Dicho de otro modo, las matrices D(a(7«)) deben ser
funciones periddicas de 7 para toda representacién de un grupo de Lie compacto.
Una vez determinado el rango de valores del parametro 7, las representaciones
fieles de G son aquellas para las cuales las matrices D(a(7Ta)) no se repiten sobre

cada subgrupo Abeliano.

En el caso de grupos de Lie conexos no compactos, existen elementos que
no yacen sobre ningun subgrupo Abeliano unidimensional, como lo muestra el

siguiente ejemplo.

Ejemplo: Consideremos el grupo conexo SL(2,R). Este es un grupo no compacto,

ya que contiene matrices de la forma

(1.54) M(r) = 1|,

cuyo determinante es det M (r) = 1 para todo r € R\ {0}, conjunto no compacto

sobre el cual M (r) no es periddica.
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Si M € SL(2,R) se puede escribir como M = exp(A), la condicién det M = 1

implica® que trA = 0. Por lo tanto

(1.59) A=<a _b >

su determinante es

(1.60) det A = — (a® 4 be)
y su cuadrado es

(1.61) A? = (—det A) 1,.

De esto se deduce facilmente que

(1.62) M = A = cosh(v/~det A) 1, bV det )

de modo que su traza

(1.63) trM = 2 cosh(v —det A).

Como A es una matriz real, det A € R, y en cualquier caso trM > —2.
Pero, como hemos senalado antes, existen en SL(2,R) matrices M (r) como en

(1.54), con r > 2, cuyas trazas son

(1.64) trM(r) = —r —1/r < =2,
A

y que, por lo tanto, no son de la forma e**.

5Si M es una matriz (regular) de un grupo de matrices conexo, es posible trazar una curva
continua sobre la variedad del grupo, M(¢t) (que supondremos diferenciable), tal que M (0) = 1
y M(1) = M. Podemos escribir

(1.55) M(t+6t) = M(t)+6M(t) = M(t) (1+ M ' (t)5M (1)),
y para su determinante

det M (t + 6t) = det M (t) det (1 4+ M~1(t)0M(t)) =
(1.56)
det M (t) (14 tr [M~1(t)oM(t)] + ... ),

a menos de términos de orden superior en M (). Pero entonces,

dM(t)
dt

(1.57) %hldet M(t) = tr [Ml(t) ] = itrln M(t).

Codt
Y como Indet M(0) = 0 = trln M(0), resulta que

(1.58) Indet M = trln M.
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No obstante, M (r) puede ser escrita como®

P — — r 0 _ o In(r)o;
(1.66) M(r) = —1, ( 0 1 ) :

donde ambos factores en el miembro de la derecha son elementos del grupo SL(2,R),

puesto que son exponenciales de matrices reales y de traza nula.

Este resultado refleja el hecho de validez general de que todo elemento de un
grupo de Lie conexo no compacto puede ser representado como el producto de
un nimero finito (y pequeno) de elementos que yacen sobre subgrupos Abelianos
unidimensionales. En consecuencia, las matrices de una dada representacién del
grupo pueden ser obtenidas como producto de un niimero finito de exponenciales

de elementos en la correspondiente representacion del algebra de Lie del grupo.

De ese modo, el conocimiento de una representacion matricial del algebra de Lie
de un grupo de Lie conexo permite reconstruir (mediante la aplicaciéon exponencial)

la correspondiente representaciéon matricial del grupo.

2. ALGEBRAS DE LIE DE LOS GRUPOS SU(2) Y SO(3)

Consideremos la representacién fundamental del grupo SU(2). Sus elemento
son matrices unitarias de determinante igual a 1. Siendo un grupo de Lie conexo
compacto, todos sus elementos pueden escribirse como exponenciales de vectores

en el algebra de Lie,

U =t
(2.1) Ut — et AT -1 — o m1A gt gy

IndetU =trlnU =12tr A = 0.

Por lo tanto, el dlgebra de Lie de SU(2) es el espacio vectorial de las matrices de
2 x 2, autoadjuntas y de traza nula. Su dimensién es 3 (igual a la dimensién de
SU(2)).

6Esta matriz también puede ser escrita como una tnica exponencial de la forma

(1.65) M(r) = €Z7T0361H(7')03 — otmos + In(r)os

)

pero en este caso el exponente no es una matriz real, y por lo tanto no es el producto de 2
por un elemento del dlgebra de Lie de SL(2,R).
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Una base conveniente para ese espacio esta compuesta por las matrices de

Pauli,

(2.2) 0 1 0 — 1 0

. g1 = 9 09 = 9 03 = ?
Tl ’ .0 o -1

que satisfacen

(2.3) 0,1 =0y, trop =0, 0,05 = 6;5 L2 + 1€ 0%,

donde el simbolo €;;;, es totalmente antisimétrico, con €193 = 1.
Suele tomarse como generadores a Xy = 0;/2 de modo que, por célculo directo,

se obtienen (para esa eleccién) las constantes de estructura’,

g; 0 O
(27) [5, E]] = Zeijk ? = Cz’j k = _Eijlc~

Cada elemento en el dlgebra de Lie (combinacién lineal de las 04/2) genera un
subgrupo Abeliano unidimensional. Tomemos un vector 7 € R3, tal que n'n’ = 1,

y llamemos & = n'c;. Su cuadrado es
o 1 . . 1 . .
(28) 62 =n'n’ 0,05 = §TLZ7’LJ {0'2', Uj} = ETLZTL] 2(5” 12 = (ﬁ)z 12 = ]_2.

Entonces, empleando el desarrollo en serie de la exponencial, resulta de inmediato

que las matrices en el subgrupo Abeliano generado por ¢ son de la forma

01+'0A
00522@s1n20.

Estas son funciones periédicas de la variable 6, de periodo 47, para todo n (es

(2.9) Udn)=e

decir, para toda recta que pasa por el origen del algebra de Lie), lo que refleja el

"Los generadores en la representacién adjunta (ver (1.42)) de SU(2) son las matrices cuyos

elementos son (M;)r = zCij’C = —1€ijk,
0 0 0 0 0 -1 0 1

24 My=—|0 01 |, My==|00 0|, Ms=—| -1 0 0 [,
0 -1 0 10 0 0

las que también satisfacen
(2.5) [M;, M;] = e, M.

Por otra parte, para esta eleccién de generadores la forma de Killing se reduce a
(2.6) Gij = — €kl €1k = 2045

Como g;; es regular, SU(2) es semi-simple.
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hecho de que SU(2) es compacto. En particular,

. 14m — Am R
(2.10) Uldnn)=e 2 =cos > 1, =1, =U(0n),

para todo n.
En esas condiciones, podemos describir la variedad (simplemente conexa) del
grupo SU(2) como los puntos de una esfera de radio 27 en R?, con todo su borde

identificado con el elemento —1,. En efecto,

~

. 121 — o
(2.11) U@2rn)=e 2 =cos > 1, = —1o,

para todo n. En esta variedad, los subgrupos Abelianos unidimensionales corres-
ponden a didmetros de la esfera (que son lineas cerradas, ya que conectan dos

puntos sobre el borde de la variedad).

El grupo SU(2)/Z>, homomorfo a SU(2), tiene por elementos a los cosets
UZy = {+U,—U}, con U € SU(2). Dado que

(2.12) —U@n)=U2rn(—n)) U@On)=U ((2r — 0)(—n)),

vemos que la variedad del grupo SU(2)/Z, puede ser descrita como una esfera de
radio m en R?, con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identifica-
dos entre si . En efecto, las matrices correspondientes a puntos diametralmente

opuestos pertenecen al mismo coset,
(2.13) Urd) = UQ2rd) U(r (—h)) = —U(r (—1)),

y consecuentemente corresponden al mismo elemento de SU(2)/Zs que, de ese

modo, resulta doblemente conexo.

Consideremos ahora el grupo SO(3), de matrices ortogonales de 3 x 3 de deter-
minante 1. Siendo un grupo (doblemente) conexo compacto, todos sus elemento
yacen sobre algin subgrupo Abeliano unidimensional, y pueden ser representados
como la exponencial de 2 veces un vector del algebra de Lie de este grupo. Si

R= eA, entonces

Ri=el —Rp1=—c Ao ar=_4
(2.14)
Indet R=trlnR=trA=0.

Es decir, el dgebra de Lie de SO(3) es el espacio vectorial de las matrices reales

antisimétricas (y, en consecuencia, de traza nula) multiplicadas por —z. Se trata
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de un espacio de dimensién 3 (igual al nimero de pardmetros independientes del

grupo SO(3)), en el que podemos adoptar como base el conjunto de matrices

0
X1 = —1 0 01 s
0 -1 0
0 -1
(2.15) Xo=—1] 0 :
1
010
X3 = —1 -1 0 O s
0 00

(coincidentes con los generadores de SU(2) en la representaciéon adjuntal, ver (2.4))
de modo que A =1a*X;,.
Las constantes de estructura de SO(3) correspondientes a esta eleccién de ge-

neradores se obtienen facilmente por calculo directo de los conmutadores
(2.16) [(Xi, X;] = v€ije Xk,

de modo que también para este grupo resulta que

(2.17) C,; . —€jk-

Estas constantes de estructura son idénticas a las antes obtenidas para SU(2),
de modo que estos dos grupos son (localmente) isomorfos en un entorno de la
identidad. Entonces SU(2), simplemente conexo, es el grupo de cubrimiento
universal de la clase de grupos localmente isomorfos a la que pertenece SO(3).

Cada subgrupo Abeliano unidimensional de SO(3) contiene las matrices de la
forma R(0n) = ewX, donde X = n*X, con # un vector unitario en R3. Por

ejemplo, para n* = 63, es facil verificar que

1 00
(2.18) (X5)2=10 1 0 |, (X3’ = X3
0 00
Entonces,
(2.19) R(0¢é5) = e"9X3 = 1, 1+ isin(0) X; + (cos(8) — 1) (X3)%

En particular, R(2m ng) = 13 = R(0n3).
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La matriz R(6n3) es una funcién periddica de 6 de periodo 2, y lo mismo se
verifica para R(07n) cualquiera que sea el vector unitario 7 € R?. De ese modo, la
variedad del grupo SO(3) puede ser descrita como una esfera de radio 7 en R?,
con los puntos diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre si. En

efecto,
(2.20) R(mn) = R2rn)R(r (—n)) = R(w (—n)),
siendo SO(3) doblemente conexo.

En resumen, SO(3) es localmente isomorfo a SU(2); pero mientras que éste es

simplemente conexo, el primer grupo de homotopia de aquél es
(2.21) I, (SO3)) = Zy = 11 (SU(2)/Zs) .

Dado que el centro de SU(2) es isomorfo a Zsy, SO(3) sélo puede ser globalmente
isomorfo a SU(2)/Zs.

En consecuencia, SO(3) es homomorfo a SU(2) por un homomorfismo de nicleo
{13, =12} ~ Z,. Las representaciones de SU(2) serén, en general, representa-

ciones proyectivas (bivaluadas) de SO(3). S6lo aquellas para las cuales
(2.22) D(-U)=D(U),VU € SU(2) = D(—12) =1, = D(1,)

son representaciones ordinarias de SO(3).

3. ALGEBRAS DE LIE DE OTROS GRUPOS DE MATRICES

Las representacion fundamental de cada uno de los grupos de matrices que hemos
definido ofrece una representacién matricial (fiel) para el dlgebra de Lie de
esos grupos, a partir de la cual es posible deducir la operacién entre vectores del
algebra de manera similar a como fue hecho antes para SU(2) y SO(3). Para ello,

representamos elementos del grupo como M = A

y establecemos, en cada caso,
las condiciones que debe satisfacer la matriz A.

Por ejemplo, para GL(n,R), grupo lineal de matrices (regulares) reales de n xn,
A toma valores en el espacio lineal de las matrices reales n x n. Una base de ese
espacio vectorial estd dada por las matrices cuyos elementos son todos nulos salvo

uno, tomado igual a 1:
(3.1) By = k) (| =éx(é,-) = (Bri)ps = Orrls,

donde los é;, k= 1,2,...,n forman una base ortonormal de R", (k|l) = (é, &) =
5k;l.
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Existen n? de tales matrices, que pueden ser tomadas como generadores. De ese
modo, el dlgebra de Lie de GL(n,R) (y, por lo tanto, también el grupo GL(n,R))
es de dimensién n?.

Para determinar las constantes de estructura asociadas con esta elecciéon de

generadores hay que calcular sus conmutadores. Teniendo en cuenta que
(3.2) BuEps = k) () {s] = b1 1K) (s]
resulta de inmediato

(33) [Ekh Ers] - 5lrEks - 5skErl-

Para obtener matrices de GL(n, C) serfa necesario considerar combinaciones li-
neales complejas de los Ej;. Pero como debemos describir a los grupos de Lie en
términos de pardmentros reales, mas bien debemos duplicar el nimero de generado-
res introduciendo nuevas matrices, definidas como E}; = 1E};, en lo que se conoce
como la complexificacién del dlgebra de Lie de GL(n,R). En consecuencia, el
grupo GL(n,C) tiene dimensién 2n?.

Para obtener el resto de las constantes de estructura, se deben calcular los

conmutadores

[Ew, Bl =+, B, — sk EL,
(3.4)
[Ellgh Eq’"s] = _511’Eks + 5skErl‘

Si se trata del grupo SL(n,R), subgrupo unimodular de GL(n,R), sus ele-
mentos son matrices reales de determinante 1. Entonces, si M = eA, Indet M =0
implica que A tiene traza nula, trA = 0.

Los generadores de este grupo son combinaciones lineales de los generadores
de GL(n,R) con traza nula. Para k # [, trEy, = 0, pero trEy = 1. Entonces
se pueden mantener los primeros, pero es necesario tomar combinaciones de los
generadores diagonales que tengan traza nula. Por ejemplo, se puede tomar como

base del dlgebra de Lie de SL(n,R) al conjunto de generadores

Ekl7 k 7é lu
(3.5)
(Ekk - Enn) s k= 1, 2, = 1,
lo que corresponde a una dimensién dim SL(n,R) = n? — 1. Similarmente,

dim SL(n,C) = 2(n* — 1).
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Para los grupos unitarios, con U = eZA, la condicién Ut = U~! implica AT =
A. Es decir, el élgebra de Lie de U(n) es el espacio vectorial de las matrices
autoadjuntas de n x n. Sus generadores son combinaciones lineales autoadjuntas
de las matrices Ej;. Teniendo en cuenta que Ej, = (|k) (I|)' = |I) (k| = Ey, vemos

que una eleccién posible es

My = Ewy + Ey, k>,
(3.6)
Ny =1(Ey— Ey), k>1,

de donde resulta que dim U(n) = (n +n(n —1)/2) +n(n —1)/2 = n?. Las corres-

pondientes constantes de estructura se calculan facilmente a partir de (3.3)%.
Para el grupo SU(n) se debe imponer ademés la condicién de que los generadores

tengan traza nula, lo que requiere tomar, por ejemplo, las combinaciones de los

generadores diagonales My, — M,,, con k = 1,2,....n — 1. De ello resulta que
dimU(n) = n* — 1.

Para los grupos ortogonales, si R = eA, la condicién R = R~! implica A' = — A,
de donde resulta que el dlgebra de Lie de SO(n) es el espacio lineal de las matrices
reales y antisimétricas de n x n, multiplicadas por (—t). Sus generadores pueden

ser tomados como
(3.9) Ny =1 (B — Eg), k> 1,

de modo que dim SO(n) = n(n — 1)/2. Las constantes de estructura se calculan

tomando los conmutadores de los generadores y empleando (3.3).

8Por ejemplo, para el grupo U(2) tenemos

My =09+ 03, Moy =0 — 03,
(3.7)

My, = oy, Noy = o2,

donde op = 15. Pero también podemos tomar como base del dlgebra de Lie de U(2) directamente

a 09,01, 02,03, cuyos conmutadores son

[0i,0;] = 21€j1 O,
(3.8)
[6iy00] =0, i=1,2,3.

Esta algebra se separa en dos subdlgebras que conmutan entre si, lo que refleja el hecho de que
U(2) =U(1)®SU(2), de modo que el grupo no es semi-simple y su forma de Killing es singular:
gop = tr{MoM,} =tr{OM,} =0, para p=0,1,2,3.
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4. MEDIDA DE INTEGRACION INVARIANTE

Las relaciones de ortogonalidad para grupos de orden finito, asi como la equiv-
alencia de toda representacion con una representacion unitaria, se demuestran
haciendo uso de la siguiente propiedad de las sumas sobre los elementos del grupo:
(4.1) D wlg-hT) =D (), VheG.

geG g eG

Para sumas parciales, sobre subconjuntos de G, se tiene

(4.2) dYowlg-h) =) Uld) VheG

geScG geS-h~1cG
De existir una propiedad similar para el caso de los grupos continuos, las sumas
deberian ser consideradas como integrales sobre la variedad, con una medida de
integracion que dé cuenta de la densidad de elementos del grupo alrededor de
cada punto,
(4.3) | dnrven= [ dutg)et),
ScG S-h=1cG
Pero, cambiando de wariable de integracion en el miembro de la izquierda,
g — ¢ - h, también resulta
(14) [ duyitg vy = [ duly 1) i)
ScG S-h=lcG
Las igualdades (4.3) y (4.4) deberfan valer VS C G, Vh € G, y para toda
funcion ¢(g) definida sobre el grupo, de modo que la medida de integracién sobre

la variedad deberia ser invariante por multiplicaciéon a derecha,
(4.5) du(g - h) = dp(g), Vg,h € G.

Es decir, para el caso de grupos continuos se podran demostrar propiedades
similares a las que valen para grupos de orden finito siempre que se pueda construir
una medida de integracién invariante por multiplicacién a derecha (que
satisfaga (4.5)), tal que su integral sobre la variedad del grupo sea convergente.

Esta invarianza de la medida refleja el hecho de que la multiplicacién a derecha
por h establece una relacién biunivoca (dada la existencia de h™' € G) entre los

elementos de un entorno U, de g y los de la imagen de ese entorno, Uy.j,.

En el caso de grupos de Lie, una vez establecidos sistemas de coordenadas locales
sobre la variedad del grupo, la medida de integracion en el punto g puede ser

referida a sus coordenadas [*,

(4.6) du(g) = p(3) d"B.
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Entonces, la densidad de elementos p() debe tener en cuenta la variacién
que sufre el volumen de S, cuando se lo multiplica a derecha por h para obtener
Sg-h, y €sa variacién puede ser determinada a partir de la ley de composicién en el
grupo.

En efecto, sea a un elemento proximo de la identidad, que tiene asignadas co-
ordenadas a* en un sistema para el cual las coordenadas de e son e = 0 , y sea
un segundo elemento b de coordenadas 3*. Las coordenadas del producto ¢ = a - b,

v = ¢*(a, 3), son funciones analiticas de o, de modo que

(4.7) T (M)

v 2
Dot a” 4+ O()”.

a=0

En consecuencia, la relacion entre un volumen elemental alrededor de e y su imagen

por multiplicacién a derecha por b esta dada por

(4.8) & = ‘det <_a¢;(§3 ﬂ))

d"a,

a=0

donde det (%) ‘azO # 0 (ver (1.14)).
Entonces, tomando g =by h =b"! en (4.5) y (4.6), tenemos para una medida

invariante a derecha

d(b-57) = du(e) = du(b) =

9¢" (v, B)

(4.9)
p(0)da = p(B) d" = p(B)

a=0

de donde resulta que

(4.10) % - ‘det (_8@;(5: ﬁ))

Esta densidad de elementos, determinada a menos de una constante multiplicativa,

-1

a=0

permite construir una medida de integracion invariante a derecha.

La integral de esta medida invariante sobre una region de la variedad del grupo
de Lie considerado permite definir un volumen invariante a derecha para dicha
regién. En particular, el volumen invariante a derecha de (toda) la variedad de un

grupo de Lie compacto es finito.

En todo grupo de Lie puede construirse de manera similar una medida de
integracion invariante por multiplicacién a izquierda, que distinguimos de

la anterior introduciendo los subindices R o L segun el caso.
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La densidad de elementos que aparece en la expresion de la medida invariante

a izquierda estd dada por

dur(b) = pL(B)d" 3,
(4.11)

-1

) |y, (20.0)

a=0

En ambos casos suele definirse pr,(0) = 1 = pg(0).

En principio, las medidas invariantes a derecha e izquierda son diferentes. Sin
embargo, en ciertos casos (como el de los grupos de Lie compactos) resultan
ser iguales.

Si trasladamos un volumen elemental tomado alrededor de e, primero por mul-
tiplicacién a derecha por b y luego por multiplicacién a izquierda por b~!, en
general no se vuelve a la region de partida, sino que su imagen tendra un volumen

distorsionado por un factor de amplificacién. En efecto,

d"a = dug(e) = dur(e - b) = pr(B)d" S =

() ors (2u-

(28 ot - (2 o~ ()

es decir,

pr(B)
pr(B)

Si sobre el elemento de volumen resultante se realizan nuevamente las trasla-

(4.13) d"aV) = ( )d”a = f(B) d .

ciones, a derecha por b y a izquierda por b~!, el volumen resultante aparecers cor-
regido por el factor de amplificacién (f(3))?, v en general, tras realizar N veces

esa operacion,
(4.14) o™ = (f(B)N d«.

Pero, dada la asociatividad del producto en G, ese factor es también el que corres-
ponde a la traslacién a derecha por b v a izquierda por b= .

Notese que para todo N finito, esa transformacion es znwversible, siendo su
inversa la multiplicacién a derecha por b= y a izquierda por b, a la que eviden-

temente corresponde el factor de amplificacién de volumen (f(3)) ™.
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Ahora bien, si f(3) > 1 entonces (f(3))" resulta mayor que cualquier niimero
positivo con sélo tomar N suficientemente grande. Pero eso no es posible en un
grupo de Lie compacto, puesto que la transformacion ha de ser inversible para
todo N y el volumen de la variedad en ese caso es finito. En efecto, si f(3) > 1
en un abierto de volumen finito sobre la variedad, el volumen de la region imagen
superaria al de la variedad toda con sélo tomar N suficientemente grande, y en
ese caso la transformaciéon no seria biunivoca.

Con un razonamiento similar se muestra que f(3) no puede ser menor que 1.
Por lo tanto f(3) = 1, lo que implica la igualdad de las medidas invariantes

a derecha e izquierda para todo grupo de Lie compacto,

(4.15) pL(B) = pr(B) = dur(b) = dur(b), Vb € G.

El volumen invariante de un grupo de Lie compacto se define como la integral

de la medida invariante (tanto a izquierda como a derecha) sobre su variedad,

(4.16) ViG] = /G dulg) < o.

Estos resultados permiten mostrar, en particular, que toda representacion
matricial de un grupo de Lie compacto es equivalente a una repre-

sentacion unitaria.

5. MEDIDA INVARIANTE PARA LOS GRUPOS SO(3) Y SU(2)

Para calcular la medida de integracién invariante sobre el grupo SO(3), primero
notemos que su variedad (una esfera maciza de radio m en R® con los puntos
diametralmente opuestos sobre su borde identificados entre si) es simétrica frente
a rotaciones. Dos rotaciones en un mismo dngulo son conjugadas una de la
otra, siendo el elemento que las relaciona la rotacién que lleva el eje de rotacion
de la primera a coincidir con el de la segunda. De ese modo, la densidad de
elementos de SO(3) alrededor de una rotacién particular dependera del dngulo
de la rotacién, pero no de la direccion de su eje de rotacion.

Entonces, sin pérdida de generalidad, consideraremos la medida de integracion
alrededor del elemento b — R(fé3) = ¢'? X5 Para ello debemos trasladar por

multiplicaciéon a derecha por la matriz

cosf sinf 0
(5.1) ROés)=e 0% = | _ging cosd 0
0 0 1
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elementos préoximos de la identidad que tienen la forma

1 Qa3 — Qg
k
(5.2) a—S=Xe=| _qs 1 o |+0()>
(6] —Q 1

Tenemos entonces

R =SR(0¢é) =tV Xs 4
—az sinf a3 cos 0 —Qg
—ag cos 0 —agsin @ o +0(a)?,

a1sinf + ascos —agcosf +asgsind 0

donde R’ también puede escribirse de la forma®

(5.7)
R = ¢t ((ple +902X2 + <§03 +9) Xg) — 6“9X3+

—(pgsinf 3 cosf —y (—Cosg_l) — g02¥
. in 0 6—1
—p3cosf —(p3sin 6 01757 — P2 (%)
_ i i -1
—er () Tt —e T = e () 0
+0(p)?.
9Téngase en cuenta que, para niyni = 1,
0 ns —MNg
(5.4) nE Xy = —1 —ng 0 nq ,
N9 —nNni 0
(n2)? + (ns)? —ning —ning
(5.5) (i Xp)’ = —ning  (m)?+ (n3)2  —nang =13 -7 ®n,
—n1n3 —Na N3 (n1)% + (n2)?

Yy que

(56) (nka)ﬁ:Oé (nk Xk)S =nyp Xg.
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Entonces, a menos de términos de orden (a)?,

Y3 = Q3

(5.8) . .
2sin6/2 cosf/2 sinf/2 IR N e
0 (—sinG/Z cos@/2> (g@)_(%)7

de donde resulta que

¥1 a1
(5.9) o | =MO) | a2 |,
¥3 Qs
siendo
cosf/2 —sinf/2 0
0 .
5.10 M(6) = — sin/2  cosf/2 0
o1 25in6/2 25in /2
0 0 7

En consecuencia, la densidad p(f), que sélo depende del dngulo 6, estéd dada por

el Jacobiano de esa transformacion,

1 4sin*(0/2) .
(5.11) p(0) = ot M(é’)‘ = 7 , V.
La medida invariante puede escribirse como
(5.12) duso) (R(O7)) = p(0) 62 dO dQ2y = 4sin®(0/2) df dS2s,

donde df)5 es el elemento de integracion sobre la esfera Ss.

El volumen invariante de este grupo es

VISO@3)] = / ' / 4sin®(0/2) df dSdy =
(5.13) °

"1 —cosf
— 167?/ —— 7 49 = 8>,
0 2

Para hallar la medida invariante para el grupo SU(2), tengamos en cuenta que
SO(3) ~ SU(2)/Zs, y que su variedad es una esfera en R3 de radio 27 con su
borde identificado con el elemento —15.

Por lo tanto, para f < 7 la medida invariante de SU(2) coincide con la de SO(3),
siendo entonces sélo funcién de 6. Pero como los elementos de SU(2)/Zs son cosets

de la forma {U, —U}, y estan en correspondencia biunivoca con los elementos de
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SO(3), la medida de integracién alrededor de —U(0n) = U((2r — 0)(—n)) debe

ser la misma que alrededor de U(f 7). En consecuencia, para 6 > 7

du(U(0 1)) = du(U((2T — 0)(—n))) =
(5.14)

or — 0\ >
—4 (sin ( WQ )) d0 dQ = 4sin®(0/2) dO dSs.

Por lo tanto, la medida de integracién invariante (tanto a izquierda como a

derecha) sobre el grupo SU(2) estd dada por
(5.15) dusuey (U0 7)) = 4sin®(0/2) d6 dQs, 0 < 60 < 27,

y el volumen invariante de este grupo es

VISU(2)] :/2”/ Asin?(0/2) df dQ2y =
(5.16) oo

27
1— cosf
:167r/ 2% 19 = 1672,
. 2

6. REPRESENTACIONES UNITARIAS IRREDUCIBLES DEL GRUPO SU(2)

Como SU(2) es un grupo de Lie compacto, toda representacién matricial es
equivalente a una representacion unitaria. Entonces, basta con considerar represen-
taciones matriciales del dlgebra de Lie de SU(2) cuyos generadores sean matrices

autoadjuntas. En efecto, si las matrices J, satisfacen

J =T, k=123,
(6.1)
(i, Jj] = vein i, Vi, J, k,

entonces las matrices de la representacion (obtenidas mediante la aplicacién expo-

nencial) son unitarias,

(D (UOn))])" = [ewn%r _ 0Nt
(6.2)

=100k _ (D (U(9n)t, YU©OR) € SUQ).
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Por otra parte, el operador de Casimir' J? := (J;)?+ (J3)? + (J3)? conmuta

con los generadores,
(65) [JQ, JJ] = Jl [JZ, Jj] —+ [JZ, Jj] Jz = Zeijk (JZJk' + JkJZ) = O,

por lo que J? (= (J2)T) conmuta con todos los elementos de la representacion

matricial considerada,
k
(6.6) [J2,elen Jk} =0, V0,7

En consecuencia, si se trata de una representacion ¢rreducible, el Lema de Schur

requiere que sea proporcional a la matriz identidad,
(6.7) J2 =1,

donde el valor de A (> 0 puesto que J? es suma de cuadrados de matrices autoad-

juntas) caracteriza la representacion.

Se trata entonces de construir el espacio de representacion correspondiente a
una representaciéon unitaria irreducible, caracterizada por un autovalor de J? que,
por conveniencia, escribiremos como A = j(j + 1), con j > 0.

Podemos elegir una base para ese espacio formada por autovectores simultaneos
de J2 y de J5',

Fjm)y =j(G +1)[im),
(6.8)
Jyljm) =m|jm),
que supondremos normalizados, (jm'|jm) = 7, (donde hemos empleado la

notacién de Dirac para vectores y formas lineales).

0Casimir ha mostrado que toda 4lgebra de Lie semi-simple posee un invariante fundamen-

tal cuadréatico dado por
(6.3) K=g¢"X,X,,
donde g"¥ es la inversa de la forma de Killing. En efecto,

(K, X\ = g" [Xu, Xa] Xo + 9" X, [X0, X0 =
(6.4)
= —1 Cu)\o ggp guy (Xp X, +Xy Xp) = Ov

dado que las constantes C,,, son totalmente antisimétricas.
HE] rango de un dlgebra de Lie es el méximo ntimero de generadores que conmutan entre sf.

En el caso del grupo SU(2) el rango es 1, de acuerdo a la ec. (6.1).
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Tomando las combinaciones Ji = J; £ 15, las reglas de conmutacién (6.1) se

reducen a

[J37 ']j:] = :l:Jiu
(6.9)
T =2,

mientras que por calculo directo resulta que

J_Jp =32 = J5(Js+1)

(6.10)
JJ == J(J3—1).
Entonces,
J_Jplgm)y ={j(G+1) —m(m+1)}|jm),
(6.11)

JodJ_|jm) ={j(j + 1) —m(m —1)}[jm).
Teniendo en cuenta que (J1)" = Jz, las anteriores igualdades implican que

I Ty 3m) |1P= Gm| J-Jy |jm) = (G —m) (j +m+1) 20,

(6.12)

| -1 m) [[P= (Gm| Jod- [jm) = (j +m) (j —m+1) =0,
de donde
(6.13) (72 =m?) (G + 1) —=m*) > 0.

Esas desigualdades son satisfechas sélo si j2 > m?, es decir, si los autovalores
de J3

(6.14) -7 <m<j.
Por otra parte, de (6.9) resulta que
(6.15) Js (Jxlim)) = Je (Js £ 1) |jm) = (m £ 1)Jx [m) .

Por lo tanto, por aplicacién del operador J, (J_) al vector |jm) resulta un nuevo

autovector de Js con autovalor aumentado (disminuido) en 1:

Jilgmy={(G—m) (G +m+ 1} j(m+1),
(6.16)

J_lim)y ={G+m) (G —m+1)}"*]j(m - 1)),

donde los factores de proporcionalidad han sido fijados de acuerdo con (6.12).
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Pero como m no puede tomar valores superiores a j, debe existir un valor maximo

para el autovalor de J;, —j < M < j, tal que
(6.17) Jo i M) =0,
de modo que

[T lg MY IP= (G —M)(j+M+1)=0
(6.18)
=M =3.

A partir de ese vector, por aplicacién de J_, se puede generar el resto de los

vectores de la base del espacio de la representacion,
(6.19) (J)" |y M) ~|j(M —n)), conn € N.

Pero este espacio es de dimension finita (por tratarse de una representacion
matricial) y, como hemos visto, los autovalores de J; deben ser mayores que —j.

Esto significa que ese proceso debe terminar para algiin entero n > 0, es decir,
(6.20) J_|j (M —n))=0.

Igualando la norma de este vector a cero,

(6.21) =15 (M =n)) |*=(j+M—n)(j —M+n+1)=0,

obtenemos M = j =n — j. Es decir, j =n/2, conn € Z*.

En consecuencia, el espacio de la representacién unitaria irreducible de SU(2)
caracterizada por el semientero j =n/2, conn =0,1,..., estd generado por los
vectores {|jm), m=—j,—j+1,...,5 — 1,4}, siendo su dimensién n+1 = 25 + 1.

Referidos a esa base, los generadores tienen por elementos de matriz a
/|32 jm) = j(G + 1) ot m,
(gm!| J3|jm) = m b m,
(6.22)
G| Sy |jm) = {(G = m) (G +m+ D} G e,

G| J-[jm) = {(G +m) (G —m+ D} G mer.

Por lo dicho anteriormente, vemos que es posible construir representacio-

nes irreducibles del grupo SU(2) de cualquier dimension.
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Para j = 0, la dimension del espacio de representacion es 2741 = 1, las matrices
que representan a los generadores son todas nulas, y se obtiene la representacion

trivial del grupo.

Para j = 1/2, la dimension es 2j + 1 = 2, los generadores estan dados por

3(1 0 11 0 0 1
6.23 J? == I3 =3 , Sy = )
(6.23) 4(01) 32(0—1) ! (00)

es decir,
1 1 1
(6.24) Ji = 501 Jo = 502 Jy = 503

y se obtiene la representacion fundamental del grupo.

Para j = 1, la dimensién es 2j +1 = 3, J* = 213, y los generadores estan dados

por
10 0 0 V2 0
(6.25) Js=00 0 |,J.=|0 0 V2|1,
00 —1 0 0 0

obteniéndose una representaciéon equivalente a la adjunta'’.

En el caso general, J3 = diag(j,7 — 1,...,—j + 1,—j). Entonces, la matriz que

corresponde al elemento —15 € SU(2) se expresa, por ejemplo, como

D(U(2ré3)) = e2TJ5 =

g o

(6.27) — diag (6227rj76227r(j —1) .’62271'(]' — 25+ 1)’ 127 (j — 2]')) _

_ 62271’] Loji1.

En esas condiciones (ver (2.22)), las representaciones unitarias irreducibles de
SU(2) son representaciones ordinarias de SO(3) solo si e'2TJ = 1, es decir,
solo st 3 es un entero: j =0,1,2, ...

Por lo tanto, las representaciones irreducibles del grupo SO(3) son de

dimension impar.

12 efecto,

(6.26) J3=A"1X3A, con A=
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Similarmente a lo que ocurre con el grupo de rotaciones, SO(3), se puede de-
mostrar que dos elementos de SU(2), U(#' n') y U(A#), son conjugados si y sélo
si ' = 0, cualesquiera que sean los vectores unitarios 7, 7/ € R3.

Los caracteres de la representacion irreducible j (caracteres simples),
(6.28) X0(8) = tr {DD (U (07))}

son una propiedad de cada clase de elementos conjugados en el grupo, de modo que

pueden ser calculados tomando 7 en la direccién mas conveniente. Por ejemplo,

YD (6) = tr{ 29J3} etmb _ —150 Zm . otmo

m=—j

(6.29)

o1 2T DI\ sin[(j +1/2)0)
1 _ otb sin[0/2]

Recurriendo a la medida de integracion invariante antes calculada se puede

verificar la ortogonalidad de los vectores de caracteres,

m/d’uw(z) (X(j’)(9)>*x(j)(9) —

S sin[(j' +1/2)0] sin[(j +1/2)0] _
/ 48in”[60/2] df dS2, n2[0/2) =

(6.30) =

llwwéﬁﬂu—ﬁﬂ—m%%HWH=%r

™

7. PRODUCTO DIRECTO DE REPRESENTACIONES. DESCOMPOSICION DE
CLEBSH - GORDAN

Tomando el producto directo de dos representaciones unitarias irreducibles de
SU(2), DY) y DU2) se obtiene una nueva representacién, que puede a su vez

descomponerse como suma directa de representaciones irreducibles,

(7.1) DUR) .= DUV @ Dl2) = @a] ),

donde a; € Z,.
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Por otra parte, los caracteres de la representacion producto directo,

x1®72)(6), son el producto de los caracteres simples YUV () y x\72)(6),

J1

J2
Y1232 (9) = D) (9) ) (9) = Z oimat Z ot _

mi1=—j1 mo=—Jj2
(7.2)
Ji1+j2 J 0 Ji+j2 '
S D 3T SR
Jj=li—j2| m==J J=lg1—j2|

Es decir, a; = 1 para |j; — ja| < j < j1 + ja, ¥y a; = 0 en todo otro caso™.

El espacio de la representacion DU1®72) esta generado por los vectores
(7.4) J1 J2 M1 ma) = [j1 M) ® |j2 ma)

pero los subespacios invariantes correspondientes a las representaciones irreduci-

bles que contiene estan generados por las combinaciones

J1 J2
(7.5) |J1 Jos j m) = Z Z J1 J2 ma ma) (J1 Ja ma maljy jo; j m),

m1=-—j1 me=—7ja

donde los coeficientes de la transformacion, (j; jo my mal|j1 j2; j m), son llamados
coeficientes de Clebsh - Gordan (cuando los distintos vectores estan todos

normalizados a 1 y de modo tal que los coeficientes sean reales).

13Este resultado puede obtenerse reordenando las sumas en (7.2), o bien empleando la ortog-

onalidad de caracteres, ecuacién (6.30),

1

Ty | wsve (X0) X0 0) -

1 (2™ sin[(j 4 1/2)6] sin[(j1 + 1/2)0] sin[(j2 4 1/2)6)]
/0 40 sin[6/2]

1, para [j1 — jo| <j < j1+Jj2

0, para j < |j1 — j2| 07 > j1 + jo
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Referidas a esa base, las matrices de la representacién DV®72) son llevadas a la

forma diagonal en bloques

DUir+i2) 0 .
0 pUitiz=1)
(7.6) DU&s2) 0 0
0 0 0 .. DUin—3il
Notese que
Ji+72
(7.7) > (241 =20+ 1)(242+1).
J=lj1—jz|

Si consideramos elementos cerca de la identidad del grupo,
D®iz) = 11852) 4 4ok JI52) | O(a)2 =
(7.8) = {1(j1) + zakJ,ijl) + O(Q)Q} ® {1(j2) + zakj,ij” + O(a)z} =
— 101 @ 1062) 4 0k {J,gm ©102) £ 100 @ JIEM} +O(a).
Pero también

DU1®d2) — @;:{;127]42' {]_(ﬂ + ZO‘kJ;EJ) 4 O(Q)Q} =
(7.9)
— @t 10 k@R Y 4 O®a)?,

J=lj1—72| J=lj1—j2|“k

de donde resulta que

Jen) _ g0 g q02) 4 160 g JU2) =
(7.10)

_ Jitiz (4)
J=lji—ja|“k >

para k =1,2,3.



Algebras y grupos de Lie

Entonces, aplicado a los vectores de la base (7.5),

JIER) g i m) =
J1+72

- { j’:\jl—jzrflgj )} g1 gos g m) = T |y oy G om) =

00 5102 4 160 g J<j2)} 1 Jo2; J m) =
(7.11) & k

J1 J2
— Z Z (J1 Jo m1 maljr jo; G m)

m1=—j1 me=—ja

X {Jlijl) |j1 m1> & |j2 m2> + |j1 m1> ® J]ijé) |32 m2>} '

En particular,

J§J1®J2) |j1 Joi g m) =

= J9 Gy Gos G om) =mjy jos G m) =

Ji J2
= Z Z (41 72 m1 ma|jr Jo; J M)

(7.12) m1=—j1 ma=—j2

X {J:»Ejl) |71 m1) @ [j2 ma) + |71 M) ® J?Ej2) |72 m2>} =

J1 J2
= Z Z (my +ma) |71 j2 m1 ma) (1 Jo M1 maljr jos 7 M),

mi=-—j1 me=—7j2

33
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y
JUER 1 oi j m) =
D e i = (4 - V2 15 i (1)) —
= J 1 g gom) =[G +m)(G —m+ D]V i gas j (m—1)) =
Ji J2
= Z Z (J1 Ja ma maljy jo; 7 m)
m1=—j1 me=—j2

(7.13) X {ng) 1 ma) ® |ga ma) + [ ) @ TV | m2>} =

J1 J2
— Z Z (41 J2 m1 malj1 jo; J m)

mi1=—j1 ma=—7j2

< { G+ ma) Gy =+ ]2 1 (= 1)) @ [ ma)

+ (o + ma) (Jo — ma + D] 1 m1) @ | (ma — 1))} :

Consideremos el caso j; = 1/2 = jo. De lo anterior sabemos que el producto
directo de esas dos representaciones se descompone en la suma directa de las

representaciones con j = 0, 1, y que los generadores pueden expresarse como
(7.14) JUPE — g0 g1, 41,0 7P = W g J©,

Notemos que

(7.15)  JSEEVD121/2) @ (1/2 1/2) = (% + %) 11/21/2) ®[1/2 1/2),

y que ése es el tnico vector del espacio de la representacion (1/2®1/2) con autovalor
m = 1, por lo que necesariamente
(7.16) 11/21/2;11) =[1/2 1/2) @ |1/2 1/2).

/22172

Por aplicacién de ) sobre ese vector se puede generar el resto de la base

correspondiente a la representacion irreducible j = 1:

JUWRED 179 1/2: 1 1) = [(1+1)(1 = 1+ 1)]Y?[1/2 1/2; 1 0) =
(7.17) (1/2+1/2)(1/2—1/2+ D] [1/2 (1/2 - 1)) ®[1/2 1/2)

+(1/241/2)(1/2=1/2+ 1D)]Y*1/21/2) @ [1/2 (1/2 — 1)),
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es decir
11/21/2;10) =

(7.18) X

= E{\lﬂ —-1/2)®|[1/21/2) +|1/2 1/2) ® [1/2 —1/2)}.
Similarmente,

JY2UD 1179 1/2:10) = [(1+0)(1 — 0+ 1)]V2[1/21/2;1 —1) =

(7.19) )

NG [(1/241/2)(1/2 —1/2+ D]"*11/2 —1/2) ®[1/2 —1/2),
es decir,
(7.20) 11/21/2;1 —1) =[1/2 —1/2) ®[1/2 —1/2).

Ahora bien, el vector que genera el espacio (unidimensional) de la representacién
irreducible 7 = 0 debe ser ortogonal a los anteriores, y corresponder al autovalor

m =0 de Jél/ 201/ 2), por lo que (una vez normalizado) necesariamente es
11/21/2; 00) =

(7.21)

1
= E{H/Q —1/2)®|1/21/2) — [1/21/2) @ |[1/2 —1/2)}.

De las igualdades (7.16), (7.18), (7.20) y (7.21) resulta inmediato determinar los
coeficientes de Clebsh - Gordan:

((1/21/21/21/2]1/21/2;11) =1,

(1/2 12 (£1/2) (F1/2)[1/2 1/2: 1 0) = 1/V2,
(7.22)

(1/21/2 (~1/2) (~1/2)[1/2 1/2 1 (~1)) = 1.

| (1/2 1/2 (F1/2) (£1/2)]1/2 1/2 0 0) = £1/V2,

con los demés coeficientes nulos.

El producto directo de las representaciones j; = 1y jo = 1/2 se descompone en
la suma directa de las representaciones irreducibles j = 3/2,1/2. Sus generadores

pueden expresarse como

(7.23) JOeYD — 0 g1, 11,0 MY = g8 g g0,
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El (tinico) vector correspondiente al maximo autovalor posible de J§1®1/ D om =
3/2, es
(7.24) 111/2;3/23/2) =1 1)®]1/21/2),

)

y a partir de él, aplicacndo reiteradamente el operador Jue/2 , se obtienen los

demés vectores de la base del espacio de la representacién j = 3/2:
111/2;3/21/2) =

1

{\/§|1 N@l1/21/2) + 1 D el1/2 — 1/2>},

S

3
(7.25) 111/2;3/2 —1/2) =

1

v Vaoye /2 —1/2+11 -nye/21/2)},

11/2;3/2 —3/2) =1 —1)®|1/2 —1/2).

Ahora bien, existen en el espacio producto directo dos vectores linealmente in-
dependientes que corresponden al mismo autovalor m = 1/2 de J§1®1/ 2 Una com-
binacién lineal particular de ellos da el vector |1 1/2; 3/2 1/2) de (7.25), mientras
que una combinacién ortogonal a ella debe ser proporcional al vector de maximo

m (= 1/2) de la representacién j = 1/2,

11/2;1/21/2) =
(7.26) 1
-5 {Hoen2y2-vzinen/2 -1/2}.

Por aplicacién de JueL2)

se completa la base,

11/2;1/2 —1/2) =
(7.27)

_ % ooz —1/2 -V -ne/21/2)},

y de (7.24), (7.25), (7.26) y (7.27) se determinan los coeficientes de Clebsh - Gordan

para este producto directo de representaciones.
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8. CLASIFICACION DE LAS ALGEBRAS DE LIE SIMPLES

Un subespacio F del algebra de Lie asociada a un grupo de Lie G, F C G,
constituye una subdlgebra de Lie si [Y],Y;] C F para todo Yy, Y, € F. Esta
subalgebra corresponde a un subgrupo de Lie H C G.

El subgrupo H es invariante si ademéas [X,Y]| C F para todo X € G y para

todo Y € F. En ese caso se dice que el subespacio F es un ideal.

Un algebra de Lie G se dice simple si tiene dimensién dim G > 2 y no contiene
ideales propios (distintos de G y de {0})'.

Un algebra de Lie G se dice semi-simple si es la suma directa de dlgebras de

Lie simples'.

E. Cartan ha dado una clasificacién completa para las algebras de Lie simples

empleando las propiedades de su representacion adjunta.

Definicién 8.1. El rango r < n de un algebra de Lie semi-simple de dimension
n es el maximo nimero de vectores linealmente independientes de ese espacio que

pueden ser seleccionados de modo que conmuten entre si.

Un conjunto de tales vectores generan una subdlgebra abeliana del algebra

de Lie, llamada subalgebra de Cartan,

(8.1) [Hi,H;] =0, parai,j=12...,r.

En esas condiciones, Cartan ha demostrado que siempre es posible seleccionar
un conjunto de n —r combinaciones lineales (en general complejas) de generadores
linealmente independientes de los anteriores, E5, de modo que ellas resulten ser

vectores propios simultdneos de las operaciones de conmutacién con los H;,
(82) [Hi,E@]:O{iE@ 7;:1,2,...,7",

correspondientes a autovalores no todos nulos. Ademas, siempre es posible
elegir los generadores H; de manera tal que los autovalores «a; sean reales.
De ese modo, el conjunto de los r autovalores «; correspondientes al generador

E5 forman un vector de un espacio real r-dimensional, @ € R", llamado raiz

14yun algebra de Lie simple corresponde a un grupo de Lie simple, es decir, un grupo que

no contiene subgrupos de Lie propios invariantes.
15Un algebra de Lie semi-simple corresponde a un grupo de Lie que es producto directo de

grupos de Lie simples. En particular, un grupo de Lie semi-simple no contiene subgrupos de Lie

invariantes abelianos.



38 H. Falomir

correspondiente a E5. Similarmente, de (8.1) podemos decir que los generadores
H,; corresponden a raices nulas.
Cartan ha demostrado que las raices son no degeneradas, a excepcién de la

raiz nula. Ademas, si @ es una raiz, entonces —a@ también lo es.
Por otra parte, de la identidad de Jacobi resulta que
(i, | Ea B5]] = [Ea, [His )] + [[H, Ea] , B5] =
= (o + i) [E@,EB} ,

de modo que pueden presentarse dos situaciones:

= Si (d—i—ﬁ) es una raiz, entonces [Ed,EB} ~ FEg.3. En particular, para
3 = —a el conmutador [Es, E_g) esta contenido en la subélgebra de Cartan.

= Si (@ + B) no es una raiz, entonces [Ea, EB] =0.

Para esta eleccién de generadores, las constantes de estructura satisfacen las

relaciones
CZ]k_Cijd :Czdj 07
Cidg =10 (50—: :

(8.4)

(y—a-8)C. 7" =0.

«,

Se puede mostrar que las tinicas componentes no nulas de la forma de Killing

Son g(—a)a = Ya(-a) Y
(85) Gij = ZO(Z'O{]' = (gz]) = Zd & a'.

Normalizando adecuadamente los generadores podemos ademds fijar gs—a) = 1.
Como el dlgebra de Lie considerada es semi-simple, det (g,,) # 0 = det (g;;) #
0, de donde resulta que las raices & generan el espacio euclideo R" (Eligiendo

convenientemente los generadores H; podriamos hacer también g;; = d;;).
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En esas condiciones, el algebra de Lie semi-simple queda descrita por los con-

mutadores de los generadores de la base estandar de Cartan,

( [Hi,H;] =0, 4,j=12,...,r,

[Hi,E@]:aiE&, ?::1,2,...,T,\V/d,
(8.6)
[E&,E_&] - Oéi HZ V@,

\ [EaaEB]:N&BE&JrB? @+B7é07
donde o/ = ga;, y Ny5 = 0si @+ (3 no es una rafz.

Es posible demostrar que las raices & de un dlgebra de Lie simple pueden
ser obtenidas a partir de un conjunto de r raices simples (linealmente indepen-
dientes) por aplicacién de un grupo de orden finito de transformaciones discretas
llamado grupo de Weyl del algebra.

Por su parte, esas raices simples satisfacen un conjunto de restricciones que hacen
que sOlo puedan tener dos longitudes distintas y formar entre si ciertos angulos
particulares. De acuerdo a esas caracteristicas es posible clasificar las algebras
simples en cuatro series infinitas, correspondientes a los grupos SU(r + 1), con
r > 1, 802r + 1), con r > 2, Sp(2r), con r > 3,y SO(2r), con r > 4,y
en cinco algebras excepcionales no incluidas en las anteriores series, llamadas
Fy, Gy, Eg, E7, Eg, donde el subindice indica el rango. Para mas detalles, ver la

bibliografia sugerida.
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