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NOTAS SOBRE TEORIA DE GRUPOS

1. GENERALIDADES

Un grupo G es un conjunto de elementos sobre los cuales hay definida una ley
de composicién, - : G x G — G, que es asociativa, con neutro e inverso, es decir,
a) f-(g-h)=(f-9)-hVfgheG,
b) Je € G, llamado elemento neutro o identidad, que satisface e - g =
g-e=g,vgeG,
c) Vg € G,3g7! € G, llamado su inversa, que satisface g- g~ ! =g~ g =e.
Evidentemente, si f-g = h-g entonces f = h. En efecto, (f-g)-g7' = f-(g-g7!) =
(h-g)-gt=h-(g-g)=Ff=g
Similarmente, se puede demostrar que el neutro y el inverso de cualquier el-
emento son tnicos. Por ejemplo, si g f = e = g t-(g-f) = (g9 - f=
e-f=g'-e= f=g' En consecuencia, (f-g)~' = g~ f~, puesto que

(f9)- " fHY=Ff(@g")-f=ff'=e

En general, la ley de composicién no es conmutativa: f-g # g - f. Un grupo G

paraelcual f-g=g¢g- f,Vf, g€ G se dice Abeliano.

Ejemplos:
= ¢l grupo aditivo de los enteros respecto de la operacién de suma usual, Z;
= el conjunto de los racionales no nulos, Q\{0}, respecto de la operacién
usual de multiplicacién;
= el conjunto {1, —1} respecto de la operacién de multiplicacién de reales;

= ¢l conjunto de las rotaciones de un cuerpo.
1
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El orden de un grupo es el nimero de elementos que contiene. El orden puede

finito o infinito.

2. GRUPO DE PERMUTACIONES
Consideremos una permutacién de cinco elementos,
(21) {GI,CLQ,ag,a4,a5} - {a27a/3)a/17a’57a4}'

Independientemente de la naturaleza de esos elementos, esta operacion puede ser
representada por el siguiente cuadro de niimeros que indica, sobre cada columna,

la posicién inicial y final de un elemento,

12 3 45 2315 4
31 2 5 4 1 23 45

(o bien, con idéntico significado, por cualquier otro cuadro que difiera de los ante-
riores en una permutacién de sus columnas).

La operacién de composicion de o con otra permutacion

23) S (r234s
5312 4

se define por

, 1 2 3 45 2 3 15 4 2 315 4
(24) o' 0= . = )
53 1 2 4 1 2 345 531 2 4
Esta operacion satisface los axiomas de grupo. En efecto, puede constatarse que

esa operacion es asociativa, que el elemento neutro esta dado por
1 23 45
(2.5) e =
1 23 45
y que, por ejemplo, la inversa de o en (2.2) estd dada por el mismo cuadro de

nimeros con sus filas intercambiadas,

(2.6) I I B
1 2345

Este grupo es no Abeliano, como surge de verificar que o - 0’ # o' - 0.

Generalizando esas definiciones, resulta que el conjunto de las permutaciones

de p elementos se estructura como un grupo (no Abeliano), denotado por Sp.

Consideremos la permutacion 7 € Sg

1 23 45 6 789
(2.7) T = )
4 3 96 1 75 8 2
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Ella puede ser descompuesta en las permutaciones ciclicas independientes

1—-4—-6—-7—5—1,
(2.8) T=4 2—3—-9—2,
8 — 8.

Noétese que cada ciclo involucra a un cierto ntimero de elementos que no aparece
en los demas ciclos.
La permutacion 7 puede ser caracterizada mediante su descomposiciéon en

ciclos, y denotada por
(2.9) T=(14675)(239) (8)=(239)(14675),

dado que los ciclos independientes conmutan entre si, como puede verificarse facil-
mente.

Los ciclos de un elemento pueden ser descartados del cuadro, ya que no tienen
ningin efecto en la permutaciéon. Tampoco importa por cual elemento comienza a

describirse cada ciclo, ya que con el mismo significado tenemos

(2.10) T=(67514)(923).

Un ciclo de dos elementos se llama transposicion simple. Todo ciclo puede

ser descompuesto en un producto de transposiciones simples. Por ejemplo,
(2.11) (14675)=(15)(17)(16) (14).

Una permutacién se dice par o impar de acuerdo a que sea posible descomponerla

en un numero par o impar de transposiciones simples.

También es posible representar una permutacion de p elementos mediante una
matriz cuyos elementos son todos 0 excepto p de ellos iguales a 1, dispuestos de
modo tal que sélo aparezca un 1 por fila y por columna. Por ejemplo, para o € Sg

en (2.2) tenemos

as 01 000 ay ay
as 00100 as as
(2.12) ap |=110000 as | = M(o) | as |,
as 00 0O01 ay ay
ay 00010 as as

donde hemos introducido un producto de elementos a; por 1 o 0 cuyo significado
es, respectivamente, seleccionar o no a dicho elemento.
En esta representacion del grupo Sy, la operacion de composicion se reduce

simplemente al producto usual de matrices, M (¢’ o) = M(c’') M (o).
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Noétese que la traza de M(o), tr M (o), es el nimero de elementos que deja
invariantes la permutacién o, mientras que su determinante, det M (o), es igual a
+1 para permutaciones pares y a -1 para las impares. Por ejemplo, para o en (2.2)
y M(o) en (2.12),

c=(132)(45)=(45)(12)(13),
(2.13)
trM(o) =0, detM(o)=—1.

Ejemplo: La tabla de la operacién de composicién en el grupo Sz = {e,a =
(123),b=(132),a=(23),6=(31),7=(12)} estd dada por el cuadro

e a b o g v

ele a b a [ v

ala b e v a

(2.14) blb e a B v «
ala B v e a b

Bl6B v a b e a

Ylvy a B a b e

Si nos restringimos a las entradas correspondientes al neutro e y a una trans-

posicion simple, digamos 7, tenemos la tabla de S,,

e v
(2.15) ele v
77T €

que coincide formalmente con la tabla del grupo aditivo de los enteros médulo
27 Z27

<+)mod2 ‘ 1
(2.16) 0 |01
1 10

con la identificacion e < 0,y < 1.
Similarmente, las entradas de la tabla de Sz correspondientes a la composicién

de las permutaciones ciclicas de tres elementos,

e a b
b

(2.17) N
b e

>
S
o
S
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no involucran a las transposiciones simples, y coinciden formalmente con la tabla

del grupo aditivo de los enteros médulo 3, Zs,

(F)moas |0 1 2
0 01 2
(2.18)
1 1 20
2 2 01

con la identificacién entre elementos e < 0,a <= 1,b < 2.

Dos grupos entre cuyos elementos existe una correspondencia biunivoca de modo

que sus tablas de composicion resulten idénticas, se dicen isomorfos.

Un subconjunto H C G que contiene a la identidad y a la inversa de cada uno
de sus elementos, y que es cerrado respecto de la operacién de composiciéon en G,
constituye un subgrupo de G.

Todo grupo G tiene dos subgrupos impropios: G y {e}. Todo otro subgrupo
se dice propio.

La interseccién de subgrupos también constituye un subgrupo, como puede ve-

rificarse facilmente.

Ejemplos:
a) Los enteros Z forman un subgrupo del grupo aditivo de los reales R.
b) Las rotaciones sobre un plano forman un subgrupo del grupo de rotaciones
en el espacio.
c) Las rotaciones alrededor de un eje en angulos 0,7/2,7,37/2 forman un

subgrupo del grupo de rotaciones en el plano.

3. HOMOMORFISMO - REPRESENTACIONES

Un homomorfismo es una aplicaciéon entre grupos, ¢ : G — H, que satisface

(3.1) o(g-9")=9¢lg)-0(¢g") € H, Vg, €G.

Dos grupos G y H se dicen isomorfos, lo que se denota por G =~ H, si entre sus
elementos existe una aplicacién biunivoca (uno a uno y sobreyectiva) que preserva
las operaciones de composicién como en (3.1). En ese caso la aplicacién ¢ : G — H
constituye un isomorfismo.

Independientemente de la naturaleza de cada grupo, una vez identificados sus
elementos mediante el isomorfismo ¢, grupos isomorfos presentan la misma tabla

de composicién.
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El isomorfismo establece una relacion de equivalencia entre grupos. En efecto, es
evidente que G = G;quesiGr~ H=H~G;yquesiGr FyF~H=G~H.

Esto permite definir clases de equivalencia, donde dos grupos estan en la
misma clase si son isomorfos entre si. Todos los grupos dentro de una clase pre-
sentan la misma tabla de composicion, la que entonces caracteriza a la clase de
equivalencia o grupo abstracto.

Los diversos grupos pertenecientes a una misma clase constituyen distintas re-
alizaciones de ese grupo abstracto (cuyos elementos no estén especificados). Cada
clase de equivalencia puede ser identificada por uno cualquiera de los grupos que

contiene.

Ejemplos: Existe un tinico grupo abstracto de orden 2, denominado Z, y carac-
terizado por la tabla en (2.16). Distintas realizaciones de ese grupo son Zs, Sa, el

grupo {+1, —1} respecto del producto de reales, o el grupo

)00

respecto del producto usual de matrices.

Similarmente, existe un unico grupo abstracto de orden 3, denominado Zs y
caracterizado por la tabla en (2.18). Distintas realizaciones de este grupo son el
propio Zs o el subgrupo de Sz correspondiente a las permutaciones ciclicas de tres
elementos, {e,a,b}, cuya tabla estd dada en (2.17).

Para 6rdenes mayores de 3 es posible construir varias tablas que satisfacen los

axiomas de grupo.

Un homomorfismo de un grupo G sobre un grupo de operadores lineales H
(definidos sobre cierto espacio lineal E) constituye una representacién lineal de

G. Cuando esta aplicacion es un isomorfismo, la representacion se dice fiel.

Si el espacio de la representacion E es de dimension finita, H es un grupo
de matrices (cuando los operadores son referidos a cierta base de E). En ese caso
se tiene una representacion matricial de GG, donde la operacién de composicion

en el grupo H se reduce al producto usual de matrices.

Ejemplo: La asignacién de una matriz M (o) a cada permutacién o, como en
(2.12), constituye una representacién matricial fiel del grupo Sy, llamada repre-

sentacion regular,

(3.3) ¢:8p = {M(co)|oeSy}.
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Por ejemplo, para el grupo Sz tenemos

1 0 0 01 0 0 0 1
M(e) = 1 0|, M@=|(00 1], Mb=]10 0],
01 1 0 010
(3.4)
1 0 0 1 01 0
M) =00 1|, M@=|01 0|, MH)=|10 0
0 0 1 00 0 0 1

Todo grupo tiene una representacién trivial, en la cual todo elemento es
representado por el operador identidad. La minima dimension posible para el es-
pacio de esta representacién es dimE = 1, en cuyo caso tenemos ¢ : G — {1}.

Esta representacién no es fiel (excepto para el grupo trivial Z; = {e}).

Para los grupos de permutaciones S, existe una segunda representacién unidi-
mensional, llamada representacion alternada, en la que cada permutacién o es
representada por (la matriz de 1 x 1) 41 6 —1, de acuerdo a que o sea par 6 impar
respectivamente.

Esta representacion tampoco es fiel, excepto para Ss. Por ejemplo, para Sz

tenemos g(e) = ¢(a) = 6(b) = +1 y 6(a) = 6(8) = ¢(7) = —1

Ejemplo: Las rotaciones en un plano forman un grupo (subgrupo del grupo de las
rotaciones en el espacio R?). Ellas pueden ser representadas como matrices de 2 x 2
que acttian sobre vectores reales del mismo plano R? (espacio de la representacion).
La rotacién en un angulo ¢ € [0, 27) alrededor del origen, R(yp), corresponde a la

accion de la matriz

(35) ¢mw»=M@:C@@)_mwv.
sin(p)  cos(p)

Se trata de una representacién fiel, puesto que la relacién entre R(p) y D(p) es

biunivoca, satisfaciendo que

(3.6) ¢ (R(p1) - R(p2)) = ¢ (R ([p1 + P2)mod2r)) = ¢ (R(¢1)) - ¢ (R(p2))

como se comprueba facilmente del calculo del producto de matrices

(3.7) D(1) D(p2) = D ([p1 + $almod2r) -
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Por otra parte, todas las matrices D(¢) en (3.5) pueden ser simultdneamente

diagonalizadas, para llevarlas a la forma

(3.8) D(y) — (6w ) )

0 e %

Evidentemente, el conjunto de los bloques diagonales (de 1 x 1) constituye una

representacion unidimensional fiel del grupo de rotaciones en el plano,
(3.9) R(p) < Di(p) := e,

que actia sobre un espacio de representacion complejo unidimensional, y en la
cual la operacion del grupo se reduce al producto usual de complejos.

Pueden construirse otras representaciones unidimensionales no fieles de este
grupo mediante la asignacion R(p) — D,,(p) = €™ con m € Z y m # +1.
En efecto, D, (%) = e =1=D,,(0), con 2 # 0 mod 27.

m

4. SUBGRUPOS

Recordemos que un subconjunto H C G es un subgrupo de G si

= ¢l elemento identidad e € H,
nsihec H=h'cH,
= Y hy,hy € H, se tiene que hy - hy € H.
Con esas propiedades, H se estructura como un grupo respecto de la misma ley

de composicién del grupo G. En efecto, H es cerrado respecto de una ley de

composicién asociativa, con neutro e inverso.

Teorema 4.1. El subconjunto H C G es un subgrupo del grupo G si y solo si
Va,b€ H resulta que a-b~' € H.

Demostracion: Por una parte, resulta evidente que si H es un subgrupo de G,
entonces a-b~' € H,Va,be H.

Supongamos ahora que Va,b € H resulta que a-b~! € H. Entonces,

» Como H noesvacio,sia € H=a-a'!=cc H.
» Ademds,sie,a€ H=¢-a'=a""'¢cH.
» Finalmente, sia,b € H=a,b' € H=a-(b")'=a-be H.

Por lo tanto, H es un subgrupo de G. O

El ntcleo (o kernel) de un homomorfismo ¢ : G — H, denotado por ¢~ (ey),

es el conjunto de los elementos de G que tienen por imagen al elemento neutro en
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H

Y

(4.1) ¢g) =em, Vg € ¢~ (en).

El nicleo de un homomorfismo ¢ : G — H es un subgrupo de G. En efecto,
sia,b € 97 (en) = dla) = en y o(07') = 6(0)7" = e = en = Pla-7") =
d(a)-p(b~') = ey - ey = ey. Por lo tanto, a-b~' € ¢~ '(ey) que, en consecuencia,

es un subgrupo.

Sea H un subgrupo propio del grupo G, y sea a; ¢ H. Consideremos el subcon-
junto de G formado por los elementos de la forma a; - h, con h € H, que denotamos
por a,-H. SiJay & HUay-H, formamos el subconjunto as-H = {as-h, con h € H},
y asi siguiendo hasta agotar los elementos del grupo.

El subgrupo H puede denotarse como e - H.

Los subconjuntos de G asi construidos, llamados cosets izquierdos! del sub-
grupo H, son disjuntos. En efecto, si dos de ellos tuvieran un elemento en comun,
a;-hi = ag-hy, con hy, hy € H. Entonces, ap = (a;-hy)-hy ' = a;-(hi-hy') = a;-hs,
donde hs = hy-hy' € H = a; € a;- H, lo que (por construccién) no puede ocurrir
si ay, # a;. Por lo tanto, a; - H Nay - H = () para k # 1.

Por otra parte, los cosets a - H son independientes del elemento a =a-e € a- H
que se emplea en su construccion. En efecto, supongamos que b € a-H = b= a-h,
para algtin h € H. Pero entonces, a = b-h™ € b- H. Sea ahorac=a-h, € a-H =
c=0b-h7t-hy €b-H. En esas condiciones, a - H C b- H. Se prueba de manera

similar que b- H C a - H. En consecuencia, a - H =b- H.

En esas condiciones, el conjunto G puede expresarse como la unién de los con-

juntos disjuntos correspondientes a los cosets izquierdos de H,
(4.2) G=Jau H.
k

En particular, si G es de orden finito, #G = n, también lo es H C G, y los
cosets tienen todos el mismo nimero de elementos que H, #H = m. Como los
cosets son disjuntos, los hay en un nimero finito k£ tal que n = m#k. Con esto

queda establecido el siguiente teorema.

Teorema 4.2. (de Lagrange) FEl orden de un subgrupo H de un grupo de orden

finito G es un divisor del orden de G,

(4.3) #—G:keN.

#H

IDe manera similar se definen los cosets derechos de H.
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Una consecuencia inmediata de este teorema es que un grupo de orden primo

solo tiene subgrupos impropios.

Sea GG un grupo de orden finito, y sea a € G uno de sus elementos. Consideremos

el conjunto de elementos de G de la forma e,a,a®> = a-a,...,a*' =a-d*, .. ..

¥ no pueden ser todos distintos. Supongamos que

Como #G < 00, los elementos a
aP = al, con p > q; entonces a?~? = e. Sea n el menor nimero natural para el cual
a™ = e. En ese caso, el elemento a se dice de orden n.

En esa condiciones, el conjunto {e,a,a?, ...,a" '} forma un grupo llamado

grupo ciclico de orden n, que es isomorfo a Z,. En efecto, a* - a! = a**Hlmoan.

Teorema 4.3. (de Cayley) Todo grupo de orden n es isomorfo a un subgrupo

reqular de Sy,.

Demostracion: Consideremos la tabla de la ley de composicion en un grupo G

de orden n,
aq a9 Qg Ay,
aq aq a9 Qg Qyp,
Qo | Q21 QA9 -Q2 ... QA9+ A ... Q2-°Qp
(4.4)
a; a-ap ap-ax ... a;-ag ... a; - an
Qp |Ap A1 Ap A2 ... Qp- A ... Q- Qp

donde a; = e.

Primero senalemos que los elementos no se repiten en la filas ni en las columnas
de esa tabla. En efecto, si, por ejemplo, un elemento se repitiera en la i-ésima fila,
a; - ap = a; - a; = a, = a;, 1o que no puede ser dado que los elementos de G tienen
una unica entrada en la tabla para la multiplicacion a derecha.

En consecuencia, la [-ésima fila (que corresponde a la multiplicacién a izquierda

por a;, y en la que aparecen los n elementos del grupo) se obtiene de la primera
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mediante una permutacién regular (es decir, una permutacién que no deja in-

variante ningin elemento):

1 2 k n
(b(al)—Wl_(m(l) m(2) ... m(k) ... m(n)>_

(45) ( W) ) m (1) )
m(m (1) m(m (2)) - m(m (k) m(m(n))
() @) m k) m ' (n)
1 2 .k n )’
donde m; : {1,2,...,n} < {1,2,...,n} es una aplicacién biunivoca que no tiene

puntos fijos.

Esta correspondencia es uno a uno, puesto que si ¢(q;) = m = 7, = ¢(ag),
entonces las filas [-ésima y k-ésima son idénticas = a; = ay.

Dada la asociatividad del producto, la fila correspondiente al elemento ay - a; se
obtiene de multiplicar a izquierda por ay los elementos en la fila a; - a4, ..., qa; - a,.
Para poder describir esta operacién en términos de la permutacion 7, esa [-ésima

fila debe ser primero llevada al orden correspondiente a la primera fila, a4, ..., a,:

¢(ax) - plar) =
:<1 2 ... n><mm)mw)m mwv:
(4.6) (1) m(2) ... m(n) 1 2 . n

:< 1 > o >:aaﬂ)
me(m(1)) m(m(2)) ... m(m(n)) K ay) .

Por lo tanto, ¢ : G <> {my,...,m,} es un isomorfismo. El rango de este isomor-
fismo es un subgrupo regular de S,, (cuyos elemento son permutaciones que no

dejan posiciones invariantes, a excepcion del elemento identidad ). [

Siendo S, un grupo de orden finito, resulta que el nimero de subgrupos que
contiene es necesariamente finito. Esto implica que hay sélo un ntmero finito de

grupos de orden n € N que no son isomorfos entre si.

5. CLASES DE ELEMENTOS CONJUGADOS

Dos elementos a,b € G se dicen conjugados si existe un tercer elemento g € GG

talquea=g-b-g L.
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Esta definicién establece una relacién de equivalencia. En efecto,

a) todo elemento es conjugado de sf mismo: a =e-a-e™';

b) si a es conjugado de b, entonces b es conjugado de a:a=g-b-g ' = b=
g tra-(g7h)7h
c) si a es conjugado de b, y b lo es de ¢, entonces el primero es conjugado del
tltimo: a=g-b-g7', b=h-c-h™'=a=(g-h)-c-(g-h)""
Mediante esta relacién pueden organizarse los elementos del grupo G en clases

de equivalencia, llamadas clases de elementos conjugados.

Algunas consecuencias:

» El elemento neutro forma una clase por si solo:sia=¢-e-¢g ' =a=e.

= Si G es un grupo Abeliano, cada elemento forma una clase por si mismo:
a=¢qg-b-gt=b-g-gt=0.

= Todos los elementos de una clase son del mismo orden: Supongamos que b

esdeordenny quea=g-b-¢g ' entonces a” = g-b"-g ' =g-e-gt =e.

Ejemplo: Para determinar las clases de elementos conjugados del grupo S,, con-

sideremos dos permutaciones

1 1 ... n 1 1 ... n
(5.1) o= , T = :
<J(1) o(2) ... 0(n)> (7’(1) T(2) ... T(n)>

La inversa de 7 esta dada por
5.2 1 <T<1) 72) ... T(n)> |

de modo que

Este resultado corresponde a realizar la misma permutaciéon de elementos que o,

pero a partir de un ordenamiento distinto, dado por 7(1) 7(2) ... 7(n). Esto puede
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verse facilmente si se considera, por ejemplo, una transposicion simple, o = (1 2);

€Nl ese caso,

1) @) 1) T<">):<r<1> (@).

7(2) 7(1) 7(3) ... 7(n)

(5.4) roo-7 = (

~1 se descomponen en

En el caso general, se puede comprobar que oy 7-0 - T
ciclos de la misma longitud, si bien los elementos involucrados por ellos en uno y
otro caso son, en general, diferentes.

Reciprocamente, se puede mostrar que dos permutaciones que presentan la mis-
ma estructura en ciclos son conjugadas una de la otra.

De ese modo, la descomposicion en ciclos permite caracterizar las clases de

elementos conjugados en el grupo S,. Por ejemplo,

(5.5) Sy { e=1)0@) } = 2 clases,

v=(12)

e=(1)(2)3)
(5.6) Ss: a=(123), b=(132) = 3 clases,
Q:(23)7ﬁ:(31)77_(12)
(12), (13),
(5.7) Sa: (12)(34), (13)(24), ... p = 5 clases
(123), (124), .
| (1234), (1324), ,

(donde hemos omitido los ciclos de longitud uno).
También se ve que el nimero de clases de S, es igual al niimero de particiones

de n. Por ejemplo, para Sy

= 14+141+41,
= 24141,
242,

= 341,

= 4.

(5.8)

N N N NS
I
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Esto permite representar graficamente las clases mediante diagramas de Young,
en los que cada ciclo es representado por un nimero de cuadros contiguos, dis-

puestos horizontalmente, igual a su longitud.

g ad
)= . {02E@. ..}~ 0
O
O
(5.9)
] 00O
(1234, )= . {023, p -

{(1234), ...} - OOOO

También podemos calcular el nimero de permutaciones en cada clase consideran-
do las posibles disposiciones de los cuatro elementos en los cuadros del correspon-
diente diagrama, teniendo en cuenta que disposiciones que difieren en una per-
mutacion ciclica de los elementos de un ciclo, o en el intercambio de los elementos

de dos ciclos de la misma longitud, corresponden a la misma permutacion:

0
0 A1 - 4!
= _ =1 = =
#| 5 an- b #1 0 oxal O
0
0
(5.10)
L(O0) 4, (000
oo ) 22x20 7 0 37
Al
#(DDDD)zZ:&

cuya suma corresponde al orden del grupo, #G = 4!.

La generalizaciéon al caso de S, es inmediata: si en un diagrama se tienen rq

ciclos de longitud 1, ry ciclos de longitud 2, etc, el orden de la clase es

n!

(5.11) #(...)

I X2 X e X X)L
6. SUBGRUPOS INVARIANTES

Se llama subgrupo conjugado de un subgrupo H C G a aquel subgrupo de

GG cuyos elementos se obtienen de los de H por conjugaciéon con un elemento fijo
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gedG,
(6.1) H=g-H-g'={WNeG|WN=g-h-g* conhec H}.

Este conjunto constituye efectivamente un subgrupo: sean hf, hl, € H', entonces
Mio=g-hia-g7' = hi-(hy)™' =g-hi-(he)™'-g~" € H', dado que hy-(hy)™' € H.

Un subgrupo se dice invariante si contiene a todos sus subgrupos conjugados,
g-H-go'CH VgeQaG.

Si H es invariante, entonces contiene a sus elementos en clases completas: h €
H=g-h-gleH Vged.

Ejemplos:

» Los subgrupos impropios {e} y G, asi como la interseccién de subgrupos
invariantes, son invariantes.

= Todo subgrupo de un grupo Abeliano es invariante.

» El nticleo ¢~ *(eg) de un homomorfismo ¢ : G — H es un subgrupo inva-
riante. En efecto, supongamos que a € ¢~ '(eg) = ¢(a) = ey. Entonces,
Vg € G tenemos que ¢(g-a-g~1) = 6(g) - 6(a)-0(g™1) = 6(g) - enr6(g) "} =
er. En consecuencia, el subgrupo ¢~!(ey) (ver Sec. 4) contiene a sus ele-
mentos en clases completas.

» El conjunto de las matrices regulares (con inversa) de n x n forman el
grupo lineal GL(n) (respecto del producto usual de matrices). El conjun-
to de las matrices de n X n con determinante igual a 1 constituye el sub-
grupo especial lineal SL(n), que es invariante. En efecto, si M € SL(n),
det(N M N71) = detN detM (detN)~! =1, VN € GL(n).

Si H es un subgrupo invariante de GG, entonces sus cosets izquierdos coinciden
con los cosets derechos. En efecto, sea a- H = {a-h|h € H}, entonces a - h =
(@a-h-at)y-a=h-a€ H-a, Vh € H, puesto que ' = a-h-a ' € H. En
consecuencia, a - H C H - a. De manera similar se demuestra que H -a C a - H.

Por lo tanto, si H es invariante = a-H = H -a, Va € G.

Un grupo se dice simple si no contiene subgrupos propios invariantes.
Un grupo se dice semi-simple si no contiene subgrupos propios Abelianos in-

variantes.

Ejemplo: los tnicos grupos Abelianos simples son los grupos ciclicos de orden

primo, que no tienen subgrupos propios.
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7. EL GRUPO COCIENTE

Sea H un subgrupo invariante de GG. Podemos descomponer a GG en cosets izquier-
dos de H, de modo que G =e-HUay-HUay-H ... donde a, & H, Vk.
Consideremos dos elementos cualesquiera a; - hy € a; - H y ay - ho € a, - H. Su

composicion es
(7.1) (a; - h) - (ay - ho) = (a; - ag) - (ag' - hy - ag) - hy € (a; - ag) - H,

puesto que (a.' - hy - ay) € H, Vhy, hy € H.

Entonces resulta natural definir una operacién entre cosets de modo que
(7.2) (a; - H)-(ar-H)=(a;-ay) - H.

Puesto que ella se basa en la composicion en G, esta operacion es asociativa. Existe
un elemento neutro que corresponde a H = e - H, y todo coset a; - H tiene un

inverso correspondiente al coset que contiene al elemento a;l, a,;l -H
(a-H)-(e-H) = (a-¢)- H = (a- H),
(7.3)
(a-H)-(a' - H)y=(a-a')-H=(e-H).
Asi estructurado, el conjunto de cosets del subgrupo invariante H conforma un

grupo llamado grupo cociente, y denotado por G/H.

Es posible establecer un homomorfismo ¢ : G — G/ H, cuyo niicleo es ¢! (eg/m) =
H. En efecto, sea ¢ una aplicacién que asigne a cada elemento de G el coset que

lo contiene,
(7.4) S(h):=—e-H, dla-h):=a-H,Vhe H, Vag H.
Entonces,
¢(ai-h1) - dlar - ha) = (a; - H) - (ar - H) = (a; - ax) - H =
(7.5)
= ¢((ai - ar) - hs) = ¢((a; - h1) - (ax - ha))

donde h3 = a,;l -hy - ag-hy € H. Entonces ¢ es un homomorfismo de ntcleo H.

Teorema 7.1. Sea ¢ : G — G' un homomorfismo sobreyectivo y de nicleo
¢~ Y(e') = H C G. Entonces, H es un subgrupo invariante de G, vy el grupo cociente
G/H es isomorfo a G'.

Demostracién: Ya sabemos que el nicleo de un homomorfismo es un subgrupo

invariante, respecto del cual podemos construir el grupo cociente G/H.
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Definamos ahora una aplicacion ¢ : G/H — G’ de modo que
¢(a - H) = ¢(a). Dado que dos elementos en a - H difieren en la composicién
con un elemento de H, esta asignacion es independiente del elemento empleado
para caracterizar el coset: ¢(a-h) = ¢(a) - ¢(h) = ¢(a) - ¢/ = ¢(a), Vh € H.

Entonces,

o((a-H)-(b-H))=0((a-b)- H) = d(a-b) =
(7.6)

= o(a) - ¢(b) = d(a- H) - p(b- H).

Por lo tanto, ¢ : G/H — G’ es un homomorfismo.

Como el rango de ¢(g) es todo G, V¢ € G' Ig € G tal que ¢(g-H) = ¢(g9) = ¢'.
Por lo tanto, ¢ : G/H — G’ también es sobreyectivo.

Finalmente, si ¢(a- H) = ¢(b- H) = ¢(a) - (b))~ = ¢(a-b~') = €. Entonces,
a-b'e€ H=a=h-be€ H-b=>b-H, por ser H invariante. Pero entonces
a-H=10-H,y el homomorfismo es uno a uno (es decir, es un isomorfismo).

Por lo tanto, G/H ~ G'. O

8. PRODUCTO DIRECTO DE GRUPOS

A partir de dos grupos G; y G5 es posible construir un tercer grupo G = G x G,
llamado producto directo, de la siguiente manera.
Sean ay,by,c1,--- € Gy y ag, by, o, -+ € Gy. El grupo G; x G5 es el conjunto de

los pares ordenados (g1, go) estructurado con la ley de composicién
(81) <CL1, CL2> . <b1, b2> = <CL1 + Ag, b1 . b2> .

Puede verificarse que esta ley es asociativa, tiene por elemento neutro al par (eq, es),
y el inverso de (g1, g2) es el par (g;*, g5 ).
Si G vy G son de orden finito, #G = #G1 #Gs.

Los elementos de la forma (eq, go) forman un subgrupo invariante C/J\; de G1 X G,
isomorfo a (5. Similarmente, los pares de la forma (g1, e;) forman un subgrupo
invariante évl de G x (G5, isomorfo a (G;. Evidentemente, elementos de esos sub-

grupos conmutan entre si,

(8.2) (e1,92) - (91, €2) = (g1, 92) = (g1, €2) - {e1, 92),

y todo elemento de GGy X G puede escribirse en la forma de un producto como en
(8.2).
Puede verificarse facilmente que G/@; ~ (GG, y que G/a/l ~ (.
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Reciprocamente, si un grupo G tiene dos subgrupos invariantes G; y G tales

que

Glﬂng{e},
(8.3)
g1 92=92-91, Vg1 € G1,92 € G2,

y si todo elemento g € G tiene una descomposicién (tinica?) como un producto de
la forma g = g1 - g2, con g1 € Gy, g2 € G, entonces G = G X Gy. También en este
caso G/Gy = Gy G/Gy = Gj.

9. AUTOMORFISMO - CENTRO DE UN GRUPO

Un automorfismo es un isomorfismo de un grupo en si mismo, ¢ : G < G. El
conjunto de todos los automorfismos forma un grupo respecto de la composicion

usual de aplicaciones. Su elemento neutro es la aplicacion identidad.
Ejemplo: Para el grupo ciclico {e, a,a?}, la aplicacién

(9.1) #le) = e, d(a) =a*, ¢(a’) =a,

es un automorfismo.

Un endomorfismo es un automorfismo definido mediante la conjugacién por

un elemento fijo del grupo,
(9.2) Ga:G =G| g9g)=a-g-at, VgeG.

El conjunto de los endomorfismos sobre GG forma un subgrupo del grupo de los

automorfismos, que resulta ser homomorfo al propio grupo G. En efecto,

(60 0 D) (9) = bu (D0(9)) = ¢u (b-g-b71) =
(9:3) — ¢u(b) - Balg) - Ga(b) =a-b-g-bt-at =

=(a-b)-g-(a-b)"'=¢u(9), Ygeq.

Por lo tanto ¢, o ¢p = ¢up, v la aplicacion a — ¢, es un homomorfismo. En

particular, e — ¢,, la identidad en el grupo de automorfismos.

2En efecto, si un elemento de G puede expresarse como g = gi - g2, y también como g = g - g5,
donde g1,4} € Gy ¥ ga2,95 € Go, entonces (¢;)~" - g1 = g5 - g5+ = e, de donde resulta que la

descomposicién es tnica.
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El nticleo de este homomorfismo esta constituido por los elementos de G para

los cuales a — ¢, = ¢., es decir, tales que

(9.4) ba(g)=a-g-a ' =¢(9g)=9g=a-g=g-a, Vgeq.

Esto corresponde al centro del grupo G, es decir, al conjunto C' de aquellos ele-
mentos que conmutan con todo otro elemento de G.
Por ser el nticleo de un homomorfismo, C' es un subgrupo invariante de G, y

entonces el grupo de endomorfismos es isomorfo a G/C' (ver Teorema 7.1).

10. ESPACIOS CLASICOS

En lo que sigue estaremos interesados en representaciones matriciales de gru-
pos, es decir, en homomorfismos con grupos de operadores lineales definidos sobre

espacios de dimensién finita.

En un espacio euclideo de dimensién n, E, generado por la base {e1, e, ..., €.},

los vectores tienen desarrollos de la forma

(10.1) x:Zxkek, y:Zykek,
k=1 k=1

y el producto escalar (hermitico y positivo definido) puede escribirse como

(10.2) (z,y) = Z xy, (ex e) Yo = Z Ty, Gl Yi

k=1 k=1
donde gy = (ex, €1) = g}y,
En esas condiciones, la métrica del espacio g = (g;) define una forma cua-

drdtica, hermitica y positiva definida, sobre C",

(10.3) Tgy = (v,y) = (¥'97)",

donde 7,7 € C" tienen por componentes a los coeficientes de Fourier en (10.1).
Como la métrica es una matriz autoadjunta, g' = g, ella puede ser diagonalizada

para llevarla a la forma diag(\i, Ag,..., \,), con los Ay > 0. Un cambio adecuado

en las escalas de los vectores de la base permite reducirla a la matriz identidad,

g = 1, (lo que corresponde a adoptar una base ortonormal para E).

En el caso de espacios euclideos reales, la métrica g define una forma bilineal,

sitmétrica y positiva definida sobre R”,
(10.4) Ty =(2,9) =797,

donde 7,7 € R", y ¢' = g.
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Ahora bien, en la Fisica también tienen aplicacion espacios lineales mas generales
que los espacios euclideos. Por ejemplo, el espacio de Minkowsky My, que es un es-

pacio real con métrica simétrica pero no positiva definida, g = diag(+1, —1, —1, —1).

Un espacio E con un producto interior hermitico que no es positivo definido es
llamado pseudo-euclideo. También en este caso puede elegirse una base para E
formada por vectores unitarios ortogonales, {ej, es,...,e,} con (eg, ) = 0, para

k # 1. Pero como la norma no es positiva definida se tiene que

(10.5) (ex,e1) = (e ex)” = g = { T 1Sk <p,
=k, p+1<k<p+qg=n,
donde el par de enteros (p, ¢), cuya suma es la dimensién de E, es la signatura del
espacio. Esta signatura es una propiedad del espacio, y no depende de la eleccion
de un sistema ortonormal en E.
La métrica de los espacios pseudo-euclideos, dada por la matriz autoadjunta

g = (gn) = g' = g1, define una forma hermitica sobre C", que no es positiva
definida:
(10.6) 7’9y = (z,y) = (7'97) .
En estos espacios existen vectores no nulos que tienen norma nula.
En espacios pseudo-euclideos reales de dimensién n, la métrica g = ¢* es una

matriz real y simétrica que define una forma cuadrdtica bilineal simétrica,

no positiva definida, sobre R",
(10.7) Tgy = (v,y) =79gT.

Si en un espacio lineal (real o complejo) se tiene un producto interior bilineal

y antistmélrico,

(10.8) (az,by) =ab(z,y), (v,y)=—(y,7),

se esta en presencia de un espacio simpléctico.
Se puede mostrar (ver mas adelante) que estos espacios tienen dimensién par,
y que en ellos siempre puede seleccionarse un sistema completo de vectores uni-

tarios de la forma {ey, es, ..., €, f1, fo, -, fu}, los que satisfacen

(ex,er) =0=(fr, fi),
(exs fi) = 0 = —(f1,ex),

para k,l =1,2,...,n. Desarrollando los vectores respecto de esa base tenemos

(10.9)

(10.10) (z,y) =T'gy=-7'yT,
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donde la métrica

0 1
10.11 L
(10.11) g (_1n 0 ) 9

define una forma bilineal antisimétrica sobre R" 6 C", segun el caso.

Todo vector de un espacio simpléctico tiene norma nula,

(10.12) TgT=-T'gT=0.

11. OPERADORES ISOMETRICOS

Un operador lineal que conserva los productos interiores en un espacio clasico

E,
(11.1) (Az,Ay) = (z,y), Va,y € E,

se dice isométrico.
Un operador isométrico es llamado unitario, pseudo-unitario o simpléctico
seguiin que el espacio sea euclideo, pseudo-euclideo o simpléctico respectivamente.

De la definicién del operador adjunto tenemos que
(11.2) (Az, Ay) = (ATAx,y) , Ve,ye E,

de donde resulta que AT = A~! (en dimensién finita, el inverso a izquierda es

también el inverso a derecha).

El conjunto de los operadores isométricos (o isometrias) sobre un espacio E
forma un grupo respecto de la composicién usual de operadores. En efecto, tenemos
que

= ¢l operador identidad es una isometria,
= cada isometria tiene una inversa dada por su adjunto, que es también

isométrico:
(11.3) (AJr z, AT y) = (AAJr z, AAT y) =(z,y), Vo,y € E,
» si Ay B son isométricos, entonces AB es también una isometria:

((AB)z,(AB)y) = (A(Bz), A(By)) =
(11.4)
= (Bwz,By) = (z,y), Vz,y € E.
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Referido a una base de E, el operador A esta descrito por una matriz A = (Ag).

Si la métrica es hermitica, tenemos

(Az, Ay) = (Ariz:)" gu (Aij ;) =
(11.5)
=7t Atg Ay =79y, VT,7€C* (6R") = ATgA =g,

En consecuencia, las isometrias preservan la métrica del espacio. En términos de
la matriz adjunta, la inversa estd dada por 47! = g~ A g.

De esa relacion se deduce inmediatamente que
(11.6) det (AT g A) = det AT det g det A =det g # 0 = |det A* =1,
es decir, det A = €% si el espacio es complejo, o det A = +1 si el espacio es real.

Si la métrica es bilineal y antisimétrica,

(Az, Ay) = (Ari i) gu (Aij y5) =
(11.7)
=T AgAy=T"gy, VT,y € C" (6 R") = AlgA=g.

También en los espacios simplécticos las isometrias preservan la métrica. La matriz
inversa estd dada por A7 = g1 Al g.

Ademas
(11.8) det (A" g A) = (det A)? det g = det g # 0 = (det A)* =1,
pero en este caso se puede mostrar que det A = 1.

En particular, el operador correspondiente a la matriz M = ¢~ !¢’ es una

isometria en los espacios simplécticos. En efecto,

(11.9) MgM=g(g") 997 d" =3
Esta matriz es también unimodular,

(11.10) det M = det (g7 '¢") = (det g) 'detg=1.

Pero como la métrica es antisimétrica, M = g l¢! = —g7lg = —1gmg =
det M = (—1)3mE En consecuencia, la dimensién de los espacios simplécticos es

necesariamente par.
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12. PRINCIPALES GRUPOS DE MATRICES

Ya hemos mencionado anteriormente al grupo general lineal GL(n,R 6 C),
formado por las matrices (reales o complejas) regulares de n X n, y a su subgrupo
especial lineal SL(n,R 6 C), de matrices unimodulares.

De acuerdo a los resultados de la seccién anterior, podemos introducir distintos

grupos de isometrias.

En un espacio euclideo complejo de dimensién n y métrica g = 1,,, las matrices
unitarias®, UTU = 1,, forman el grupo U(n). Si U € U(n) = |det U| = 1.
Este grupo contiene un subgrupo (invariante) unimodular SU(n), formado por

las matrices unitarias de determinante igual a 1.

En un espacio euclideo real de dimensién n, el conjunto de las matrices ortogo-
nales de n x n, R'R = 1, conforman el grupo O(n). Si R € O(n) = det R = +1.
Este grupo contiene un subgrupo (invariante) SO(n), formado por las matrices

ortogonales de determinante igual a 1.

En el caso de espacios pseudo-euclideos con métrica

1, 0
(12.2) g—< ; _1q),

el grupo de isometrias corresponde al de las matrices pseudo-unitarias U(p, q) o

pseudo-ortogonales O(p, ¢), segun sea el espacio complejo o real,

UlgU = g = |detU| =1,

(12.3)
R'gR=g=detR = +1.

Esos grupos contienen subgrupos unimodulares invariantes, denotados por SU(p, q)

y SO(p, q) respectivamente.

Finalmente, en un espacio simpléctico de dimension 2n con métrica

0 1,
(12.4) g=<_1n 0>,

3La aplicacién exponencial de una matriz M se define por la serie

oo

M __
(12.1) M= §0 T
n=

que converge en el sentido de la norma de los operadores.

. . . ; e ; _iat
Si A = A' es una matriz autoadjunta, entonces e*4 es unitaria. En efecto, (eZA)T =4

A\ —1
(ez ) .
Similarmente, si K = —K! es antisimétrica, entonces e

e K = (eK)fl.

. t
K es una matriz ortogonal: (eK) =
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el grupo de isometrias corresponde al grupo de matrices simplécticas Sp(2n,R 6 C),

M'g M = g, las que (como se dijo) tienen determinante det M = 1.
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