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1. Espacios L,

El conjunto de funciones

(1) Ly(a) = { (0 /\90 )P < oo

para p > 1, constituye un espacio normado (de Banach) respecto de la norma

(12 el = { [ lete }

que a su vez determina la distancia

(1.3) ple,¥) =l = ¥llp-

Desde luego que estas definiciones requieren la identificacion de aquellas funciones
que coinciden en casi todo punto con un mismo vector del espacio.
El teorema de Riesz y Fischer establece que Ly(a,b) es un espacio completo

respecto de esa distancia.

Actualizado el 1 de octubre de 2005.
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2. TRANSFORMACION DE FOURIER EN L;(R)

Dada una funcién ¢ € L;(R), se define su transformada de Fourier como

2.) Fidlio) = vto) = [~ o ota) -

que es una funcién acotada, continua y que tiende a 0 cuando |o| — oo (Lema de
Riemann - Lebesgue).

En efecto:

» Para todo o € R,

22) o < [ leto)l T= = = lielh

de modo que la integral en (2.1) converge absoluta y uniformemente en o.
» Si g, — ¢ en Li(R) (es decir, si ||¢, — ¢||1 — 0 para n — 00), entonces

sus transformadas de Fourier satisfacen

(2.3) [¥n(0) = (o) < —¢lh =0

—|
Var "
para n — oo y Vo € R. En consecuencia, la sucesién de transformadas
de Fourier converge uniformemente en toda la recta a la transformada de
Fourier de la funciéon limite.

= Sea X[o)(7) € Li(a,b) la funcién caracteristica del intervalo [a, b],

1, para —oco<a <z <b< oo,
2.4 apl(T) = -
(24) Xlel (@) { 0, en todo otro caso.
Su transformada de Fourier es
b .
) d ) )
(25) w(o.) _ e~ioT X ? (efwb _ efwa) ’

a E B o\ 2T
que es continua en toda la recta y tiende a 0 para |o| — oo. Lo mismo
vale para la transformada de Fourier de toda funcién escalonada en Lj (R)
(combinacion lineal de un nimero finito de funciones caracteristicas).

= Puede demostrarse que el conjunto de las funciones escalonadas absoluta-
mente integrables en la recta es denso en Ly (R), de modo que toda funcién
o(x) € L1(R) es el limite de una secuencia de funciones escalonadas. En
consecuencia, su transformada de Fourier es el limite de una secuencia
uniformemente convergente de funciones continuas que tienden a 0 en el
infinito.
Por lo tanto, la transformada de Fourier de toda funcién en L;(R) es

continua y tiende a 0 para o — +oo.
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También puede demostrarse que si la transformada de Fourier (o) de una

funcién p(z) € Ly(R) es nula para todo o, ¢(0) = 0, entonces ¢(x) = 0 en casi

todo punto.
Esto hace que la transformacién de Fourier sea univoca. En efecto, si (),

p2(x) € Li(R) tienen la misma transformada de Fourier (o), entonces, por ser

F lineal, ¢1(x) = @o(x) en casi todo punto.

Asi definida, la transformacion de Fourier es una aplicacién lineal de L;(R) en
el espacio de las funciones continuas que se anulan en el infinito. Pero no toda
funcién con esas caracteristicas es la transformada de Fourier de una funcién en

L1(R) (es decir, F no es sobreyectiva en ese espacio).

La transformacion de Fourier inversa corresponde a
N do

2.6 Fyl(z) = p(x) = lim e Y(0) —,
(2.6) M()“)()Nﬂ)_N 1/1()\/%
definicién que sélo vale bajo ciertas condiciones de regularidad sobre ().

Como la integral que define (o) en (2.1) converge absoluta y uniformemente
en o, el teorema de Fubini permite escribir

N o o N
oxta) = [ i) = [T [ eemask o gt -

N

%/OO sin(N't) plx+t)dt =

(2.7) _ :
—e@+ 1 [T g - el ar
dado que

(2.8) .

La tltima integral en (2.7) puede escribirse como la suma (A + B), donde

A:/ngmﬁﬂ_@(xndt,

1 [ sin(Nt
[Ty

o0

sin(Nt)

(2.9)
sin(Nt)
B = T dt — o(x dt.
/ltzT plot8)di = ¢l )/tlzT t

t
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Es evidente que, para casi todo x € R,
sin(/NVt sin(/NVt
(2.10) |1B| < ‘/ sin(Nt) o(x + 1) dt' + ‘gp(w)/ gdt‘
I p>r
resulta tan pequeno como se quiera con sélo tomar 7" suficientemente grande (da-
do que ambas integrales son convergentes sobre toda la recta), y eso VN > Ny
arbitrario.
Por su parte, A — 0 cuando N — oo si, por ejemplo, la funcién p(z) satisface
la condicién de Dini':
5
z+1t)—plx
(2.13) / [l ’i‘ POl gt < o0,
-5

para un 6 > 0. Esta condicién es satisfecha, en particular, por las funciones dife-

renciables (en virtud del teorema del valor medio).

En esas condiciones, limy_.., pn () = ¢(x) en casi todo punto.

3. SUBESPACIOS DENSOS EN Ly(R)

No toda funcién de Ly (R) tiene una transformada de Fourier en el sentido antes
descrito, ya que no toda funcién de ese espacio es absolutamente integrable en la
recta. Por ejemplo, si

1

(3.1) p(r) = s

entonces ¢ € La(R) pero ¢ ¢ Lq(R).

'En efecto, si f(t) es sumable en un intervalo [a, b], entonces f; f(t) sin(Nt)dt — 0 cuando
N — oo.
Para demostrarlo, consideremos primero la funcién caracteristica de un intervalo [c, d] C [a, ],

que es una funcién sumable. Tenemos que

b
3(Nd) — cos(IN
(2.11) / Xie,q) (t) sin(Nt) dt = cos( d)NCOb( °) — 0 cuando N — 0.

Lo mismo vale para cualquier funcién escalonada h(t) € Lj(a,b), por ser una combinacién lineal
de un numero finito de funciones caracteristicas.

Finalmente, si f(t) € Li(a,b), teniendo en cuenta que el conjunto de las escalonadas es
denso en Lj(a,b), sabemos que Ve > 0 existe una funcién escalonada h(t) € Ly(a,b) tal que
|[f(t) — h(t)||1 < e/2. Entonces,

e €
<=4+ =-=c¢

(2.12) 5+ 3

/ ’ F(t) sin(Nt) dt| < / b| F(t) — h(t)] dt + / b h(t) sin(Nt) dt

si N es suficientemente grande.
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Pero si es cierto que toda funcién de soporte compacto y cuadrado sumable tiene
una transformada de Fourier en el sentido usual.

En efecto, si p(z) € La(a,b), con —0o < a < b < oo,y p(z) = 0,Vz ¢
[a, b], teniendo en cuenta que la funcién caracteristica xq4(x) € La(a, b), podemos

escribir que

3.2)  elh = Xag (@) le(@)]) < [IX@a (@)]l2 [le(@)]]2 = Vb —a |le(@)]l2,

en virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwartz.

De hecho, las funciones de soporte compacto y cuadrado sumable forman un
conjunto denso en La(R).
En efecto, dada ¢(z) € La(R) definimos

p(o), |z <N,
(3-3) pn(r) =
0, || > N.

Evidentemente, ¢y (z) € L2(R), |len|l2 < |l¢ll2, ¥ [[enll2 = [[¢]l2 cuando N — oo.
Ademads, py — ¢ en Ly(R), ya que

(3.4) lon — ¢l = / lon(z) — p(2)]* dz = ||||2" — |lenll* — 0.

oo

Recordemos que el espacio formado por los polinomios de todo grado es un
conjunto denso en La(—N, N).

Consideremos la funcién definida por

6<N2__€x2>, lz] < N,
(3.5) () :=

0, |z| > N,

con € > 0. Esta funcién es de soporte compacto (contenido en [—N, N]) y tiene
derivadas continuas de todo orden: ¢.(z) € Cg°(R). Ademds, toma valores entre 0
y 1 (0 < ¢e(z) < 1)y converge uniformemente a 1 cuando € — 0 en todo intervalo
cerrado de la forma [-N + §, N — §], con § > 0.

Sea P(x) un polinomio y M = max{|P(x)|} para —N <z < N. Llamemos
P.(z) = P(z)¢.(z) € Cg°(R). La distancia entre esas dos funciones de La(—N, N)
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es
|P(2) = Pu@)|2” = [Ty | P(x) = Po(a)]? da <
(3.6)
< M? { :]er(S ldz + f_NA;iS 11— ¢(2)|* dz + fjffv_(s 1dx} ,

que puede hacerse tan pequena como se quiera con sélo tomar d y € suficientemente
pequenos.

Por lo tanto, es posible encontrar en C§°(R) funciones tan préximas como se
quiera a una dada funcién de soporte compacto y cuadrado sumable. Dado que

éstas forman un conjunto denso en La(R), resulta que C3°(R) es denso en La(R).

4. FEL ESPACIO DE SCHWARTZ

El espacio de Schwartz S es el conjunto de las funciones con derivadas de todo
orden continuas y de decrecimiento rapido (es decir, que se anulan en el infinito

m4s rdpido que cualquier potencia de z71),

p(z) € C*(R),
(4.1) px) e S =
|2k (2)] < Kiglel, Vk,q.

Noétese que, Vi € S, resulta de (4.1) que zp(z) € Sy ¢'(x) € S. Entonces, Vk, q,
o (z) € S.

Evidentemente, C;°(R) C Sy, en consecuencia, S es denso en La(R).

Ademsds, S C Ly(R), de modo que toda funcién en S tiene una transformada
de Fourier en el sentido usual,
(42) Flello) = vlo) = [~ e pla) -,

. V2r

que es continua y tiende a 0 en el infinito.

Por otra parte, las funciones z*¢(z) € S para todo k € N, de modo que las
integrales

T o er ok dx

(4.3) /_ e i) ole) S
convergen absoluta y uniformemente en toda la recta ¢ € R, correspondiendo en
consecuencia a las derivadas k-ésimas de 1(c), ¥*) (o). En efecto, tenemos por
ejemplo que

K20
x?

(4.4) |25 0(x)| < Kipop = |aFe(a)] <
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Pero entonces 1¥)(c) es la transformada de Fourier de una funcién en S, de
donde resulta que es continua y tiende a 0 en el infinito.
En consecuencia, ¢(o) tiene derivadas de todo orden continuas, (o) € C*(R).

k

Como las funciones (—ix)"p(z) € S, podemos integrar por partes para escribir

ioruio) = [ () e inrotn) S -

Joew [ eored 2

Y como [(£)? (—iz)*p(z)] € S C Li(R), resulta que su transformada de Fourier

esta acotada,

(4.6) |07 0™ (0)] < Kyilv],

lo que es valido V¢, k € N.

(4.5)

En consecuencia, las derivadas de todo orden de (o) son de decrecimiento

rapido.

En conclusién, la transformacién de Fourier es una aplicacién de S en ese mismo

espacio, F: § — S.

Como las funciones en S son diferenciables y de decrecimiento rapido, satisfacen
la condiciéon de Dini y para ellas existe el limite doble en la expresién que define

la transformada inversa (2.6),

(@.7) F i) = olo) = [ to) -

La ecuacion anterior sélo difiere de la definicion de la transformacion directa en
el signo del argumento de la exponencial. En consecuencia, similares conclusiones
se obtienen respecto de la transformacién inversa, que también esta definida sobre

todo S.

Finalmente, sean 1 (z), p2(r) € S C La(R). Su producto escalar es

rohpa) = [ { [ e unto) T2 an -

[ a2 i) s = o) vt

(4.8)



8 H. Falomir

donde el cambio en el orden de integracion esté justificado por el teorema de Fubini,
puesto que la integral doble converge absolutamente ya que ambas funciones estan
en S C Ll(R)

En consecuencia, la transformacion de Fourier sobre S preserva los productos
escalares. En particular, tomando ambas funciones iguales en la ecuacién anterior,

se tiene que V(x) € S

(4.9) lp(@)ll2 = [l (2)ll2,

es decir, la transformacién de Fourier sobre S preserva la norma ||.||s.

Puesto que F es un operador acotado sobre S, resulta continuo. En efecto, si

on — penLa(R), con py, p € S, entonces sus transformadas de Fourier satisfacen

(4.10) l[vn = ¥ll2 = |lon — @ll2 — 0, para N — oo.

Supongamos que ¢1(z), p2(x) € S tienen la misma transformada de Fourier,

Flpi](o) = Flps] (o). Como la transformacion es lineal, en virtud de (4.9) tenemos

(4.11) Flor —w2l(0) =0 = |[lpr —p2lla =0 = ¢i1(z) = pa(z).

En consecuencia, F es una aplicacién biunivoca de S en S, cuya inversa es la

transformacion inversa (4.7).

Aunque F no es completamente continuo?, tiene un conjunto completo de aut-
ofunciones en §. Esto es asi porque tiene los mismos autovectores que el operador
de Sturm - Liouville no singular definido sobre § (denso en La(R)) como

(4.13) Lo(x) := {—— + 352} o).

dx?

Los autovectores de L son las funciones de Hermite,

22

on(x) = Hy(x)e 7,
(4.14)

Hy(z) = (=1)"e” ()" e,

2En efecto, supongamos que {¢k , k € N} es una secuencia de vectores ortonormales contenida

en S. Entonces, de 4.9 resulta que

(4.12) tn — mll2® = [lon — omll2> =2,  paran#m,

de modo que el conjunto de sus transformadas de Fourier, {¢,k € N}, no contiene ninguna

secuencia fundamental.
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que forman un sistema ortogonal y completo, y satisfacen la ecuacién
(4.15) Lon(x) = —pp(2) + 2% pu(x) = (20 + L)pa(@)

donde los autovalores (2n + 1), con n =0,1,2,..., son no degenerados.

En efecto, aplicando F a ambos miembros de la ecuaciéon anterior, y tenien-

do en cuenta que integrando por partes resulta que Flp® (z)](0) = —o*(0) y
Fla?p(z)](0) = =P (o), tenemos
(4.16) 0% Yu(0) = ¥p(0) = (2n+ 1)ihu(0).

Esto significa que F deja invariantes los subespacios caracteristicos del operador
L.Y como éstos son unidimensionales, resulta que ¢, (z) es un autovector de F,
Flen(@)](0) = pn pnl0).

Por otra parte, como F?[p(x)] = ¢(—z), se tiene que F* = I. En consecuencia,

los autovalores de F son raices cuartas de la unidad, p? = 1.

5. TEOREMA DE PLANCHEREL

Consideremos primero una funcién ¢(x) € La(R) de soporte compacto [a,b].
Como ¢(x) € Li(R), tiene una transformada de Fourier en el sentido usual, que
es una funcién continua y que tiende a 0 cuando |o| — oc.

La funcién ¢ (z) puede ser aproximada (en media) por una secuencia de funciones

©n(z) € C°(R), con soporte también contenido en el intervalo [a, b]:

(5.1) ©n — @ en La(a,b), con p,(z) =0 para z ¢ (a,b).
En esas condiciones, ¢, — ¢ en Lq(a,b), puesto que

(5.2) lon — @l < Vb —a ||on — ¢ll2 — 0 para n — oc.

Por lo tanto, (como esas funciones son nulas fuera del intervalo [a,b]) se tiene
que ¢, — ¢ en Ly (R) y, en consecuencia, sus transformadas de Fourier convergen

uniformemente en toda la recta a la transformada del limite:
(5.3) n(0) = (o) = Fle|(o), uniformemente en R.

Esto garantiza también la convergencia en media de 1, () — ¥ (o) en todo com-
pacto sobre la recta o.
Por otra parte, como ¢, (z) € C§°(R) C S, entonces 1, (0) € S y se cumple que

Vn,m es

(5.4) [Unllz = llenll2, ¥ [[¥n — Ymll2 = len — @mll2-
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En consecuencia, las transformadas {1, } también forman una secuencia fundamen-
tal en Lg(R). Como este espacio es completo, existe una funcién ¥ (o) € La(R)
que es el limite de esa secuencia, 1) = lim,, .. ¥, y que (por la continuidad de la

norma) satisface

(55) 11z = tim [[gsallo = 1 [fpullz = [lello-

Ahora bien, como la convergencia en media en toda la recta implica convergen-
cia en media en todo compacto, y como el limite en media es tinico, la funcion
(o) debe coincidir en todo compacto (salvo medida nula) con la transformada
de Fourier de ¢(x) como funcién de L;(R), ¢(0), que es una funcién continua
que tiende a 0 en el infinito. Por otra parte, como E(a) es de cuadrado sumable,
también debe tender a 0 en el infinito, por lo que (o) y ¥(c) coinciden en toda

la recta.

En resumen, si p(z) € La(R) es de soporte compacto, su transformada de Fourier

como funcién de L;i(R) es una funcién de cuadrado sumable en toda la recta,
Flel(o) = ¢(0) € La2(R), cuya norma es [[¢)]|2 = [[¢]]o-

Consideremos ahora el caso de una funcién arbitraria p(z) € La(R). Ella puede
ser representada como el limite (en media) de una secuencia convergente de fun-
ciones de soporte compacto ¢x(x), como las definidas en (3.3).

Por el resultado anterior, sus transformadas de Fourier Flon]| = ¥y € La(R),
y sus normas son tales que ||[¢n|la = ||pn]||2- Por otra parte, ellas forman una

secuencia fundamental en Lo (R), dado que

(5.6) YNt — Un|l2 = [|onsar — on|]2 — 0, para N — oo, VM,

como consecuencia de la linealidad de F y de que la diferencia (onia — @n) €s
de soporte compacto.

En esas condiciones, existe una funcién ¢ (o) € La(R) que es el limite de esa

secuencia,
(57) $(0) = T (o) = i [ e orpln)
. o) := lim o) = lim e r) —,
N—oo N N—oo _N 14 2

a la que se define como la transformada de Fourier de ¢ € La(R). Por la con-

tinuidad de la norma, también se cumple que

(5.8) l|9]]2 = ]\}ff;oH?/fNHz = A}III;OHSONW = |l¢ll2 -
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Si ademaés la funcién ¢(x) € Lq(R), ella tiene una transformada de Fourier en
el sentido usual, @E(J), que es continua y tiende a 0 en el infinito. Por construccién

(ver ecuacion (3.3)), ¢n(x) € L1(R) VN, sunorma ||on||1 — ||¢]|1, ¥ se tiene que

(5.9) llon — |1 = / lon(z) — @(x)| dv = ||¢lly — [len|li — 0.

o0

Entonces, on — ¢ en L;(R) y, por lo tanto, sus transformadas convergen uni-
formemente en toda la recta a la transformada del limite, ¢y (0) — ¥ (o). Pero
ese limite uniforme coincide con el limite en media, 1/(o), en todo compacto sobre
R, resultando éste una funcién continua. Y como tanto 1(c) como (o) tienden a

cero para |o| — oo, ambas coinciden como elementos de La(R).

En resumen, si ¢(x) € La(R), existe en Ly(R) el limite

(5.10) Flptal(e) = (o) = Jim [ ()

que, por definicién, es la transformada de Fourier de ¢(z). Asi definido, F :
L2(R) — L2(R) es un operador acotado que preserva la norma, ||¢||s = ||¢]]2.
Si ademés ¢(z) € Lq(R), entonces existe el limite doble en la integral del segundo

miembro de (5.10), que naturalmente coincide con la definicién de la trasformada
de Fourier en Ly (R).

Un razonamiento similar al que conduce a la ecuacién (4.11) muestra que esta
aplicacién es univoca. En efecto, supongamos que ¢1(z), p2(x) € Ly(R) tienen la

misma transformada de Fourier, entonces

(5.11)  Flp1 —@2l(0) =0, ae. = |1 —@2lla=0 = ¢1(z) = pa(x), a.e.

Consideremos un par de funciones ¢1(z), p2(x) € La(R). Entonces, Va € C se
tiene
o1+ agalla” = |[1 + at|l,” =
(5.12)
= (<P17902) = (-7:901,7:902) = (9017-7:T-7:902) .
En consecuencia, F'F = I, donde el operador adjunto F' esta definido en todo
L2(R) (por ser F acotado).

Por otra parte, el rango de F es todo el espacio de Hilbert, Rank(F) = La(R).
En efecto, dada una funcién arbitraria ¥ (o) € La(R), ella puede ser represen-

tada como ¥ (o) = lim, . ¥s(0), con ¥, € S, Vn. Teniendo en cuenta que
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(por (4.9)) la secuencia ¢, = F~[,] € S es fundamental, vemos que existe

o(x) = lim, o0 on(z) € La(R).
Ahora bien, esta funcién ¢(x) tiene una transformada de Fourier que satisface

(5.13) FTe] = dnlly = [l = @nlla — 0
cuando n — oo, de modo que
(5.14) Flil = lim 6, = v.
Por lo tanto, ¢» € Rank(F).
En esas condiciones, para todo par de funciones ¥ (), s (x) € La(R) tenemos
(5.15) (6, FF hs) = (F o1, FFIF 02) = (F o1, Fpa) = (61, 2)
y, en consecuencia, FF' = I.

En conclusion, existe la inversa de F, operador que estd definido sobre todo

Ly(R) y coincide con el operador adjunto, F~1 = FT.

6. SISTEMAS COMPLETOS EN Ly(R)

Sea po(z) € La(a,b), con —oo < a < b < oo, tal que ¢o(x) # 0 a.e. y
(6.1) lpo(z)] < Ke 4 v,
con A > 0. Entonces, el sistema de funciones
(6.2) on(x) =2"po(z), n=0,1,2,...
es completo en La(a,b).

Para ver que esto es asi tengamos en cuenta que, para 7 € R, de (6.1) resulta
(6.3) |z py(z)| < K |z|™ e ANl
de modo que la funcién
(6.4) z"e™po(z) € La(a,b), V7 :|7| < A.

Entonces, V f € La(a,b), la funcién
(6.5) h(z) == f(z)2x"epo(x) € Li(R), V7 :|1| < A,

donde f(z) y wo(z) son entendidas como nulas fuera del intervalo [a, b], en caso de

que éste no fuese acotado.
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La transformada de Fourier de h(z) es una funcién continua de la variable com-

pleja s = 0 + iT en la franja |[3(s)| = |7| < 79 < A,

(6.6) 9(s) = g(o +iT) = \/_/ e~ £ o () i

lo mismo que sus derivadas de todo orden, las que estan dadas por

©.7) J706) = o= [ e ) (o) do

dado que, en virtud de (6.3), esas integrales convergen absoluta y uniformemente

en dicha regién del plano complejo s:

(6.8) / |f(x)] |e7* 2™ po(x |dx<K/ )| |z e~ A )l g < 0.

oo
En consecuencia, g(s) es una funcién analitica de la variable s en la regién

IS(s)| < 19 < A, con 19 > 0.

Supongamos ahora que f(z) L ¢,(x), Vn > 0. Entonces, de (6.6) y (6.7) resulta
que g™ (0) =0, Vn > 0 = que la funcién analitica g(s) = 0.

En particular,

(6.9) g(0) \/ﬂ/ e T f(z) po(x)dr =0 = f(x)*@o(r) =0, a.e.

Y como, por hipétesis, ¢o(z) # 0, a.e. = f(z) =0, a.e.

Esto muestra que el sistema ¢, (x), n=0,1,2,... es completo en La(a,b).
Ejemplos:
e Las funciones ¢, (z) = 2" e ®? n=0,1,2,..., forman un sistema completo en

Ly (R*). Por ortogonalizacién se obtienen las funciones de Laguerre, L, () e=%/2 /n!,

con
1 dr _ n ™
6.10 L,(x)=— "eT?) = -Hm —.
(6.10) () = —e'o— (a"e ™) mZ( ) (n_m)m!
e Similarmente, las funciones ¢, (z) = "¢ /2 n=0,1,2,..., forman un sistema

completo en La(R). Por ortogonalizacién se obtienen las funciones de Hermite de

la ecuacién (4.14).
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