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1. ESPACIOS EUCLIDEOS

Un espacio lineal E (sobre el cuerpo de los complejos o los reales) se dice eu-
clideo si tiene definida una regla que a todo par de vectores de E le asigna un
numero complejo (real en el segundo caso), llamado producto escalar, que sat-
isface los siguientes axiomas: Vx,y,z € E y Va, 3 € C (o R), el producto escalar

[S]

= lineal respecto del segundo argumento,

(1.1) (2,0 + By) = alz,x) + 5(2,y),

» Hermitico (simétrico en un espacio real),

(1.2) (y,x) = (2, y)"

(donde A* indica el complejo conjugado de A),

= positivo definido,

(1.3) (x,2) >0, y (z,2) =0 2=0,
donde 0 € E es el vector nulo de ese espacio.

Actualizado el 1 de octubre de 2005.
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Notese que los primeros dos axiomas implican que el producto escalar en un

espacio complejo es antilineal respecto de su primer argumento,

(1.4) (az+By,z) = (z, 0z + By)" =a’(z,2) + 5 (y, 2),

mientras que en un espacio real es bilineal.
Toda forma cuadratica definida sobre un espacio vectorial E, que sea lineal,
Hermitica y positiva definida puede ser tomada como producto escalar, para asi dar-

le a E la estructura de un espacio euclideo.

Ejemplos:
e Para z,y € R", se define

(1.5) (z,y) = Zfl?z Yi s
i=1
y para x,y € C",

(1.6) (z,y) = ZI Yi

En ambos casos se verifican los anteriores axiomas.

e Se denomina C(a,b) al conjunto de las funciones continuas x(t) definidas en
el intervalo —oo < a <t < b < 0. Este conjunto se estructura como un espacio
vectorial respecto de las operaciones usuales de suma de funciones y de producto de
funciones por niimeros, cuyo elemento neutro 0(t) es la funcién idénticamente nula.

Puede definirse en C(a,b) el siguiente producto escalar: para x(t),y(t) € C(a,b),

b
(L.7) (2.y) = / £(0)* y(t) dt

que satisface todos los axiomas necesarios. En particular,

b
(1.8) (x,2) = / lz(t)]> dt >0,

y si (z,x) = 0, entonces

(1.9) 0= /b () dt > /bl () dt >0,

para todo a < a; < by < b. En consecuencia, z(t) = 0. En efecto, como z(t) es
continua, si fuese distinta de cero en un punto también lo seria en todo un entorno
de dicho punto, en contradiccién con (1.9).

Estructurado con ese producto escalar, el espacio euclideo de las funciones con-

tinuas en el intervalo [a, b] se denota por Cy(a,b). o
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Los dos primeros axiomas implican que, dadas dos combinaciones lineales de
vectores, x = a1 1+ -+ Tk, Y = ﬁl Y1+ +ﬁl i, donde Tiye oy Ty Y1505 Y1 €
E . yva,...,o 0,...,0 € C, tenemos

k l
(1.10) (x,y) = D> a7 B (wi,y5).

i=1 j=1

Ademas, el producto escalar por el vector nulo es siempre cero,

(1.11) (,y) = (x+0,y) = (z,y) + (0,y) = (0,y) =0, Vy € E.

Definicién 1.1. El axioma de positividad permite definir una norma o longitud

para cada vector de un espacio euclideo:
(1.12) | z|:=++(z,z) > 0.

En particular, || z [|[=0 < 2 = 0.
Por otra parte, si A € C,

(1.13) Az (= VIAP(z,2) = A | || -

Esto permite normalizar todo vector de longitud no nula. En efecto, si x # 0

entonces || z ||> 0. Sea A € C tal que |A\| = || z || ", y sea y = A x. Entonces,
(1.14) [y ll= Az [=1.
Ejemplos:
&1
e Para . = 622 € R”,
&n
(1.15) lzl= /g +rg+ -+e.

e Para z(t) € Cy(a,b)

(1.16) nxnz{Lﬂuwﬁw}%.
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Definicién 1.2. Un subconjunto F C E se dice acotado si la longitud de todos

los vectores x € F estd acotada por una misma constante, || z ||< K.

Ejemplo:
e La esfera de radio 1 en E, que contiene a todos los vectores de longitud || = || < 1,

es un conjunto acotado. <o

Consideremos dos vectores no nulos z,y € E para los cuales (z,y) = ¥ |(x,y)|,

y sea A € R. Entonces, el cuadrado de la norma de la combinacién lineal A e z —1,

P =Xz —y|?P= (NePz—y Xz —y) =
(1.17) N (z,2) — Ne (2, y) — XA (y,2) + (y,y) =

=Nz |* =2X (2 y)|+ | = [P=0,

es un polinomio cuadratico en A que no toma valores negativos. En consecuencia,
P(\) no puede tener dos raices reales distintas, lo que requiere que el discriminante

de la ecuacion P(A) = 0 sea no positivo,
2
(=2l y)l) —4lz[Pllyl*<o0.
De aqui se deduce la siguiente
Propiedad 1.3.

(1.18) (@) <lzlyll-.

Esta es la desigualdad de Cauchy - Schwarz, que vale para todo par de

vectores de un espacio euclideo.

Ejemplos:
&1 Ui
) T2 .
e Para z = . Y = } € C", la desigualdad de Cauchy - Schwarz se
&n Tin
reduce a
el = S| < { e} (e}
k=1 k=1 k=1

e Para z(t),y(t) € Cz(a, b) tenemos

/ PR i <{/ b\x<t>|2dt}§ {/ b|y<t>|2dt}% .

(1.20) [(z,y)| =
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o

Supongamos que para un dado par de vectores z,y € E la desigualdad (1.18) se
reduce a una igualdad, es decir, |(z,y)| =| z || || y ||. En ese caso el discriminante

de la ecuacién P(\) = 0 es cero, y P(\) tiene una raiz real doble: 3y € R tal que
(1.21) Po)=[ X’z —y|?=0 = y=(Ne")x.
Dos vectores no nulos proporcionales entre si se dicen colineales.

En un espacio euclideo real, la desigualdad de Cauchy - Schwarz permite definir

el angulo entre dos vectores mediante la relacion

(z,9)

(1.22) CoSTY = —F— .
[EREA

Dos vectores x,y € E se dicen ortogonales si (z,y) = 0, lo que se denota por
x L y. En particular, el vector nulo es ortogonal a todo vector de E.
En un espacio euclideo real, el angulo entre dos vectores no nulos ortogonales

entre si es /2 (coszy = 0).

Ejemplos:
0
e En R”, los vectorese; = | 0 | yes =] 0 | son ortogonales entre si.
0 0
e En Cy(a,b),
b
(1.23) () Ly(t) = / (&) y(t) dt = 0.
o
El sistema trigonométrico,
(1.24) {cos(kt),k=0,1,...; sin(lt),l =1,2,... } CCo(—m, ),
es un conjunto infinito de vectores ortogonales entre si (demostrarlo!).
Lema 1.4. Si los vectores no nulos {xy1,xa,...,x,} son ortogonales entre si, en-

tonces son linealmente independientes.

En efecto, supongamos que, por el contrario, son linealmente dependientes. En-

tonces existen k nimeros C};, no todos nulos, tales que Cy x1+C5 x5+ - -+C} x, = 0.
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Supongamos, por ejemplo, que C # 0, y tomemos el producto escalar de esa com-

binacién lineal nula con el vector z;. Como x; L z; para i # j, tenemos que

(1.25) 0= (21,0)=Cy(z1,01)=C, ||z, > = 2, =0,
en contradiccién con la hipdtesis. En consecuencia, C; = 0, Vi = 1,...,k, y los
vectores son linealmente independientes. O

Del Lema 1.4 se desprende que si una suma de vectores ortogonales entre si es

el vector nulo, entonces cada sumando es 0.

Se define la dimension de un espacio euclideo E como el maximo nimero de
vectores linealmente independientes que es posible seleccionar en E. Por ejemplo,
la dimension de C™ es n.

La existencia del sistema trigonométrico, ec. (1.24), muestra que los espacios de

funciones Cy(a, b) no tienen dimensién finita.

Lema 1.5. Si los vectores {xy,xa,...,x} son ortogonales a y € E, entonces toda

combinacion lineal de ellos es también ortogonal a vy,

(1.26) (y ZC x) = Z Ci (y, ;) = 0.
O

El conjunto de todas las combinaciones lineales de {x1, s, .. ., z;} constituye un
subespacio lineal F C E. Se dice que el vector y es ortogonal a dicho subespacio,

lo que se denota por y L F.

En general, se dice que x es ortogonal a un subconjunto G € E si x es ortogonal

a todo vector de dicho subconjunto,

(1.27) r1lG & xly VyeG.

Definicién 1.6. Del Lema 1.5 resulta que el conjunto de todos los vectores orto-
gonales a un subconjunto G C E forman un subespacio F C E. Si G es él mismo

un subespacio de E, se dice que F es su complemento ortogonal.

Los espacios euclideos comparten ciertas propiedades métricas conocidas de

la geometria en el plano y el espacio, como lo muestran los siguientes teoremas.

Teorema 1.7. (de Pitigoras) Six,y € E son ortogonales entre s, x 1 y, entonces

(1.28) ety = (@+ya+y) =[a*+][yl’
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(en un triangulo rectingulo, el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es igual a

la suma de los cuadrados de las longitudes de los catetos). 0J

Su generalizacion: Si los vectores {xy,xa, ..., T} son ortogonales entre si, x; L

xj para i # j, entonces

(1.29) Foy+ o =z P+

Teorema 1.8. (desigualdades triangulares) Dados x,y € E, se tiene que
(1.30) el =Nyl <lz+yll<lzl+]yl

(la longitud de un lado de un tridngulo no supera a la suma de las longitudes de

los otros dos lados, ni es menor que su diferencia en valor absoluto).

En efecto, consideremos el producto escalar
(1.31) le+yl?= (@+yat+y) =P +2R@y)+ [y
La desigualdad de Cauchy - Schwarz permite escribir

[ Rz, )| < @yl <l=|llyl=
(1.32)

2 2
(hzl=tyl) <hz+ylP< (Nal+lwl)
de donde resulta (1.30). O]

Por otra parte, es sabido que en un espacio euclideo E,, de dimension finita n

siempre es posible seleccionar un sistema completo de n vectores ortonormales,

(1.33) {e1,ea,...,en} | (eiyej) =di5,

respecto del cual todo vector x € E,, puede ser representado como una combinacion

lineal de la forma
(1.34) r=&e+-- -+ & e,

donde los &; son llamados coeficientes de Fourier de x relativos a la base con-

siderada. Ellos estan dados por
(1.35) &= (e,x), i=1,...,n.

Similarmente, dado y € E,,, y = n1e; + - - - + 0, €, tenemos para el producto

escalar

(1.36) (w,y) = > & milene) =Y &,
=1

ij=1
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y para la norma

(1.37) loll = VIalP+- -+ €.

Noétese que en estos resultados nada nos permite distinguir entre el espacio

E,, considerado y el espacio C", en el cual hubiéramos seleccionado los vectores
n )

&1 m
x= ?2 ey = 7).2 . En efecto,
€n T

(1.38) @Per =Y &m NTller=VIGR + -+ |6l
i=1

Definicién 1.9. Dos espacios euclideos, E y E', se dicen isomorfos si es posible
establecer entre sus elementos una correspondencia biunivoca que preserve las

operaciones lineales y los productos escalares:

Ve,ye Eda'y e E talquesiz 2/, y =y =
(1.39) ar+fy—ar’+0y, Va,5€C (o R),

_ / /
(xvy)E - (IE Y )E’ .
Evidentemente, el isomorfismo de espacios euclideos establece una relacién de

equivalencia.

Ejemplos:

e Dos espacios euclideos reales, de dimensién finita n, cualesquiera son isomorfos
entre si (y, por lo tanto, isomorfos a R™). Para mostrarlo basta con establecer una
correspondencia uno a uno entre los n vectores de dos de sus respectivas bases

ortonormales.

e Similarmente, todo espacio euclideo complejo de dimension n es isomorfo a C".
o
2. FORMAS LINEALES SOBRE ESPACIOS EUCLIDEOS

Una funcién escalar (a valores numéricos) definida sobre un espacio euclideo E,

f:E— C (o R), es llamada forma o funcional lineal si satisface

(2.1) flar+By)=af(x)+Bf(y), Yo,y € E, Vo, € C (0 R).
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Evidentemente, para una forma lineal tenemos que f(0) =0, y
k k
i=1 i=1

Ejemplos:
e En un espacio n-dimensional E,,, generado por la base {ey,...,e,}, y para x =

&+ -+ &, ey, tenemos

(2.3) fl@) = & fle) =D ¢, cone=fle) .

i=1
Por lo tanto, una funcional lineal en un espacio de dimension finita queda deter-
minada por los valores que ella toma sobre los vectores de un sistema completo.
Ademas, del isomorfismo entre E,, y el espacio de las n-uplas de niimeros comple-
jos, resulta que f esta representada en este tltimo espacio por el producto escalar
G
por un vector fijo, ¢ :=
Cn
e El producto escalar por un vector fijo de un espacio euclideo arbitrario define

una funcional lineal sobre ese espacio. En efecto, si z € E,
(2.4) f(z) = (z,2), Ve € E

define una forma lineal como consecuencia de la linealidad del producto escalar.

e En particular, si z(t) es una funcién continua en el intervalo [a, b], entonces

b
(2.5) f(x) ::/ z(t)" z(t) dt

define una funcional lineal sobre Cy(a, b).

e Pero no toda funcional lineal en un espacio de dimensién infinita puede ser
representada en la forma de un producto escalar por un vector fijo del espacio. En
efecto, consideremos nuevamente el espacio Ca(a,b), y sea ty € [a,b]. El valor que

x(t) € Cy(a,b) toma en el punto ¢y define una forma lineal,

(2.6) f(z) == x(to) .

Téngase en cuenta que no existe ninguna funcién continua (¢, o) tal que

(2.7) / bé(t,to) () dt = x(ty), V(t) € Cala,b) .
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Definicién 2.1. Una funcional f(x) se dice acotada si existe es una constante

0 < K < oo tal que

(2.8) lf(@)| <K |z|, VzeE.

3. OPERADORES LINEALES SOBRE ESPACIOS EUCLIDEOS

Un operador sobre un espacio euclideo E es una funcion a valores vectoriales
definida sobre E, A: E — E.

Un operador A se dice lineal si
(3.1) Alax+fy)=aAxc+ Ay, Ve,ye E, Va,f € C (o R).

Para un operador lineal se cumple que A0 =0, y

Ejemplos:

e El operador nulo, Ox =0, Vx € E, es un operador lineal.
e El operador identidad, Ix = x, Vx € E, es un operador lineal.

e Consideremos un subespacio de dimensién finita n de un espacio euclideo arbi-
trario, E, C E, y sea {e1,...,e,} un sistema ortonormal y completo en E,. Se
define el operador de proyeccién sobre el subespacio E,, por la relacién

n

(3.3) Px = Zei (€, ).

i=1
Se trata de un operador lineal idempotente: P(Px) = Pz, Vx € E. En efecto,

como Pe; = e;, tenemos
(3.4) P(P:l:):PZei(ei,a:):Z(ei,x)Pei:Px, VeeE.
i=1 i=1
El proyector sobre el complemento ortogonal de E,, estd dado por P =1 — P.
En efecto, Vr e EyVi=1,...,n,

n

(3.5) (ei (I— P)z) = (e1,7) = Y _ (ei e5) (ej,2) = 0.

j=1

En consecuencia, tenemos el siguiente resultado:
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Lema 3.1. dado un subespacio de dimension finita de un espacio euclideo, todo

vector puede ser representado como la suma de dos vectores ortogonales entre si,

(3.6) r=u+v, dondeu=PzxeE,, yv=(I1-P)z LE,.

e En un espacio de dimensién finita E, generado por el sistema ortonormal y

completo {ey,...,e,}, un operador lineal tal que
(37) A€k:)\k6k,]€:1,...,n,

con A\, numeros dados, se dice diagonal. Esos niimeros, llamados autovalores de

A, definen completamente su accién sobre un vector arbitrario:

(38) A$:A<51€1+"'+€n6n) :>\1€161+"'+)\n§n6n-

e La multiplicacién de elementos de Cy(a,b) por una funcién continua fija ¢(t)

define un operador lineal,

(3.9) Va(t) € Coa,b), Ax(t) = p(t)z(t) € Ca(a,b).

e El operador integral de Fredholm, A : Cy(a,b) — Cy(a,b), esta definido por
b
(3.10) y(t) = Ax(t) = / K(t,s)x(s)ds, Va(t) € Cy(a,b) ,

donde el niicleo del operador, K (¢, s), es una funcién continua de sus dos variables.

e Los operadores de los dos ejemplos anteriores estan definidos sobre todo el es-
pacio Cy(a,b). Pero eventualmente es necesario considerar operadores definidos
unicamente sobre ciertos subespacios de Ca(a, b). Un ejemplo es el operador difer-

encial
(3.11) Dux(t) == 2'(t),

definido sélo sobre el conjunto de aquellas funciones de Cy(a,b) que tienen una

derivada primera continua, 2’'(t) € Cy(a,b). o

Definicién 3.2. El niicleo (kernel) o subespacio nulo de un operador lineal A,
Ker (A), es el conjunto de vectores x € E que son aplicados en el vector nulo por

la accion de A,

(3.12) Arx =0, VzeKer(A) CE
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(mostrar que se trata de un subespacio).

Definicién 3.3. El rango o imagen de un operador lineal A, Rank (A), es el

conjunto de vectores y € E que son la imagen por A de algin vector de x € E,

(3.13) Vye Rank(A) CE, 3z €E |y=Ax.

Un operador lineal definido sobre un espacio euclideo de dimensién finita queda
determinado completamente por los valores que toma sobre una base ortonormal
de ese espacio. En efecto, consideremos un espacio de dimension n, E,,, generado
por un sistema ortonormal completo {ey, ..., e,}. El operador A aplica los vectores

de la base en una combinacién lineal de esos mismos vectores,

(3.14) Ae;=> ej A, i=1,...n,

J=1

mientras que para un vector arbitrario x = & e; + -+ - + &, e, tenemos

=1 j=1 =1

El vector imagen y = Ax =mn, e, + - -+ + 1, e, tiene por coeficientes de Fourier

an = Z?Zl A;i &, o bien, en notacién matricial,

T Air oo A, &1
(3.16) : = : : :

En consecuencia, haciendo uso del isomorfismo que existe entre el espacio com-
plejo (real) E, y el espacio C* (R"), vemos que todo operador lineal A puede
ser representado por una matriz A de n x n (operador lineal sobre el espacio de
la n-uplas), cuyos elementos de matriz (relativos a la base considerada) estan
dados por A;; = (e;, Aej).

Inversamente, dada una base ortonormal en E,,, toda matriz de n x n define un
operador lineal sobre dicho espacio mediante la relacién (3.15). En consecuencia,
existe una correspondencia biunivoca entre operadores lineales sobre E,, y matrices

de n x n (operadores lineales sobre el espacio de la n-uplas).

Dos operadores lineales A y B definidos sobre un espacio euclideo E son iguales
siAx =Bz, Vr € E.

Al igual que con las matrices, es posible definir operaciones de suma y multipli-

cacion por numeros de operadores lineales sobre un espacio euclideo.
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En efecto, sean A, B,C operadores lineales sobre E, y A, A\, Ay nimeros; las

siguientes operaciones definen nuevos operadores lineales sobre E:

= la suma o adicién de dos operadores lineales, C' = A+ B, es un operador

lineal definido por

(3.17) Cr:=Ax+Bx, VzrekE;

= la multiplicacién o producto de un operador lineal A por un niimero A

es un operador lineal definido por
(3.18) (ANA)x .= \NAz), VexekE;

(mostrar en ambos casos que el operador resultante es lineal).
Si O es el operador nulo, y —A = (—1)A, como consecuencia de las operaciones
lineales definidas sobre vectores se verifica de inmediato que
» A+ B=B+ A,
(A+B)+C=A+(B+C),
A+0O0=A4,
A+ (-A) =0,
s A=A,
/\1(/\2 A) = (M /\2)14,
M+A)A=XA+ A,
» M(A+B)=) A+ )\B.

Esto muestra que el conjunto de todos los operadores lineales definidos sobre un
espacio euclideo E forman ellos mismos un espacio vectorial sobre el mismo cuerpo

que E.

También es posible introducir un producto o composiciéon de operadores li-
neales, que corresponde al producto usual de matrices. Si A, B son operadores

lineales sobre E, la composicion C' = A B es el operador lineal definido por
(3.19) Cx=(AB)x:=A(Bz), VzeckE.

En efecto, el producto A B asi definido es lineal:

(3.20) (AB)(axz+PBy)=A(aBzx+By)=a(AB)x+ B(AB)y.

Con esta definicion también se verifica que
» A(BC)=(AB)C,
» ABB+C)=AB+AC,
» (A+B)C=AC+BC,
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» M(AB)=(MNA)B = A(\B),

pero en general
«» AB#BA.

Esto es, la composicién de operadores es asociativa, distributiva y no conmutativa

(al igual que el producto de matrices cuadradas).

La asociatividad del producto permite definir potencias positivas de un operador

lineal,
(3.21) A=A, A?:=AA,. .., A"Th.=AA", etc

También se define A° :=I. De esto resulta que A" A™ = A"*™ V¥n,m € N.

Definicién 3.4. Un operador B que satisface B A = I se dice inverso a izquier-
da de A. Similarmente, si C' satisface AC = I se dice inverso a derecha de
A.

Estos inversos en general no existen (similarmente a lo que ocurre en el caso de
las matrices cuadradas). Una condicién necesaria para la existencia del inverso a
izquierda es que si Azg = 0 = zy = 0. En efecto, B(Azg) = B0=0= (B A)zy =

Il‘ozl’o.

En el caso de espacios de dimension finita, el problema de hallar el operador
inverso a izquierda de A se reduce al de invertir la matriz A asociada al ope-
rador, relativa a una base ortonormal del espacio euclideo. Eso requiere que el
determinante det A # 0, en cuyo caso el inverso a derecha coincide con el inverso
a izquierda, y ambos se denotan por A~!, operador correspondiente a la matriz

inversa A1,

En el caso de espacios euclideos de dimension infinita, el problema del inverso es
mas delicado. En particular, la existencia de un inverso a izquierda no implica la
existencia de un inverso a derecha. De la misma manera, un inverso a izquierda no
necesariamente tiene a su vez un inverso a izquierda. Esto se ilustra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo:
e Consideremos el espacio lineal formado por el conjunto de los polinomios en t a

coeficientes reales, en el intervalo [—a, al,

(3.22)  Py(—a,a) ={P(t)=ap+art+ayt>+---+a,t", n €N, a, € R}.
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Como subespacio del espacio de las funciones continuas Cy(—a,a), se trata de

un espacio euclideo, que tiene dimensién infinita como consecuencia de que las

potencias de ¢, {t" ,n = 0,1,2,...} forman un conjunto linealmente independiente.
En este espacio, el operador integral A : Py(—a,a) — P2(—a, a) definido por

t 2 g1

(3.23) AP(t)::/OP(s)ds:aot+a15~l—---+ann+1,

tiene por inversa a izquierda al operador diferencial D : Py(—a,a) — Pa(—a,a)

definido por

(3.24) D P(t) := P'(t).
En efecto,
d [t

(3.25) DAP(t) = %/0 P(s)ds = P(t).

De hecho, D tiene infinitas inversas a derecha,
(3.26) D /t P(s)ds = P(t).

t

Pero D no tiene una inversa a izq;ierda, puesto que
(3.27) DP(t)=0+a,+2ast +---+na, ", Vag
(dicho de otro modo, D(agt°) =0, Vag # 0). o

4. SISTEMAS DE VECTORES ORTOGONALES

Teorema 4.1. Sea x1,23,...,Tk,... una secuencia (finita o infinita) de vectores
de un espacio euclideo E, y sea L(x1,...,x) la variedad lineal generada por los k
primeros vectores de la secuencia. Entonces, siempre existe un sistema de vectores

Y1, Y2, -+ Yk, . .- tales que, VK,

L(yi,.,yx) = L(x1,...,7k),
(4.1)

Yr+1 L £(y17 s 7yk) .

Este resultado puede demostrarse por induccion completa. En efecto, supong-
amos que han sido construidos los primeros vectores i, 9s, ...,y CONn esas propie-
dades. En particular, para k = 1 basta con tomar y; = 1 (si 1 # 0).

Para un dado k, la variedad lineal L(yi,...,yx) es un subespacio de dimensién
finita de E, de modo que el vector x;,; puede escribirse como la suma z;,; =
U1 + Vgy1, donde ugy1 € L(y1, .-, Yk) ¥ k1 L L(y1,-..,yx) (ver Lema 3.1). En

consecuencia, tomando yxy1 = Vg4 Se satisface la segunda condicién.
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Por otra parte, por hipdtesis L(y1, ..., yx) = L(x1, ..., k), mientras que rg1; =
Yet1 + ugy1. Por lo tanto, L(x1,. .., Tx, Tep1) C LY, -5 Yo Ykr1)-
Similarmente, dado que ugy1 € L(x1,...,Tk) ¥ Ybt1 = Thr1 — U1, entonces

‘C(yb - Yk yk—f—l) - £(fL’1, cees Thy xk-ﬁ-l)-

Finalmente, si y, = 0 para algin k, eso significa que x; no es linealmente
independiente de los vectores {1, ..., xx_1}, y puede ser descartado de la secuencia
original. Ademas, los vectores y; # 0 pueden ser normalizados de modo de obtener

una secuencia ortonormal. O

Ejemplo:

e Consideremos la secuencia de funciones linealmente independientes {xo(t) =
La(t) = t,...,zx(t) = t*,...} € Co(—1,1). En este caso, L(xg,...,x;) es el
subespacio de polinomios P(t) de grado < k, y las funciones ortogonales y(t) =

Pi(t) que se obtienen son los polinomios de Legendre,

(yo,yo)
(4.2) Pa(t) = yo(t) = xo(t) — E‘ZZ’Zi £ — EZ?Z? () =2 — %’
Pi(t) = yu(t) = xp(t) — EZ? Zj; Yo(t) — -+ — % Yr—1(t) -

5. OPERADORES ACOTADOS

Dado un operador lineal sobre un espacio euclideo, A : E — E, se define su
norma, || A ||, como la minima cota superior o supremo de la funcional || Ax ||
tomada sobre el conjunto de vectores de longitud 1 (vectores unitarios) de ese

espacio,

(5.1) | All:=supgeer | jay=1y Il A2 || -

Si || A||< oo, el operador A se dice acotado.
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Definicién 5.1. Todo vector unitario zy € E para el cual esa cota es alcanzada

se dice vector maximo de A.

Ejemplos:

e El operador identidad, I, tiene norma || I ||=1,

(5.2) | T|[= supgig=1y [ 1z [|= supgy=1y | = [[= 1,
y todo vector unitario es un vector maximo de I.

e Consideremos un operador diagonal en un espacio de dimensién finita n, Ae; =
i €, ¥ sea Apqq €l autovalor de maximo médulo, |A;| < [Apazl, parai=1,...,n,

correspondiente al vector unitario e,,,, de la base ortonormal considerada. En-

tonces,
| Al]*= SUP{|1z||=1} | Az ||?>=
(5.3) .
- Sup{|fl|2+'"+|§n|2=1} Z ‘)\1’2 |§Z’2 < ’)\maz|2 .
i=1
Por otra parte, | Aema || = [Amasl- Por 1o tanto, | A | = [Aae| ¥ €mas €5 un

vector maximo de A.

e El operador nulo O tiene norma nula,

(5.4) | O ||= supyjz=1y | 0 [[= 0.

Inversamente, si A tiene norma nula y || z ||= 1,

(5.5) |All=0=0<||Az|<0 = Az=0, VzcE.

Por lo tanto, || A||=0 & A= 0. o

Lema 5.2. En un espacio euclideo de dimension finita, todo operador lineal resulta

acotado y tiene un vector mdximo.

En efecto, consideremos el caso de un espacio real de dimensiéon finita n, E,,
donde un vector genérico tiene el desarrollo x = & eq + -+ + &, e,, con & € R,

respecto de cierta base ortonormal. La funcional
(5.6) F(z):=|| Az ||*>0

se reduce a (ver ec. (3.15))

3

(5.7) Flz) =) (Au&)* = f(&,....&) €R,
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donde f(&,...,&,) es una funcién cuadratica de n variables reales'. Esta es una
funciéon continua que debe ser analizada en la esfera de radio 1 de E,,, donde
&+ .-+ & =1, lo que corresponde a una regiéon acotada y cerrada de R".

Ahora bien, toda funcién continua en una regién acotada y cerrada de R"
estd acotada, y como todo conjunto acotado de nimeros reales tiene un supre-
mo, entonces existe || A [|> 0 tal que F(z) <|| A ||

Por otra parte, toda funcién continua f(&;,...,&,) en una regién acotada y
cerrada alcanza un valor maximo (que naturalmente coincide con su supremo).
Supongamos que ello ocurre en un punto de coordenadas &Y, ..., &Y. Ese punto de

R" define un vector unitario zo = &) e; + --- + &% e, € E,, para el cual es

(5.8) | Azo [IP= f(&,-- . &) =1 A |
y, en consecuencia, es un maximo de A. ]

A diferencia de lo que ocurre en dimensién finita, en el caso de espacios de
dimensién infinita los operadores pueden ser no acotados (de norma no finita) o,

siéndolo, pueden no tener un vector maximo.

Ejemplo:
e Consideremos el operador diferencial de la ec. (3.11) y una funcién de la forma

er € Cy(a,b), entonces
!/
(5.9) D [I=ll (e*) lI=ll e [I= AT T e I,
donde A\ € C. En consecuencia, || D z(t) || no esta acotado sobre la esfera de radio

1 del subespacio de funciones diferenciables de Cy(a, b).

O

Sea A un operador lineal acotado sobre E, y € E un vector no nulo. Entonces

y=ux/ | z || es un vector unitario, de modo que

x 1
510 At = Az isi A=Az i< A2
(R
Por otra parte, siz =0, || Az ||=0=| A ||| z ||. En consecuencia, tenemos la
siguiente

Propiedad 5.3. Si A es un operador lineal acotado sobre un espacio euclideo E,

(5.11) Az | <l Allz], VzeE.

1E] caso de un espacio complejo de dimensién n es enteramente similar, resultando f (€) una

funcién real, cuadratica en 2n variables reales.
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Propiedad 5.4. La norma de un operador acotado A puede definirse equivalente-

mente como

(512) M= Sup{ﬂc,y unitarios} |<y7 A[L’)| :

En efecto, para todo par de vectores unitarios =,y € E tenemos
(5.13) |y, Az)| <[ly [l Ax [[<[f A= l[=]All

donde hemos empleado la propiedad (5.11). Entonces, M < || A ||. Por otra parte,
V2 unitario tal que Az # 0, y con y =| Az ||7* Az (también unitario y paralelo

a x), resulta
(5.14) (v, Az)| =[ly [ Az [| =[] Az || < M,
de modo que supy =1y || Az || =] A || < M. Por lo tanto, M =|| A |.

Sean A, B operadores lineales acotados sobre un espacio euclideo E. Su suma es

también un operador acotado,
(5.15) [A+B[<[Al+I[B],

como consecuencia de la desigualdad triangular para la norma de los vectores en

E

(5.16) |(A+B)z ||<|| Az ||+ || Bz |, Vx € E.

Esto significa que el conjunto de los operadores lineales acotados sobre E constituye
un subespacio del espacio vectorial de los operadores lineales.
Ademas, la norma de operadores acotados satisface las siguientes propiedades:
[Az0,y[[Al=0&A=0,
(5.17)
[AA]= A A, vAeC.

Las ecs. (5.15) y (5.17) muestran que los operadores lineales acotados sobre un

espacio euclideo forman un espacio normado o espacio de Banach?.

2Un espacio de Banach F es un espacio lineal que tiene definida una norma que, Vi, € F,

satisface las siguientes propiedades:

¥ >0,y ||¢¥||=0< 1% =0 (elemento neutro de F),

(5.18) A= AT, vAeC,

To+ol<llel+lel-
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Por otra parte,

(5.19) [AB|<[AllBI,
dado que
(5.20) [AB)z | <[ Al Bz <[ A[lBIlz], vVzekE.

6. EL OPERADOR ADJUNTO

Dado un operador lineal acotado A, definido sobre todo un espacio euclideo
E, A : E — E, se define su operador adjunto, Af, como aquel operador que

satisface

(6.1) (y,ATx) = (Ay,z) = (z,Ay)" , Vz,y € E.

En el caso de un espacio euclideo de dimension finita, generado por la base
ortonormal {ej,...,e,}, la matriz asociada al operador adjunto, A’, tiene por

elementos de matriz a

(6.2) (A),; = (e, ATej) = (Aei ;) = (5, Aes)” = (A)], = (AT)

ij
Es decir, la matriz asociada al operador adjunto Af es la matriz adjunta (traspues-

*

ta y conjugada) de aquella asociada al operador A: A’ = AT = (A")

Si A es un operador acotado, la norma del operador adjunto coincide con la

norma de A. En efecto,

(63) || AT || - Sup{x,y unitarios} |(ZE, AT y>| = Sup{x,y unitarios} |(y7 AZE)*| :H A ” :

Si xp (unitario) es un vector maximo de A # O (es decir, || Azo ||= | A | > 0),
entonces yyp = Axo/ || A || (también unitario) es un vector maximo de Af. En

efecto,

A NP=]l Ao [|P= (z0, AT Azo) <[l o ||| AT Ao || <
(6.4) <AV Az =1 AT A l=1l A [* =

= || Afyo | =1l A" .

Un espacio euclideo es automéaticamente un espacio de Banach, dado que el producto escalar

permite definir una norma con esas propiedades.
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Definicién 6.1. Un operador acotado A definido sobre un espacio euclideo E se

dice simétrico si

(6.5) (Az,y) = (z,Ay), Va,y € E.
Dado que
(6.6) (Az,y) = (y, Az)" = (Aly,2)" = (z, ATy),

un operador simétrico acotado coincide con su adjunto. En efecto, de (6.5) y (6.6)

resulta que

(6.7) (# (AT~ 4)y) =0, Vo € E,
y en particular, para xr = (AT — A) y. En consecuencia,
(68) | (AT = A)y =0, vy €E,

de modo que, por el tercer axioma del producto escalar (ec. (1.3)), es ATy =

Ay Vy € E. Es decir, AT = A.

Definicién 6.2. Un operador que coincide con su adjunto se dice autoadjunto.?

Los elementos de matriz de un operador simétrico A en un espacio euclideo de

dimensién finita, generado por la base ortonormal {ey,...,e,}, satisfacen
(6.9) (Aei ej) = (ej, Ae)” = Aj, = (e, Aej) = Ajj .
En consecuencia, la matriz asociada a A es autoadjunta (coincide con su traspues-

ta conjugada), A" = A.

7. SUBESPACIOS INVARIANTES. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES

Un subespacio de un espacio euclideo, E' C E, se dice invariante frente a la

accion del operador A : E — E si

(7.1) VeeE, Av € E.

Ejemplos:
e Los subespacios triviales E y {0} son invariantes frente a la accién de todo
operador lineal sobre E.

e Todo subespacio de E es invariante frente a la acciéon de O y de 1.

3La diferencia entre los términos simétrico y autoadjunto se pondra en evidencia més adelante,

al considerar operadores no acotados.
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e El operador de proyeccién P sobre un subespacio de dimension finita E, C E
(definido en la ec. (3.3)) deja invariante al subespacio E,, y a su complemento

ortogonal EX. En efecto,

(7.2) Pu=u€E,, YVuecE,, Pv=0cE' Vv lE,.

e El operador diagonal de la ec. (3.7) deja invariante el subespacio generado por

cualquier subconjunto de vectores de la base.

e El operador de multiplicacién de la ec. (3.9), definido sobre Cy(a, b) como A z(t) =
o(t) z(t), con p(t) continua, deja invariante el subespacio de las funciones continuas

en [a,b] que se anulan idénticamente en el intervalo A C [a, b].

e El conjunto de las combinaciones lineales de las funciones cost y sint,
L{cost,sint} C Co(—m,m), es un subespacio invariante frente a la accién del ope-
rador diferencial D x(t) = 2/(t). o

Definicién 7.1. Los subespacios unidimensionales invariantes respecto de un ope-
rador lineal A juegan un papel especial. Todo vector no nulo de esas direcciones

invariantes es un autovector de A.

Dado un autovector x € E, A x es necesariamente colineal con z,
(7.3) Ax =Mz, paraun A € C.

Todo otro vector y de esa direccion invariante es también colineal con z, y puede
escribirse como y = cx, con ¢ € C. Entonces, Ay = A(cz) = cAzx = Ay, de
modo que el nimero A, llamado autovalor de A correspondiente al autovector x,
es independiente del vector no nulo seleccionado, siendo una caracteristica de ese

subespacio unidimensional invariante.

Ejemplos:

e Todo vector no nulo x € E es un autovector de los operadores O e I,

(7.4) Ozxz=0z, Iz=1z.

e Para el operador de proyeccion tenemos

(7.5) Pu=1u,VuekE,, Pv=0v, Vv lE,.
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e El operador de multiplicacién por una funcién ¢(t) real mondtona no tiene
autovectores.

En efecto, consideremos la ecuacion de autovalores

(7.6) Ax(t) = o(t)z(t) = Nx(t) .

Si z(t) € Cs(a,b) es no nula en un punto t = t,, entonces es no nula en todo un
entorno de dicho punto A C (a,b). En consecuencia, Vt € A debe ser p(t) = A,
ecuacion que no tiene solucién para A si ¢(t) es monétona creciente o decreciente.
Por lo tanto, no existe ninguna funcién continua z(t), no idénticamente nula, que

satisfaga la ec. (7.6).
e Para el operador diferencial D x(t) = z/(t), definido sobre el subespacio de las
funciones diferenciables en (a, b), la ecuacién de autovalores tiene solucién ¥V A € C:

(7.7) ()= Aa(t) = x(t) ~ e,

Si —00 < a < b < oo, tenemos que || e* || < oo, y ese es un vector del espacio
vaAeC.
En consecuencia, este operador tiene un conjunto infinito de autovectores co-

rrespondientes a autovalores diferentes. o

8. PROPIEDADES DE LOS AUTOVECTORES

Teorema 8.1. Los autovectores x1,xa,...,Ty,... de un operador lineal A, co-
rrespondientes a autovalores distintos A1, Ao, ..., A, ..., son linealmente indepen-
dientes.

La prueba se hace inductivamente, por reduccién al absurdo. Supongamos que
los m —1 primeros autovectores son linealmente independientes, pero que podemos

formar una combinacién lineal nula con los m primeros autovectores,
(8.1) CLo1+CoTog+ -+ Cpe1 Tne1 + Cn T = 0,

con no todos los coeficientes ¢, nulos. Aplicando el operador (A — A, I) a ambos

miembros de esta ecuacién obtenemos
(82) ()\1 - >\m) c1T1+ ()\2 - )\m) CoXg+ -+ (>\m—1 - )\m> Cm—1Tm_1+ 0 Tm — O,

lo que requiere que ¢ = 0 para k = 1,2,...,m — 1. Pero entonces, de (8.1) resulta

que ¢, T, = 0, en contradiccién con la hipétesis. O

De aqui resulta, en particular, que un operador lineal definido sobre un espacio
de dimensién finita n no puede tener méas de n autovectores correspondientes a

autovalores distintos.
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Teorema 8.2. Los autovectores de un operador lineal A correspondientes a un

mismo autovalor A conforman un subespacio lineal E\ C E.

En efecto, si

(83) Al‘1:>\$1, AZL‘QZ)\I'Q = A(leL‘l—l—CQl’Q):)\(leL‘l—l—Cgflfg).

O
E, es llamado subespacio caracteristico correspondiente al autovalor .
En el caso de operadores simétricos, también valen los siguientes resultados.
Teorema 8.3. Los autovalores de un operador lineal simétrico A son reales.
En efecto, supongamos que Ax = A x; entonces
(8.4) Mz |)P=(z,Az) = (Az,2) =X ||z P = X =),
O

Teorema 8.4. Los autovectores de un operador lineal simétrico A correspondientes

a autovalores diferentes son ortogonales entre si.

Supongamos que Ax = Ax y Ay = Ay, con A # u. Entonces,

(8.5) A=w)(y,z) = (y,Az) — (Ay,2) =0 = (y,2) =0.

Por lo tanto, x L y si A\ # p. U

Teorema 8.5. Sea E' un subespacio invariante frente a la accion de un operador
lineal simétrico A, definido sobre un espacio euclideo E. Entonces, el complemento

ortogonal de E', B, es también un subespacio invariante frente a A.

En efecto, por hipdtesis tenemos que Ax' € E', Vo’ € E'. Entonces, Va2’ € E' y
V' € E,

(8.6) (2" A2y =0 = (A2",2")=0,
dado que A es simétrico. Por lo tanto, Az” L E/, Va” € E". O

Los siguientes resultados establecen condiciones suficientes para la existencia de
autovectores de operadores simétricos acotados definidos sobre espacios euclideos

de cualquier dimension.
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Lema 8.6. Seca A un operador simétrico y e un vector unitario. Entonces,
(8.7) | Ae <[ A%e]l,
donde vale la igualdad sdlo si e es un autovector de A* con autovalor X =|| Ae ||*.
En efecto, de la desigualdad de Cauchy - Schwarz obtenemos
(8.8) I Ae|*=(Ae, Ae) = (e, A%¢) <[le| | Ae|l=] A%¢ |,

donde la desigualdad se reduce a una igualdad tnicamente cuando ambos vectores

en el producto escalar son colineales, es decir, si
(8.9) A?e=)e.
En ese caso, (e, A%¢e) = A= Ae || O

Lema 8.7. Si ey es un vector (unitario) mdzimo de un operador simétrico acotado

A, entonces ey es un autovector de A* correspondiente al autovalor X = || A ||2.

Si eg es un vector maximo de A, entonces || Aey || =] A ||.

Del Lema anterior, y del hecho de que A es acotado, podemos escribir que
(8.10) AP =] Aeo [IP<] A%eo <N AN Aeo =1 A,

de modo que las desigualdades en (8.10) se reducen a igualdades.

Por el Lema 8.6, sabemos entonces que e es un autovector de A? con autovalor

A= Aeo |1%,
(8.11) Aey=Aeg, A=|Ae|P=| A|>.
O

Lema 8.8. Si el operador simétrico acotado A tiene un vector mazimo ey, entonces

A también tiene un autovector con autovalor p=| Al opu=—|AJ.

Del Lema anterior sabemos que

(8.12) Aeg=|A|2e = (A— A 1)(A+||A|| I)eozo.

Sea xg = (A—l— | Al I) eo. Tenemos dos posibilidades,

(813) zo=0 = AGOZ—HA”eo,
o bien
(8.14) g #0 = Axog=| A .

En cualquier caso, existe un vector e # 0 tal que Ae = e, con |u| =|| Al. O
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De hecho, ya hemos visto que en un espacio euclideo de dimensién finita todo
operador lineal es acotado y tiene un vector maximo (ver Lema 5.2). En ese caso

puede establecerse el siguiente teorema.

Teorema 8.9. Todo operador simétrico A, definido sobre un espacio euclideo E,

de dimension finita n, tiene n autovectores ortogonales entre si.

En efecto, por el Lema 5.2 sabemos que existe en E,, un vector unitario que es
un maximo de A. Y, siendo A simétrico, por el Lema 8.8 sabemos que entonces
tiene un autovector e; correspondiente a un autovalor A\;, Ae; = Ajeq, tal que
(M| =M =[ Al

Ahora bien, el subespacio generado por ey, L£{e;}, es invariante frente a la accién

de A. Por lo tanto (ver Teorema 8.5), también lo es su complemento ortogonal,
En—l - (E{el})J_a
(815) A En—l — En—l .

Esto permite considerar la accién del operador A restringida al subespacio E,,_1,
de dimension n — 1, donde también define un operador simétrico y acotado. Su

"norma’”en este subespacio,

(816) M2 = Sup{ern_l,unitario} || Az || S Sup{xEEn,unitario} ” Ax || = M17

no supera a la norma de A en el espacio completo.

El mismo argumento que antes permite concluir que existe en E,,_; un segundo
autovector de A, ey (ortogonal a e; por construccién), A es = Ay €9, correspondiente
a un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M, |As| = My < |\| = M;.

Si ahora consideramos el subespacio lineal generado por esos dos autovectores,
L{e1,es}, vemos que es invariante, al igual que su complemento ortogonal E, 5 =
(L{e1,ex})T, de dimensién n — 2. Podemos repetir la construccién anterior para
obtener un tercer autovector de A, ortogonal a los dos anteriores, correspondiente
a un autovalor cuyo valor absoluto no supera a M.

Este proceso puede repetirse hasta obtener n (méaximo nimero de vectores lineal-
mente independientes en un espacio de dimensién n) autovectores de A ortogonales
entre si, ordenados de modo que el valor absoluto de sus autovalores forme una
secuencia no creciente:

Aek:)\kek, k= 1,2,...,”,
(8.17)
cone; Lej,paraizj, y [[Al= M| =[Xf = =]\
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Corolario 8.10. Todo operador simétrico A definido sobre un espacio euclideo de
dimension finita n es diagonal, es decir, existe una base ortonormal del espacio

formada por autovectores de A.

Noétese que la matriz asociada a A referida a dicha base es diagonal, A;; =
(ei, Aej) = N by

El polinomio caracteristico de A, P(\) = det (A — \), sélo puede tener raices
reales. Toda raiz de multiplicidad 1 < r» < n corresponde a r autovectores degen-
erados (linealmente independientes y correspondientes al mismo autovalor) del

operador A.

A diferencia de lo que ocurre en espacios de dimensién finita, un operador
simétrico en un espacio de dimensién infinita puede o no tener autovectores, como

lo muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplos:
e Ya hemos visto que el operador A de multiplicaciéon por una funciéon real, continua
y monétona ¢(t) no tiene autovectores (ver ec. (7.6)). No obstante, se trata de un

operador acotado y simétrico en Cy(a,b). En efecto,

b b
(8.18) | Az |?= / (1) [2(t) P dt < M2 / a(t) 2 dt

si |¢(t)] < M para t € [a,b]. Por lo tanto, || A || < M. Por otra parte, Vz,y €

Ca(a, b) tenemos

(. A2) = [yt (e(0) (1)) dt =
(8.19)

= 2 (et y() ey dt = (Ay, ).

En consecuencia, este operador no tiene un vector maximo.

El Lema 8.8 establece como condicion suficiente para la existencia de autovec-
tores de un operador simétrico que éste sea acotado y tenga un vector maximo. Si
bien esta ultima condicién se satisface automaticamente en el caso de dimension
finita, este ejemplo muestra que ella no puede relajarse en el caso de operadores

en espacios de dimensién infinita.

e El operador integral de Fredholm, definido en la ec. (3.10), es simétrico si su

nucleo K (¢, s) (continuo en ambas variables) es una funcién Hermitica, K(s,t) =



28 H. Falomir

K(t,s)*. En efecto,

(y,Az) = f y(t fabK(t,s)a:(s) dsdt =
(8.20)
:fj (f K(s dt) x(s)ds = (Ay,z).

Veremos mas adelante que este operador es acotado, tiene un vector maximo y un

conjunto infinito de autovectores linealmente independientes.

e El operador de Sturm - Liouville es un operador diferencial de segundo orden
definido sobre un subespacio D(L) C Cy(a, b), que contiene funciones con derivadas

segundas continuas, de modo que

/

(8.21) A1) = La(t) = (p(t) a;’(t)) +q(t) 2(t) € Caola,b)

Vz(t) € D(L), donde p(t), p'(t) y q(t) son funciones reales y continuas.
Esta claro que L es un operador lineal. Si L es ademads simétrico en su dominio
de definicién D(L), la diferencia

(y,L.Z‘)—(Ly,iL‘) =

522 (v @) +atuo)] st} ai -

ha de ser nula Vx,y € D(L).

Para una funcién p(t) arbitraria (aparte de ser continua en el intervalo cerrado
la, b]) debe garantizarse que la contribucién de cada limite de integracién sea nula
imponiendo condiciones de contorno locales (es decir, condiciones en cada
extremo de ese intervalo) a las funciones en D(L).

Consideremos, por ejemplo, la contribucion del limite inferior. Una posibilidad
es requerir simplemente que z(a) = 0 para toda z(t) € D(L). Pero supongamos

que ese no sea el caso, y tomemos dos funciones en D(L) que no se anulen en a;
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entonces podemos escribir
/ / *
z(a) y(a)

En particular, si tomamos y = x vemos que ese cociente debe ser real e indepen-

diente de la funcién considerada,
(8.24) ' (a) =cz(a), ceR, Ve e D(L) | x(a) #0.

Finalmente, si x(t) satisface esa condicién, entonces toda otra funcién y(t) €
D(L) debe satisfacer que

y(a)™ 2'(a) —y/'(a)" x(a)

I
/N
<
—~
S
~—
o
|
@\
—~
S
N
N———"
8
—~
S
N
I
]

(8.25)
= y'(a) = cyla).
Por lo tanto, el caso més general de condicién de contorno local en t = a

corresponde a requerir de las funciones en D(L) que
(8.26) ar'(a) +Bx(a) =0, cona,BER|a*+3 #0.

En particular, « = 0 = z(a) = 0.
Similarmente, la condicién de contorno local mas general en ¢t = b se expresa

como
(8.27) ya'(b) +6x(b) =0, cony,0 ER | >+ 62 #0.

Con las funciones en su dominio de definiciéon sujetas a estas condiciones, el
operador L resulta simétrico. Como las condiciones de contorno son homogéneas,
el conjunto D(L) es un subespacio lineal de Cy(a, b).

Maés adelante veremos que este operador tiene un conjunto infinito de autovec-
tores linealmente independientes, no obstante ser no acotado. Este ejemplo muestra
que las condiciones del Lema 8.8 para la existencia de autovectores de operadores

simétricos son suficientes pero no necesarias.

e Un caso particular de operador de Sturm - Liouville con esas propiedades se
obtiene cuando la funcién p(t) toma el mismo valor en los extremos del intervalo
[a,b], p(b) = p(a). En ese caso L también resulta simétrico si se imponen condi-
ciones de contorno periddicas o antiperiddicas a las funciones en su dominio de

definicion,
(8.28) z(b) = +x(a), 2/(b) = +2'(a),

como puede comprobarse facilmente de (8.22).



30 H. Falomir

e Finalmente, de la ec. (8.22) también se deduce que si p(t) se anula en un extremo
del intervalo [a, b], no es necesario imponer a las funciones condiciones de contorno

en ese punto para que L resulte simétrico. o

9. DISTANCIA Y LIMITE EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 9.1. En un espacio euclideo E se define la distancia entre dos vectores

z,y € E como la norma de su diferencia,

(9.1) p(z,y) =[z—-y| .

De las propiedades de la norma en E resulta que?, Vz,y, 2z € E,
= p(z,y) = p(y, ) (simetria),
w» p(y,z) >0y p(z,y) =0 & x =y (positividad),
v p(z,2) < p(x,y) + p(y, 2) (desigualdad triangular).

Definicién 9.2. Diremos que una secuencia de vectores {1, xs,..., Ty, ...} C E
converge al vector x € E si

(9.2) khj& plzg,z) =0,

lo que también se indica por z; — . Esto significa que, Ve > 0, 3N (¢) € N tal
que si k > N(¢g) entonces p(zy,x) = ||z —x || < e.

En ese caso, el vector x es llamado limite de la secuencia.

Teorema 9.3. 5i existe el limite de una secuencia, entonces ese limite es unico.

En efecto, supongamos que existen dos vectores x e y que son el limite de la
secuencia, ry — =y x) — y. Entonces, Ve > 0 tenemos que p(zg, ) < /2y
p(xg,y) < £/2 si k es suficientemente grande. En consecuencia, de la desigualdad

triangular resulta que

(9.3) 0 < plz,y) < pl, z) + pla,y) <e.

4Un espacio métrico consiste en un conjunto de puntos z,y,z,... entre los cuales hay
definida una distancia p(x,y) que satisface los siguientes axiomas:
= p(,y) = ply, ),
= p(y,z) > 0 para todo = # y, y p(x,z) = 0 para todo z,
= p(z,2) < p(x,y) + py, 2).
De las propiedades de la norma resulta que todo espacio de Banach (y, por consiguiente, todo

espacio euclideo) es un espacio métrico.
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Es decir, p(z,y) es menor que cualquier nimero positivo. Por lo tanto p(z,y) =||

r—y||l=0 = z=uy. O

Ejemplos:
e Consideremos una secuencia convergente en un espacio euclideo de dimensién
finita n, generado por la base ortonormal {ey,...,e,}. Entonces, los Vectores de

: o 1
la secuencia convergente pueden escribirse como {zj = §,(€ ) i R fk en, k=

1,2,...}, y tienen como limite al vector z = M e; 4 --- + M e, si
_ (n) _ ¢(n) 2 _
p Tk, T gk €1 + - ék g €n —
(9.4)

— 0 cuando k£ — o0.

=>"|e -
=1

Siendo una suma de términos no negativos, esto exige que cada término tienda a

cero, es decir,

(9.5) Im &9 =¢® =12 n.

k—o0
Por lo tanto, la convergencia de una secuencia de vectores en un espacio eu-
clideo de dimension finita equivale a la convergencia de cada una de las secuencias
numéricas formadas por los coeficientes de Fourier de los vectores referidos a un

sistema ortonormal y completo en ese espacio.

e En el espacio Cy(a, b), la convergencia de la secuencia xy(t) — x(t) significa que

b
(9:6) plaw,a) =z~ 2 [P= [ lault) (O dt -0
cuando k£ — oo. En consecuencia, se trata de una convergencia en media. ¢

Recordemos que una secuencia de funciones continuas {zx(¢), £ = 1,2...}

converge uniformemente a la funcién (continua) z(t) en el intervalo [a, b] si

(9.7) 11m {Sup{a<t<b} |2k (t) |} =0.

Lema 9.4. Toda secuencia uniformemente convergente en un intervalo de longitud

finita, b — a < 0o, es también convergente en media.

En efecto, dado ¢ > 0, |z4(t) — 2(t)|> < & Vi, si k es suficientemente grande, de

modo que

(9.8) / e (t) — 2(8)? dt < e(b—a).
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En esas condiciones, la distancia p(zy, ) puede hacerse tan pequefia como se quiera

con s6lo tomar k suficientemente grande®. 0

Pero la reciproca no vale: la convergencia en media no implica convergencia
uniforme. En realidad, ni siquiera implica convergencia puntual en ningin punto
del intervalo [a, b].

Por ejemplo, consideremos una secuencia de funciones reales y continuas xy(t),
que tomen valores entre 0 y 1 y sean nulas fuera de un subintervalo Ay C [a, b
de longitud menor que 1/k, en un punto del cual alcancen el valor 1. En esas
condiciones, el cuadrado de la distancia entre x(t) y el vector nulo,

(9.9) /b (zi(t) — O(t)) *dt = / zr(t)dt <1 x / dt < %

a A A
tiende a 0 cuando k — oo. Por consiguiente, z4(t) — 0(¢) en el sentido de la
convergencia en Cy(a, b).

No obstante,
(9.10) SUP(,<i<py [Tk(t) = O(t)| =1, VK,

de modo que la secuencia no converge uniformemente a la funciéon idénticamente
nula. De hecho, puede demostrarse que no converge uniformemente a ninguna
funcion continua.

Es mas, los subintervalos /Ay pueden ser elegidos de manera tal que la secuencia
{zx(t)} no sea puntualmente convergente para ningin valor de ¢ (por ejemplo,
haciendo que ellos barran repetidas veces la distancia que media entre ambos
extremos de [a, b], de modo que para cada valor de t la secuencia numérica {xy(t)}
sea oscilante).

SNétese que este argumento sélo vale si la longitud del intervalo considerado es finita. En

efecto, la convergencia uniforme en toda la recta no implica convergencia en media, como lo

muestra el siguiente ejemplo: consideremos las funciones z(t), pares y continuas, tales que

1 t
Tl —k, 0<t <k,

zp(t) =
0,t>k.
Esa secuencia converge uniformemente en toda la recta a la funcién idénticamente nula,
1
zp(t) —0()| < —
|2k (t) — O(t)] vy

pero no converge en media a esa funcién,

/o;|xk(t)0(t)|2dt2/0k (1]’;) dt=1, Vk.

— 0, cuando k — o0,



Espacios Euclideos 33

10. CONTINUIDAD EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 10.1. Una funcional f definida sobre un espacio euclideo E, f : E —
C, se dice continua en un punto x € E si, para toda secuencia convergente z, — =,
se tiene que la secuencia numérica f(xy) — f(x).

Equivalentemente, f es continua en x si Ve > 0 3d(g) > 0 tal que, si p(y,x) <
d(g), entonces |f(y) — f(z)] < e.

Lema 10.2. Una funcional lineal continua en x = 0 es continua en todo x € E.

En efecto, z;, — = = (7, — ) — 0, de modo que®

(10,1 I | f(s) — £(@)] = Jm | (s — )| = 0.
OJ
Lema 10.3. Una funcional lineal continua es acotada.
Si f(z) es continua, tenemos que
(10.2) [f(@) = fO)| = |f(x)] <&, Va | [[z]<d(e).
Sea z # 0,y 0 < d; < d(e), entonces
x 01 €
w3 e (ar )| =il @l<e = r@l<s el
NELl ||| 0
Por lo tanto, tomando K = ¢/d; tenemos
(10.4) f(@)| <K| x|, Vx€E.
OJ

Lema 10.4. Una funcional lineal acotada es continua.

En efecto, supongamos que |f(z)| < K || ||, para todo = € E, y consideremos

una secuencia convergente xr; — x. Entonces,

(10.5) [f () = fo)| = |f(zr =) < K ax —2 || =0

cuando k£ — oo. O

0Si, en cambio, se sabe que f(z) es continua en un punto y # 0, teniendo en cuenta que

(zx — z +vy) — y, la linealidad de la funcional nos permite escribir que

[f(xr) = (@) = |f(zx — 2 +y) = F(y)| =0

cuando k — oo.
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Teorema 10.5. Como consecuencia de los tres Lemas anteriores resulta que, para
una funcional lineal f(x) definida sobre un espacio euclideo E, los siguientes enun-

ctados son equivalentes:

» f(z) es continua en x = 0,
» f(z) es continua Vx € E,

» f(z) es acotada en E.

Ejemplos:
e Ya sabemos que el producto escalar por un vector fijo del espacio, z € E, define
una funcional lineal, f(z) := (z,z2), Yz € E. De la desigualdad de Cauchy -

Schwarz resulta que
(10.6) f@) =z <l|z[lz], Ve E.

Por lo tanto, esa funcional es continua en E.

e Ya hemos dicho que toda funcional lineal en un espacio de dimensién finita
corresponde al producto escalar por un vector fijo de ese espacio. Por el resultado
anterior, vemos que toda funcional lineal en un espacio de dimension finita es

continua.

e Pero también sabemos que en Cy(a, b) existen funcionales lineales que no pueden
ser representadas mediante el producto escalar por un vector fijo del espacio, como
por ejemplo flz(t)] = x(to), con ty € (a,b) (ver ec. (2.6)). Esta funcional no es
continua, dado que la convergencia en media no implica convergencia puntual en

ningin punto. Por lo tanto, tampoco es acotada. o

Lema 10.6. En un espacio euclideo E, el producto escalar es una funcional conti-
nua de sus dos argumentos. Esto significa que si las secuencias de vectores xy — x

ey — Y, entonces

(10.7) Jim (@k, yi) = (2,9) -
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Para demostrarlo consideremos la diferencia

o) o] = o)~ e~ e -0 -

= ‘($7y—yk) + (x—xk,y) — <$—$k,y_yk:)‘ <
(10.8)

< ‘(m,y—yk)‘+((m—xk,y)‘Jr((w—xk,y—yk)‘ <

<hallly =yl +lz—z Myl +1z—=2lly —yll—0

cuando k£ — oo. O

Propiedad 10.7. Como consecuencia del resultado anterior, la norma de un espa-

cio euclideo es una funcional continua: si x; —  entonces || z || — || = ||.

Definicién 10.8. Un operador A, definido sobre un espacio euclideo E, se dice
continuo en un punto z € E si Ve > 0 3d(e) > 0 tal que, si p(y,z) < d(e),
entonces | Ay — Az || <e.

Lema 10.9. Todo operador lineal acotado A, definido sobre un espacio euclideo

E, es continuo.

En efecto, si x;, — x entonces
(10.9) | Awy — Az || =[] Alzg —2) [ <[ Al 2 —2 | =0,

cuando k£ — oo. O

11. CONJUNTOS DENSOS EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 11.1. Un elemento de un espacio euclideo, x € E, se dice punto
limite del conjunto F C E si existe una secuencia de vectores {x1, s, ..., Tk,... } C
F que converge al elemento .

Dicho de otro modo, x es un punto limite de F si Ve > 0 existe y € F tal que

plz,y) <e.

Definicién 11.2. Un conjunto F C E se dice cerrado si contiene a todos sus

puntos limite.

Lema 11.3. El complemento ortogonal de un subespacio de un espacio euclideo

es siempre un subespacio cerrado.
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Sea E' C E, un subespacio de un espacio euclideo, y sea E” su complemento
ortogonal. Si x € E es un punto limite de E”, entonces existe una secuencia de
vectores {x1,Zs,...} C E” que converge a x, r;, — x.

Ahora bien, para todo y € E’ tenemos que (y, zx) = 0, Vk. Y por la continuidad

del producto escalar,
(11.1) (y,x):kh’m (y,21) =0, = z L E.

Por lo tanto, x € E”. O

Definicién 11.4. Dado un conjunto arbitrario de vectores de un espacio euclideo,
A C E, se llama clausura de A, y se denota por A, a la unién de A con el

conjunto de todos sus puntos limite.

Lema 11.5. La clausura de un conjunto A es un conjunto cerrado.

Sea a un punto limite de A ; mostraremos que a € A .

En efecto, Ve > 0 existe T € A tal que p(a,Z) < £/2. Pero siendo Z un vector
de la clausura de A, tenemos que T € A o bien T ¢ A pero si es un punto limite
de A. En cualquier caso, existe x € A tal que p(T,z) < £/2.

Finalmente, por la desigualdad triangular tenemos
(11.2) pla,x) < pla,) + p(T,z) < e.
En consecuencia, a es un punto limite del conjunto A y, por lo tanto, a € A. [

Todo conjunto cerrado F C E que contenga al conjunto A debe también con-

tener a su clausura,
(11.3) ACF = ACF.

En ese sentido, la clausura A es el conjunto cerrado més pequeno que contiene a
A.

Ejemplo:

e La clausura del conjunto de los niimeros racionales QQ sobre la recta es el conjunto
de los nimeros reales R. De hecho, los niimeros irracionales pueden ser introducidos
como los limites de secuencias convergentes de racionales que no convergen a un
racional, como por ejemplo

31 314 3141 31415

'70°100° 1000 10000 "¢ Q:
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Lema 11.6. Todo subespacio de dimension finita de un espacio euclideo es un

congunto cerrado.

En efecto, del Lema 3.1 sabemos que si F C E es un subespacio de dimension
finita, todo vector x € E puede escribirse como la suma de dos vectores ortogonales
entre si, r =u+v,dondeue Fyov LF.

Entonces, para y € F tenemos
(11.4) pl.y) =l (wt+v) —y [P =lu—y P +lvI*=]v]*.

Por lo tanto, Vy € F es p(x,y) > 0si z ¢ F (es decir, si v # 0). En consecuencia,

ningtn vector que no pertenece a F es un punto limite de ese subespacio. OJ

Definicién 11.7. Un conjunto B C E se dice denso en el conjunto A C E si A

esta contenido en la clausura de B,

(11.5) B densoen A = A CB.

Esto significa que todo elemento de A es un punto limite de B, de modo que
puede representarse como el limite de una secuencia convergente de vectores con-

tenidos en B,

(11.6) VaeAﬂﬂmQP“}CB‘a:gmbk

Ejemplos:
e El conjunto de los niimeros racionales Q es denso en el conjunto de los reales,
RcCcQ=R.

e El subespacio de los polinomios a coeficientes reales,
(11.7)  Pa(a,b) ={P(t) =ap+art +ayt>+---+a,t", n €N, a, € R}.

es denso en el espacio de las funciones reales y continuas en [a,b], C3(a, b).

En efecto, el teorema de Weierstrass muestra que toda funcion real f(t), con-
tinua en un intervalo cerrado [a,b], es el limite de una secuencia uniformemente
convergente de polinomios con coeficientes reales, { P (t), Pa(t) ..., P(t),...} (ver,
por ejemplo, R. Courant y D. Hilbert, Methods of Mathematical Physics, Vol. 1).

Esto implica (ver Lema 9.4) que toda funcién real y continua es el limite en
media de una secuencia de polinomios a coeficientes reales, es decir, es un punto
limite de Py(a, b). Por lo tanto,

(11.8) C(a,b) C Pa(a,b).
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Lema 11.8. Si el conjunto B C E es denso en A C E, y a su vez A es denso en

E, entonces B es denso en E.

En efecto, si B es denso en A, entonces
(11.9) AcB = AcCB.
Por otra parte, si A es denso en E, entonces
(11.10) ECA = ECB.
Por lo tanto, B es denso en E. 0

Ejemplo:

e El conjunto de polinomios con coeficientes racionales,
(11.11)  Qu(a,b) ={Q(t) =g+ qut + @t*+---+q.t", n€N, ¢ € Q},

es denso en el espacio de los polinomios con coeficientes reales Ps(a,b), que a su

vez es denso en C3(a,b). Por el lema anterior, Qy(a,b) es denso en C3(a,b).

Para mostrar que Qs(a,b) es denso en Py(a,b), consideremos un polinomio
P(t) = ap+ay t+- - -+a, t" € Py(a,b), y elijamos n nimeros racionales qo, q1, - - . , ¢,
tales que |ax — qp| < /(28 || t* ||), con € > 0 (lo que siempre es posible, dado
que Q es denso en R).

Entonces, llamando Q(t) = qo + ¢1t + -+ + ¢, t" y empleando la desigualdad

triangular para la norma, tenemos
| P(t) — Q) [[=

= (a0 —qo)t" + (a1 —qu)t+ -+ + (an — gu) t" || <

(11.12) ;
< lao = qof | 7 [ +lax = [ €} + -+ fan = aul | " [| <

1 =1
SEPIEEED IR

k=0 k=0
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El conjunto Qy(a, b) tiene ademas la particularidad de ser numerable” (es decir,
puede ser puesto en correspondencia uno a uno con el conjunto de los ntimeros

naturales). o

Definicién 11.9. Un espacio euclideo que contiene un conjunto denso y numerable

se dice separable.

Ejemplo:
e El espacio Cy(a,b) es separable. En efecto, sea z(t) = xg(t) + ix(t), con
zp(t), z;(t) € C¥(a,b). Entonces podemos elegir dos polinomios con coeficientes

racionales Qg(t) y Q(t) tales que || zr(t) — Qrs(t) ||< /2.
En consecuencia, por la desigualdad triangular,

| 2(t) = (Qr(t) +iQ:(1)) || <
(11.13)

< zr(t) = Qr(t) | + I 2:(t) = Q:(t) | <e.
Finalmente, notemos que el conjunto de los polinomios de la forma Qg(t) +
iQ(t) es numerable, dado que sus elementos estdn en correspondencia uno a
uno con los pares ordenados de elementos de un conjunto numerable, de la forma

(Qr(t),Qr(t)) con Qr(t) € Qaz(a,b), que también forman un conjunto numerable
(ver Lema 28.4). o

12. SECUENCIAS DE CAUCHY EN ESPACIOS EUCLIDEOS

Una secuencia de vectores {x, 2z, ..., 2, ...} en un espacio euclideo E se dice

fundamental o de Cauchy si Ve > 0 3 N(e) € N tal que

(12.1) plrg,x) <e, Vk, 1> N(e),
es decir, si
(12.2) klll'm p(xg,x) =0.

Lema 12.1. Toda secuencia convergente es fundamental.

En efecto, supongamos que x, — . Entonces, de la desigualdad triangular para
la distancia tenemos que
(12.3) p(zg, ) < p(ay,x) + p(x,x;) — 0

"Para demostrar esta propiedad debemos previamente mostrar que el conjunto de los niimeros
racionales es numerable, asi como ciertas propiedades de la unién de conjuntos numerables. Para

ello, ver Apéndice 28.
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cuando k,[ — oo. O

En la recta, el criterio de Cauchy establece que toda secuencia fundamental es
convergente. Pero en un espacio euclideo general puede haber secuencias de Cauchy

que no tengan limite en ese espacio, como lo muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo:

e Consideremos una secuencia en Cq(a,b) formada por funciones reales z(t) que
tomen valores entre 0 y 1, y tales que, para todo § > 0, converjan uniformemente

a 0 en el intervalo [a,c — d] y a 1 en el intervalo [c + §,b], con a < ¢ < b.

Consideremos la distancia entre dos elementos cualesquiera de esa secuencia,

plaw,an = [ lan(t) = (0 it =
c—0 b
(12.4) = / |2 (t) — 2(1)]? dt+/ |z (t) — x(8) [ dt+

c+0
+/ |lzu(t) — a(8)| dt.

—5
Como la secuencia es uniformemente convergente en [a, c—0d], dado e; > 0, podemos
tomar k y [ suficientemente grandes como para que |z, (t) — 0| < €1, para todo ¢

en ese intervalo. Entonces,
c—§ ) c—§ 9
[t o ar< [ ()] +lat)) de <
(12.5) ¢ ¢
<4e?(c—6—a)<4del(c—a).

Similarmente, si |z, (t) — 1| < &g para t € [c¢+ 6,b], podemos escribir

(12.6) /; lzp(t) — () dt <42 (b—c—0) <4e2(b—c).

Finalmente, para la dltima integral tenemos

c+o c+o
(12.7) / (1) — 2 dtg/ 2t —85.

-0 c—6
Por lo tanto, si llamamos
(12.8) e?=4ef(c—a)+4e5(b—c)+86,
que puede hacerse tan pequeno como se quiera, tenemos

(12.9) p(ﬁk, l’l) <eg,



Espacios Euclideos 41

para k,[ suficientemente grandes, de modo que se trata de una secuencia funda-
mental.

No obstante, no existe ninguna funcién continua en [a,b] que sea el limite en
media de esta secuencia de Cauchy. En efecto, si z(t) fuese el limite en media de

la secuencia, tendriamos

(12.10) / 2a(t) — 2(0)? dt > / a(t) — 2(8)? dt — 0

cuando k — oo. Como las z(t) convergen uniformemente a 0 en ese intervalo, y
la convergencia uniforme implica convergencia en media, la unicidad del limite en
media requiere que z(t) =0, t € [a,c—¢], para todo 6 > 0. Idéntico razonamiento
permite concluir que z(t) =1, t € [c + 9§, b], para todo 6 > 0.

En consecuencia, independientemente del valor que tome en ¢ = ¢, el limite en

media de esa secuencia es una funcion discontinua en ese punto,

0, té€lac),
1, te(ed].

(12.11) z(t) = {

Esta funcién no es un elemento del espacio Cy(a,b) en el que estamos trabajando.

<

Lema 12.2. Toda secuencia fundamental es acotada.

Sea {xy,k =1,2,...} una secuencia de Cauchy, y sea z € E un vector arbitrario
del espacio euclideo.

Para un dado € > 0 existe un natural N tal que si k > N entonces p(xy, ;) < €.

Si ademds llamamos M = méaximo {p(z,x), k=1,2,..., N} tenemos
(12.12) p(z,zr) < p(z,zn) + plen,zx) <M +e, Yk > N,
por lo que la secuencia es acotada. O

13. ESPACIOS COMPLETOS

Un espacio euclideo E se dice completo si toda secuencia fundamental en E es

convergente.

Ejemplo:
e Todo espacio euclideo de dimension finita es completo. En efecto, consideremos
una secuencia de Cauchy arbitraria en un espacio de dimensién n, generado por

la base ortonormal {ey,. .., e,},

(13.1) se=ENer 4+ +&Me,, keN.
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Entonces,

n ) 12
P(l’k,l‘l)2 = Z ) 515;]) - l(j)
j=1

(13.2)
> %{g,@ —5}“}2 +%{§,(j) —5}“}2 i=1.2.....n.

Por lo tanto, la secuencia de ntimeros complejos {5,?) ,k € N} es fundamental y,

por el criterio de Cauchy, tiene un limite: 3¢@ € C tal que
(13.3) ¢l = lim ¢ i=1,2...n.
Esos n niimeros definen un vector

que es el limite de la secuencia. En efecto,

2
— 0

(135 plag,a) = 3 |6 — ¢
j=1

cuando k — oo (dado que es una suma finita de términos que se anulan en ese
limite).
Por lo tanto, toda secuencia fundamental en un espacio euclideo de dimensién

finita tiene limite, de modo que ese espacio es completo.

e Por otra parte, hemos visto en la Seccién 12 que el espacio Cy(a, b) no es completo.
Esto plantea la pregunta acerca de la existencia de espacios completos de dimension
infinita, que el ejemplo tratado en la siguiente Seccion responde afirmativamente.

&

14. EL ESPACIO Lo

El espacio L5 se define como el conjunto de las secuencias de nimeros reales

tales que la suma de sus cuadrados es una serie convergente,

(14.1) Ly = {x = {¢9 i eN} ‘ i (€9 < oo} :

Este conjunto resulta un espacio lineal respecto de las operaciones de suma y

producto definidas de modo que, para a € R,

(14.2) r={", ieN}, y={n", ieN},
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con
(143) Do) <00, 3 (n) <oe,
i=1 i=1
entonces
ar:={at® icN},
(14.4)
r+y:={D+n® N},
Es evidente que elementos de la forma z,, = {£® =’ , i € N}, con m € N,

son linealmente independientes. En consecuencia, el espacio £, no tiene dimension
finita.

Este espacio resulta euclideo respecto del producto escalar
(14.5) (z,y) =Y _&In®
i=1

Para verificar que estas definiciones tienen sentido, consideremos primero la serie

que define el producto escalar. La diferencia en valor absoluto de dos de sus sumas

parciales,
NaMo NeMo 12 ¢ Nym o 1/2
(14.6) \SN+M—SN\= > g s{ > (W) } {Z (™) } ,
i=N+1 i=N+1 i=N-+1

como consecuencia de la desigualdad de Cauchy - Schwarz en R™. Ahora bien,
dentro de cada una de las llaves del miembro de la derecha de (14.6) aparece la
diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ver ec. (14.3)). Esas
sumas parciales forman una secuencia fundamental, de modo que el miembro de
la derecha tiende a 0 cuando N — oo, para todo M.

En esas condiciones, la sucesién de sumas parciales de la serie en (14.5) satisface

que

(14.7) Ifm <SN+M _ SN) —0, YMeN,

N—o0
y, por el criterio de Cauchy, tiene limite.
Por lo tanto, el producto escalar en (14.5) estd definido para todo par de ele-
mentos de Ls.

Este producto es simétrico y positivo definido. Ademas,

(14.8) Z (N =0sz=0={9D =0, ieN},

=1

por ser una serie de términos no negativos.
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Consideremos ahora la suma de elementos de £y en (14.4). Tenemos que, para
todo M,

N+M ‘ L N+M 9 N+M ‘ ‘ N+M .
(14.9) Z (D +70)" = Z (€)% 42 Z €0 o 4 Z ()
i=N+1 i=N+1 i=N+1 i=N+1

donde el miembro de la derecha tiende a 0 cuando N — oo, dado que cada término
es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente (ec. (14.3) y (14.5)).

En consecuencia, por el criterio de Cauchy, existe el limite de la serie

o0

(14.10) 3D 0D < 0.

i=1
Por lo tanto, con la definicién de (14.4), z +y € Lo, Va,y € Lo. Ademds, es

inmediato mostrar que también ax € Ls.

En conclusién, L5 es un espacio euclideo. En lo que sigue mostraremos que es

un espacio completo.

Consideremos una secuencia fundamental arbitraria en Lo, {x1, 2, ..., Tk, ... },
donde
(14.11) T = { 0 e N} .
Entonces,
(14.12) plrg, 1)° = i ( ,(j) — fli))Q — 0, k1 —o00.
i=1

Dado que se trata de una serie de términos no negativos, debe ser

(14.13) dim (g — ) =0, vieN.
En consecuencia, para todo ¢ = 1,2,..., obtenemos la secuencia fundamental

{f,(:) , k € N} que, por el criterio de Cauchy, tiene limite: 3¢ ) e R tal que

(14.14) €0 = 1im ¢

k—o0

Con esos limites puede formarse la secuencia x = {¢® | i € N}.

Para mostrar que x asi definido es un elemento de L,, recordemos que toda

secuencia de Cauchy es acotada. Por lo tanto, V k tenemos

(14.15) p(14,0)% = i (5,(;'))2 <K < o0,

=1

donde K no depende de k.
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Entonces, V N € N fijo resulta que

N
(14.16) Z(,Ef))QSK, VkeN.

=1

Tomando el limite de esa suma finita para k — oo obtenemos

N N
(14.17) Jim 3 (5,2“)2 =Y (¢9)’ <K, VNeN.
* = i=1
Entonces, en el limite N — oo obtenemos
N 00
(14.18) Jim (€)=Y () s K <oo=aels.

i=1 i=1

Ahora mostraremos que este vector x € Ly es el limite de la secuencia funda-

mental en (14.11). Para ello, tengamos en cuenta que, dado £ > 0,

o0

(14.19) plrp, o) = <§1§i) - 55”)2 < g,

i=1
para k, [ suficientemente grandes. Tratandose de una serie de términos no negati-
vos, ella es mayor o igual que cualquiera de sus sumas parciales. Podemos entonces

escribir que

(14.20) Z( ,(j')—gl(“)2<§, YN eN.

=1

Si ahora, con N fijo, tomamos el limite de esta suma finita para [ — oo resulta

N N
aaz o in > (e -g) =X (e -e0) < G vaen,

para todo k suficientemente grande.

Finalmente, tomando el limite N — oo,

(14.22) A}Lmooiv: (51(;) . f(i)>2 _ i (51(;) _ f(i)>2

=1 =1

IA
DO | ™

para todo k suficientemente grande.

Por lo tanto,

(14.23) lim p(zy,z) =0,

k—o00

y la secuencia de Cauchy considerada converge a un elemento de L.

En conclusién, toda secuencia fundamental en £, es convergente, de modo que

se trata de un espacio euclideo completo.
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Veremos ahora que el espacio L, es separable. Para ello tengamos en cuenta que,
siz={¢", ieN}e Ly, dado e >0,

(14.24) ﬁi@mf<um:¢ ii(é%2<5
i=1 i=N+1 2

para NN suficientemente grande.

Por otra parte, sea
(14.25) g={qW,q¢%,. .., ¢™.0,0,...} € L,,

donde los racionales ¢¥ € Q son elegidos de manera que

(14.26) (SR < i

En esas condiciones,

N 00
plz,9)? =3 (60— ¢+ 3 (€9) <
i=1 i=N+1

(14.27)

1=

N 0o
€ € € 1
<E 21+i+§<§ EZS
i=1 0

Por lo tanto, el conjunto de elementos de la forma (14.25) es denso en Ls.
Ademas, ese conjunto es numerable, dado que puede establecerse una relacion

biunivoca entre sus elementos y los polinomios con coeficientes racionales,
(14.28) g Q) =Wt 4¢Pt 4o g gL

los que forman un conjunto numerable.

En conclusion, £5 contiene un conjunto denso numerable, es decir, es separable.

Definicién 14.1. Un espacio euclideo de dimension infinita, completo y separable

es llamado espacio de Hilbert.

Ejemplo:

e El espacio L es un espacio de Hilbert. o

15. COMPLETAMIENTO DE ESPACIOS EUCLIDEOS

Definicién 15.1. Dos secuencias de Cauchy, {zxy , k =1,2,... } {w,k=1,2,...} C

E, se dicen coterminales si

(15.1) i |2k e | = 0.
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Si la secuencia fundamental {zy,k = 1,2,...} es coterminal con la secuencia
{yr,k =1,2,...}, y ésta es coterminal con {z,k = 1,2,...}, entonces la primera

es coterminal con la segunda. En efecto,

(15.2) P, 2) < plxr, ye) + p(yr, ) -

Evidentemente, esto corresponde a una relacién de equivalencia, en la que dos

secuencias estan en la misma clase de equivalencia si y sélo si son coterminales.

El conjunto E de las clases de equivalencia de secuencias coterminales en el
espacio euclideo E, X = {{z}, k=1,2,...} C E | coterminales}, se estructura

como un espacio lineal respecto de las operaciones lineales definidas a continuacién:

» Dados X,Y € E, tomamos dos secuencias representativas,
{zx} € X, {yx} € Y, y con ellas formamos la secuencia {z; = xp + yi}.

Esta secuencia es también fundamental,
(15.3) Iz —z <[z —x |+ Tye =0 |= 0, k1 — o0,

y en consecuencia pertenece a cierta clase Z € E.

En esas condiciones, se define
(15.4) X+Y: =27.

Esta definicién es univoca, ya que si {z}.} € X, {y,} € Y, la secuencia
{z, =z}, + y.} € Z. En efecto,

(15.5) 2o =2 1<l 2k — 2 | + 1 gk — 9 =0, k1 — o0,

» Similarmente, A X € E es aquella clase a la que pertenece la secuencia
fundamental {\ 2}, donde {z;} € X. Resulta inmediato verificar que esta

definicién también es univoca.

Queda como ejercicio verificar que en E se satisfacen los axiomas de espacio
vectorial.
En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la clase de secuencias

convergentes a 0, O. En efecto, si {z3} € X v {yx} € O, entonces

(156)  Jim || (@b g o = Jm [y =0 = {metm) e X,

El espacio lineal E puede estructurarse como un espacio euclideo si se introduce
un producto escalar entre clases X,Y € E. Para ello consideremos secuencias
fundamentales representativas de cada una de esas clases, {z;} € X, {yx} € Y,

y tomemos el producto escalar (en E) de sus elementos genéricos, {(xg,yx) k =
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1,2,...}. Estos numeros definen una secuencia de Cauchy que, en consecuencia,

tiene un limite:

(zr, i) — (21, 91) ’ = ‘ (Tr, yr — w0) + (2 — 21, 91) ‘ <
(15.7) < ‘ (k, ye — Y1) ‘ + ‘ () — 21, U1) ‘ <

<l aee [l we vl + 1 2n =2 Mo | =0, k1 — o0,

dado que toda secuencia fundamental es acotada.
El limite de esta secuencia numérica sélo depende de las clases seleccionadas
en E, y no de las secuencias representativas consideradas. En efecto, sean dos

secuencias coterminales con las anteriores, {z}.} € X y {y;} € Y; entonces

(o) = (o) | = | (e — 94 + (i — 14 | <

(15.8) < | @em =) |+ | (@ — afomh) | <

<l zelllye =i I+ T 2r =2 ([l g5 (| = 0, k1 — o0,
En esas condiciones, se define
(15.9) (X,Y) = kll_{go(xk, Ur)

Es evidente que esta definicion satisfacen los dos primeros axiomas del producto

escalar en un espacio euclideo. En cuanto al tercero, para {z;} € X tenemos

(15.10) (zho) >0 = (X,X) >0,

y si

(15.11) (X, X)=0 = Jim |2 [|°=0 = 2, =0 = {2} €O,
es decir, X = O.

El espacio Euclideo E asf conformado tiene las siguientes propiedades:

= E contiene un subespacio E; isomorfo a E.
En efecto, cada vector de E puede asociarse de manera univoca con la

clase de secuencias coterminales que lo tienen por limite,

(15.12) v Xo={{an} o —a}, yo Xy={w} v — vy}
Entonces

(15.13) ar+ Py aX, +5X,,
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y el producto escalar

(15.14) (X2, X,) = lclirrolo(xk,yk) = (z,y).

» El subespacio E; es denso en E.
Consideremos una secuencia fundamental {z;} € X € E. Dado ¢ > 0,
dN € N tal que si k > N entonces p(xx, vn) < 5.

Sea X, € E; la clase de las secuencias que convergen a xy. En partic-

ular, X, contiene la secuencia {zy,zy,... }. Entonces
€
(15.15) | X — Xy [|= lm ||z —2y [[< = <e.
k—oo 2

Por lo tanto, todo elemento de E es un punto limite de E;.
» El espacio E es completo.

Consideremos una secuencia fundamental {X k} CE,
€
2
Si{zg,} € Xy {z,} € X, con k,l > ng(e),

(1516) ” X, — X || < -, Vk,I> no(E), Ve>0.

(15.17) rlinolo | o — i || < % = || zpyr — 2, || < g, Vr>ro(e).

Sea Yy = Tk, y llamemos N(e) = méaximo {ng(e),ro(c)}. Entonces, si
k,l > N(e),
€
3"
Por lo tanto, la secuencia {y;} es fundamental, y pertenece a cierta clase
Y € E.

Ahora bien, si k > N(e),

(15.18) lye — o | =l 2pp — 2 |l <

(15.19) | X =Y || = lim ka,l—yluggq,v»o.

En consecuencia, Y = lim;_.., X, lo que muestra que toda secuencia de

Cauchy en E tiene un limite en ese espacio.
Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 15.2. Dado un espacio euclideo de dimension infinita E (en general,
no completo), existe un espacio euclideo completo E, llamado completamiento

de E, que contiene un subespacio denso isomorfo a E.

Finalmente senalemos que, dados dos espacios euclideos isomorfos E y E’, sus

completamientos E y E' también son isomorfos entre si.
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16. LA INTEGRAL DE LEBESGUE

Hemos visto que el espacio Cs(a,b) no es completo, en el sentido de que no
toda secuencia fundamental en Cy(a,b) converge en media a una funcién continua.

No obstante, en virtud del Teorema 15.2, sabemos que es posible construir (de

manera abstracta) un completamiento para ese espacio, Ca(a,b), que contiene un
subespacio denso isomorfo a Cs(a,b).

Veremos que es posible dar a m un significado concreto, interpretandolo
como el conjunto de cierta clase de funciones.

En particular, la integral de Riemann (definida para funciones continuas) ha sido
una herramienta esencial para definir el producto escalar en Cy(a,b). La necesidad
de incorporar al espacio funciones mas generales hace necesario generalizar también
ese producto escalar, expresandolo en términos de la integral de Lebesgue.

El desarrollo de la teoria de la integral de Lebesgue excede las posibilidades de
este curso (ver, por ejemplo, la bibliografia indicada), por lo que nos contentaremos

con dar aqui s6lo una presentaciéon intuitiva de ese concepto.

Definicién 16.1. Diremos que un conjunto de puntos A C [a,b] tiene medida
menor que un numero ¢ > 0 si A puede ser contenido en un conjunto (finito o

infinito numerable) de intervalos cuya longitud total sea menor que €.

Ejemplo:
e El conjunto de los nimeros racionales tiene medida menor que cualquier niimero
positivo €.

En efecto, siendo un conjunto numerable, Q = {q1, ¢a, . . . }, el k-ésimo racional
puede ser contenido en un intervalo de longitud < &/2*, de manera tal que la

longitud total de esos intervalos serd menor que

00
9

2k:
k=1

(16.1) —c.

Definicién 16.2. Un conjunto de medida menor que cualquier niimero positivo

se dice de medida nula.

Definicién 16.3. Una funcién f(t), definida en un intervalo [a, b], se dice medible
si, Ve > 0, ella puede ser redefinida en un conjunto de medida menor que ¢ del

intervalo [a, b] de manera tal que la funcién resultante sea continua.

Ejemplos:
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e Una funcion con un nimero finito de discontinuidades aisladas es medible. Basta
con redefinir adecuadamente a la funcién en un entorno suficientemente pequeno

de cada punto de discontinuidad para obtener una funcién continua.

e Una funcién con una singularidad aislada, como

t7¢, para0<t<1,
(16.2) ft) =
0, parat =0,

con a > 0, es medible. Ella puede ser redefinida en el intervalo (0, €), por ejemplo,
como una funcion lineal que se anule en el origen y tome el valor e™* en t = €. De

esa manera se obtiene una funcién continua en el intervalo [0, 1] para todo € > 0.

e La funcién de Dirichlet, definida en el intervalo [0, 1] como

) 1, VteQ,
(16.3) x(t) _{ 0. Vi ¢,

es una funciéon medible. En efecto, el conjunto de los niimeros racionales puede
ser contenido en un subconjunto de [0, 1] de medida menor que cualquier £ > 0.
Redefiniendo alli adentro a la funcién, por ejemplo, como tomando valores nulos

se obtiene una funcién continua, idénticamente nula. o

16.1. Integral de Lebesgue. Consideremos una funciéon medible en el inter-
valo [a,b], f(t), que toma valores no negativos. Entonces, dada una secuencia de
numeros positivos €, — 0, para cada k podemos construir una funcién continua
fr(t), que también tome valores no negativos, y que sélo difiera de la anterior en
un conjunto de medida menor que &y.

Si esas funciones fi(t) pueden ser construidas de manera tal que sus integrales
(en el sentido de Riemann) tengan una cota superior comin, entonces la funcién
f(t) se dice sumable o integrable en el sentido de Lebesgue.

En ese caso, se puede demostrar que las funciones fi(t) pueden ser elegidas de
modo que sus integrales formen una secuencia convergente cuyo limite, no obstante,

puede depender de la esa eleccién.

En efecto, si la funcién f(¢) ha sido modificada en un intervalo A, de longitud
J, a los efectos de obtener una funcién continua fi(t), nada impide sumarle a f(t)
una funcién continua no negativa, que se anule fuera de /A y cuya grafica sea,
por ejemplo, un tridngulo de base § y altura 2¢/d, con ¢ > 0. Esa modificacién

incrementa en c el valor de su integral,

(16.4) /bfk(t)dt o c+/bfk(t)dt.
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Entonces, el limite de la secuencia de integrales puede ser incrementado arbi-
trariamente. Pero la condicién fi(t) > 0 impide que pueda ser disminuido arbi-
trariamente.

En esas condiciones, se define la integral de Lebesgue de f(¢) (y se la denota
por el mismo simbolo que la integral de Riemann) como la mayor cota inferior o
infimo del conjunto de valores posibles para el limite de la secuencia de integrales

de las funciones f(t),

(16.5) /abf(t) dt := Inf {’}inolo /ab Fiul®) dt} ,

donde deben tenerse en cuenta todas las posibles elecciones de las funciones fj(t).

Con esa definiciéon, se puede demostrar que si una funcién que toma valores no
negativos f(t) tiene una integral de Riemann (porque es continua), o una integral
de Riemann impropia (como es el caso de una funcién con una discontinuidad, o
con una singularidad integrable f(t) = t™, con 0 < a < 1), entonces también
es sumable, y su integral de Lebesgue coincide con su integral en el sentido de
Riemann.

Similarmente, una funcién no negativa que tiene una singularidad no integrable,
f(t) =t=% con a > 1, tampoco es integrable en el sentido de Lebesgue dado que,

en ese caso, las integrales de las funciones fi(¢) no estan acotadas.

No obstante, existen funciones que no tienen una integral de Riemann (ni propia
ni impropia) pero que si son integrables en el sentido de Lebesgue.

Un ejemplo es la funcién de Dirichlet, ec. (16.3). Esta funcién no es integrable en
el sentido de Riemann, porque el limite de las integrales de funciones escalonadas
que aproximan a X(t) por arriba no coincide con el limite de las que la aproximan
por abajo.

Pero esta funcion medible puede ser modificada en conjuntos de medida arbi-
trariamente pequena, de modo de obtener una secuencia de funciones continuas
Xk(t) cuyas integrales estén acotadas. La eleccién de estas funciones que conduce
a los minimos valores posibles para sus integrales corresponde a tomar y(t) = 0

para todo k. Entonces,

(16.6) /le(t) dt — Tnf {1311110 /01 i (t) dt} ~0.
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Propiedad 16.4. Si f(t) > 0 es una funcién integrable de Lebesgue, y 0 < g(t) <

f(t), entonces g(t) también es sumable y su integral satisface

(16.7) Og/bg(t)dtg/bf(t)dt.

Definicién 16.5. Una funcién medible f(t), que toma valores tanto positivos

como negativos, se dice sumable si su valor absoluto |f(¢)| es sumable.

En ese caso, por la propiedad anterior, las funciones

f+(t) = max {0, f()} < [F()],
(16.8)

f-(t) = max {0, —f(t)} < [f()],
que toman valores no negativos, son integrables de Lebesgue. Dado que f(t) =

fi(t) — f_(t), se define la integral de Lebesgue de esa funcién como
b b b
(16.9) / F(t) dt = / Fo(t) dt — / £(t)dt.

Si la funcién f(t) toma valores complejos, y su médulo |f(¢)| es sumable, en-

tonces se define

(16.10) /f(t)dt ;:/ é]%{f(t)}dtJri/ S{F(t)} dt.

a

Se puede demostrar que la integral de Lebesgue asi definida tiene las mismas

propiedades de linealidad que la integral de Riemann,

b b b
(16.11) /{af(t)+ﬁg<t)} dt:a/ f(t)dt+ﬁ/ o(t) dt

17.  EL EspACIO Ls(a,b)

Se llama Ls(a, b) al espacio de las funciones f(t) medibles en el intervalo [a, b],

cuyos modulos al cuadrado son sumables,

b
(17.1) / IF(D)] dt < 0.

Este conjunto se estructura como un espacio lineal respecto de las operaciones

usuales de suma de funciones,

(17.2) (f +9) (@) == f{t) +9(t),

y producto de funciones por niimeros,
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(17.3) (@ f)(t) == a f(t).

Quisiéramos hacer de él un espacio euclideo introduciendo un producto escalar

similar al del espacio Cs(a,b), pero empleando la integral de Lebesgue,

(174 (F0.9(0) = [ F0)" glt)at.

Primero verifiquemos que esa integral existe para todo par de funciones f(t), g(t) €

Ls(a,b). Para ello tengamos en cuenta que

ar5) o< (Ol -1e@l) = |70 9] < 5 (1F0P +1o0)P).
de donde resulta que (f(t)* g(t)) es sumable (ver Propiedad 16.4).

Si ahora consideramos la suma de dos funciones f(t), g(t) € La(a,b),

76 + 90| = |£(02 + 270 900) + 9(?

<

(17.6)

)

2 2
< |r] +2| @ 9| + |ot)
de donde resulta que (f+g)(t) € La(a,b), que es lo que debe ocurrir en un espacio
lineal.

En particular, el elemento neutro respecto de la suma es la funcion idénticamente
nula 0(%).

Por otra parte, de la definicién de producto escalar, ec. (17.4), y de las propieda-
des de linealidad de la integral de Lebesgue, ec. (16.11), resulta inmediato probar
que se satisfacen los dos primeros axiomas del espacio euclideo.

En cuanto al tercero,
(17.7) V®r20=>(ﬂmf@)=LnﬂM%ﬁZU

Pero si <f(t), f(t)) = 0, no podemos concluir de ello que f(t) = 0(t), puesto que
hemos visto que existen funciones a valores no negativos que (como la funcién de
Dirichlet) tienen una integral de Lebesgue nula a pesar de no ser idénticamente

nulas. Esto crea una dificultad con la segunda parte de este axioma.

Sin embargo, se puede demostrar que una funcién a valores no negativos, u(t) >
0 Vt, tiene una integral de Lebesgue nula si y sélo si ella difiere de 0 en, a lo sumo,

un conjunto de medida nula,

(17.8) / ") dt=0 & ult) =0, e



Espacios Euclideos 55

(donde la abreviatura a.e. significa en casi todo punto - almost everywhere).
En particular, esto implica que la “distancia” (derivada del “producto escalar”
definido en la ec. (17.4)) entre dos funciones f(t),g(t) € La(a,b) es cero si esas
funciones difieren sélo en un conjunto de medida nula,
‘2

dt =0.

b
(17.9) () = g(t), ae. = / £(t) — gt)

A pesar de no ser idénticas, tales funciones deberian ser consideradas como el

mismo vector del espacio euclideo.

Esto sugiere identificar a todas las funciones de (médulo) cuadrado integrable
que difieran unas de otras en, a lo sumo, un conjunto de medida nula con un
mismo elemento del espacio. En particular, toda funcién nula en casi todo punto
serfa entonces equivalente al vector nulo 0(t), con lo que también se satisfaria el

tercer axioma del producto escalar.

Para ser mds precisos: interpretamos a los elementos del espacio Ls(a,b) no
como funciones individuales, sino como clases de equivalencia de funciones
de cuadrado sumable, donde dos funciones estan en la misma clase si coinciden
en casi todo punto (es decir, si sélo difieren en un conjunto de medida nula).

Las operaciones lineales entre clases se definen a partir de las operaciones sobre
funciones representativas de cada clase, siendo la clase resultante independiente de
esta eleccién. En efecto, cambiar de funciones representativas produce un resultado
que coincide con el anterior en casi todo punto, y entonces pertenece a la misma
clase de equivalencia.

Finalmente, el producto escalar entre elementos de Ly(a,b) se define como en
la ec. (17.4), a partir de dos funciones representativas de las clases. Esto también
resulta independiente de esa eleccién, dado que cambiar de funcién en una clase
corresponde a cambiar el integrando en, a lo sumo, un conjunto de medida nula,

lo que no altera el valor de la integral.
Con esta interpretacion, Ly(a,b) resulta un espacio euclideo.

Por otra parte, se puede demostrar que las funciones continuas, que participan

en la definicion de la integral de Lebesgue

b b
(17.10) / ‘f(t)}th:Inf{kE%/ {fk(t)fdt} , f(t) € Ly(a,b),

pertenecen a clases de equivalencia que forman un subespacio denso en Ly(a,b).

Evidentemente, este subespacio es isomorfo a Cy(a, b).



56 H. Falomir

Dado que Cy(a,b) es un espacio euclideo de dimensién infinita y separable (con-

tiene un conjunto denso numerable), también lo es Lo(a, b).

Finalmente, se puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 17.1. (de Riesz y Fischer) La(a,b) es un espacio euclideo completo.

Por lo tanto, Ly(a,b) es un espacio de Hilbert (espacio euclideo de dimensién

infinita, completo y separable), isomorfo al completamiento de Cy(a, b).

Esta construccién puede ser generalizada al caso de varias variables.

Consideremos, por ejemplo, funciones de dos variables, f(t,s), definidas en la
region [a, b] X [c,d]. Un conjunto de puntos de ese rectangulo tiene medida menor
que € > 0 si puede ser contenido en un conjunto finito o infinito numerable de
rectangulos de area total menor que e.

La definicién de funciones medibles y sumables es enteramente similar a la del
caso de una variable, asi como la definicién de integral de Lebesgue, que se denota
por el mismo sfimbolo que la integral de Riemann, fab fcd f(t,s)dtds.

El conjunto de las clases de equivalencia de funciones de (médulo) cuadra-

do sumable en la regién [a,b] X [¢,d] conforma un espacio de Hilbert llamado
L2 ((avb) X (C, d))

El siguiente resultado permite calcular integrales de Lebesgue dobles como in-

tegrales iteradas, como en el caso de integrales de Riemann dobles.

Teorema 17.2. (de Fubini) Sea f(t,s) una funcion sumable en el rectangulo a <
t<b, c<s<d.

Entonces, para t fijo, f(t,s) es una funcion sumable de la variable s en el in-
tervalo [c,d], excepto posiblemente para un conjunto de medida nula de valores de

t. Su integral de Lebesgue

(17.11) F(t) = /df(t, s)ds

(que existe en casi todo punto) es una funcion sumable de la variable t, cuya

integral coincide con el valor de la integral doble,

(17.12) /abF(t)dt:/ab{/cdf(t,s)ds}dt:/ab/cdf(t,s)dtds.

Similarmente, la integral fabf(t,s) dt existe para casi todos los valores de s, y

define una funcion sumable tal que

(17.13) /Cd{/abf(t,s)dt} ds:/ab/cdf(t,s) dt ds .
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18. COMPLEMENTOS ORTOGONALES

El Lema 3.1 muestra la existencia del complemento ortogonal de cualquier sube-
spacio de dimension finita. En lo que sigue mostraremos que en un espacio euclideo
completo es posible realizar una descomposicién similar respecto de un subespacio

arbitrario.
Lema 18.1. Si x € E es un vector ortogonal a un subespacio ¥ C E, entonces x
es también ortogonal a su clausura, x | F.

En efecto, si y € F, entonces y = limy_oo Y, con y, € F, V k € N. En esas

condiciones, por la continuidad del producto escalar,

dado que z L y;,, Vk. Por lo tanto, z Ly, Vy € F, es decir, z L F. O

Esto implica, en particular, que no existe ningtin vector no nulo que sea ortogonal
a un subespacio F denso en E. Eso es asf porque, siz L F = 2z L E C F. Entonces,

rlax=x2=0.

En esas condiciones, serd suficiente considerar subespacios cerrados (recorde-
mos que, en particular, todo subespacio de dimensién finita es cerrado). También

necesitaremos la siguiente propiedad.

Lema 18.2. (del paralelogramo) Dados dos vectores x,y € E, vale la relacion
(18.2) le+yllP+le—ylP=2z|>+2]y?
(es decir, la suma de los cuadrados las longitudes de las diagonales de un paralel-
ogramo es igual a la suma de los cuadrados de las longitudes de los lados).
En efecto,
lz+yP+llz—ylP=@+yr+y)+(@—yz—y) =
(18.3)
=2(z,2) +2(yy)= 2= > +2[y |*.
O

Lema 18.3. Consideremos un subespacio cerrado F de un espacio euclideo com-
pleto E. Todo vector x € E puede ser expresado como la suma de dos vectores,

r=u~+uv, dondeu € F yv L F. Ademds, esos dos vectores estdn univocamente
definidos.



58 H. Falomir

Sea

(18.4) d = Infyyer) {p(a,9)} > 0.

Si d = 0, entonces x es un punto limite de F = x € F, por ser F cerrado.
Supongamos que x ¢ F = d > 0. Eso quiere decir que existen en F vectores
cuya distancia a x es mayor que d, pero tan proxima como se quiera a ese valor.

En esas condiciones, podemos construir una secuencia {y;, k € N} C F, tal que
(18.5) | x—yx || —d cuando k — cc.
Aplicando el Lema 18.2 podemos escribir
(18.6) 2=y P42 e —w P=l 20— @+ P+ 1w —w |,
de donde resulta que, Vk,l € N,
(18.7) O<llwe—wIP<2{lz—w >+l —w |} -4,

donde hemos tenido en cuenta que

2
> 2

- Y

(18.8) H x— o ‘; i

dado que (yx +u)/2 € F.

Ahora bien, por construccién, el miembro de la derecha de la ec. (18.7) tiende
a 0 cuando k,l — oo, de donde se concluye que la secuencia {y;, k € N} es
fundamental. Y como E es un espacio completo y F es cerrado, existe en ese

subespacio el limite de la secuencia

(18.9) w=limy, €F.

k—o0

Sea v = £ — u. Su norma es
(18.10) lvll=lz—ull=lim | oy ]=d>0.

Tomemos ahora un vector arbitrario z € F, y consideremos la combinacion
u+ Az €F, con A € C. Entonces, el cuadrado de su distancia respecto del vector
T=u-+ves

lz—(u+Az) [P=[v-Az|*=
(18.11)
=[lv[? =2R{A(v,2)} + AP || 2 [IP= &,

de donde resulta que

(18.12) 2R{A(v,2)} <\P || 2 ||*, VzeF,¥ieC.
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Primero tomemos A € R. Entonces,

2R{(v,2)} <A || 2]*, VYA>0,
(18.13) = R{(v,2)} =0.
2R{(v,2)} > A ||z ]]*, VA<O,
Si ahora tomamos A =7y, con u € R, tenemos
23{(,2)} = —p I 217, Vp>0,
(18.14) = S {(v,2)} =0.
23 {(v,2)} < —p || 2 P, Vu<o,

Por lo tanto,
(18.15) (v,2)=0,VzeF = v L1lF.

Finalmente, supongamos que z admite otra descomposicién de la forma x =

u' 4+, con v’ € Fydv LF. Entonces,

(18.16) 0= (utv) = (+) [P=lu—u[*+ [ o2

de donde resulta que v’ = u y v' = v, de modo que la descomposicién es tnica. [
Recordemos que el conjunto de los vectores ortogonales a un subespacio dado

F C E forman el complemento ortogonal de F, que es un subespacio cerrado.

Podemos resumir estos resultados en el siguiente teorema.

Teorema 18.4. Para todo subespacio cerrado F de un espacio euclideo completo
E, existe su complemento ortogonal F+, que es también un subespacio cerrado.
Ademds, todo vector x € E admite una descomposicion unica de la forma x = u+wv,

conu € F yveFt

19. DESARROLLOS ORTOGONALES

Definicién 19.1. Se dice que un conjunto ortonormal de vectores de un espacio
euclideo, {e1,es,...,€x,...} C E, es un sistema completo si no existen en E
vectores no nulos que sean ortogonales a todos los vectores del sistema.

Esto es, el conjunto {eg,es,...,€k,...} es un sistema completo en un espacio E

si las ecuaciones

(19.1) (eg,z) =0, VkeN = z=0.

Por el momento no sabemos si tales sistemas existen, ni como construirlos en

ese caso, pero si podemos estudiar las consecuencias de su posible existencia.
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Supongamos que tenemos un conjunto numerable de vectores ortonormales,
(19.2) {e1,€9,...,€k,...} CE, con (e, e) = ks,

y que un vector x € E tiene un desarrollo de la forma

o0

(19.3) T = Z a ey, .

k=1

En (19.3), la serie converge en el sentido de la distancia en E, es decir,

(19.4) A}im | z— Sy =0,
donde
N
(195) SN = Zak €L
k=1

es la N-ésima suma parcial de la serie.

Para N dado, consideremos el producto escalar

N ag , k S N7
(196) €k,SN Zal ek,el

=1 0, k>N.
Entonces,
(19.7) (eg,x) = A}im (ex, Sn) = ay .

Por lo tanto, los coeficientes a; de un desarrollo convergente como el de la ec.
(19.3) estan univocamente determinados como los coeficientes de Fourier del

vector x respecto del sistema ortonormal considerado.

Dado un sistema ortonormal de vectores como el de la ec. (19.2), siempre es
posible calcular los coeficientes de Fourier de un vector = € E respecto de dicho
sistema, y con ellos formar las sumas parciales de su serie de Fourier general-
izada,

N
(19.8) Sy = Z ag ey, con ay = (e, x).

k=1

Consideremos la diferencia

(199) RN Z:ZL‘—SN.
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Este vector es ortogonal a los N primeros vectores del sistema, Ry 1 ep, k =
1,2,...,N . En efecto,

N
(1910) (€k,RN) = (€k,$) - (ek, SN) = ar — Zal 5k,l = O, sik S N.
=1
En consecuencia, x = Sy + Ry es la suma de dos vectores ortogonales entre si.

Por el teorema de Pitdgoras tenemos

N
(19.11) Fz =1 SnI? + | B P21 Sn IP= ) lawl?,

k=1
de modo que

N
(19.12) > Jar* <[z |*, VN eN.

k=1

De aqui resulta la siguiente propiedad:

Propiedad 19.2. Los coeficientes de Fourier de un vector x € E relativos a un con-
junto numerable de vectores ortonormales entre si, ay = (e, x),V k € N, satisfacen

la desigualdad de Bessel,

(19.13) D larl> <z |
k=1
Teorema 19.3. Sea {ey,ea,...,¢€k, ...} un sistema ortonormal completo en un

espacio euclideo completo E. Todo vector x € E tiene una serie de Fourier gener-
alizada que converge a x en la métrica de ese espacio,

o0

(19.14) x:Zakek, con ay, = (ex, ).
k=1

Consideremos la distancia entre dos sumas parciales de la serie de Fourier gen-
eralizada para z,

2

N+M N+M
(1915) H SN+M - SN ||2 - Z Qg € == Z ]ak\Q.
k=N+1 k=N+1

Como consecuencia de la desigualdad de Bessel, la suma en el miembro de la
derecha es la diferencia de dos sumas parciales de una serie convergente. Por lo

tanto, la sucesién de sumas parciales {Sy} es fundamental.
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Ahora bien, en un espacio euclideo completo, toda secuencia de Cauchy tiene

un limite. Es decir, existe un vector S € E que es el limite de la serie,

Los coeficientes de Fourier de S respecto del sistema ortonormal considerado

(univocamente determinados) estdn dados por (eg, S) = ax. En consecuencia,

(19.17) (ex,o—95) = (eg,x) — (e, S) =ar —ar, =0, VkeN.
Finalmente, si el sistema {ej, eg, ..., €, ...} es completo, la ec. (19.17) implica
que
(19.18) r—95=0 = z=29.
En consecuencia, el vector x es el limite de su serie de Fourier generalizada,
(19.19) r = i(ek, T)ey.
k=1

g

En las condiciones del Teorema 19.3, dos vectores cualesquiera z,y € E pueden

ser representados como los limites de sus respectivas series de Fourier,

(19.20) x:Zakek, y:Zbkek.
k=1

k=1

Por la continuidad del producto escalar, podemos escribir

N N N 00
1021 ()= Jin (zak o ) =l Y b= 3 ai

k=1 k=1 k=1

En particular, tomando y = x obtenemos la igualdad de Parseval,
(19.22) l2 [P = (z,2) =) |axl*.
k=1

Esto muestra que, en un espacio euclideo completo, la desigualdad de Bessel
se reduce a una igualdad cuando el sistema ortonormal es completo. Esta es una

suerte de generalizacion del Teorema de Pitagoras al caso de dimensién infinita.

Para que valgan estas propiedades que acabamos de demostrar debemos contar
con un sistema ortonormal completo de vectores.

Ya conocemos un método general para ortogonalizar (y normalizar) una dada
secuencia de vectores, {z1,xg,...,Zg,... }, pero el sistema ortonormal resultante

no sera, en general, un sistema completo.
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Teorema 19.4. Una condicion necesaria 1y suficiente para que el sistema
{e1,€9,...,€k,...}, obtenido por ortonormalizacion de la  secuencia
{z1,29,...,28,... } CTE, sea completo en un espacio euclideo completo E es que
la variedad lineal generada por los vectores xy,, L{xy ,k € N}, sea un subespacio

denso en E.

Primero supongamos que el sistema {eq, e, ..., ey, ...} sea completo. Entonces,
como E es completo, todo vector z € E es el limite de su serie de Fourier general-

izada

N
(19.23) r=lim Sy, Sy=)» apex.

N—oo
k=1

Teniendo en cuenta que cada uno de los vectores e;, es, por construccién, una com-
binacién lineal de un nimero finito de vectores zj, (ver Teorema 4.1), concluimos
que existen combinaciones lineales de (un niumero finito de) estos vectores que
estan tan cerca como se quiera del vector .

Por lo tanto, si el sistema {ey, ea,..., €, ...} es completo en un espacio E com-

pleto, entonces L{x) ,k € N} es denso en E.

Supongamos ahora que L{zy,k € N} sea denso en E. Podemos invertir la
relacién entre los e, y los xp, de modo de expresar cada vector x; como una
combinacién lineal de (un nimero finito de) vectores e;. Entonces, un vector x

ortogonal a todos los ey,

(19.24) (ex,z) =0, VEkeN,

es ortogonal a toda combinacién lineal de los xj, es decir,
(19.25) r L L{x),x9,. .., &p,...}.

Y como no existen vectores no nulos ortogonales a un subespacio denso, debe ser
xz=0.
Por lo tanto, si £L{x;,k € N} es denso en E, entonces el sistema ortonormal

{e1,€9,...,€k,...} es completo en E. O

Ejemplos:

e La variedad lineal generada por las potencias de t en el intervalo [—1, 1], que es
el subespacio de los polinomios Py(—1, 1), es denso en el espacio Co(—1,1) que, a
su vez, es denso en el espacio completo Ly(—1,1). Entonces, por el Teorema 19.4,
el conjunto de los polinomios de Legendre (que se obtienen por ortogonalizacién

de las potencias de t - ver ec. (4.2)) es un sistema ortogonal completo en Ly(—1,1).
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En consecuencia, toda funcién de cuadrado sumable en [—1, 1] puede ser desar-
rollada en una serie de polinomios de Legendre (debidamente normalizados), y esa

serie converge en media a la funcion.

e El sistema de las funciones trigonométricas, {cos(kt), k= 0,1,2,...; sin(lt),l =

1,2,3,...}, es ortogonal y completo en Lg(—m, ).

En efecto, es bien sabido que una funcién peridédica de periodo 27, con una
derivada primera continua en toda la recta, tiene un desarrollo en serie de Fourier
que converge uniformemente a la funcion en toda la recta.

En consecuencia, el espacio lineal generado por las funciones del sistema trigono-
métrico es denso en un conjunto que llamaremos F, que contiene a todas aquellas
funciones definidas en el intervalo [—m, 7| que pueden ser extendidas a toda la

recta como funciones 2m-periddicas y con una derivada primera continua:
(19.26) L{cos(kt) ,k > 0; sin(lt),l > 1} denso en F'.

Este conjunto F contiene, en particular, funciones con una derivada primera
continua en (—m,7), y que se anulan idénticamente en intervalos de la forma

[—7,—7m + 0] y [7 — d,7], con 6 > 0.

Veremos que F es denso en el conjunto de los polinomios Py(—m,7), que a su
vez es denso en Lo(—m, ).
En efecto, consideremos un polinomio P(t), y una secuencia de funciones reales

y diferenciables, {hi(t), k € N}, tales que tomen valores entre 0 y 1 y satisfagan

0, 7— B <p <,
(19.27) hi(t) =

1, <m—(H)".

Evidentemente, el producto hi(t) P(t) € F,Vk. Y si |P(t)| < M, Vt € [a,b], su
distancia a P(t)

p(hk(t) P(t), P(t)>2 - /W (h(t) — 1) [P(t)[ dt <

—T

1\* 1\*
§22M22(§> = 8M? <§> -0

(19.28)

cuando k£ — oo.

Por lo tanto

(19.29) L{cos(kt) ,k > 0; sin(lt),l > 1} denso en Ly(—m, 7).
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Como el sistema trigonométrico ya es ortogonal, normalizando esos vectores

obtenemos un sistema ortonormal y completo en Loy(—m, 7),

(19.30) {C(j(z_ljf),kzo;si?g_;),zz1},

de acuerdo con el Teorema 19.4.

En un espacio complejo también podemos tomar el sistema ortonormal completo

(19.31) {%\/;_ft) ke Z} .

e Los sistemas {cos(kt) ,k =0,1,2,...} y {sin(kt) ,k = 1,2,3, ...} son completos
en Ly(0, ).

En efecto, las funciones de cuadrado sumable en [0, 7] pueden ser extendidas
al intervalo [—m, ] como funciones pares o impares, cuyas series de Fourier se
reducen a series de cosenos y senos respectivamente.

La convergencia en media de la sucesién de sumas parciales (también pares o
impares, segun el caso) a la funcién en el intervalo completo implica la convergencia

en media en [0, 7],

(19.32) /W () — Sy (1)]? dt =2 /OF lz(t) — Sy (t)|> dt — 0

cuando N — oo.

e Por un razonamiento similar, se puede demostrar que el sistema ortogonal
{cos(kt) cos(ls) , k,1 > 0}, es completo en Ly ((0,7) x (0,)).

Teorema 19.5. Todo espacio de Hilbert real E es isomorfo al espacio L.

Recordemos que un espacio de Hilbert es un espacio euclideo infinito-dimensional,

completo y separable.
Todo espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal y completo de vectores.
En efecto, por ser separable, E contiene un conjunto denso numerable,

(19.33) F = {x1,29,...,2k,...} denso en E.

En consecuencia, la variedad lineal generada por esos vectores es también densa
en E y, por el Teorema 19.4, el sistema ortonormal que se obtiene por ortonormal-

izacién de la secuencia F, {ej, ey, ... e, ...}, es completo.
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Como el espacio es completo, todo vector x € E es el limite de su desarrollo de

Fourier respecto del sistema completo {e; , k € N},

(19.34) T = Zak er, ar=(egx)€R.
k=1
Ademas, como el sistema es completo la desigualdad de Bessel se reduce a la

igualdad de Parseval,
(19.35) [ |?=> a} <.
k=1

Estos coeficientes de Fourier permiten definir un elemento del espacio L,

(19.36) j—{ak,keN,con Za,3<oo}€£2.

k=1

Inversamente, dados el sistema ortonormal {e; ,k € N} y un elemento = € L,
como en la ec. (19.36), puede asociarse a éste un vector de E dado por el limite
de la serie de la ec. (19.34).

Dada la unicidad de los coeficientes de Fourier, esta relacién establece una co-
rrespondencia biunivoca entre los elementos de E y los de Ls. Se verifica de in-
mediato que esta correspondencia preserva las operaciones lineales y los productos
escalares.

Por ejemplo, si z,y € E se corresponden con T = {ax},y = {bx} € Lo respecti-

vamente, tenemos que

(19.37) (2, e = Y _arby = (Z,9)c,

Por lo tanto, E es isomorfo a L. U

Similarmente, todo espacio de Hilbert complejo es isomorfo a la extensién

compleja® del espacio L.

8Este es un espacio euclideo complejo cuyos elementos se obtienen como sumas formales de la

forma T 4+ iy, con T,y € Ly, y donde el producto escalar se define por

(19.38) F+ig, 2 +iy) = (z,7)+ (5,7) +i(z,9) —i(y,7) .
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20. FUNCIONALES LINEALES ACOTADAS EN ESPACIOS COMPLETOS

Teorema 20.1. Toda funcional lineal acotada f(z) en un espacio euclideo comple-
to E puede ser representada como el producto escalar por un vector fijo del espacio,
f(x)=(z,2), z € E.

Consideremos una funcional lineal acotada, |f(z)| < K || = ||, Vo € E. Si
f es la funcional nula, ella corresponde al producto escalar por el vector nulo,
f(z)=0=(0,2), Yz € E.

Supongamos que f no sea la funcional nula, y llamemos F al kernel o subespacio

nulo de la funcional,
(20.1) f(z)=0, Vx €F.

Este es un subespacio cerrado, puesto que si la secuencia fundamental {z;, Vk €

N} C F tiene por limite al vector x, entonces

(20.2) flz) = Mm f(zz) =0,

k—o0

dado que toda funcional lineal acotada es continua (ver Teorema 10.5).

Por el Teorema 18.4, sabemos que en un espacio euclideo completo existe el
complemento ortogonal de este kernel, F*, que también es un subespacio cerrado.
Veremos que F* es un subespacio unidimensional.

En efecto, sean dos vectores no nulos arbitrarios z1, 22 € F*, de modo que
f(z12) #0, y seay = f(21) 22 — f(22) 21 € F-. Entonces,

(20.3) fy) = f(21) f(z2) = f(22) f(21) =0 = y€F.

Por lo tanto, y L.y = y = 0, y los vectores z; y 29 son colineales.

Finalmente, sea e € F* un vector unitario que genere ese subespacio. Sabemos
que todo vector x € E tiene una descomposicién unica de la forma x = u + v,
dondev e Fy

(20.4) u=Xe€F+ con \=(eu)=(c,utv)=(em).
En esas condiciones
(205) @) = Af(e)+ f(v) = () (e,x) = (2,2) , con = = f(e) e

Este vector z es tinico, puesto que si también tenemos que f(z) = (2/,z), Va €

E, entonces

(20.6) (z—2,2)=0Vz = |[z2—72|?=0 = ' ==z.
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21. EL OPERADOR INTEGRAL DE FREDHOLM

Ya hemos senalado que todo operador lineal acotado es continuo. Un ejemplo
importante de operador acotado en Lg(a,b) es el operador integral de Fredholm

de nicleo de cuadrado sumable, definido por

b
(21.1) Ax(t) ::/ K(t,s)x(s)ds,

donde el nicleo del operador integral, K (¢, s), es una funcién de dos variables de

(médulo) cuadrado sumable en la regién a < ¢, s < b,

(21.2) K2 = /b /b K (8, 8)[2 di ds < oc.
Esto equivale a decir que

(21.3) K(t,s) € Lg((a, b) x (a, b)) ,

y que su norma en ese espacio es

(21.4) | K(t,s) | =K.

En esas condiciones, el Teorema de Fubini garantiza que la integral

(21.5) k(t)? :/ |K(t, )] ds

existe para casi todos los valores de t € [a,b], y define una funcién sumable cuya

integral es

(21.6) /bk(t)2dt =K?.

Entonces, para casi todos los valores de t, K(t,s) puede ser considerada co-
mo una funcién de cuadrado sumable de la variable s € [a,b], de norma k(t) =
++/k(t)?, y la accién del operador A sobre cualquier funcién x(s) € La(a, b) puede

ser representada como
(21.7) y(t) = Az(t) = (K(t,s)*, 2(s)), a.e.
De la desigualdad de Cauchy - Schwarz resulta que
(21.8) [y = [(E ()", x(s) | < kO [ 2|,
y de la ec. (21.6) concluimos que y(t) = Az(t) € Ly(a,b). En efecto,
(21.9) Az |?=]y|*= /ably(t)|2dt <K? o] .

Por lo tanto, un operador integral de Fredholm de ntcleo de cuadrado integrable

como el de la ec. (21.1), es un operador acotado, definido sobre todo Ly(a, b), cuya
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norma no supera a la norma de su nicleo como funcién de cuadrado sumable de

sus dos variables,

(21.10) A< K= K(Es) | -

22. OPERADORES COMPLETAMENTE CONTINUOS

Definicién 22.1. Un conjunto de elementos F de un espacio euclideo E se dice
compacto’ si todo subconjunto infinito F/ C F contiene al menos una secuencia

de Cauchy (construida con elementos distintos).

Ejemplos:
e Todo conjunto finito puede ser considerado compacto.
e Todo conjunto infinito acotado en la recta R es compacto, en virtud del Teorema
de Bolzano - Weierstrass.

Por el contrario, todo conjunto F no acotado en R es no compacto. En efecto,
en ese caso se puede seleccionar el subconjunto infinito {z; € F, k € N, tales que

|zk|| > £}, que no contiene ninguna secuencia fundamental.

e Similarmente, resulta inmediato mostrar que todo conjunto infinito de elementos
de un espacio de dimensién finita es compacto si y soélo si es acotado. Ese es al

caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en el espacio.

e Si bien compacidad y acotamiento son caracteristicas equivalentes en todo
espacio de dimensién finita, en espacios euclideos de dimension infinita existen
conjuntos acotados que no son compactos.

Ese es el caso, por ejemplo, de la esfera de radio 1 en un espacio de Hilbert.
En efecto, por ser separable, este espacio contiene un conjunto ortogonal completo
de vectores unitarios, {ej,es,..., €k, ...}, que no contiene ninguna secuencia de

Cauchy dado que

(22.1) pler,e)* =l ex—e ||?’=2, Yk, I EN.

Lema 22.2. Todo conjunto compacto en un espacio euclideo E es acotado.

Supongamos que el conjunto F C E no sea acotado. Entonces, para todo k € N
es posible encontrar un vector z; € F tal que || = || > k.
9También suele emplearse la denominacién de localmente compacto, reservando el término

compacto para aquellos conjuntos cuyos subconjunto infinitos contienen al menos una secuencia

convergente.
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En esas condiciones, el conjunto F' = {x;,k € N} C F no contiene ninguna
secuencia fundamental formada con puntos distintos, dado que toda secuencia de
Cauchy es acotada.

Por lo tanto, si F' es no acotado entonces es no compacto, lo que implica que si

F es compacto entonces es acotado. [l

Definicién 22.3. Un operador lineal A, definido sobre un espacio euclideo E, se
dice completamente continuo o compacto si aplica la esfera de radio 1 del

espacio en un conjunto compacto.

Ejemplos:
e Todo operador lineal A en un espacio euclideo de dimensién finita es compacto.

En efecto, en ese caso A es acotado y satisface que
(22.2) Az [[ <A ] -

Por lo tanto, A aplica la esfera de radio 1 en un conjunto acotado que, en un

espacio de dimensién finita, es también compacto.

e En un espacio de Hilbert, el operador identidad I (que es acotado) no es com-
pacto, puesto que aplica en si misma a la esfera de radio 1 del espacio, que no es

una regién compacta.

e Si A es un operador acotado que aplica un espacio de dimensién infinita E en
un subespacio de dimensién finita E’, entonces A es un operador compacto.
En efecto, tal operador aplica la esfera de radio 1 del espacio E en una regiéon

acotada de E’, que es también compacta. o

Lema 22.4. Sea Ay, As, ..., A, ... una secuencia de operadores lineales definidos
sobre un espacio euclideo E, y supongamos que esa secuencia converge al operador
A (en el sentido de la distancia en el espacio de Banach de los operadores lineales

acotados sobre E),
(22.3) kh’m | Ay —Al|=0.
En esas condiciones, si para todo k el operador A, es compacto, entonces A es

también compacto.

Debemos mostrar que, dado un conjunto infinito de vectores unitarios F =
{z1,29,...,2k,...} C E, siempre es posible hallar una secuencia fundamental

contenida en el conjunto de sus imdgenes, A (F) = {Ax;, k € N}.
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Consideremos primero el conjunto A; (F) = {A; 24, k € N}. Este es un conjunto
compacto, puesto que A; es completamente continuo.

Por lo tanto, es posible hallar contenida en A; (F) una secuencia de Cauchy (for-
mada por vectores diferentes), que corresponde a las imagenes de un subconjunto
(también infinito) de la secuencia original, Fy = {z{' ,azé) . xk ...} CF.

Tenemos entonces que la secuencia A; (Fy) = {4, xk ke N} es fundamental.

Consideremos ahora el conjunto Ay (F) = {4, a:,(:), k € N}, también compacto
dado que A, es completamente continuo. Entonces, siempre es posible hallar con-
tenida en A, (F;) una secuencia de Cauchy, que corresponde a las imégenes de un
subconjunto infinito de la secuencia original, Fy = {:1:&2), xg) . :zzk ...} CF C
F.

Por construccién, tenemos que tanto la secuencia As (Fo) = {As x,(f), k € N},
cuanto Ay (Fy) = {A; x,(f), k € N} son fundamentales (ya que Fy C Fy).

Por idénticas consideraciones, vemos que siempre es posible seleccionar un sub-

conjunto infinito F = {:161 ,xé o :16,(€ ...} CF,qy C--- CFy CF,tal que

An (F) ={A. xk ,k € N}, con m =1,2,...,n, sea una secuencia fundamental.

Formemos ahora el conjunto
(22.4) G={y =2, pp=2P .y = x,(fk),...} CcF.

Teniendo en cuenta que {yx,k > n} C F,, vemos que las secuencias 4, (G) =

{A, yx , k € N} son fundamentales para todo n.

Mostraremos que la secuencia A (G) = {Ayx, k € N} es fundamental. Para ello,

dado £ > 0, tomemos n suficientemente grande como para que la norma
€

(22.5) | A—A, | < 1

y sea m tal que

(22.6) | Augi = Auwi |l < 5, VhiI>m.
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Entonces,
| Ay — Ay |= | Ay —w) || =
= (A—=A4) (v —y) + An (yr — 1) || <
(22.7) <A —=An) (ke —w) | + 1] An (e —u) || <

<N A=A we =wll + 1l Anye — Anwi I <

<§x2+§—5
4 2

En resumen, dado un conjunto numerable arbitrario de vectores unitarios, siem-
pre es posible extraer de él un subconjunto infinito que es aplicado por el operador
A en una secuencia de Cauchy.

Por lo tanto, A es un operador completamente continuo. O

Teorema 22.5. Todo operador integral de Fredholm de nicleo de cuadrado suma-

ble es compacto.

Consideremos primero el caso de un operador A, de niicleo degenerado,
(22.8) Ko(t,s) =Y ou(t)u(s)”,  con @p(t), Px(t) € La(a,b).
k=1

Noétese que siempre es posible suponer que las funciones g (t),k = 1,...,n son
linealmente independientes. En caso contrario, algunas de ellas pueden ser elimi-
nadas en favor de un subconjunto linealmente independiente, obteniéndose una
suma con un menor numero de términos. Por la misma razon, puede suponerse
que las funciones ¥ (t) ,k = 1,...,n son linealmente independientes.

Como sabemos, la norma de este niicleo es una cota superior para la norma del

operador integral,

b b N
KE= 1 Kolts) IP= [ [0 ault) vnls) ale) (o) drs =

(22.9)

3

= (pr®), i) (Wuls), vu(s)) > | An || -

k=1

La accién del operador A,, sobre una funcién z(t) € Ly(a,b) se reduce a

n

(22.10) Ana(t) = (e, x) ou(t)

k=1
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de modo que A,, aplica todo el espacio La(a, b) en el subespacio de dimensién finita

generado por las funciones 1 (%), ..., on(t).

En esas condiciones, todo operador integral de Fredholm de niicleo degenerado

es un operador completamente continuo.

Consideremos ahora un operador integral A de ntucleo de cuadrado sumable
arbitrario, K (¢,s) € La((a,b) X (a,b)). Este nicleo puede ser desarrollado en una

serie de Fourier generalizada (convergente en media) de la forma

> t—a s—a
(22.11) K(t,s) = Z Ch,1 cos (lm - a) cos <l7r - a) .

k,1=0

Las sumas parciales de esta serie,

n t o o
(22.12) K, (t,s) = MZZOCM cos (lm - Z) cos (l7r Z — Z) € Ly((a,b) x (a,b)),
permiten definir una sucesion de operadores integrales de Fredholm de ntcleo
degenerado, A, todos ellos compactos.

La diferencia (A — An) es también un operador integral,

(22.13) (A= A,) z(t) = Ax(t) — Ay (t) = / (K(t,s) — K,(t,s)) x(s)ds ,

cuyo ntcleo es la diferencia (K(t, s) — Ky (t, s)) € Lg((a, b) x (a, b))
Ahora bien, como la norma del operador (A — An) estd acotada por la norma

de su nucleo,
(22.14) | A=A, || <|| K(t,s) — K,(t,s) || = 0 cuando n — oo.

Por lo tanto, la secuencia de operadores compactos A, converge al operador
A en el sentido de la distancia en el espacio normado de los operadores lineales
acotados sobre La(a,b). En virtud del Teorema 22.4, el operador integral A de

ntcleo K(t, s) es también completamente continuo. O

Este resultado vale, en particular, cuando el nicleo K(t,s) es continuo en la
regiéon compacta a < t,s < b. En este caso, el operador integral de Fredholm
aplica La(a,b) — Cy(a,b). En efecto, si

(22.15) y(t) = / K(t, s) 2(s) ds
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tenemos que

[t +0) — (@) = | (Kt + 6.9 — K(t.9)".2(5))|| <

2

K(t+0,s)— K(t,s)| ds <

b
(22.16) <[l /

<[z |? (b — a) maxecses {‘K(t +6,5) — K(t, 5)

2
foo

cuando 6 — 0.

23. AUTOVECTORES Y AUTOVALORES DE OPERADORES COMPLETAMENTE
CONTINUOS

Lema 23.1. Todo operador lineal completamente continuo es acotado y, por lo

tanto, continuo.

En efecto, si A es compacto, la esfera de radio 1 del espacio E es aplicada por

A en un conjunto compacto, que necesariamente es acotado:
(23.1) | All= SUD{||z(|=1} | Az || < oo.

O

Lema 23.2. Todo operador lineal simétrico y completamente continuo A, definido

sobre un espacio euclideo completo E, tiene un vector maximo.

Supongamos que A # O (en cuyo caso este enunciado vale trivialmente).
Como || A ||=sup || Az || para = tomando valores en la esfera de radio 1 de E,
entonces es posible seleccionar una secuencia de vectores unitarios F = {z, k € N}

tales que las normas de los vectores y, = A x;, satisfagan que
232 Yim [y =] 41> 0.

Como A es completamente continuo, A (F) es un conjunto compacto. Entonces,
siempre podemos suponer que la secuencia {yx, k € N} es fundamental (basta con
descartar aquellos vectores de la secuencia F cuyas imégenes no correspondan a
elementos de la secuencia de Cauchy que debe contener A (F)).

Ahora bien, si el espacio E es completo, existe un vector y € E que es el limite
de esa secuencia de Cauchy,

(23.3) y= lim y, = kh’m Axy.

k—o0
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Ademas, por la continuidad de la norma tenemos

(23.4) lyll= tim [y =] Al

Mostraremos ahora que si A es simétrico, entonces el vector unitario z = y/|| A ||
es un vector maximo de A.

En efecto, tenemos

ly 7=l Ay [P = (zx, Alys) =
(23.5)

= (we, Aye) <[z [ Aye 1< ANy Il

de modo que, en el limite k — oo, resulta

(23.6) | AIP< tim || Ayl = Ay [ <] A

Por lo tanto, [| Az [[=[| A, con || z || =1. =

Como consecuencia de los Lemas 23.1 y 23.2, y aplicando los resultados generales

obtenidos en el Lema 8.8'°, se demuestra de inmediato el siguiente Lema.

Lema 23.3. Todo operador simétrico completamente continuo A, definido sobre

un espacio euclideo completo E, tiene un autovector de autovalor A =|| A || o
A== Al

Recurriendo al procedimiento empleado en la demostracion del Teorema 8.9
(valido para el caso de dimensién finita), y teniendo en cuenta que el comple-
mento ortogonal es siempre cerrado, y que todo subespacio cerrado de un espacio
euclideo completo es también un espacio completo, podemos construir un conjunto
ortonormal de autovectores de A, {e1,e2,...,€x,... | Aex = Aper; (ex, 1) = I}

Por construccion, estos autovectores son obtenidos en orden no creciente de los
valores absolutos de sus autovalores, || A [[= |A1] > [N = > [ M] > ...

Pero, a diferencia de lo que ocurre en dimensién finita, en un espacio de dimen-
sién infinita este procedimiento puede continuarse indefinidamente.

El siguiente Lema impone restricciones sobre la distribucion que pueden adoptar

sobre la recta los autovalores de un operador simétrico compacto.

10T,ema 8.8: Si el operador simétrico acotado A tiene un vector méximo, entonces A también

tiene un autovector con autovalor || A || o — || A ||.
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Lema 23.4. Sea A un operador simétrico completamente continuo en un espacio
euclideo completo. Entonces A tiene un conjunto finito de autovectores ortonor-
males entre si correspondientes a autovalores que, en valor absoluto, superan a un

numero 6 > 0.

Supongamos que, por el contrario, contamos con un conjunto infinito de tales

autovectores,
(23.7) {e1,e0,.. . €p,... } | (eg,€1) = Opr; Aer, = Apep con|Ag| > >0,

y consideremos el conjunto de sus imagenes por A, {\; e,k € N}.
Este no es un conjunto compacto puesto que, siendo infinito, no contiene ninguna
secuencia de Cauchy. En efecto, la distancia entre dos cualesquiera de sus elementos

satisface
(238) || Aek — Ael ||2: || /\kek — /\l (] ||2: |)\k|2 + |/\l|2 > 252, VEk 75 l.

En esas condiciones, resulta imposible seleccionar una subsecuencia fundamental,
lo que esta en contradiccién con la hipdtesis de compacidad del operador A.
Por lo tanto, el conjunto de autovectores ortonormales de la ec. (23.7) ha de

contener un numero finito de elementos. O

Propiedad 23.5. El Lema 23.4 implica que si un operador simétrico completa-
mente continuo tiene un nimero infinito de autovalores no nulos, ellos forman una
secuencia que converge al origen. Ademads, la degeneracién de cualquier autova-
lor no nulo es finita (es decir, los subespacios caracteristicos correspondientes a

autovalores A # 0 son de dimensién finita).

A partir de estos resultados podemos concluir que si un operador simétrico
completamente continuo A tiene un conjunto infinito de autovalores no nulos, éstos
pueden ser dispuestos en orden decreciente de sus valores absolutos, de modo que
formen una secuencia convergente a 0. Los correspondientes autovectores son, por
construccion, ortogonales entre si, atin cuando correspondan al mismo autovalor.

En esas condiciones, obtenemos un conjunto numerable de autovectores ortonor-

males, {e1,€a,...,6, ...}, cuyos autovalores, que satisfacen
(23.9) A=A = o = =[] =0,

forman una secuencia que converge al origen, Ay — 0.

Mostraremos ahora que todo vector z ortogonal a los autovectores e asi cons-

truidos satisface Az = 0.
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Lema 23.6. Si z € E es ortogonal a todos los autovectores e, correspondientes
a autovalores no nulos de un operador simétrico completamente continuo A, de-
finido sobre un espacio euclideo completo E, entonces z es un autovector de A

correspondiente al autovalor 0.

Consideremos la variedad lineal generada por (todos) los autovectores de A

correspondientes a autovalores no nulos: £{e,es,..., € ...}, donde
Llamemos F a su clausura, F = L{ej,es,...,¢,...}, vy FX a su complemento
ortogonal.

Dado que A es simétricoy L{ey, e, ..., e ...} esinvariante, F* es un subespacio

cerrado invariante frente a la accion de A. En esas condiciones, podemos considerar
la restriccién del operador A al subespacio F*, que es ¢l mismo un espacio euclideo
completo.

Sea
23.11 M = A
23.11) e g} 147

la “norma” de la restriccién de A al subespacio F+. Si M > 0, por el Lemma
23.3, sabemos que A tendria un autovector de autovalor A = £M # 0. Pero,
por hipétesis, eso no ocurre, ya que todos los autovectores correspondientes a

autovalores no nulos estan contenidos en F'.
Por lo tanto, M =0 = Az =0, Vz € F'. O

Ahora bien, por el Teorema 18.4, sabemos que todo vector x € E tiene una
descomposicién tinica como la suma x = u +v, conu € F y v € F+.

Por otra parte, en las condiciones del Lema 23.6, el conjunto de autovectores
de A correspondientes a autovalores no nulos, {ei,...,ex ...}, constituye (por
construccién) un sistema ortonormal y completo en F que, por ser un subespacio
cerrado de un espacio completo, es él mismo un espacio euclideo completo.

En consecuencia, todo vector u € F es el limite de su desarrollo de Fourier

respecto de dicho sistema ortonormal,

(23.12) u = Z ager, con ay = (e, u) = (e, x).
{er [ Xe#0}

Estos resultados prueban el siguiente teorema:
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Teorema 23.7. Sea A un operador simétrico completamente continuo definido
sobre un espacio euclideo completo E. Entonces, todo vector x € E puede ser re-
presentado como la suma de dos vectores ortogonales entre si, x = u+ v, donde u
es el limite de una suma que se extiende sobre el conjunto de autovectores ortonor-

males de A correspondientes a autovalores no nulos,

(23.13) U= Z ager con ay = (ex,x),
{ex | \e#0}

y donde v es un autovector de A correspondiente al autovalor nulo,

(23.14) Av=0=0v.

Si E es un espacio de Hilbert, es separable. Entonces E contiene un conjunto
denso numerable, G = {x;,k € N} C E, cuyos elementos también tienen una
descomposicién tinica como sumas de la forma xj, = u; 4+ vy, con u, € F y v, € F+.

Dado un vector arbitrario x € E y un nimero € > 0, siempre es posible encontrar

un vector x; € G tal que
(23.15) > le -z P=llu—w *+ v —o P> v— o |?

de donde resulta que el conjunto numerable {v;, , k € N} es denso en F+. Entonces,
F* es un espacio completo y separable.

En virtud del Teorema 19.4, por ortogonalizacién de la secuencia {vy , k € N} se
obtiene un sistema ortonormal y completo en F, cuyos elementos son autovectores

de A correspondientes todos ellos al autovalor nulo,
(2316) {51,527 Ce ,(c:k, Ce } | <(€k7€l> = 5kl ,Agk = ng =0.

Por lo tanto, todo vector v € F* es el limite de un desarrollo de Fourier de la

forma

(23.17) v = Z bp &, donde by = (&, v) = (&, x).
{&k | A\x=0}

Estos resultados, junto con el Teorema 23.7, prueban el siguiente Teorema de
Hilbert:

Teorema 23.8. Todo operador simétrico y completamente continuo definido sobre

un espacio de Hilbert tiene un sistema ortonormal completo de autovectores.
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24. AUTOVECTORES DE UN OPERADOR DE FREDHOLM

Consideremos un operador integral de Fredholm A de ntcleo hermitico y de

cuadrado sumable,
(24.1) K(s,t)=K(t,s)", K=| K(t,s)| < oo.

Un operador con esas caracteristicas esta definido sobre todo el espacio de
Hilbert Lo(a,b) (ver Seccién 21), es simétrico (ver ec. (8.20)) y completamente
continuo (ver Teorema 22.5). Entonces, tiene un sistema ortonormal y comple-
to de autovectores, y todo vector x(t) € La(a,b) es el limite de su desarrollo de

Fourier respecto de ese sistema.

Los autovectores de A satisfacen
(24.2) Aeg(t) = /b K(t,s)er(s)ds = A eg(t) .
En consecuencia, podemos escribir que
(24.3) Meer(t)" = (ex(s), K(t,5)") .

de modo que Ay ex(t)* puede ser considerado como el coeficiente de Fourier de (la

funcién de cuadrado sumable de la variable s) K (¢, s)* correspondiente al vector
ex(s).

Entonces, la desigualdad de Bessel implica que, V IV,

N b
(24.4) SO Je(t)? < / K (1) ds = k(b)?,

segun la notacién adoptada en la Seccién 21. Integrando ambos miembros en ¢

entre a y b obtenemos

N N b
(24.5) DX len® 7=\ g/ k(t)?dt = K*, VYN eN.
k=1 k=1 a

Por lo tanto, la serie formada con los cuadrados de los autovalores de un operador

integral de Fredholm de nicleo hermitico y de cuadrado sumable es convergente,
(24.6) Y M<K <o
k=1

(resultado que no es valido en general para otros operadores simétricos y com-

pactos).
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Una funcién en la imagen del operador es de la forma

(24.7) y(t) = Aa(t) = A {Zak ek<t>} ,

donde aj, = (ex, ). Dado que la serie en el segundo miembro converge al vector z,

por la continuidad de A podemos escribir

(24.8) y(t) =Y arAer(t)= > Meape(t)
k=1 {ex | A\#0}

Por lo tanto, una funcién y(t) € Rank(A) es el limite en media de un desarrollo

en serie de autovectores de A correspondientes a autovalores no nulos.

Teorema 24.1. Si el nicleo K(t,s), hermitico y de cuadrado sumable, satisface
la condiciéon de Hilbert - Schmidt,

(24.9) k(t)? = /b |K(t,s)]> ds < M?,

donde M es una constante independiente de t, entonces toda funcion y(t) en el
rango del operador integral A que define ese nicleo tiene un desarrollo en serie de
autofunciones de A que no sélo converge en media a y(t), sino también absoluta y

uniformemente.

Consideremos una suma parcial de la serie para y(t) en el miembro de la derecha
de la ec. (24.8),

(24.10)

N
Zak i ex(t Z|ak’ Ak ex(t)
k=1

Teniendo en cuenta que, por la desigualdad de Bessel,

(24.11) iyakﬁ <|lz|?*, VNEN,

y que, por hipdtesis, de la ec. (24.4) tenemos

(24.12) Z)\ lex()]° < k()2 < M?, YVNeN, Vtelab],
aplicando la desigualdad de Bessel en RY obtenemos

N
(24.13) S larl Meex®) <[z || M, VNEN, Vtelab.

k=1
Por lo tanto, si se satisface la condicién de Hilbert - Schmidt, la serie en (24.8)

converge absoluta y uniformemente a la funcién y(t) en el intervalo [a, b]. t
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La condicién de Hilbert - Schmidt se satisface, en particular, cuando el nicleo de
cuadrado sumable K (t,s) es continuo. En ese caso Rank(A) C Cy(a,b) (ver ecua-
ciones (22.15-22.16)), lo que implica que las autofunciones del operador integral

correspondientes a autovalores no nulos son también continuas.

25. ECUACIONES INTEGRALES INHOMOGENEAS

Consideremos la ecuacion integral

(25.1) o(t) = () + / K (t,5) o(s) ds.

donde f(t) y K(t,s) son funciones conocidas, y la funcién incégnita () aparece

bajo el signo integral.

Si f(t) € La(a,b) y K(t,s) = K(s,t)* € Ly((a,b) x (a,b)), la anterior ecuacién

integral puede ser interpretada como

(25.2) p(t) = f{t) + Ap(t),

donde A es el operador integral de Fredholm cuyo nicleo (hermitico y de cuadrado
sumable) es K(t,s).

Como el operador A asi definido es simétrico y compacto, tiene un sistema
ortonormal completo de autovectores, Aex(t) = Ape(t), k € N.

Si existe una solucién ¢(t) € Lq(a, b) para la ec. (25.2), ella puede ser represen-
tada como el limite de su desarrollo de Fourier respecto de ese sistema completo.

Por lo tanto, tiene sentido tratar de determinar sus coeficientes de Fourier.

Tomando el producto escalar de ambos miembros de la ec. (25.2) con el autovec-

tor eg(t) obtenemos

(ex, ) = (e, ) + (en, Ap) =
(25.3)

= (ek7f> + (Aekv(p) = (ekaf) + )‘k (ek,go) )
dado que A es simétrico. Resulta entonces que
(25.4) (1= k) (e, 0) = (exs f)-

Esta ecuacién solo permite determinar univocamente los coeficientes de Fourier

de ¢(t) correspondientes a los (numerables) autovectores de autovalor distinto de



82 H. Falomir

la unidad:
_ _ <€k7 f)
ap = (eka ()0) - (1 _ >\k)

(25.5)

:(€k>f>+ﬁ(€k,f), A # 1.

Comprobemos que estos coeficientes de Fourier definen efectivamente un vector
de Ly(a,b). Si llamamos

1
(256) M = max{,\k#} {m}

(recordemos que los autovalores de un operador simétrico completamente conti-
nuo forman una secuencia que converge al origen - ver Propiedad 23.4), podemos

escribir

2
€ 9
Z lag)® = Z ‘(’ﬂ—f)‘2 <
(1—Xg)
{ex [ \e#1} {ex | \e#1}
(25.7)

<MY e HP S M2 FP,
{er | \p#1}

en virtud de la desigualdad de Bessel. Por lo tanto (ver Teorema 19.5), la serie

(25.9) o)=Y aenlt

{er [ Ae#1}
converge a un vector del espacio La(a, b).

Si A = 1 no es un autovalor de A, el conjunto {ex|Ar # 1} es un sistema
ortonormal completo en Ly(a,b), y la ec. (25.2) tiene una tnica solucién dada

por!!

Ak
P(t) = (ers f) + ——— (ex, f) pex(t) =
{ek%ﬂ} { (1= ) }
(25.9)

SH0+ Y gl e,
{er [ Ae7#0,1}

HN¢tese que con esta expresion sélo es necesario conocer las autofunciones de A correspon-

dientes a autovalores no nulos.
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En efecto, teniendo en cuenta la continuidad de los operadores acotados, pode-
mos escribir
_ (eka f) _
T-A)o(t)=T-A) Y === elt) =
( (1= Xg)
ex | Ap#1}
(25.10)
€k, f
- > el aeman- ¥ @hab =10,
fex | A1} * fex | An#1}
Por otra parte, si A = 1 es autovalor de A, entonces el subespacio caracteristi-
co correspondiente, E(yy, tiene dimensién finita (dado que A es completamente
continuo - ver Propiedad 23.4).

Sea {&1(t),...,&Ex(t)} una base ortonormal de E(y). La ecuacién (25.4) implica

que
(25.11) 1-1)(Ee)=0=(Ef), k=1,2,....n.
Esto es una contradiccién a menos que f(t) L &(t),k = 1,2,...,n. En este

caso, el vector ¢(t) (ec. (25.9)) es una solucién particular de la ecuacion (25.2).
Pero esa solucién no es tnica'?, dado que los n coeficientes de Fourier (&, )
quedan indeterminados.

La solucién general de (25.2) se escribe como la suma de ¢(t) y la solucién

general de la ecuacién homogénea:

p(t) = o(1) + ¢u(t) =

(25.12) "
=0+ Y s e+ o),

( (1 =)

ek | \p#0,1}
donde ¢y (t) = 1 E1(t) + - - + ¢, E,(t) es un autovector arbitrario de A correspon-
diente al autovalor 1. Esto significa que la solucion esta determinada a menos de
la eleccion de n constantes arbitrarias.

Finalmente, si f(t) no es ortogonal al subespacio caracteristico correspondiente
3

al autovalor 1 la ecuacién integral (25.2) no tiene solucién®®.
12En efecto, si A = 1 es autovalor de A, la ecuacién homogénea (I— A)¢; = 0 tiene soluciones
no triviales. Entonces, si existe una solucién para la ecuacién inhomogénea (I— A)¢p = f, ella no
es tinica puesto que (I — A)(¢ + ¢1) = f.
BBEn efecto, si (I— A)p = f,y (I— A)$1 = 0, entonces

(25.13) (61, (T— A)p) = (1= A)p1,9) = (0,9) =0 = (61, /).
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Nétese que (p(t) — f(t)) = Ap(t) € Rank(A), de modo que si el nticleo K (¢, s)
satisface la condicion de Hilbert - Schmidt, entonces la serie en el miembro de
la derecha de la ec. (25.9) no sélo converge en media, sino también absoluta y
uniformemente.

En particular, si el nicleo K(t, s) es continuo, entonces la diferencia (¢ (t)— f(t))

es una funcion continua.

25.1. Calculo de autofunciones y autovalores de un operador integral.
Hemos visto que la expresién de la solucién de la ecuacién integral (25.2) requiere
del conocimiento de las autofunciones del operador integral correspondientes a
autovalores no nulos (ver ec. (25.12)).

En lo que sigue veremos como calcular esas autofunciones en el caso de un

operador de Fredholm de ntcleo degenerado (no necesariamente simétrico).

Consideremos un operador integral A definido por el ntcleo
(25.14) K(t.s) =Y @r)vn(s)",  oult), du(t) € La(a,b),
k=1

donde los conjuntos {¢y,k=1,...,n} v {¢p,k=1,...,n} son linealmente inde-
pendientes.

Como el operador A aplica todo Ls(a,b) en el subespacio de dimensién finita
generado por las funciones {¢y ,k = 1,...,n}, todo autovector correspondiente a
un autovalor no nulo deber estar contenido en ese subespacio.

Proponemos entonces para un autovector e(t) tal que
(25.15) Ae(t) = Xe(t), con A#0,

una combinacién lineal de la forma

3

(25.16) e(t) = cr pr(t)

(25.17)
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Dado que las funciones ¢ (t) son linealmente independientes, la ec. (25.17) se

reduce a un sistema de ecuaciones algebraicas,

&1
(25.18) (M—-X1)c=0, conc= : ,

Cn

donde My; = (¢, 1) v 1 es la matriz identidad de n x n.

Este sistema de ecuaciones tiene soluciones no triviales para aquellos valores de
A que sean ceros del determinante det(IM — A1), que es un polinomio de grado n
en \. Dichas soluciones determinan las autofunciones del operador A a través de
la ec. (25.16).

Si el nicleo K(t,s) es no degenerado, siempre puede ser aproximado (en la
métrica de Ly ((a,b) x (a,b))) por una suma parcial de su desarrollo de Fourier
respecto de algin sistema ortonormal y completo, K,(t,s), que si es un ntcleo
degenerado. Los autovalores y autovectores de este 1ltimo pueden ser determinados
por el método antes descrito.

Bajo ciertas condiciones de regularidad del nicleo K (¢, s) (que no discutiremos
en este curso - ver, por ejemplo, Methods of Mathematical Physics - Vol. I, R.
Courant y D. Hilbert), estas aproximaciones convergen a los autovalores y auto-

funciones del nicleo original.

25.2. El método de Rayleigh y Ritz. Consideremos una funcional Fly],
definida sobre un espacio euclideo E, que toma valores reales.

Los extremos de la funcional son aquellos vectores ¢ € E para los cuales la
diferencia (F[p + eh] — Fp]) toma el mismo signo cualquiera que sea el vector

unitario h € E, siempre que € € R sea suficientemente pequetio.

La primera variacién de la funcional F[p] se denota por 0 F[p,ch] y se define

como la parte lineal en ¢ de la diferencia

(25.19) Flp+eh] — Flg] = 6F[p,eh] + O(e®), con h€E.

Los extremos de F[p] corresponden a aquellos vectores ¢ € E que, para todo h,
anulan a su primera variacion.

En efecto, como §F[p,ch] es lineal en ¢, si §F[p, ch] # 0 para algin h unitario,
entonces hay vectores préximos de ¢, de la forma (¢ + €h) con |¢] < 1, para
los cuales Flp + €h] es mayor o menor que Flp|, segin sea el signo de . En

consecuencia, la existencia de un extremo de F[p] requiere que 0 F[p,eh] = 0.
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Consideremos ahora un operador simétrico (no necesariamente acotado) A, defi-
nido sobre un dominio D(A) denso en un espacio euclideo completo E, y definamos

la funcional (real)

(p, Ap)

, pekE.
(¢, )

(25.20) Fly] :=

Para ¢, h € D(A) tenemos
0(p, Ap) = (eh, Ap) + (p, Aeh) =

(25.21) =c{(h, Ap)+ (Ap,h)} =2eR(h, Ap),
5 ) = <¢f;>2 {(eh @) + (9, eh)} = (;2;52 R (1),

de modo que
2e
(v, )

Los extremos de la funcional corresponden a los vectores que satisfacen

(25.22) dF[p,eh] = R (h,Ap — Flg]¢).

(25.23) 0F[p,eh) =0, Vh = Ap— Flp|e =0,

dado que el dominio de definicién de A es un subespacio denso (y no existen
vectores no nulos ortogonales a subespacios densos). Es decir, los extremos corres-

ponden a los autovectores de A,

(25.24) Ap=XAp, con A= Fly|.

Si A es acotado, entonces

(v, Ae)| _ A
(v ) [

Y si ademas A es compacto, sabemos que existe un autovector e; de autovalor \;

tal que [\ = A .

(25.25) |Flel| = <fAll-

Por ejemplo, podemos intentar aproximar el autovalor de A de mayor valor

absoluto, cuyo autovector es el limite de una secuencia de la forma
(25.26) elzlim On g0n251$1+521'2+"'+£n$n,

donde ¢,, es una suma parcial del desarrollo de Fourier de e; referido a un sistema
{z1,29,..., %, ...}, ortonormal y completo en el espacio E.

La funcional F[y] evaluada en ¢, se reduce a una funcién de n variables,

(25.27) Flen] = f(&,--- &), tal que [f(§)| = |Flea]l <[ Al
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Entonces, cuando nos restringimos a ese subespacio n-dimensional, vemos que la
mejor aproximacién al extremo de la funcional estd determinada por un problema
de extremos de una funcién ordinaria,

9f(€)
(2528) a—ékzo, ]{]:1,...,71,

cuya solucién permite determinar un vector
(2529) @n:gll'l‘l’gﬂh‘f‘”'-f—f_nxn

(que no necesariamente coincide con ¢,,).

De ese modo, el autovalor de maximo valor absoluto puede obtenerse como

(25.30) A= lim Fl@,)].

n—oo
No obstante, el problema de la convergencia de la secuencia {@,} al autovector
correspondiente e; es mucho méas delicado, pues depende de la apropiada eleccién
del sistema completo en E en relacién al operador A considerado, y debe ser

analizado en cada caso particular (ver, por ejemplo, Methods of Mathematical
Physics - Vol. I, R. Courant y D. Hilbert).

26. OPERADORES NO ACOTADOS CON INVERSAS COMPLETAMENTE
CONTINUAS

Consideremos un operador lineal no acotado L, definido sobre un subespacio
D(L) de un espacio euclideo E.
Un operador lineal acotado A, definido sobre todo E, se dice inverso de L si se

satisfacen las siguientes condiciones:

» V2 € Ese cumple que Ax € D(L) y LAx =z,

» VyeD(L)es ALy =y,
Es decir, A es el inverso de L si es su inverso tanto a izquierda como a derecha.
Ejemplo:

e Consideremos el operador diferencial

(26.1) Dy(t) :=y'(t),
definido sobre el conjunto D(D) formado por las funciones absolutamente con-
tinuas' en [a, b], tales que y(a) = 0 y su derivada primera y/(t) € Ly(a, b).

Ya sabemos que las funciones diferenciables en (a,b) que se anulan indéntica-
mente en entornos de los extremos de ese intervalo forman un conjunto denso en

HMUna funcién ¢(t) se dice absolutamente continua, ¢(t) € AC(a,b), si es una funcién

continua en (a,b) cuya derivada (en el sentido de limite de cociente incremental) existe en casi
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Cy(a,b). Como esas funciones son absolutamente continuas, resulta que D(D) es

un subespacio denso de Cy(a,b).

Veremos que el operador integral A definido como

t b
(26.6) Ax(t) ::/ x(s)ds:/ Ot — s)x(s)ds,
donde

1, t>
(26.7) Ot —s) ::{ =T
0, t<s,

es el inverso de D. Tratandose de un operador de Fredholm de ntcleo de cuadrado

sumable (siempre que (b —a) < 00), A es completamente continuo y estd definido
sobre todo Ly(a, b).

Tengamos en cuenta que si z(t) € La(a,b), entonces x(t) es sumable en |[a, b] (y,
por lo tanto, localmente sumable). En efecto, dado que 1(t) = 1 € Ly(a,b) (para

(b —a) < 00), tenemos que

(26.8) (1(2), Jz(1)]) =/ Ixfe@)]dt <[| 1|z [|=vb—a [z] .

Por lo tanto,

b1
(26.9) / ()| dt < Vi—a |z, Yaub € ab.

al

todo punto de ese intervalo y es una funcién localmente sumable:
b1
(26.2) o' (t) € L(lloc')(a,b) = / ' (t)|dt < oo, Vai,bi|a<a <b <b.
ay

Las funciones absolutamente continuas forman un subespacio denso en el espacio Ca(a,b),
dado que Pz(a,b) C AC(a,b).
Se puede demostrar que estas funciones pueden ser reconstruidas a partir de su derivada

mediante la regla de Barrow:

(26.3) p(t) € AC(a,b) = ¢'(t) € LI (a,b), y o(t) = / ¢ (s)ds + p(ar) .

Para las funciones absolutamente continuas también vale la regla de integracion por partes.
En efecto, si ¢1(t), p2(t) € AC(a,b), entonces ¢1(t) p2(t) € AC(a,b), la derivada del producto

(26.4) (1(8) 92(1)) = @ (8) 2(t) + 1 (1) @b (t) € LY (a,b),

y

(26.5) / 01(5) () ds = 91(£) alt) — 1 (an) pa(ar) — / 21 (5) pals) ds.
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En esas condiciones, z(t) tiene una primitiva y(t) € AC(a,b),

(26.10) y(t) = /tx(s) ds +y(a),

cuya derivada es y'(t) = x(t) en casi todo punto. Si elegimos que y(a) = 0, entonces

y(t) € D(D).
Por lo tanto, D : D(D) — Ly(a,b), mientras que A : Ly(a,b) — D(D). Ademas,

se satisface en casi todo punto que

o ADy(t) = [1y/(s)ds = y(t) — y(a) = y(t), Vy(t) € D(D),
(26.11)

/

o DAx(t) = (fjx(s) ds) —2(t), Ya(t) € Ly(a,b).

Es decir, A es el inverso de D. o

Lema 26.1. Supongamos que un operador lineal completamente continuo A, de-
finido sobre un espacio euclideo E, es el inverso de un operador lineal no acotado
L, definido sobre un subespacio D(L) C E. Entonces

s [0s autovalores de A son todos no nulos,
= [0s autovalores de L son todos no nulos,
s todo autovector de A correspondiente al autovalor \ es también un autovec-

tor de L correspondiente al autovalor = 1/\.

Supongamos que Az = 0, entonces = (LA)x = L(Ax) = L0 =0.Peroz =0
no es un autovector de A.

Similarmente se prueba que si Ly =0 =y = 0.

Supongamos ahora que Ax = Az, con A # 0. Entonces, x = (LA)z = L(Az) =
LAz)=ALx= Lx=px, conpu=1/\ O

Teorema 26.2. Sea L un operador lineal no acotado, definido sobre un subespa-
cio D(L) de un espacio de Hilbert E. Si L tiene por inversa a un operador lin-
eal simétrico y completamente continuo A, entonces L también tiene un sistema
ortonormal y completo de autovectores correspondientes a autovalores no nulos.

En particular, L estd densamente definido.

En efecto, si A es simétrico y compacto en un espacio de Hilbert, por el Teore-
ma 23.8 sabemos que tiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores.

Segun el Lema 26.1, esos autovectores corresponden a autovalores no nulos, y son
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simultaneamente autovectores de L: para todo k£ € N tenemos
1
(2612) Aek:)\kek, /\k%O = Lek:ukek, COIl,uk:)\—.
k
En particular, e, = p Aey € D(L).
Por lo tanto, D(L) contiene un conjunto ortonormal y completo de autovectores
de L correspondientes a autovalores no nulos. Por el Teorema 19.4, resulta que

D(L) es un subespacio denso en E.

27. EL OPERADOR DE STURM - LIOUVILLE

Un operador de Sturm - Liouville definido sobre un espacio de funciones con
una derivada segunda continua, y”(t) € Cs(a,b), donde —c0 < a < b < oo, opera

de la forma

(271) Ly(t) = (p0)y' (1)) +a(t) y(t) = 2(0)

con x(t) € Cqo(a,b) si las funciones reales p(t), p'(t) y ¢(t) son continuas en [a, b].
Sip(a) # 0 # p(b), este operador resulta simétrico si las funciones pertenecientes
a su domino de definicién, D(L), satisfacen ademas condiciones de contorno locales

homogéneas de la forma

(27.2) ay(a)+ By (a) =0, yyb)+dy'(b) =0,
con o + % #£ 0 # 42 + 62

Un operador de esas caracteristicas se dice no singular si la ecuacién Ly(t) =

0(t) no tiene en D(L) soluciones no triviales.
Supongamos que L sea no singular, y que la ecuacién
(27.3) Ly(t) = x(t) € Cs(a,b)

tenga una solucién y(t) € D(L). Entonces esa solucién es tinica, puesto si tenemos
x

que también es L z(t) = x(t), con z(t) € D(L), entonces
(27.4) L(y(t) - z(t)) = 2(t) — 2(t) = 0(t) = 2(t) = y(t).

Mostraremos que para todo operador de Sturm - Liouville no singular L :
D(L) — Cy(a,b) existe un operador integral de Fredholm A : Cy(a,b) — D(L),
cuyo nucleo K (t, s) es una funcién real simétrica y continua, que tiene la propiedad

de que para toda funcién continua z(t), la funcién

(27.5) y(t) = Az(t) = / K(t, 5)2(s) ds
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tiene una derivada segunda continua y satisface las condiciones de contorno (27.2),
ademés de ser (la uinica) solucién de la ecuacion Ly(t) = x(t). En esas condiciones,

A es inverso de L a derecha:
(27.6) Ly(t)=LAx(t) =x(t), Vaz(t) € Cs(a,b).

Inversamente, si y(t) € D(L) entonces Ly(t) = z(t) € Ca(a,b). Como la solucién
de esta ecuacion es tnica, y(t) puede ser representada como en (27.5), de modo

que A también resulta ser inverso de L a izquierda:

(27.7) Ax(t)=ALy(t) =y(t), VYy(t) e D(L).

Para determinar el operador inverso de L, dada cualquier funcién continua z(t),

debemos hallar la solucién de la ecuacion diferencial inhomogénea

(27.8) Ly(t) = p(t) y"(t) + ' () ' (t) + q(t) y(t) = =(t)

que satisfaga las condiciones de contorno locales especificadas en (27.2). En la
ecuacién (27.8), L es entendido s6lo como un operador diferencial (sin un dominio
restringido mas alla de la existencia de la derivada segunda de las funciones sobre

las que opera).

Para fijar ideas, en lo que sigue adoptaremos las condiciones de contorno de

Dirichlet'® en ambos extremos,
(27.10) y(a) =0, y(b)=0.

Toda ecuacion diferencial homogénea de segundo orden con coeficientes con-
tinuos, como Lu(t) = 0, tiene dos soluciones linealmente independientes, u1(t) y
ug(t) (funciones dos veces diferenciables). Estas pueden ser elegidas de manera que
satisfagan la condicién de contorno (27.10) en uno de los extremos del intervalo

[a,b] (y sblo en uno, dado que estamos suponiendo que L es no singular),
(27.11) Luis(t) =0, Yt e (a,b), ui(a) =0, uy(b)=0.

Para construir la solucién de (27.8) podemos seguir el método de los coefi-

cientes indeterminados, y proponer

(27.12) y(t) = CL(t) ur(t) + Co(t) ua(t) |
15La construccién del inverso para las condiciones de Neumann,

(27.9) y'(a)=0, y(b)=0,

o para las mds generales condiciones de Robin, ec. (27.2), es enteramente similar.
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donde las funciones C »(t) son dos veces diferenciables. Esta expresién debe ser
reemplazada en (27.8), lo que da lugar a una primera ecuacién que involucra a
estas dos funciones.

Para la derivada de y(t) tenemos
QT13) g 1) = Ci(t) 1) + Calt) () + CL) a(t) + Ch(t) ut).

Como necesitamos una segunda ecuacién para determinar las dos funciones C (¥)
y Ca(t) (v a los efectos de simplificar los cdlculos evitando la aparicién de las

derivadas segundas de estas funciones), podemos imponer que

(27.14) C1(t) ur(t) + Cy(t) ua(t) =0,

de donde resulta que

(27.15) y'(t) = Cr(t) uy (1) + Ca(t) ug(t) + Cy (8) wy () + C5(t) uy(t)

Reemplazando (27.12-27.15) en (27.8) obtenemos

A

Ly(t) = Cy(t) Luy(t) + Cy(t) Luy(t)+
(27.16)
(1) (CHE U (1) + Co) (1)) = ().

Entonces, de (27.11), (27.14) y (27.16) obtenemos un sistema de ecuaciones

algebraicas para las derivadas de las funciones que tratamos de determinar,

(27.17) Gw%@zwmwv<qw>zﬁ@>_
uy (1) us(t) Ch(t) 0

El discriminante del sistema,

G@%@p@%@):
(27.18) mit) - wal)

= p(t) {ui (t) uz(t) — ua(8) () } = p(t) Wur, ua] (t) = Co

(donde Wuy, us] es el Wronskiano de las dos soluciones linealmente independien-
tes de la ecuacién homogénea), es una constante no nula, como puede verificarse
facilmente tomando su derivada y empleando la ecuacién (27.11), y teniendo en

cuenta que

(27.19) Co = p(a) uy(a) uz(a) = —p(b) ua(b) uy(b) .
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En esas condiciones,
(cw)) B (p(t) (1) pl) ug<t>>1 (x(t)) B
Cs(t) u1(t) us(t) 0
1 ( ua(t)  —p(t) u;<t>> (m(t))
Co \ —ui(t) p(t)u)(t) 0/’

us(t) z(t) uy(t) z(t)
Co Co

Ahora debemos elegir primitivas de estas funciones que garanticen que y(t)

(27.20)

de donde resulta que

(27.21) Ci(t) = CL(t) = —

satisfaga las condiciones de contorno requeridas, ec. (27.10). Esto se logra con

(27.22) Ci(t) = —/bwds, Cy(t) = _/t m(sgx(S) s

Por lo tanto, dada z(t) € Cy(a,b), la funcién dos veces diferenciable que es solu-
ci6én de la ec. (27.8) y que satisface las condiciones de contorno (27.10) estd dada
por

y(t) = _Cio {/tbul(t) ua(s) x(s) ds + /at uq(s) ua(t) z(s) ds} =

(27.23)
b
_ / K(t,s)2(s)ds = Az(t) € D(L),

donde el ntcleo del operador integral A,

ui(t) ua(s) b <
CO ) f— )
(27.24) K(t,s) =
uy(s) us(t)
_T P t > 87

es una funcién continua de sus dos variables, incluso en t = s.

Dado que K (t,s), cona < t,s < b, es real, simétrico y esta acotado, A es un ope-
rador integral de Fredholm simétrico y completamente continuo, que entonces tiene
un conjunto ortonormal y completo de autovectores. Como el operador asi con-
struido es el inverso de L, por el Teorema 26.2 concluimos que L tiene un conjunto

ortonormal y completo de autovectores que corresponden a autovalores no nulos.

Senalemos que, para t # s, el nucleo es una funcién dos veces diferenciable de

la variable ¢ (puesto que u(t) y us(t) lo son), satisface la ecuacién diferencial

(27.25) LK(t,s)=0, parat#s,
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(puesto que Luy(t) = 0) y también las condiciones de contorno del problema,

_ul(a) ua($) _ul(s) ug(b)

O() C’0
Por otra parte, su derivada primera presenta una discontinuidad en ¢t = s,

(27.26) K(a,s) = =0, K(bs)= =0.

DK (¢, s)‘{ —9,K(t,5)

t=st

f=s)
(27.27)
(ur(s) ub(s) — ui(s)ua(s))  Wiur,us(s) 1

Co Co Cop(s)”
Entonces, si adoptamos la regla usual de derivacién de funciones diferenciables
a trozos que tienen discontinuidades de altura finita', que prescribe sumar a la
derivada de la funciéon una Delta de Dirac concentrada en cada punto de dis-
continuidad y multiplicada por la altura de esa discontinuidad, obtenemos

L) =) (2

+ OFK(t, 3)) +
(27.28)
+p'(t) O, K (t,s) + q(t) K(t,s) =0(t — s).
Esto muestra que el niicleo K (¢, s) del operador integral inverso de L, ec. (27.24),

es la funcién de Green del problema de condiciones de contorno considerado.

Desde luego que toda funcién y(t) € D(L) es el limite (en media) de su desarrollo

de Fourier respecto del sistema ortonormal completo de autofunciones de L,
k=1

donde x(t) = Ly(t).
Teniendo en cuenta que D(L) C Rank (A), y que el nicleo continuo K(t, s)
satisface la condicién de Hilbert - Schmidt, ec. (24.9), vemos que la serie en (27.29)

también converge absoluta y uniformemente, de acuerdo con el Teorema 24.1.

Estos resultados permiten establecer el siguiente teorema.

Teorema 27.1. Todo operador de Sturm - Liouville no singular tiene un conjunto
ortonormal completo de autofunciones ey(t) € D(L),k € N. Ademds, toda funcion
dos veces diferenciable que satisfaga las condiciones de contorno que especifican el
dominio del operador, y(t) € D(L), tiene un desarrollo de Fourier respecto de los

autovectores er(t) que converge absoluta y uniformemente.
Ejemplo:

6regla que justificaremos més adelante, cuando tratemos la teorfa de distribuciones.
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e Consideremos el operador L z(t) = 2”(t), definido sobre el subespacio de C5(0, )
formado por las funciones dos veces diferenciables que satisfacen las condiciones
de contorno z(0) = 0, z(m) = 0.

Se trata de un operador de Sturm - Liouville no singular. En efecto, 2" (t) =
0= x(t) =a+bt, pero x(0) =a =0y x(7r) = bw = 0 requieren que z(t) = 0.

Por lo tanto, L asi definido tiene una inversa simétrica y completamente conti-
nua, y sus autofunciones, ey(t) = sin(kt) , k € N, forman un sistema ortonormal y
completo en Ly (0, 7) (cosa que ya sabiamos).

Ademas, toda funcién dos veces diferenciable que se anula en ¢t = 0, 7 tiene un
desarrollo en serie de senos que no sélo converge en media, sino también absoluta

y uniformemente. o

Consideremos ahora el caso de un operador de Sturm - Liouville singular, es
decir, un operador simétrico L, como el definido por las ecuaciones (27.1) y (27.2),
que tiene un autovalor nulo.

Teniendo en cuenta que autovectores de un operador simétrico correspondientes
a autovalores distintos son ortogonales entre si, y que en un espacio de Hilbert,
como es Ly(a,b), no puede haber més que una cantidad infinita numerable de
vectores ortogonales entre si, vemos que no todo niimero real puede ser un autovalor
de L.

Supongamos que Ay € R no es autovalor de L, y definamos sobre el mismo
dominio un nuevo operador: Ly := L — A1, con D(L;) = D(L). L; es también
un operador de Sturm - Liouville simétrico, que difiere del anterior sélo en que
q(t) — (q(t) — Ao). Pero, a diferencia de L, L; es no singular.

En esas condiciones, valen para Lq las propiedades antes descritas. En particular,
L, tiene un conjunto ortonormal y completo de autofunciones correspondientes a

autovalores no nulos,

Pero entonces L también tiene un sistema ortonormal completo de autofunciones
ex(t) correspondientes a autovalores Ay = ux + Ag, uno de los cuales es nulo. Y
toda funcién y(t) € D(L) tiene un desarrollo en serie de autofunciones de L que

converge absoluta y uniformemente.

Ejemplo:
e Los polinomios de Legendre son los autovectores del operador de Sturm - Li-

ouville definido sobre el subespacio de las funciones dos veces diferenciables en



96 H. Falomir

(—1,1), sobre las que actia como
d dy
27.31 L t:—(t2—1—>.
(27.31) o) = (12 -1
En este caso tenemos que ¢(t) = 0, mientras que p(t) = t*> — 1 se anula en los
extremos del intervalo. En esas condiciones, el operador es simétrico sin necesidad
de imponer condiciones de contorno adicionales.

Los polinomios de Legendre estan dados por la expresion

(27.32) P(t) = 2k1k! % ([t2 - 1]'“)

y satisfacen
(27.33) LP(t)=k(k+1)P.(t), k=0,1,2,...,

lo que muestra que L es singular.

Supongamos que Ly(t) = py(t), con u # k(k+1), para k = 0,1,2,.... Entonces
y(t) L Pi(t), Yk, porque L es simétrico. Pero esto implica que y(t) = 0(t), dado
que los polinomios de Legendre forman un sistema ortogonal y completo.

Por lo tanto,  no es autovalor de L 'y L1 = L — 1 es no singular, de modo que

satisface las condiciones del Teorema 27.1'7.

1"En esas condiciones, L; tiene una inversa simétrica y completamente continua, que puede
construirse de manera similar a la del caso en que p(t) no se anula en los extremos del intervalo
considerado. Por ejemplo, tomando u = 1 # k(k + 1),Vk = 0,1,2,..., las dos soluciones
linealmente independientes de la ecuacién diferencial homogénea
A d dy
27.34 Liy@ = - (2 =150) —y(t) = 0
(27.34) 1y®) = 2 (" =1 — ) —y()

pueden ser elegidas como las funciones de Legendre

(2735) U1 (t) = P\/g,l (7t) y uz(t) = P\/g,l (t) .

El comportamiento de las funciones de Legendre P,(t) cerca de los extremos del intervalo

[—1, 1] estd dado por

1+0(1-1t), t=1,
(27.36) P.(t) =
—log(1+t)+0(1+1)°, t=~-1,

de modo que uq(t) es regular en ¢ = —1 (mientras que us(t) lo es en ¢ = 1), presentado en el
extremo opuesto una singularidad integrable.

En esas condiciones, el niicleo del operador inverso de L; estd dado como en la ec. (27.24),
con uy(t) y uz(t) dadas en la ec. (27.35) y la constante Cy = 0,59335. La solucién (continua y
dos veces diferenciable) de la ecuacién inhomogénea

(27.37) Liy(t) = z(t) € Co(—1,1),
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En conclusién, toda funcién dos veces diferenciable en el intervalo (—1,1) tiene
un desarrollo en serie de polinomios de Legendre que converge absoluta y uni-

formemente. <o

28. APENDICE: CONJUNTOS NUMERABLES

En este Apéndice mostraremos que el conjunto de los polinomios con coeficientes

racionales y de grado arbitrario es numerable.

Lema 28.1. La union de un conjunto finito o infinito numerable de conjuntos
numerables es también un conjunto numerable.
Mostraremos esta propiedad para el caso de la uniéon de un conjunto numerable

de numerables. Para ello consideremos los conjuntos

S = {a117@12,--->@117---} )
SQZ{G21,G22,~-,G2Z7~-}7
(28.1) ............................
Sk = {akla A2, y Akl } )

Podemos ordenar todos esos elementos en una unica secuencia adoptando alguna
regla que nos permita asignar un ntumero natural a cualquier elemento de uno

cualquiera de esos conjuntos. Por ejemplo, podemos formar la secuencia

a1, {CL12, 22, a21}7 {013, 23, 33, A32, a31},

(28.2)
{G14, 24, A34, A44, A43, A42, Cl41}, cee {Chk, ey Qy - v 7ak1}7 ce

conviniendo en que elementos repetidos obtienen su posicion en su primera apari-

cién, y son omitidos en las siguientes.

Lema 28.2. El conjunto de los nimeros enteros es numerable.
En efecto, Z = {0,1,2,...}U{—-1,-2,-3,... }.

Lema 28.3. El conjunto de los nimeros racionales (nimeros de la forma p/q, con

pE€Z yq€eN), es numerable.

estd dada por (ver ec. (27.23))

1 t
(27.38)  y(t) = —Cio {P\/gz_l (—t) /t Ps_i(s)x(s)ds + Pys_.(t) [1 P i(—s)xz(s) ds} .
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En efecto, el conjunto de los racionales sobre la recta, Q, es la unién de un

conjunto numerable de conjuntos numerables de fracciones de la forma

(28.3) Sq—{]—?,pEZ} cong=1,2,3,...
q

Lema 28.4. El conjunto de pares ordenados formados con los elementos de dos

conjuntos numerables es también numerable.

Dados dos conjuntos numerables,

A ={ay,ay,...,ak,...},

(28.4)
B = {b1,bs,....by,...} .

el conjunto de pares ordenados {(ax,b;), Vk, [}, es la unién de un conjunto nu-

merable de conjuntos numerables de la forma
(28.5) Sp = {{a, b)), 1=1,2,...} , conk=1,2,...
que, por el Lema 28.1, es numerable.

Ahora bien, el conjunto de los polinomios de todo grado con coeficientes racionales
es la union para todo n de los conjuntos de polinomios a coeficientes racionales de
grado menor o igual a n. Entonces, de acuerdo al Lema 28.1, basta con mostrar
que esos conjuntos son numerables.

Los polinomios a coeficientes racionales de grado cero son simplemente los
nimeros racionales, que forman un conjunto numerable.

Los polinomios de grado 1 de la forma ¢y + ¢ t, con qo, ¢; € Q, estan en corres-
pondencia uno a uno con los pares ordenados de la forma (qo, ¢1) que, de acuerdo
al Lema 28.4, forman un conjunto numerable.

Procedemos por induccién. Podemos mostrar que si el conjunto de los poli-
nomios de grado < n con coeficientes racionales, {Qx(t), k € N}, es numerable,
el conjunto de los polinomios a coeficientes racionales de grado < n 4+ 1 también
lo es. En efecto, los polinomios de la forma Q(t) + ¢ t"™, con ¢, € Q, estdn en
correspondencia biunivoca con los pares ordenados de la forma (Q(t), ¢;), los que

forman un conjunto numerable de acuerdo con el Lema 28.4.
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