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I. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ.

1. КРИСТАЛЛИЧЕСКОЕ ВЕЩЕСТВО.

Все явления природы, доступные наблюдению человека,

совершаются внутри некоторых материальных тел. Всякое

материальное тело можно исследовать с различных точек

зрения. В зависимости от того, с какой точки зрения про-

изведено исследование ряда различных материальных тел,

получается определенная группировка данного ряда об’ектов

исследования. В виду этого, один и тот же ряд материальных
об’ектов может быть разделен на различные группы в за-

висимости от того, какие приняты признаки различия между
телами исследуемого ряда. Установление признаков раз-
личия между группами принятой классификации зависит в

свою очередь от той точки зрения, с которой производится
исследование материальных тел.

Исследование материальных тел с точки зрения их со-

става, приводящее к разложению данного тела на каче-

ственно различные составные части, служит предметом изу-

чения химии. Исследование материальных тел с точки

зрения их некоторых физических свойств, а именно об'ема,
формы и сопротивления механическим воздействиям, при-

водит к учению о так называемых аггрегатных состояниях

вещества, причем изучение таких состояний относится к

области физики.
В физике, как известно, различаются три аггрегатных со-

стояния вещества: 1) газообразное, 2) жидкое и 3) твердое.
Все эти состояния могут быть определены на основании

различия в об'еме, форме и подвижности данного вещества.

Если данное вещество не имеет определенного об’ема и

формы и обладает высокой степенью подвижности, то такое

вещество называется газом. Об’ем газа в точности равен



об’ему того сосуда, в котором он помещается. Если устра-
нить содержащий газ сосуд, то газ, в виду своей подвиж-

ности, будет стремиться занять неограниченно большой об’ем.

Жидким называется такое состояние вещества, при ко-

тором это вещество занимает определенный об’ем, но не

имеет определенной формы. В виду этого жидкость, нали-

тая в некоторый сосуд, принимает форму этого сосуда, со-

храняя определенный, постоянный при данных условиях
об’ем, вне зависимости от формы сосуда, в котором она на-

ходится. Жидкость обладает, вообще говоря, гораздо мень-

шей подвижностью но сравнению с газом и на поверхности

разграничения данной жидкости и окружающей ее среды

развиваются особые силы поверхностного натяжения. По-

верхность жидкости, имеющей меньший об’ем, по сравнению
с об’емом содержащего ее сосуда, в спокойном состоянии

является в большей своей части, при достаточно большом

сосуде, поверхностью уровня данной местности.

Твердым называется такое состояние вещества, при ко-

тором данное вещество сохраняет не только постоянный

об’ем, но и постоянную форму, не зависящую от формы окру-
жающей среды. Таким образом, поверхность твердого тела

является постоянной при определенных условиях и сама

определяет границу данного твердого вещества.
Каждое данное вещество, вне зависимости от его состоя-

ния, можно рассматривать как некоторую среду, в которой
происходят те или другие явления. Если рассматривать
данное материальное тело как некоторую среду, то для ха-

рактеристики данной среды необходимо знать ее физические
свойсч'ва. Так как эти свойства находятся в непосредственной
зависимости от внутреннего строения данной среды, то всегда
возможно определить свойства среды, зная ее структуру и

наоборот.
Таким образом, мы можем рассматривать и классифици-

ровать материальные тела с точки зрения их внутреннего
строения и вызываемых им определенных свойств. Рас-

сматривая данное физическое тело как определенную среду,

необходимо ввести понятие об однородности или неодноро-

дности данной среды.
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Различаются два вида однородности: химическая и физичес-
кая. Химически-однородным веществом, или химически-

одиородной средой, называется такое вещество, которое имеет

во всех своих частях один и тот же химический состав.

Физичееки-однородным веществом называется такое химп-

чески-однородное вещество, которое во всех своих частях

имеет одинаковые физические свойства в параллельных напра-
влениях. Возьмем внутри данного физически-однородного
вещества какую-нибудь точку а и будем производить иссле-

дование проявления какого-нибудь определенного физиче-
ского свойства, принимая точку а за исходный пункт для та-

кого исследования. Исходя из точки а, мы можем произвести

исследование данного физического свойства по самым разно-

образным направлениям и получить соответственные вели-

чины, выражающие данное физическое свойство. Если такие

величины будут совершенно одинаковы, вне зависимости от

того, по какому направлению мы исследуем данное физиче-
ское свойство, то мы будем иметь дело с веществом „изо-

тропным“ для данного физического свойства. Если же выра-
жение данного физического свойства будет меняться в зави-

симости от того, по какому направлению мы исследуем взятое

нами вещество, то это вещество будет „анизотропным' 1 для

данного физического свойства.

Физически-однородные вещества, изотропные по отношению

ко всем физическим свойствам, называются гомогенными изо-

тропными веществами. Если физически-однородное вещество

анизотропно но отношению к какому-нибудь физическому
свойству, то такое вещество носит название гомогенного

анизотропного вещества. Гомогенное анизотропное вещество

называется также кристаллическим веществом, а гомогенная

анизотропия иногда получает название кристаллической
однородности.

Анизотропия кристаллического вещества может проявляться

или но отношению ко всем или только к некоторым физи-
ческим свойствам. Вообще говоря, кристаллическое вещество
может быть изотропным но отношению к целой группе физи-
ческих свойств, но не может существовать кристалла, который
был бы действительно изотропным по отношению ко всем
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физическим свойствам. ‘Можно задать себе вопрос: каким

образом согласовать понятие об однородности вещества с его

анизотропией. В самом деле, по приведенному выше опре-

делению гомогенное однородное вещество должно проявлять

одинаковые свойства в каждой своей части, а в то же время
в анизотропном веществе физические свойства меняются в

зависимости от направления. Для того, чтобы оба эти явле-

ния, т. е. анизотропия и однородность, могли существовать
совместно, необходимо, чтобы в гомогенном анизотропном ве-

ществе проявление каждого физического
свойства в параллельных направлениях
было одинаково. Таким образом, если мы

возьмем внутри кристаллического вещества

две точки а и ах (рис. 1) то, исследуя какое-

нибудь физическое свойство по направлению
аЪ и а

1
Ъ

1,
найдем совершенно одинаковые

выражения этого свойства, если только аЪ параллельно а
1

Ь
1

.

Рис. 1.

Если ми изобразимкаждую величину, выражающую данное

физическое свойство по определенному направлению аЪ, не-

которым отрезком прямой аЪ, то, приняв за исходный пункт

точку а и исследуя определенное физическое свойство в

различных направлениях, мы получим нучек отрезков прямых

различных длин, причем каждый такой отрезок будет иметь

начало в точке а. Такие отрезки, выражающие определенные
свойства и имеющие определенную величину и направление,

называются векторами. Каждый вектор имеет начальную и

конечную точку, причем в нашем примере начальной точкой

для всех векторов будет точка а. Соединив конечные точки

всех векторов, получим некоторую поверхность, выражающую
проявление данного физического свойства в исследуемом ве-

ществе.

Если исследуемое вещество изотропно, то всякая поверх-

ность, взятая для какого угодно физического свойства, будет
шаром. В анизотропных веществах подобные поверхности,

построенные путем соединения концов векторов, уже не бу-
дут шарами, а будут -представлять собою некоторую поверх-
ность того или друго вида в зависимости от того, какое фи-
зическое свойство было взято для исследования. В виду
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этого, различные направления, или векторы, в гомогенном ани-

зотропном веществе, вообще говоря, уже не будут одинаковы.
'Таким образом, мы можем сказать, что каждое гомогенное ани-

зотропное вещество обладает векториальным строением, под-

разумевал иод этим то, что в таком веществе всегда можно

отличить друг от друга различные направления, на основании

исследования определенных физичиских свойств данного ве-

шщства.

Это основное положение есть общее выражение тех факти-
ческих данных, которые ймеются в нашем распоряжении. Мы

пока только констатируем общий факт, характеризующий каж-

дое кристаллическое вещество', которое всегда однородно и

анизотропно по отношению хотя бы к некоторым физичес-
ким свойствам.

На основании принятой в настоящее время атомистичес-

кой теории строения вещества необходимо признать, что каж-

дое материальное тело состоит из мельчайших частиц-атомов,

находящихся на некоторых расстояниях друг от друга. Эти

расстояния, или так называемые междуатомные промежутки,
во много раз превышают размеры самих атомов.

Совершенно не входя в рассмотрение того, как построены
атомы и что они собою представляют, можно принять каждый
атом за материальную точку и, сделав такое допущение,
получить целый ряд выводов, находящихся в полном согласии

с наблюдаемыми фактами. Прежде всего, из атомистической

теории мы можем сделать тот вывод, что внутри каждого

материального тела имеются по существу совершенно раз-

личные участки: материальные точки-атомы и междуатомные
промежутки. Кроме того, если данное вещество состоит из

различных атомов, соединенных друг с другом в молекулы,
то мы можем различать внутри и вне-молекулярные участки

данной материальной среды.
Таким образом, на основании самой сущности атомисти-

ческой теории можно утверждать, что такого материального

тела, которое имело бы полную однородность во всех точках

вообще существовать не может. Однако, в виду чрезвычайно
малых размеров расстояний между атомами мы практически
можем рассматривать данное материальное тело как одно-
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родную среду, если только это тело удовлетворяет приведен-
ным выше условиям химической или физической однородности.

Если отдельные молекулы данного тела настолько мало свя-

заны друг с другом, что их взаимное расположение может

быть самым различным, то мы, вообще говоря, практически

получаем все свойства,характеризующиегомогенное изотропное
вещество, так как анизотропия отдельных мельчайших участ-
ков такого вещества пе может быть констатирована обыч-

ными методами исследования. Таким образом, гомогенное изо-

тропное вещество, с точки зрения его строения, будет иметь

беспорядочное распределение твердых частиц. Если же взаим-

ное расположение твердых частиц в данном теле будет иметь

определенный строгий порядок, то внутренняя анизотропия

среды должна будет так или иначе проявиться при исследо-

вании того или другого физического свойства и мы получим
ясно выраженную гомогенную'анизотропную среду, или крис-
таллическое вещество. Так как анизотропия проявляется

главным образом в твердых телах, то, вообще, кристалличес-
ким индивидуумом или кристаллом будет всякое твердое гомо-

генное анизотропное тело, обладающее кристаллической одно-

родностью и выделяющееся из жидкой или газообразной
среды в виде выпуклого многогранника определенной формы,
не зависящей от формы окружающей среды.

Название кристалл происходит от греческого слова ярнптаА-
коs. Это слово впервые встречается у Гомера, причем у пего

оно обозначает железо. Позднее Платон начал применять на-

звание кристалл к очен распространенному минералу кварцу
или горному хрусталю. Самое слово „хрусталь" тоже пред-

ставляет собою испорченное греческое кристалл. В средние
века, начиная с Альберта Магнуса (| 1280 г.), кристал-
лами стали называть минералы, имеющие определенную при-

родную форму. И. Кеплер (1571—1630) называл кристал-
лами твердые вещества, имеющие природную форму, напо-

минающую правильный многогранник. Таким образом, об-

ращаясь к истории, мы видим постепенную эволюцию зна-

чения слова кристалл, вплоть до современного понятия о

кристалле, данного выше.
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2. ПРЕДМЕТ ИЗУЧЕНИЯ КРИСТАЛЛОГРАФИИ.

Кристаллография есть наука, занимающаяся изучением фи-
зических свойств кристаллического вещества и исследованием

его внутреннего строения. В виду этого, кристаллографию
можно рассматривать как часть физики. Выделение этой

части физики в особую научную дисциплину вполне рацио-
нально в виду того, что самые об’екты кристаллографии —•

кристаллы требуют своеобразных методов исследования, а те

закономерности, которые установлены этой наукой, имеют

совершенно специальный характер. Впрочем, благодаря исто-

рическому ходу развития кристаллографии, ее связь с физи-
кой никогда не была установлена прочно, в виду того, что

до самого последнего времени кристаллография имела самую
тесную связь с минералогией. Такая связь будет вполне

понятна, если только принять во внимание, что каждому
минералогу знание кристаллографии совершенно необходимо.
В самом деле, почти каждый минерал, образовавшись в виде

определенного физического индивидуума, представляет собою

кристаллическое вещество, а изучением кристаллического

вещества и занимается кристаллография. Греческое слово

„кристаллография11 обозначает собственно описание крис-

таллов, т. е. некоторую область знания, которая должна бы

содержать в себе описание различных кристаллических инди-

видуумов, или кристаллов. Как мы уже видели, в настоя-

щее время кристаллография очень далеко отошла от такой

описательной задачи и перешла в разряд наук точного, мате-

матически обоснованного характера. В виду этого, самое

название „кристаллография14 имеет только историческое зна-

чение, указывая на содержание этой науки при ее возник-

новении. Для того, чтобы охарактеризовать современное со-

держание этой науки было бы гораздо правильнее назвать

ее кристадлогнозией.
Кристаллография может быть разделена на две почти рав-

ные части: 1) Геометрическую или математическую кристалло-

графию и 2) Физическую кристаллографию. Геометрическая
кристаллография занимается установлением тех закономер-

ностей, которые могут быть обнаружены при исследовании

9Предмет изучения кристаллографии



кристаллической однородности и внешней формы кристалли-
ческого индивидуума, а также изучением внутреннего строе-
ния кристаллического вещества. Физическая кристаллография
занимается изучением проявления различных физических
свойств (кроме внешней формы) в анизотропной гомогенной

среде. Как только что было упомянуто, геометрическая кри-

сталлография прежде всего занимается изучением внешней

формы кристалла, или кристаллического индивидуума. Эта
внешняя форма представляет собою определенный выпуклый
многогранник, причем каждое данное кристаллическое ве-

щество имеет особую, характерную для него внешнюю форму.
Из этого факта мы можем заключить, что внешняя форма
кристалла, образующегося в виде особого выпуклого много-

гранника не представляет собою чего-нибудь случайного.
Эта форма служит совершенно определенным выражением
тех внутренних свойств, которыми характеризуется данное

кристаллическое вещество. В виду этого мы должны рассматри-
вать кристаллический многогранник, как одпо из физических
явлений, тесно связанных с внутренним строением данного

кристаллического вещества. Вообще, в каждом многограннике,
как в чисто геометрическом, так и в кристаллическом, мы

можем различать разнородные его части, которые носят на-

звание элементов многогранника. Такими элементами будут:
1) плоскости ограничения грани, 2) линии пересечения двух
граней ребра многогранника, 3) точки пересечения несколь-

ких граней и ребер вершины многогранника и, наконец,

4) угловые элементы углы между гранями и углы между
ребрами многогранника.

3. ЗАКОН ПОСТОЯНСТВА УГЛОВЫХ ОТНОШЕНИЙ.

В сочинении ,Д)е воЫо ш!ег воЫшп паВягаМег соп!епlо“

изданном во Флоренции в 1669 г., датский кристаллограф
Николай Стенсен (Стеной) (1631 1686) впервые точно и

определенно установил один из основных законов кристалло-
графии, а именно закон постоянства величин углов между
гранями кристаллов одного и того же вещества. На осно-

вании этого закона во время роста кристалла углы кристал-
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лнческого многогранника не меняются, несмотря на то, что

размеры граней могут претерпевать самые различные измене-

ния. Таким образом, кристаллические многогранники с раз-
личной величиной и формой плоскостей ограничения, но с

одинаковыми углами между ними по существу равнозначны.
Закон Стенона имеет чисто опытную основу. Он был вы-

веден из целого ряда наблюдений и представляет собою про-
стое обобщение известных фактов. Этот закон в то же время
имеет исключительную важность для выяснения вопроса о

природе и сущности кристаллического вещества, так как на

основании закона Стенона мы можем установить те элементы

кристаллического многогранника, которые являются для него

постоянными и характерными. Эти элементы углы. Таким

образом, на основании закона Стенона мы можем каждый
кристаллический многогранник преобразовать в равнозначный
ему по существу многогранник, передвигая грани данного

многогранника параллельно самим себе. При таком пере-

движении граней не будут меняться не только углы между

гранями, но и углы между ребрами кристаллического много-

гранника. В самом деле, изменив углы между ребрами, мы

непременно тем самым изменим углы между гранями и нао-

борот. Таким образом, закону постоянства гранных углов,

открытому Стеноном, можно придать более общую форму и

выразить его следующим образом:
Пз всех величин, относящихся к элементам кристалличес-

кого многогранника, постоянными, характерными для данного

вещества являются угловые соотношения, т. е. углы между
однородными или разнородными элементами многогранника.
Все линейные размеры элементов кристаллического много-

гранника, а также величина его поверхности и об’ем несу-

щественны для характеристики данного вещества.

Попробуем отдать себе отчет в том, при каких условиях мог

быть установлен закон Стенона, или, другими словами, поста-

раемся выяснить те условия, при которых возможно было подме-
тить найденную Стеноном закономерность. Если вдуматься в

сущность закона Стенона, то мы легко увидим, что закон по-

стоянства угловых отношений в кристаллическом многогран-
нике предполагает существование совершенно определенного

11Закон постоянства угловых отношений



цикла явлении, характеризующих кристаллы одного и той

же вещества. В самом деле, для того, чтобы подметить уста-
новленную Стенопом закономерность, необходимо было имея

целый ряд кристаллов одинакового химического состава, об-
ладающих одинаковыми угловыми соотношениями. Такое
именно явление и наблюдается в действительности. Каждое
химически индивидуальное вещество, образуя кристаллы, про-
являет свойство давать одинаковые кристаллические много-

гранники, если только физические и химические факторы
действующие в той среде, где происходит процесс кристал-

лизации, т. е. образования и роста кристалла, не очень сильно

отличаются при образовании различных кристаллических ин-

дивидуумов. Таким образом, при более или менее однообраз-
ных условиях кристаллизации, данное вещество выделится
из определенной кристаллизационной среды в виде одного
или нескольких кристаллических индивидуумов, представ-

ляющих собою кристаллы почти одинаковой формы, с оди-

наковым количеством граней и с одинаковыми угловыми
соотношениями. Так как условия образования различных

кристаллических индивидуумов в данной кристаллизационной
среде все время должны меняться по самому существу про-
цесса кристаллизации, то мы можем вывести заключение, чтс

при этом процессе частичное изменение свойств среды имееч

сравнительно небольшое влияние на получаемый результат
а главную роль играют те внутренние силы, которые дейст-

вуют между частицами, образующими кристалл данного ве-

щества.
Таким образом, из самой возможности установления законе

Стеяона мы можем заключить об одном чрезвычайно важно»

явлении, наблюдающемся в кристаллическом веществе. Этс
определенное постоянство формы кристаллических много-

гранников одного и того же химического состава, выра-
жающееся в том, что при более или менее близких усло-
виях кристаллизации данное вещество выделяется в кри-
сталлах с одними и теми же гранями.

На основании закона Стеяона мы можем изменять внеш-

ний вид кристаллического многогранника путем передвижения
его граней и ребер параллельно самим себе, нисколько не

12 Основные понятия и определения



нарушая строения такого многогранника (рис. 2). При парал-
лельном перемещении граней и ребер мы в сущности будем
производить то же самое, что про-

исходит при росте кристалла. Это
вполне сознавал и Стеной, кото-

рый указал на характер образова-
ния и роста кристаллов путем по-

слойного наложения частиц.

На основании возможности парал-
лельного перемещения граней и

ребер кристалла без нарушения
его внутреннего строения, легко

вывести одно чрезвычайно важное

свойство кристаллических много-

гранников возможность установ-
ления их симметричности в том

случае,если в данном многограннике
имеется два или несколько одинаковых углов между гранями
или ребрами. Такие многогранники, имеющие равные угловые
величины, могут быть вполне заменены идеальными геоме-

трическими многогранниками с однообразным развитием равных

друг другу граней. Если мы заменим реальный кристалл идеаль-

ным геометрическим многогранником с равномерным развитием

равных частей, то после такой замены мы можем в некоторых

случаях получить симметрический многогранник, причем для

изучения таких многогранников нам необходимо будет ознако-

миться с основными началами учения о симметрии, играющими

чрезвычайно важную роль в геометрической кристаллографии

Рис. 2.

II. НАЧАЛА УЧЕНИЯ О СИММЕТРИИ.

1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ В

УЧЕНИИ О СИММЕТРИИ.

Для выяснения и развития напал учения о симметрии

необходимо прежде всего самое строгое и точное устано-
вление самого понятия „симметрия

11
.

В общежитии слово
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симметрия употребляется для обозначения повторяемости

некоторых предметов, расположенных в определенном по-

рядке. Так, например, говорят о симметричной расстановке
мебели, когда имеется несколько одинаковых предметов
обстановки, расположенных более или менее одинаково по

отношению к некоторым предметам. Таким образом, в обыч-

ном понимании, симметрия заключает в себе два предста-
вления: 1) представление о повторяемости одинаковых пред-
метов и 2) представление об определенном расположении
таких предметов. Если мы говорим о симметрии какого-

нибудь предмета, то это обозначает, что данный предмет
состоит из нескольких равных частей. Такое равенство частей

предмета может заключаться пли в том, что равные части

данного пространственного тела моашо непосредсчвенно со-

вместить друг с другом, или в том, что одна часть предмета

совмещается с зеркальным изображением другой его части.

Таким образом, в понятии о симметрии имеется двойственность,
которую, впрочем, можно легко устранить, сделав более общее
и точное определение самого понятия „симметрия

14

.

Представим себе несколько совершенно одинаковых пред-

метов, например, несколько одинаковых шаров, сделанных
из одного и того же материала. Если число этих шаров
будет 2п, где п некоторое целое число, то мы можем

расположить все наши шары в двух группах, причем каждая

такая группа будет содержать п шаров. Если мы отметим

каждый шар первой группы особым значком и таким же

значком отметим один из шаров второй группы, то каж-

дому шару первой группы будет соответствовать один шар

второй группы, отмеченный тем же значком. Таким образом,
для каждого шара первой группы мы будем иметь только

один соответственный ему шар во второй группе. Проделав
такую операцию со всеми шарами, мы установим так назы-

ваемое взаимно-однозначное соответствие между шарами пер-
вой и второй группы. Росиоложение соответственных шаров
в двух группах может быть, вообще говоря, совершенно раз-
лично. Однако, мы можем расположить шары второй группы
так, чтобы расстояние между какими угодно двумя шарами

первой группы было бы равно расстоянию между соответствен-
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ными им шарами второй группы. При таком расположении

шаров мы получим две симметричные группы шаров (рис. 3).
Заменив каждый шар обоих грунн его центральной точкой

и сохранив между такими точками взаимно-однозначное соот-

ветствие, мы получим две взаимно симметричные системы

точек или две системы точек, симметричные друг другу.
Таким образом, две системы точек будут называться симме-

тричными друг другу, если расстояние между двумя нро-

Рис. 3.

извольно взятыми точками одной системы будет равно расс-
тоянию между соответственными им точками другой системы.

Две симметричные друг другу системы точек могут быть
или тождественны или не тождественны.

Тождественными системами мы будем называть такие две
системы точек, которые обладают тем свойством, что все

точки одной системы совмещаются с соответственными им

точками другой системы при совмещении четырех, не ле-

жащих в одной плоскости, точек одной системы с четырьмя

соответственными им точками другой системы.

15Основные понятия и определения в учении о сишжетрин



Приведенное выше определение двух симметричных и

тождественных друг другу систем дает нам возможность вы-

вести заключение, что каждые две тождественные друг другу
системы точек должны быть в то же время признаны и

взаимно симметричными. Кроме того, из определения условий

Рис. 4.

симметричности двух систем точек мы непосредственно вы-

водим заключение о том, что этому определению будут удо-
влетворять две системы точек, из которых одна является

зеркальным изображением другой. В самом деле, для по-

строения зеркального изображения данной системы мы должны

16 Начала учения о симметрии



опустить перпендикуляры из всех точек данной системы на

зеркальную плоскость и продолжить эти иериендикуляры во

другую сторону зеркала на расстояния, равные расстояниям

изображаемых точек от зеркальной плоскости. Ясно, что при
таком построении зеркального изобраагения, изображаемые
точки будут находиться на тех же расстояниях друг от друга,
как п их изображения. В то же время, данная система, отра-
женная в зеркальной плоскости, не будет тождественна с

исходной системой, так как невозможно будет ироизвести

совмещения четырех точек данной системы с соответствен-

ными им точками зеркального изображения (рис. 4).

2. СОВМЕЩЕНИЕ ДВУХ ТОЖДЕСТВЕННЫХ НЕИЗ-

МЕНЯЕМЫХ СИСТЕМ.

Как мы видели, в определение двух тождественных систем

точек вводится представление о возможности совмещения

двух таких систем друг с другом. Благодаря этому, при исследо-
вании свойств симметрическихсистем необходимоиметьпонятие
о том, каким образом может быть произведено совмещение

двух тождественных неизменяемых систем точек, занимающих

различное положение в пространстве. Ясно, что решение во-

проса о способах совмещения двух тождественных систем сво-

дится к вопросу о перемещении неизменяемой системы точек.

Подобными вопросами занимается тот отдел теоретической
механики, который носит название „кинематики41

. Здесь мы

остановимся на доказательстве нескольких теорем, которые
нам будут необходимы для вывода общего положения о со-

вмещении двух тождественных систем точек.

II ол ожение I. Всякое перемещение неизменяемой системы

точек, параллельно данной плоскости, может быть заменено

одним вращением вокруг определенной оси, перпендикуляр-
ной к той плоскости, параллельно которой происходит пере-

мещение системы. Если переместить неизменяемую систему

точек параллельно данной плоскости, то изменение поло-

жения такой системы вполне определится изменением поло-

жения двух произвольно взятых точек системы, не лежащих
на одном перпендикуляре к данной плоскости.

17Совмещение двух тождественных неизменяемых систем



18 Начала учения о симметрий

Положим, что плоскость чертежа (рис. 5) представляет ту
плоскость, в которой перемещается данная неизменяемая си-

стема точек. Возьмем две

точки А и В системы, лежа-

щие в плоскости чертежа и

соединим их прямой АБ.
Если при перемещении си-

стемы эта прямая из перво-
начального положения АВ

переместилась в положение

ЛД, то требуется доказать,
что линия АВ может быть

совмещена с линией А
1
В

г

путем, простого вращения около некоторой оси, перпендику-

лярной к плоскости чертежа. Соединив прямыми точки

А и А
l,

а также Ви Д и разделив пополам линии АА
х

и ВВ
Х

восставляем из полученных точек Ж и N перпен-

дикуляры к линиям АА
Л

и ВВ
Г

Точка О пересечения этих

перпендикуляров будет в то же время точкой пересечения оси

вращения, перпендикулярной к плоскости чертежа.

Рис. 5.

В самом деле, соединив точки А, Ах, В, Д с точкой О,
получаем треугольники А О В и А, ОВ, равные друг другу,
так как линии АО = А

х О иВО = Вх О, как гипотенузы
прямоугольных треугольников АМ О, А

, ИО,ВВ О и

В
х ВО, причем треугольники А МО и А

х
Ж О имеют один

катет общий, а два других равные по построению. Точно
такое же соотношение мы имеем и в прямоугольных тре-

угольниках ВБ О и В
I
NО. Кроме того АВ = А

Х
В

Х ,
как

расстояние между одними и теми же точками неизменяемой

системы. Если повернуть треугольник АОВ вокруг оси О

на угол <р = ВОВ
х, то, вследствие доказанного нами равен-

ства треугольников АОБи А
х
ОВ

х, треугольник АО В вполне

совместится с треугольником А
I
ОВ

1 . Из этого мы непосред-

ственно заключаем, что и вся система переместится из поло-

жения, определяемого линией ИД в положение, определяемое
прямой А

1
В

1, при помощи вращения на угол <р вокруг оси

О, перпендикулярной к плоскости чертежа. Если неизменя-

емая система, перемещаясь параллельно данной плоскости, все
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время остается параллельной самой себе, то мы получим тот

частный случай, когда ось вращения системы находится к

бесконечности. В самом деле, пусть
прямая АВ (рис. 6) определяет перво-

начальное положение такой системы, а

А
г Вг || АВ ее положение после пере-

мещения. Соединив прямыми А и А
г ,

а также В и _В,, разделив эти прямые
пополам и восставив к ними ернендику-

ляры в точках деления М и Ж, мы

увидим, что Мт || Жп. Таким образом,
ось вращения в этом случае будет находиться в бесконечности

и система будет вращаться по кругу бесконечно большого

радиуса.

Рис. 6.

Положение 2. Если неизменяемая система имеет одну

неподвижную точку, то всякое перемещение такой системы,

приводящее ее в новое положение, может быть произведено

при помощи одного только поворота на определенный угол
■ около некоторой оси, проходящей через неподвижную точку
'системы (теорема Д’Аламбера).

Положение неизменяемой системы, имеющей одну непо-

движную точку, может быть вполне определено положением

двух точек этой системы, не лежащих
на одной прямой, проходящей через

неподвижную точку. Пусть О (рис. 7)
представляет неподвижную точку дан-

ной системы, а точки Ап В две какие-

нибудь точки той же системы, не лежа-

щие обе на одной прямой, проходящей
через точку О. Так как выбор точек

А и В произволен, то мы можем

всегда взять такие две точки системы,

которые находились бы на поверхности сферы, имеющей

своим центром точку О. Положим, что точки А ж В удо-
влетворяют этому условию. Проведем через А ж В дугу боль-

шого круга АВ. Ясно, что эта дуга при всяких переме-

щениях системы останется дугой большого круга и будет
перемещаться по поверхности шара О. Положим, что после

Рис. 7.
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перемещения системы дуга АВ примет положение, изобра-
женное на фигуре дугой большого круга А

Х
В

Х
. Проведем

дуги больших кругов через точки А и Аг ,
а также через

точки Ви В
г Разделим дуги АА

г
и ВВ

1
пополам и через

полученные таким образом точки М и N проведем дуги боль-

ших кругов, перпендикулярные к построенным ранее дугам
АА

1
и ВВ

г Положим, что эти дуги Ж С и N0 пересе-

кутся в точке С. Соединив точку О дугами больших кругов
с точками Л,ЛI ,В,ВI ,

мы можем доказать, что сферические
треугольники АВС и А

1
В

1
С равны друг другу. В самом

деле, =

I ВI,
как расстояние между одними и теми же

точками неизменяемой системы, и А М=^А
1
М и иВВ=^В

г
N

по построению, а кроме того сферические треугольники АШС,
А

IМС, ВВС и В
I

N С прямоугольны. На основании этого

мы можем к этим треугольникам применить соответствующие
формулы сферической тригонометрии. Составив эти формулы
для треугольников АМС и А

г
МС, получаем:

Разделив первую формулу на вторую и приняв во внима-

ние, что АМ= иАгМ, находим: СА = оСА
х . Совершенно

аналогично мы можем получить: СВ = СВ
Х .

Из этого рассуждения мы заключаем о равенстве двух сфери-
ческих треугольников АВС и А

1
В

I С, так как каждая сто-

рона одного треугольника имеет себе соответственную равную
сторону в другом треугольнике. Соединив точки С и О

прямой СО и приняв эту прямую за ось вращения, мы можём

совместить треугольник АВС с треугольниками А
Х
В

Х С,
повернув первый треугольник вокруг оси ОС на угол
ср = IВСВГ

Применяя вышеуказанный способ построения, мы можем

при любом перемещении неизменяемой системы, имеющей
неподвижную точку, отыскать такую ось, при повороте во-

круг которой на определенный угол будет осуществлено тре-

буемое перемещение системы.

В том случае, когда перемещающаяся система не имеет

неподвижной точки, такая система носит вообще название

1) соз СА = соз АЖ • соз СМ

2) соз СА
г
= соз А

Х
М- соз СМ



свободной системы. Перейдем теперь к рассмотрению слу-
чаев перемещения такой свободной системы.

Положение 3. Всякое перемещение свободной неиз-

меняемой системы может быть произведено при помощи двух
движений, одного поступательного и одного вращательного.

Заметим, прежде всего, что положение всякой свободной
системы виолне определяется положением трех точек этой

системы, не лежащих на одной прямой.
Пусть (рис. 8) А,ВиС—три точки, определяющие поло-

жение данной свободной системы, причем эта система после

перемещения оказывается в по-

ложении А
х Б, С

г Соединив пря-
мой точки А и А

х , придадим по-

ступательное движение системе

АВС по направлению АА
1 . При

таком перемещении система АВС
займет положение П

1
Б

11
(7

11, при-
чем АА

Х
=ВВ

п
= ССп .

Так как

при поступательном движении рас-
стояние между точками А, Б и С не изменилось, то стороны

треугольника А
г
В

п
С

п будут равны и параллельны сторонам

треугольника АВС. Для совмещения треугольника А 1 Вп
С

п

с треугольником А
1
В

1
С

1 достаточно (на основании теоремы

Д’Аламбера) произвести вращательное движение вокруг оси,

проходящей через точку А
х, которую мы можем рассматри-

вать как неподвижную точку системы. Что касается порядка

перемещений системы, то этот порядок совершенно безраз-
личен; мы можем или сначала произвести вращательное дви-

жение, а затем поступательное, или наоборот. В результате

получится то же самое. На основании только что доказан-
ного положения 3 мы видим, что всякое перемещение сво-

бодной системы может быть произведено путем двух движе-

ний: вращательного и поступательного. Пока мы ничего не

говорим о взаимном отношении между положением оси вра-

щения и направлением поступательного движения. Из рис. 8

мы видим, что эти два направления, а именно направление

поступательного движения АА
Х

и направление оси не

параллельны друг другу.

Рис. 8.
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Докажем теперь самую общую теорему о перемещении

свободной неизменяемой системы, которая называется по

имени ее автора теоремой Шаля.

Теорема Шаля. Всякое перемещение свободной системы

из одного положения в другое может быть произведено путем

вращения вокруг определенной оси и поступательного дви-
жения по направлению, параллельному той же оси. Такое

движение носит название винтового. Положим (рас. 9), на

основании положе-

ния 3 мы нашли,
что данное переме-

щение некоторой
свободной системы

может быть произве-

дено путем враще-
ния вокруг оси 22

и поступательного
движения но направлению АБ. Разложим найденное посту-
пательное движение, выражающееся вектором АВ, на две

слагаемые: 1) поступательное движение по направлению осп

А2, выражающееся вектором АС я2) поступательное дви-

жение, перпендикулярное 22, обозначенное на рис. 9 векто-

ром ОТ?. Сделав это, мы получим три движения:

Рис. 9.

1) Вращательное вокруг оси 22.

2) Поступательное СВ, перпендикулярное оси вращения
22.

3) Поступательное АС, параллельное оси 22.

В виду того, что движение СВ перпендикулярно оси враще-

ния, первое и второе движения дадут перемещение системы

параллельно плоскости М Д перпендикулярной к 22. Между
тем, на основании положения 1 мы знаем, что такое пере-
мещение может быть осуществлено путем одного вращения
вокруг определенной оси, которую мы можем найти при по-

мощи построения, указанного при доказательстве положения 1.

Пусть эта ось будет изображаться линией 2Х 2Г Но самому
способу построения мы знаем, что 22 || 2

Х 2Х .
В результате

мы получаем два движения: 1)вращательное вокруг оси 2
Х
2

Х
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и2) поступательное А (7, параллельное той же оси 2
Х
2

г
.

Та-
ким образом теорема И’аля доказана.

Если в пространстве нам даны две тождественные системы

точек, то для указания пути совмещения их друг с другом
необходимо только найти соответсвующую ось вращения и

определить величину и направление перемещения вдоль най-

денной оси. Таким образом, мы всегда можем, и притом вполне

однозначно, определить положение в пространстве той оси,

при посредстве которой возможно произвести совмещение

двух тождественных систем точек.

Две тождественные системы точек мы будем называть со-

вместно-симметричными на том основании, что в этом случае
имеется возможность получить совмещение обоих систем. Ту
ось, вдоль которой необходимо передвинуть и вокруг которой
надо повернуть данную систему для ее совмещения с симме-

тричной ей системой, мы будем называть осью совмещения.

3. СОВМЕЩЕНИЕ ЗЕРКАЛЬНО-СИММЕТРИЧНЫХ

СИСТЕМ.

В случае возможности совмещения данной системы точек

с зеркальным изображением другой системы мы будем назы-

вать такие две системы зеркально-симметричными. Если даны

в пространстве две зеркально-симметричные системы точек,
то мы всегда можем совместить первую систему с зеркаль-
ным изображением второй и наоборот. Для такого совмеще-

ния необходимо только получить зеркальное изображение, пер-

вой системы, построив зеркальную плоскость произвольного

положения, и затем найти ось совмещения первой, системы

с зеркальным изображением второй. Ври. таком построении

мы не будем иметь никакой связи между положением оси со-

вмещения с одной стороны и плоскости, отражения с другой.
Благодаря этому, вопрос допускает бесконечное число ре-

шений в зависимости от того, какую мы построим зеркаль-

ную плоскость или какую выберем ось совмещения. Однако,
построив определенную плоскость отражения, мы получаем

вполне однозначное решение для определения положения оси

совмещения. В числе возможных комбинаций будет.и такая
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при которой ось совмещения будет осью вращения, т. е. осью

совмещения с передвижением, параллельным оси и равным

нулю. В самом деле, располагая плоскость отражения между

двумя симметричными системами, мы можем достигнуть того,
что соответственные точки двух симметричных систем будут
находиться на одинаковом расстоянии от плоскости отражения,
причем в этом случае для совмещения изображения первой
системы со второй системой нам уже не нужно будет произво-

дить особого передвижения полученного изображения относи-

тельно построенной зеркальной плоскости, так как такое пере-

движение произойдет при вращении вокруг определенной оси.

Таким образом, при построении плоскости отражения мы

можем ввести первое ограничительное условие, заключающееся
в том, что мы поставим себе задачей отыскание такой зерка.ll пой

плоскости,которая давала бы возможность получить совмещение

полученного изображения с тождественной ему системой, пу-
тем простого вращения около некоторой оси определенного

положения. При таком ограничении задачаеще не будет иметь

однозначного решения. Для того, чтобы решение было одно-

значным, необходимо ввести еще одно ограничение, приняв ко-

торое, мы получим общую теорему, дающую наиболее простой
способ совмещения двух зеркально-симметричных систем какого

угодно положения в пространстве. Эта теорема совершенно

аналогична теореме Шаля для двух тождественных систем.

Положение 5. Если даны две зеркально-симметричные

системы, то мы всегда можем совместить одну из данных
систем с зеркальным изображением другой системы при по-

мощи отражения в одной зеркальной плоскости определен-
ного положения и последовательного вращения на опреде-
ленный угол полученного отражения параллельно достроен-
ной зеркальной плоскости.

Как уже было упомянуто выше, положение всякой сво-

бодной неизменяемой системы может быть определено поло-

жением трех ее точек, не лежащих на одной прямой.
В виду этого, мы (рис. 10) можем определить положение

каждой из двух зеркально-симметричных систем, взяв три
точки А, В и С одной системы и три соответствующие им

точки А
l ,В1,С 1 другой. Соединим прямыми АА Х,

ВВ
1

и СС
г
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Рис. 10.
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соответственные . точки обоих систем: Каждую из этих линий

разделим пополам и через полученные таким образом три точки

ЖДи Р проведем плоскость, которую и примем за плоскость

отражения. Опустив перпендикуляры АМ
Х ,

ВЖ
Х

и СР
Х

из

точек А, В и С на построенную нами плоскость отражения и

продолжив эти перпендикуляры по другую сторону построенной
плоскости,отложимна этих продолженияхотрезки: А

2
М

Х
=^АМ

Х ,

В2 Жх
=ВЖх

и С2 РХ
= СР

Х
. Ври таком построении треуголь-

ник А2 В.
2
С

2 будет зеркальным изображением треугольника
АВС. Проведем прямые А

Х А2 , В
х
В2,

С
Х

С
2

и докажем, что

эти линии параллельны плоскости МВР. Для этого проведем
три плоскости, определяемые каждая тремя точками АА, А

2,

ВВ
Х
В

2
и СС

Х
С

2 . Эти плоскости пересекутся с построенной
нами зеркальной плоскостью по линиям ММ Х,

ЖЖ
Х

и РР
Х .

Рассмотрим теперь взаимоотношения, существующие в тре-

угольниках АММХ, и ААХ
А

2, имеющих общий угол при
точке А. По построению мы имеем: АМ=А ХМ а АМХ

= А
2 М.

В виду этого мы заключаем, что треугольники АММ
Х

и

АА
х

А
2 подобны, а стороны ММ

Х
и АА

2 параллельны. Путем
аналогичных рассуждений находим: ВВ

Х |] В
1
В

2
нРР

1 || С
Х
С

3.

Так как линии ММ
1 ,

ВЖХ и РР
г находятся в построенной

нами плоскости, то параллельные им линии А
Х
А

2.
В

Х
В

2
и

С
Х
С

2, соединяющие соответственные точки двух тождествен-
ных систем А

±
В

х
С

х
иА

2
В

2
С

2 , будут параллельны той же

зеркальной плоскости. Из этого мы заключаем, что совме-

щение двух тождественных систем А
х
Вх

С
х

и А2
В

2 С 2
может

быть произведено путем определенного перемещения одной
из систем параллельно построенной плоскости отражения.
Однако, из положения 1 мы знаем, что такое перемещение
можно заменить вращением вокруг оси, перпендикулярной
к той плоскости, параллельно которой происходит переме-

щение, т. е., в нашем случае, мы можем всегда отыскать

определенную ось вращения, перпендикулярную построенной
нами зеркальной плоскости.

Только что приведенное доказательство положения 5 дает
способ построения зеркальной плоскости. Что касается опре-

деления положения в пространстве оси вращения, перпен-

дикулярной к этой плоскости, то заметим, что такой осью



будет линия пересечения плоскостей, перпендикулярных к

линиям А
1
А

я,
В

г
В 2, С

1
С2

п проходящих через середины
А

3,
В

ъ
и С

3
этих отрезков прямых. В общем случае такие

плоскости пересекутся на конечном расстоянии и угол по-

ворота вокруг оси будет определяться так же, как это было
указано в положении 1. В случае параллельности таких плос-

костей ось вращения будет находиться в бесконечности.

4. СИММЕТРИЧНЫЕ СИСТЕМЫ.

До сих пор мы рассматривали те операции, при по-

средстве которых мы можем совместить друг с другом все

точки данной системы с соответственными им точками сим-

метричной системы. Такие операции называются вообще сим-

метрическими преобразованиями. Если нам даны две системы,

симметричные друг другу, то такие системы мы можем рас-

сматривать или как совершенно независимые одну От другой,
причем их относительное положение в пространстве может

меняться, или мы можем принять их относительное распо-

ложение неизменным. Если относительное положение двух
или нескольких симметричных систем вполне определенно
и неизменно, то всю совокупность таких систем мы можем

рассматривать как одну систему, обладающую внутренней
симметрией. Такая система получает название самосимме-

тричной или просто симметричной системы. Из этого опреде-

ления как следствие вытекает следующее общее положение:

всякая симметричная система может быть разделена на части

или вполне тождественные друг другу или тождественные

с зеркальным изображением одна другой. Если симметричную
систему подвергнуть какому-нибудь симметрическому преоб-
разованию, то такому преобразованию должна подвергнуться
каждая часть системы и в то же время сама система -не

должна претерпеть никакого внутреннего изменения. Кроме
того, после симметрического преобразования не произойдет
никакого изменения и в положении системы в пространстве.

В самом деле, подвергнув данную симметричную систему не-

которому соответствующему ей симметрическому преобразо-
ванию, мм получим совмещение всех частей системы с со-
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ответствующпми им частями той же системы и, таким образом,
каждая точка системы, имеющая определенное положение в

пространстве, после симметрического преобразования будет
заменена соответствующей ей точкой. Таким образом, поло-

жение системы в пространстве не изменится, так как не-

который участок пространства, занятый определенной частью

системы, будет занят после преобразования совершенно тож-

дественной ей частью той же системы.

Таким образом, симметричной системой мы.будем называть

такую систему, которая может быть подвергнута неограни-

ченное число раз определенным симметрическим преобразо-
ваниям, не претерпевая никакого изменения в расположении

совокупности соответственных точек в пространстве.

5. ЭЛЕМЕНТЫ СИММЕТРИИ.

Как мы уже могли заметить, при каждом симметрическом

преобразовании мы можем представить себе некоторый гео-

метрический образ, как например, зеркальную плоскость, ось

вращения и т. д., присутствие которых обозначает возмож-

ности произвести то или иное симметрическое преобразование.
Такие геометрические образы называются элементами симме-

трии. Мы можем различать следующие элементы симметрии:
1) Оси симметрии.

Если элементом симметрии является некоторая ось со-

вмещения, вокруг которой необходимо повернуть систему на

определенный угол и передвинуть на некоторое расстояние

вдоль той же оси, чтобы совместить друг с другом симмет-

ричные части системы, то такая ось называется винтовой

осью симметрии.
На рис. 11 изображена такая винтовая ось, параллельная

плоскости чертежа, в виде прямой Р(Л Черные кружки
...

а
и вдоль оси представ-

ляют собою симметричные
части системы, совмещающиеся

последовательно друг с дру-
гом при симметрическом преобразовании, обуславливаемом
данной винтовой осью.

Рис. 11.
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Симметрическое преобразование, связанное с присутствием
винтовой оси симметрии, заключает в себе некоторое по-

ступательное движение вдоль этой оси. Так как при симме-

трическом преобразовании симметричная система не должна
менять своего места в пространстве, то из этого непо-

средственно мы можем вывести заключения о невозможности

винтовой оси как элемента симметрии в случае симметричной
системы конечных размеров.

В то же время, присутствие одной или нескольких вин-

товых осей симметрии для симметричной системы, имеющей
бесконечные размеры, вполне возможно. Если перемещение

вдоль винтовой оси симметрии равно нулю, то винтовая ось

превращается в ось вращения и, рассматриваемая как эле-

мент 'Симметрии, получает название оси симметрии. Осью

симметрии могут обладать системы как конечных, так и бес-

конечных размеров. Каждая ось симметрии так же, как и

винтовая ось симметрии, характеризуется определенным, при-

сущим ей, углом поворота.
На рис. 12 изображена ось симметрии

Р ф, не параллельная плоскости чертежа.

Черные кружки а
г

...
а
п представляют

собою симметричные части некоторой
системы, совмещающиеся друг с другом
всякий раз нри повороте вокруг оси

на угол а
х
оа

г
Так как кружков а всего 12,

то совмещение симметричных частей си-

стемы произойдет 12 раз при вращении

вокруг Рф на угол 360°. Центры всех

симметричных частей а
х ...а,, лежат в плоскости, перпен-

дикулярной к Рs.

Рис. 12.

2) Элементы сложной симметрии.
Элементом сложной симметрии первого рода являются

два геометрических образа, неразрывно связанные друг с

другом и взаимно перпендикулярные: а) ось вращения и

Ъ) плоскость отражения. В случае сложной симметрии пер-
вого рода совмещение симметричных частей системы полу-
чается после вращения вокруг оси и последующего отра-
жения в перпендикулярной плоскости, или наоборот. В виду



этого, мы различаем в элементе сложной симметрии первого рода:

а) ось сложной симметрии и Ь) плоскость сложной симметрии.
На рис. 13 изображен элемент сложной симметрии первого

рода, состоящий из оси сложной симметрии и плоскости

сложной симметрии ЖЖ Кружками а
г . .. я

6 представлены

симметричные части систе-

мы, причем часть а при

повороте на угол аl оЪ1

принимает положение Ъг,

отмеченное крестиком. Так

как в точке Д не имеется

части системы, симметрич-
ной по отношению а

г ,
то

после поворотана угол' а {
оЬ

1

совмещения симметричных
частей не произойдет. Точно

так же не произойдет совме-

щения симметричных частей

при отражении в плоскости

МN, так как часть а
л

совпа-

дет после такого отражения
с частью Ъ

2
не симметричной по отношению ка

г Совмещение
всех симметричных частей произойдет после поворота вокруг

ш угол а, оЪ
1

и последующего отражения в плоскости

ЖД причем совместится с а
2

: а
2 с а

8 ; нт. д.

Рис. 13.

Если ось сложной симметрии первого рода находится в

бесконечности, то мы будем иметь в качестве симметрических
преобразований: а) отражение в некоторой плоскости и Ь) пере-

мещение по определенному направлению, параллельному этой

плоскости. В этом случае мы получаем такой элемент сим-

метрии, которой возможен только для симметричных систем

бесконечных размеров. Этот элемент симметрии носит на-

звание плоскости симметричного скольжения или просто плос-

кости скольжения. Во всех других случаях ось сложной

симметрии первого рода будет занимать определенное поло-

жение и мы будем иметь вообще элемент сложной симме-

трии первого рода, одинаково возможный как для симметрич-
ных систем конечных, так и бесконечных размеров.

30 Начала учения о симметрии



Элементы симметрии 31

Присутствие плоскости скольжения обуславливает возмозк-

ность совмещения симметричных частей системы путем отра-
жения и параллельного передвижения по определенному на-

правлению.
На рис. 14 представлена плоскость симметричного сколь-

жения МN. Совмещение симметричных частей а
х ...

а
8

не-

которой системы происходит следующим образом. Передви-
гаем все симметричные части на расстояние а

г
Ъ
г параллельно

плоскости скольжения. Получаем перемещение всех частей

а
г ...

а
8

в положение частей Ъ
х . .

.Ъ
я

. Сделав отражение в

плоскости МIV такой перемещенной системы, получаем сов-

мещение всех симметричных частей а
л

... «8 с зеркальными
изображениями тех же частей. Если расстояние, на которое

нужно передвинуть систему для совмещения полученных отра-
жений с соответственными им частями системы, равно нулю,
то вместо элемента сложной симметрии мы будем иметь эле-

мент простои симметрии. Этот элемент симметрии носит

.название плоскости симметрии. Б виду того, что присутствие
плоскости симметрии не обуславливает никакого передви-

жения, параллельно определенному направлению, этот элемент

симметрип может существовать в симметричных системах

как конечных, так и бесконечных

размеров.

Рис. 15.Рис. 14.

На рис. 15 изображена плоскость симметрии ЖЖ и две

симметричные части А и В некоторой системы. Вершины
этих частей, совмещающиеся друг с другом после отражения

в зеркальной плоскости соединены пунктиром.

Кроме рассмотренных нами случаев совмещения частей фи-

гуры при помощи элемента сложной симметрии первого рода,

мы должны еще рассмотреть случаи присутствия элементов

сложной симметрии второго рода. Такими элементами симме-



трии будут оси сложной симметрии второго рода. Ось слож-

ной симметрии второго рода содержит в себе две симме-

трических операции: 1) операцию поворота вокруг оси и

2) операцию двойной осп сложной симметрии первого рода.
Совмещение симметричных частей фигуры не происходит, если

мы сделаем только одну из этих симметрических операций, но

происходит всякий раз, когда произведены последовательно обе

операции, причем порядок операций безразличен. Элементами
сложной симметрии второго рода могут обладать симметрич-
ные системы как конечных, так и бесконечных размеров.

Таким образом, в симметричных системах конечных раз-

меров могут существовать следующие элементы симметрии:
1) Оси симметрии.

2) Плоскости симметрии.

3) Элементы сложной симметрии (кроме плоскостей сколь-

жения).

6. СИММЕТРИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ФИГУР.

Каждую геометрическую фигуру, линейную, плоскостную
или пространственную, мы можем рассматривать с точки зре-

ния ее симметричности, т. е., имея определенную геометри-

ческую фигуру, мы можем поставить себе вопрос, насколько

к имеющейся в нашем распоряжении фигуре приложимо
определение, данное выше для симметричной системы. Если

такое определение приложимо, то данная фигура будет пред-
ставлять собою некоторую симметричную систему или, дру-
гими словами, будет обладать определенной симметрией, при-

чем симметрия будет в свою очередь ближайшим образом
определяться теми элементами симметрии, которые имеются

у данной фигуры. Так как кристаллические индивидуумы —■
кристаллы, представляют собою выпуклые многогранники, то

мы и обратимся к рассмотрению симметрических свойств

таких многогранников.
Заметим, что для нахождения симметрических соотношений

в выпуклых многогранниках мы можем идти двумя путями:

1) путем определения элементов симметрии всевозможных

выпуклых многогранников и 2) путем вывода комбинаций
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элементов симметрии, причем все такие комбинации должны
быть возможными для выпуклых многогранников. Так как

количество выпуклых многогранников различных видов и форм,
вообще говоря, бесконечно велико, то, ясно, что, идя но пути
пересмотра всех выпуклых многогранников, мы никогда не

достигнем цели, и возможность пропустить но крайней мере

некоторые случаи симметрии неизбежна. Второй путь, на-

против, дает совершенно определенный, исчерпывающий ре-

зультат. Однако, прежде чем пойти но этому единственно

правильному пути, необходимо выяснить зависимость между
несколькими элементами симметрии, в случае их совместного

присутствия в одной и той же симметричной системе. Пред-
варительно нам еще необходимо более подробно ознакомиться

с основными свойствами каждого элемента симметрии, воз-

можного для геометрической фигуры конечных размеров.

7. ОСИ СИММЕТРИИ.

Ось симметрии представляет собою линию, при повороте

вокруг которой на некоторый угол все тождественные части

данной симметричной фигуры совмещаются друг с другом.

Тот наименьший угол, на который необходимо повернуть
вокруг оси симметрии фигуру, чтобы совместить друг с дру-
гом ее тождественные части, называется элементарным углом

поворота для данной оси симметрии. Элементарный угол

поворота определяет наименование оси симметрии, которое

получается путем деления полного оборота 2 я вокруг оси

симметрии на элементарный угол поворота. Таким образом,
если элементарный угол поворота равен а, то наименование

оси симметрии п =
--

= -Например, если элемен-

тарный угол поворота равен 180°, то п = =2, и ось

симметрии носит название двойной; если п = 3, то ось сим-

метрии получает название тройной и т. д. Для обозначения

оси симметрии мы будем употреблять букву Ь, причем на-

именование оси будем ставить в виде показателя степени

при этой букве. Таким образом, Ьп будет обозначать ось

симметрии наименования п. Легко доказать, что совмещение
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симметричных мастей фигуры должно происходить некоторое

целое число раз при полном обороте вокруг оси симметрии
на угол 360° = 2ж, т. е. ось симметрии будет всегда иметь

целое наименование. Положим, что у нас имеется некоторая

фигура, обладающая осью симметрии V1

наименования п,

причем элементарный угол поворота для этой оси будет а.

Пусть ось симметрии будет перпендикулярна к плоскости

чертежа рис. 16 и пересекает эту плоскость в точке

X". Проведем через ось ТА две плоскости, обра-
зующие между собой угол а и пересекающие плос-

кость чертежа по линиям ТА АиТА А
у Повернем

фигуру на угол а вокруг Ьп

по направлению ука-

занному стрелкой. После такого поворота линия

IАА примет положение линии Ь
пА

1, а эта последняя

линия примет положение ТАА
г

Таким образом, часть фигуры,
заключенная между плоскостями ТАА и ТАА

Л
после поворота

примет положение, которое раньше занимала часть фигуры
ограниченная плоскостями ЬпА

1
и ТАА

2 .

Так как, но усло-
вию, при повороте на элементарный угол вокруг оси сим-

метрии, совмещаются все тождественные части фигуры, то

часть фигуры, заключенная между плоскостями ТАА и Ап

А
г,

будет тождественна части, заключенной между плоскостями

ТА А
х

и ТААГ Сделав еще раз поворот вту же сторону
на угол «, мы найдем еще одну симметричную часть фигуры,
заключающуюся между плоскостями 1АА

г
иТАА

у Производя
последовательно такие повороты на угол сс вокруг оси ТА

по одному и тому же направлению, мы должны нритти к

первоначальному положению фигуры, причем часть фигуры,
заключенная между плоскостями ТААи ТА должна занять

то положение, какое она имела до первого элементарного

поворота вокруг оси ТА. При дальнейшем вращении мы

будем иметь уже полное повторение тех совмещений, кото-

рые мы имели во время первого вращения. Докажем теперь,
что 1_ а должен быть целой частью 360°. Для доказатель-
ства этого положения допустим, что [_а не является целой
частью 360°. При таком допущении мы будем иметь сле-

-360° 7 '
дующее равенство: = п —к,где п некоторое целое число,

аlс правильная дробь.

Рис. 16.
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Из этого равенства мы непосредственно получаем два не-

-360° 360°

равенства: < п и > п 1 или па > 360° п
1 а а

(п —1) а < 360°. В случае, если такие неравенства действи-
тельно имеют место, мы получаем следующие положения

совмещения: 1) первоначальное, 2) соответствующее углу по-

ворота (п —1) а и 3) соответствующее углу поворота па.

1) и 2) положения совмещения находятся друг от друга на

угловом расстоянии 360° —(п —1) а. 1) и3) поло-

жения совмещения образуют между собой угол рав-
ный па 360°. Угловые расстояния между тремя

положениями совмещения, соответствующими рассма-

триваемому случаю, изображены на рис. 17, где ЬпА

первоначальное положение некоторого направле-

ния, перпендикулярного оси Ьп

\ Ь“г положение

совмещения, соответствующее углу поворота (п— 1)а
и Ьп

(} положение совмещения, соответствующее углу па.

Рис. 17.

Таким образом, мы имеем три угла: \_г IГА = 3 60°— (п —1)а;

цIАА =пи 360° и гЬп

д. Так как I?А, Иг иНд
три положения совмещения одного и того же направления,

выражающегося линией НА, то элементарным углом пово-

рота будет теперь уже не угол а, а угол гПА или угол

дПА
, причем и тот и другой угол меньше а. Но угол «,

как элементарный угол поворота для оси П, должен быть

наименьшим, при котором получается совпадение симметрич-

ных частей фигуры. Таким образом, сделав предположение,
360°

что не целое число, мы пришли к выводу, противо-
ОС

речащему условию элементарности угла к для оси П. Из

360°
этого мы заключаем, что = п, где п целое число.

Еслиу нас имеется в фигуреконечных размеров ось симметрии
Ьп

наименования п с соответственным элементарным углом

поворота «, то при повороте вокруг этой оси на угол 2 г/,

3 к и т. д. мы должны каждый раз получать совпадение тож-

дественных частей фигуры друг с другом. Благодаря этому,
ось симметрии наименования п может рассматриваться, как

п п п

ось симметрии наименования
3

- ит. д. если только ,



целые числа. Таким образом, например, шестерная
О

ось симметрии будет в то же время двойной и тройной осью

симметрии; восьмерная ось симметрии будет также двойной
и четверной осью симметрии и т. д.

8. ПЛОСКОСТИ СИММЕТРИИ.

Плоскостью симметрии называется зеркальная плоскость,

делящая симметричную фигуру на две равные но объему
части, причем каждой точке одной части соответствует одна

точка другой части.

Каждые две соответственные точки располо-

жены на одном перпендикуляре к плоскости

симметрии и на одинаковом расстоянии но раз-
ные стороны от этой плоскости. Каждые две
соответственные части фигуры, разделенные

одна от другой плоскостью симметрии, совме-

щаются с зеркальным изображением одна дру-
гой, причем плоским зеркалом для получения
изображения служит плоскость симметрии. Для
обозначения плоскости симметрии мы будем

употреблять букву Р (рис. 18).

Рис. 18.

9. ЭЛЕМЕНТЫ СЛОЖНОЙ СИММЕТРИИ ПЕРВОГО

РОДА.

Элементом сложной симметрии первого рода, как мы уже

упоминали, является ось и перпендикулярная к ней пло-

скость сложной симметрии. Совмещение симметричных частей

не происходит после поворота вокруг оси сложной симметрии

на ее элементарный угол поворота. Точно также совмеще-

ние симметричных частей не происходит после отражения в

плоскости сложной симметрии. Такое совмещение происхо-

дит только после того, как сделаны последовательно обе опе-

рации симметрического преобразования, связанные как с осью,

так и с плоскостью сложной симметрии, т. е. совмещение

симметричных частей произойдет после поворота фигуры на

элементарный угол вокруг оси сложной симметрии и после-

дующего затем отражения в плоскости сложной симметрии.
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Порядок, в котором произведены симметрические преобразо-
вания, соответствующие элементу сложной симметрии, не

имеет никакого значения. Так как мы можем иметь в раз-
личных элементах сложной симметрии (рис. 19) осп сложной

симметрии различных наименований, то мы

условимся называть самый элемент сложной

симметрии первого рода осью сложной сим-

метрии, причем мы будем всегда подразумевать

необходимым также и присутствие перпенди-

кулярной к этой оси плоскости сложной сим-

метрии. Для обозначения оси сложной симме-

трии мы будем употреблять, как и для обо-

значения осп симметрии, букву Ь с значком п внизу и Справа,

причем п соответствует наименованию оси сложной симме-

трии. Таким образом Ь
п

будет обозначать ось сложной сим-

метрии наименования п. Рассмотрим теперь, свойства осей

сложной симметрии различных наименований, начиная с двой-
ной оси сложной симметрии.

Рис. 19.

10. ОСИ СЛОЖНОЙ СИММЕТРИИ.

Если в фигуре конечных размеров имеется двойная ось

сложной симметрии, то совмещение симметричных частей фи-
гуры друг с другом произойдет после

поворота вокруг этой оси на угол в

180° и отражения в плоскости сложной

симметрии, перпендикулярной к этой

оси. Пусть двойная ось сложной сим-

метрии находится в плоскости чер-

тежа рис. 20 и по своему положению

совпадает с линией РР
Г

Плоскость
сложной симметрии, перпендикулярная
к плоскости чертежа, пересекается с

этой последней по линии МЖ, причем точка О является

точкой пересечения Рl\ м II •

Рис. 20.

Возьмем какую нибудь точку а, находящуюся в плоскости

рис. 20, но не лежащую ни на оси РР
Х

ни на линии ЖР

и подвергнем взятую нами точку а симметрическому
разованию, соответствующему двойной оси сложной симме-



38 Начала учения о симметрии

трин. Для этого нам необходимо произвести следующие опе-

рации: 1) получить зеркальное изображение точки а в плос-

кости ЖЖ и2) повернуть это изображение на угол в 180°

вокруг оси РР
1

. Для получения зеркального изображения
точки а в плоскости МЖ, опускаем из точки а перпенди-

куляр аЪ на линию МЖ и продолжаем этот перпендикуляр

вниз, так как изображение я
1 точки а будет находиться на

расстоянии Ъа
г
= аЪ но другую сторону линии МЖ.

Таким образом, мы получаем точку а
1) причем эта точка

должна быть повернута на угол 180° вокруг оси Р Р
l

. При
таком повороте точка а

1 будет двигаться но кругу, находяще-

муся в плоскости, перпендикулярной к плоскости чертежа и

пересекающейся с этой последней но линии а
1 Ъ 1 а2 , при-

чем в случае равенства а
х Ъ1

=6
1
а

2
точка а

1
после поворота

вокруг оси РР
г

на угол 180° совпадет с точкой а
2

.
Таким

образом, проделав обе операции, связанные с присутствием

двойной оси сложной симметрии РР,, мы из точки а вы-

ведем точку а
2 , причем обе эти точки будут лежать в плос-

кости чертежа рис. 20. Соединив прямыми точки а и а
2

с точ-

кой О, получим два прямоугольных треугольника аЪО и

ОЪ
{
а

2 . По построению мы имеем:

И:1

, этих соотношений мы выводим: аЪ || ОЪ
х

и ОЪ || а
2 Ъ

г
.

В виду параллельности двух сторон прямоугольных треуголь-
ников мы заключаем о параллельности и их остальных сто-

рон, т. е. Оа || Оа
2

.
Но так как линии Оа2 иОа имеют

общую точку О, то для их параллельности необходимо, чтобы

они совпадали всеми точками. Другими словами, линия аа
2

прямая. Таким образом, две симметричные точки фигуры, вы-

водящиеся друг из друга при посредстве двойной оси сло-

жной симметрии, находятся на прямой, проходящей через
точку пересечения оси и плоскости сложной симметрии.

Из. построений рис. 20 мы имеем: ОЪ = Ъ
1
а

1
= Ъ

1
а

г
и

аЪ = Ъа
1
= 0Ъ

1 . Из этих равенств мы заключаем о равенстве
прямоугольных треугольников аЪО и ОЪ 1

а
2

и следовательно

Оа,= О а
2 .

Таким образом, в случае двойной оси сложной

симметрии обе симметричные точки а и % фигуры находятся

ОЪ_\_РР
г , а

2
Ъ
I
РРР

1 ,
ОЪ

л
l_ ОЪ и аЬ Р ОЪ.



на равных расстояниях от точки О пересечения оси и

плоскости сложной симметрии.

На основании этих соображений, в случае двойной оси

сложной симметрии, мы можем применить следующий способ

нахождения точки «
2

, симметричной данной точке а. Соеди-
няем прямой а О точку а с точкой О пересечения оси и

плоскости сложной симметрии; продолжаем эту прямую за

точку О и на этом продолжении откладываем отрезок
Оа

2
= Оа. Точка а.

2 будет искомой точкой, симметричной а.

Из этого мы можем сделать тот вывод, что для нахождения
точки а

2, симметричной данной точке а, нам достаточно знать

положение точки О пересечения двойной оси сложной сим-

метрии с плоскостью сложной симметрии, причем положение

оси и плоскости сложной симметрии в пространстве совер-

шенно безразлично, если только ось и плоскость пересека-
ются в точке О. Таким образом, каждое направление, про-

ходящее через точку О, может быть принято за двойную ось

сложной симметрии, причем плоскостью сложной симметрия

будет служить плоскость, перпендикулярная к выбранному
нами направлению и проходящая через ту же точку 0. Из

этого мы заключаем, что г, случае присутствия одной двой-
ной осп сложной симметрии таких осей будет бесконечное

множество, причем все опи пересекутся в одной точке.

-Представим себе теперь (рис. 21) в пространстве какую-
нибудь плоскостную фугуру, нанр. косоугольный треугольник
АВС и точку О, в которой пересе-

каются двойные оси сложной симметрии.

Соединив точку О с вершинами косо-

угольного треугольника АВС прямыми

ОА, ОВ, ОС я взяв на продолжениях

этих прямых отрезки
Рис. 21.

и ОС
х
=ОС получим точки Ах , Д, Си - представляющие со-

бою вершины треугольника А1 В1
6

1 , симметричного данному

треугольнику АВС. Из построения очевидно, что треуголь-
ник Л

1
В

1
С1 будет находиться в плоскости, параллельной

плоскости треугольника АВС. Кроме того, треугольник

39Оси сложной симметрии
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Л
1
В

1
Сг будет равен треугольнику ЛВС и расположен об-

ратно. Таким образом, присутствие двойной оси сложной симме-

трии обуславливает специальное взаимоотношение симме-

тричных частей фигуры, выражающееся в том, что каждая

часть фигуры будет иметь себе равную, параллельную и об-

ратно расположенную часть. В виду этого, точка О пересе-
чения двойных осей сложной симметрии называется центром

обратного равенства.

Всякая ось сложной симметрии будет в то же время осыо

симметрии вдвое меньшего наименования.

Положим, у нас имеется ось сложной симметрии наимено-

вания 2 п\ требуется доказать, что эта ось сложной симме-

трии будет также осью симметрии наименования - =п.

Пусть РР' (рис. 22) будет данной осыо сложной симметрии
Ь2„ наименования 2пи МЖ
плоскость сложной симметрии.
Если у нас имеется в простран-
стве некоторая точка а

х , не

лежащая на линии РР*, то,

благодаря присутствию оси слож-

ной симметрии, ми можем пу-
тем вращения вокруг оси Р2и и

отражения в плоскости МN

получить точки, симметричные
точке а

у Для получения одной
из таких точек мы должны

произвести поворот точки

вокруг оси Ь2п на элементар-
„ 2 я

ныи угол поворота и= —,

соответствующий этой оси, а

затем отразить полученную таким образом точку а{ в плос-

кости МN. После этого мы получим точку а
2, симметричную

данной точке а,. Повторив такую операцию еще один раз,
мы получим точку а

ъ
и т. д. После поворота вокруг оси Ь2п

на 360° и соответственного количества отражений в плос-

кости МN. мы должны снова придти, к исходной точке я,.

Рис. 22.



При вращении точки а
х вокруг оси Ь2п эта точка будет

двигаться по окружности круга, плоскость которого пер-

пендикулярна к линии Р_Р
Х

.
Если мы обратим внимание

на расположение симметричных точек и их взаимоотно-

шения, то увидим, что точка а2 будет зеркальным изобра-
жением точки о

х ,
а точка а

3 будет представлять собою зер-
кальное изображение точки «

2 ,
т. е. прямое повторение

точки а
l .

Так как точки а
х

иа
ъ находятся на одной и топ

же окружности, перпендикулярно к которой расположена ось

вращения, проходящая через центр этой окружности, то точку

а
1

мы можем совместить с точкой а
3 путем поворота точки аг

вокруг оси Ь2п на угол 2а = -2 *. Из этого мы заключаем,

что ось сложной симметрии наименования 2 п будет в то же

время и осью простой симметрии наименования п. Таким

образом, полное обозначение оси сложной симметрии будет
Ь\

п
.

Так как по доказанному ранее положению наимено-

вание п оси симметрии может быть только целым числом,
то наименование 2 п оси сложной симметрии будет не только

целым, но и всегда некоторым четным числом. Заметим еще,
что точки «!, а* и т. д. будут отсутствовать в системе сим-

метричных элементов, выводящихся из присутствия оси слож-

ной симметрии Ьl п и являются только вспомогательными

точками для построения действительно имеющихся в наличии

точек а
л , а

2 , а
ъ

ит. д.

При рассмотрении свойств осей симметрии мы пришли к

заключению, что каждая ось симметрии наименования п будет
п п

в то же время и осью симметрии наименования
,

и т. д.

если только у, у"... целые числа. Что касается осей слож-

ной симметрии, то и в этом случае мы также можем вывести

определенное соотношеняие между осями сложной симметрии
различных наименований.

Положим, что у нас имеются две оси сложной симме-

трии I%т и Кп, причем п> т. Пусть оси Ц‘т со-

ответствует элементарный угол поворота а, а оси VI п

угол а
х . В виду того, что но условию п> т, мы за-

ключаем, что <а. Если к (рис. 22) есть элементарный
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угол поворота для оси сложной симметрии Х”
т, которая по

своему положению совпадает с линией РР
Х, то, сделав по-

ворот топки а
л вокруг этой оси на угол а, мы выведем вспо-

могательную точку а[. Сделав поворот вокруг оси I% т на

угол 2к, мы придем к реальной точке «
3 ; произведя поворот

на угол За, найдем вспомогательную точку а'ъ и т. д. Из

этого мы заключаем, Что каждый раз, когда мы производим

поворот вокруг данной оси сложной симметрии на нечетное

число элементарных углов, мы выводим всегда одну из вспо-

могательных точек. Если мы предположим, что линия РР[
представляет собою не только, ось сложной симметрииРРт,

но в то же время является и осью сложной симметрии Р|„;,
то при таком предпологкении необходимо должно быть соблю-

дено то условие, чтобы вращение вокруг оси на неко-

торое нечетное число элементарных углов поворота а
х ,

со-

ответствующих этой оси, равнялось повороту на один элемен-

тарный угол а, соответствующий оси Ъ™
т.

Таким образом,
если ось сложной симметрии является в то же время
и осью сложной симметрииРР

т, то между элементарными

углами поворотов, соответствующих этим осям, должно суще-

ствовать соотношение р а
х =«, или р = причем р должно

а1

быть не только целым, но и нечетным числом. Так как

Это последнее равенство выражает собою общее условие того,

что ось сложной симметрии наименования 2 и > 2 т будет в

то же время и осью сложной симметрии наименования 2т.

Представив выведенное соотношение в виде 2рт = 2п л

переходя к частным случаям, мы можем вывести ряд соотно-

шений между осями сложной симметрии разданных наимено-

ваний. Взяв, нанр., 2т = 2 н подставляя вместо р последо-

вательно целые нечетные числа, начиная с 1, получаем ряд

чисел:

л
360°

„
360° п а

2п = и 2т
,

то = =р.
а, а т а, г

2,6, 10, 14, 18, 22, 26, 30, 34, 38, 42, 46, 50, 54 (1)
При 2 т = 4, получаем ряд:

4, 12, 20, 28, 36, 44, 52 (2)



Каждый такой ряд будет представлять собою арифметическую
прогрессию, причем каждая прогрессия будет характеризо-
ваться особой разностью. Ряд (1) дает наименования осей

сложной симметрии, представляющих собою в то же время
и двойные оси сложной симметрии. Рассматривая более вни-

мательно этот ряд, мы выводим следующее заключение: каж-

дая ось сложной симметрии, являющаяся осью симметрии
нечетного наименования, будет в то же время и двойной
осью сложной симметрии. Таким образом, всякая фигура,
имеющая ось сложной симметрии, которая будет осью сим-

метрии нечетного наименования, обладает центром обратного
равенства.

11. ЭЛЕМЕНТЫ СЛОЖНОЙ СИММЕТРИИ

ВТОРОГО РОДА.

Для осей сложной симметрии второго рода мы можем до-

казать две теоремы, аналогичные доказанным для элементов

сложной симметрии первого рода, а именно:

■ 1. Оси сложной симметрии второго рода будут всегда чет-

ного наименования.

2. Ось сложной симметрии второго рода наименования 2 п

будет осью простой симметрии наименования п.

Оси сложной симметрии второго рода мы будем обозна-

чать При рассмотрении специальных случаев осей

сложной симметрии второго рода заметим, что двойная

ось будет обладать особыми свойствами, выражающимися
в следующем положении. Двойная ось сложной симметрии

второго рода тождественна но связанному с ней симметри-

ческому преобразованию с преобразованием, связанным с

плоскостью симметрии, т. е. двойная ось сложной симметрии

второго рода есть в то же время и плоскость симметрии, и

наоборот, всякая плоскость симметрии может быть рассматри-

ваема как двойная ось сложной симметрии второго рода.
Так же легко могут быть доказаны следующие положения:

43Элементы сложной симметрии второго рода

При 2 т = 6 имеем:

6, 18, 30, 42, 54. (3)
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1. Х?
я

< при п четном числе, будет осью сложной сим-

метрии Хг„, и наоборот.
2. Хг„' при п нечетном, не будет Ха„, но всегда будет в

то же время 'и Х2', т. е. в этом случае непременно должна
быть плоскость симметрии, перпендикулярная к Ь\п'-

Таким образом, если у нас имеется X ”

и п нечетное

число, то такая ось сложной симметрии второго рода будет
равнозначна оси симметрип Xя

и перпендикулярной к ней

плоскости симметрии Р.
В самом деле, (ряс. 23) положим, у нас имеется ось сим-

метрия X я

, примем п нечетное число и плоскость симметрии
Р.l Xй

. Сделав поворот некоторой
точки а вокруг Xй па элементар-

ный угол ,
найдем точку а,.

Отразив полученную точку а
х

в

плоскости Р, найдем точку а
2

.

Соединив прямой а
2

О полученную

точку а
2

и точку О пересечения
плоскости симметрии с осью Xя

,

а затем продолжив а
2 О но другую

сторону от точки О, найдем точку
а

3 , удовлетворяющую условию
а

2
O = Оа

3
.

Если п нечетное

число, то точка а
в

не будет существовать в виде реаль-
ной точки, но реальная точка а

4 будет находиться в плос-

кости, перпендикулярной к Xя
и проходящей через а

х
и а

3,

причем угол а
ъ

О
х

а
4
=

п
-.

Таким образом, из каждой реальной
точки в симметричной системе, имеющей Xя

и Р можем по-

лучить реальную точку, путем вращения исходной точки а на

угол ~ и операции центра обратного равенства, что равно-

значно присутствию Хав'. Чтобы вывести из точки а точку
а

х путем операции, связанной с Хав*, мы должны будем сде-

лать поворот вокруг оси Ха„< на угол я + а (где а элемен-

тарный угол поворота для Xй

) и произвести операцию центра
обратного равенства или другими словами сделать:

Рис. 23.

+ 2 = п + 2 операций соответсвующих Х?я*.



12. ЦЕНТР СИММЕТРИИ.

Данная симметричная фигура конечных размеров может

обладать или одним единственным элементом симметрии или

несколькими. Если симметричная фигура конечных размеров
обладает несколькими элементами симметрии, то, прежде

всего, возникает вопрос о взаимном расположении этих эле-

ментов симметрии, а также о той связи, которая существует
между ними.

Положим, данная симметричная пространственная фигура
конечных размеров имеет две оси симметрии, не пересекаю-
щиеся друг с другом и не параллельные одна другой. Обо-

значим первую ось 27», а вторую Xм

*. Произведя враще-

ние оси 27* вокруг оси Xм
» на элементарный угол пово-

рота, соответствующий этой оси, получаем третью ось Xм

,

равную по наименованию оси Xм

*, но по положению не

совпадающую с этой последней. .Таким образом, из двух осей

симметрии X
м

» и Xм
* мы выводим третью ось Xм

*.

Если п
х > 1, то мы можем вывести последовательно, про-

должая вращение оси Xм
* вокруг оси 17* каждый раз на эле-

ментарный угол поворота, ряд новых осей 27*, 27= и т. д.

Производя подобные вращения, мы можем из каждых двух

осей симметрии вывести бесконечное множество новых осей

симметрии, причем эти оси симметрии займут различные по-

ложения в пространстве и вообще не будут пересекаться друг

с другом. Ясно, что фигура конечных размеров не может об-

ладать бесконечным множеством не пересекающихся между

собой осей симметрии. П виду этого, в конечной фигуре все

оси симметрии должны пересекаться в одной точке.

Путем совершенно аналогичных рассуждений мы можем

нритти к заключению, что вообще в симметричных фигурах
конечных размеров все элементы симметрии должны не-

пременно пересекаться по одной прямой линии или в одной

точке, причем такая точка называется центром симметрии

фигуры.

45Центр симметрии



13. СВЯЗЬ МЕЖДУ СИММЕТРИЕЙ СОВМЕЩЕНИЯ И

ЗЕРКАЛЬНОЙ СИММЕТРИЕЙ.

Положим, в пространственной фигуре конечных размеров
у нас имеется две плоскости симметрии, пересекающиеся

между собой по некоторой прямой ОО, и перпендикулярные
к плоскости чертежа рис 24. Пусть эти

плоскости пересекут плоскость чертежа по

прямым 0/5, и 08
2, образующим между со-

бой угол а, причем точка О будет точкой

пересечения этих линий. Точка О будет
представлять собою точку пересечения ли-

нии 0 0,, перпендикулярной к плоскости

чертежа с этой последней плоскостью.
Рис. 24.

Возьмем некоторую точку а фигуры, лежащую в плоскости

чертежа рис. 24, и построим ее изображение в зеркальной
плоскости 08

г
В виду того, что эта последняя плоскость

перпендикулярна к плоскости чертежа рис. 24, точка а
1

зеркальное изображение точки а будет находиться в той
же плоскости чертежа.

Для нахождения точки а
1 опускаем из точки а перпен-

дикуляр аЪ на линию 08
1

и на продолжении этого пер-

пендикуляра по другую сторону линии 08
1 откладываем от-

резок а
л

Ь = аЪ. Полученная таким образом точка а, будет
зеркальным изображением точки а. Построим теперь изо-

бражение точки «!, отразив ее в зеркальной плоскости 08
у

Для получения этого изображения поступаем аналогичным

образом, как и для нахождения точки а
л. Построив изобра-

жение, находим точку а
2 . Точка а

2 будет зеркальным изо-

бражением точки а
l,

а так как точка а
l , в свою очередь,

служит зеркальным изображением точки а, то точки а и а
2

будут тождественны друг другу.
Соединив точку О прямыми с точками а, а

л
и а

2, получаем
прямоугольные треугольники: ОЬа, ОЬа1,

ОЪ
1
ал и

Обозначим: и аОЪ = /3. Так как [_BloB2 =и, то

=а (}. В виду равенства прямоугольных треугольников
ОЬа и ОЬа1? имеющих общий катет ОЪ и два другие катета
аЪ и а

х Ъ, равные по построению, мы заключаем о равенстве
линий Оа и О а,. а также о равенстве а

г
ОЬ = аОЬ = /3.
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Пз аналогичного равенства прямоугольных треугольников
ОЪ

х
а

х
и ОЪ

х
а

2
заключаем о равенствах:

то, подставляя в это равенство вместо а
х

ОЪ
1 найденную

для него величину а + /3, а вместо I_аОЪ х
его величину,

равную а /3, находим:

Таким образом, мы видим, что угловое расстояние между
линиями О а и Оя 2 равно 2и.

В виду равенства линий Оа и О а,, мы можем совместить

точку а с точой а.
2 . произведя поворот точки а на угол 2 а

вокруг оси, перпендикулярной к плоскости чертежа рис. 24

и пересекающей эту плоскость в точке О, т. е. вокруг линии

пересечения данных плоскостей симметрии 08
х

и 08
а

.

Таким образом, мы видим, что линия пересечения двух

плоскостей симметрии фигуры, образующих между собой

двугранный угол а, будет в то же время и осью симметрии
с элементарным углом поворота, равным 2 а.

Этим положением устанавливается общая связь между

плоскостью симметрии и осью симметрии, находящейся в этой

плоскости. Эту связь можно формулировать таким образом:
Если у нас имеется плоскость симметрии и ось симметрии Р",

лежащая в этой плоскости, то данная симметричная фигура
будет иметь п плоскостей симметрии, пересекающихся в оси

ТГ, причем наименование оси п = ~ •

14. РАВНОДЕЙСТВУЮЩИЕ ОСИ СИММЕТРИИ.

Мы уже видели, что в том случае, если симметричная фи-
гура конечных размеров обладает несколькими элементами

симметрии, все эти элементы пересекаются в центре сим-

метрии фигуры. Положим,- что при рассмотрении данной

симметричной фугуры мы нашли две оси симметрии Р и ф,
которыми обладает эта фигура, причем ось Р имеет наиме-

нование р, а ось () наименование д.

47Равнодействующие оси симметрии

а
х

О = а
2

O и а
х ОЪ х

=

I Оа^. Но

а
х

ОЪ
х

•= 1_аI
ОЪ + I_аОЪ + аОЪ г =/3+/3 + (« /3) =а + /3.

Так как а Оа.
2
= а

I
ОЪ

1 + аОЪ
1}

I. а Оа 2
= (а + $) + (« /3) = 2а.
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2%

Произведя поворот вокруг оси Р па некоторый угол к ■ —■,

кратный элементарному углу поворота, соответствующему этой

оси, мы получим совиадение друг с другом всех симметричных
частей данной фигуры. Точно также, произведя поворот во-

круг оси $ на угол I ■ где I целое число, получаем опять

совпадение равных частей фигуры друг с другом. Если мы

сделаем сначала поворот вокруг оси Р на угол
271

•к, а затем

2п

вокруг оси на угол -- •I,то в результате таких поворо-

тов мы снова получим совмещение всех равных частей фи-
гуры друг с другом. Такое совмещение мы вообще можем

получить только в том случае, если повернем фигуру вокруг
некоторой оси симметрии на угол, кратный элементарному углу

поворота, соответствующему этой оси. В виду этого, мы мо-

жем заменить повороты вокруг осей Риф поворотом во-

вокруг некоторой третьей оси Е наименования г па угол
2 ж „

-т, кратный элементарному углу поворота, соответству-

ющему оси Р. Так как результат вращения вокруг оси Е
2ж

на угол • т будет совершенно тождественен с результа-

том последовательного вращения вокруг осей Р и () на соо-

тветственные им углы ки2”• I, то ось Е будет назы-

ваться равнодействующей осей симметрии Р и (>. Если мы

сделаем поворот вокруг оси Рна угол • кl ,
а вокруг оси

п
2 я ,

&

ф на угол • (
15

то мы для этого случая должны найти не-

которую другую равнодействующую ось симметрии Е
1

наиме-

нования г
l .

Положим, у нас имеются две данные оси Риф наиме-

нований р и д и их равнодействующая Р наименования г.

В таком случае, после поворота вокруг оси Рна угол

все точки фигуры, кроме точек, лежащих на оси Р, пере-
местятся и займут некоторое новое положение. Также новое

положение займут и оси фи В. При таком перемещении



эти оси будут двигаться в пространстве, как образующие двух

прямых круглых конусов, с общей осью вращения Р.

Положим, после вращения всех точек фигуры вокруг оси Рна

угол
“ %

, равнодействующая В займет положение Вl

,
а после

вращения всех точек фигуры вокруг оси линия В 1
пере-

местится в новое положение Вll
.

Если только В будет равно-

действующей осью симметрии, то это будет обозначать, что

вращением вокруг оси В на определенный угол поворота

- • т можно заменить вращение вокруг двух осей Р и

Таким образом, вместо первого- вращения вокруг оси Р и

последующего вращения вокруг оси ф мы можем произвести

одно вращение вокруг оси В которая, следовательно, мо-

жет быть равнодействующей только в том случае, если она

после двух вращений будет находиться на том же месте,

какое она занимала до вращения фигуры вокруг осей Р и ().
Из этого рассуждения мы заключаем, что линия Вп должна

совпасть с линией В.

Представим себе (рис. 25), что у нас

имеются две оси симметрии ОР и Оф,
наименования ряд, характеризующиеся

2я 2 я

элементарными углами поворота и —,

причем точка О пересечения этих осей бу-
дет в то же время служить центром не-

которого шара. Допустим, что О В будет
равнодействующей осью для осей ОР я

0< при условии поворота вокруг каждой
из этих осей в одну и ту же сторону
на один элементарный угол, соответствующий данной оси.

Рис. 25.

Сделав поворот вокруг оси О Р по движению часовой стрел-
ки (если смотреть от точки Р по направлению РО) на элемен-

-2 ж ■
„ ~

тарный угол поворота —, мы переместим ось ОЦ в поло-

жение а ось ОВ в положение ОК
г Произведя вра-

щение вокруг оси 0$! по часовой стрелке на соответствую-

щий ей элементарный угол поворота мы приведем ось
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ОР в новое положение 0Р
1 , причем равнодействующая ось

должна из положения ОВ
1

снова возвратиться в свое перво-

начальное положение, т. е. совпасть с линией ОВ. При та-

ких вращениях оси будут описывать конические поверхности,
которые пересекутся со сферой по дугам малых кругов, изо-

браженных в перспективе па рисунке 25 пунктиром.
Так как два круга на сфере пересекаются только в двух

точках, то равнодействующая ОР, передвинувшись по кругу
РР

Х , перпендикулярно к плоскости которого проходит ось

ОР, и заняв положение 0Р
Х ,

может быть возвращена в

свое первоначальное положение движением но кругу, пер-

пендикулярному к оси osх, только в том случае, если точки

В и. В
л будут точками пересечения этих кругов.

Проведя плоскость через оси Р и Ол
мы найдем, что два

положения равнодействующей В и В 1 будут симметричны
относительно этой плоскости.

Для определения двух положений ОР и ОР
х равнодейст-

вующей оси мы должны были сделать два поворота: 1) па

угол вокруг оси ОР и2) на угол
2 *-

вокруг оси Офг

Проведем плоскости через оси ОР и Офх; ОР и ОР
х ;

ОР и ОР; ООI и ОР, а также через оси osх
и ОР

г
Эти пять плоскостей, проходящих через центр шара, пере-

секаясь с сферической поверхностью, образуют, в общем слу-

чае, между точками Р, (д!, ЕиД два сферических треуголь-

ника РР<2Х
и РР Х фц имеющих общую сторону Р<дг

.
По по-

строению, угол РРР
Х
= а угол Р (>! Р, = Так как

положение точек В и Р
х должно быть симметрично относи-

тельно дуги большого круга а такая симметричность
может быть осуществлена только в том случае, если угол
ВР(^l равен углу Р

х
Р а также если /. РфхР= /. Рх

Р.

Таким образом, мы заключаем, что

Если мы сделаем первый поворот вокруг оси а второй
2 я: 2 я

вокруг оси ОР на углы и —, то мы найдем некоторую
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равнодействующую ОВ\ но своему значению одинаковую с

осью В, но занимающую другое положение в фигуре, при-
чем обе эти оси В и В' будут расположены симметрично
относительно плоскости, проходящей через данные оси Р и (Л

Таким образом, для каждой пары данных осей симметрии
Р и (), при данных углах поворота вокруг этих осей, мы

выведем всегда две равнодействующие оси В н В', располо-
женные симметрично по отношению к плоскости, проведен-
ной через данные оси Р и ф.

Для каждого поворота вокруг осей Р и ф на углы
2ж2ж •

■ т и • п, где т и п целые числа, мы выведем

две равнодействующие оси В
тп

и В'
тп , причем постоянно

при таком выводе мы будем иметь два положения для

каждой равнодействующей. Оба эти положения будут симме-

тричны по отношению к плоскости, проходящей через оси

В и Из этих двух положений то, которое получено

вращением вокруг первой оси, не будет соответствовать'

истинному положению равнодействующей оси, так как

оно отличается от ее первоначального положения. Между
тем, по самой сущности равнодействующей оси, она должна
после поворотов вокруг данных осей оказаться в том же по-

ложении, в котором она была до начала вращения вокруг
осей В ж (^.

Из предшествующих рассуждений мы можем вывести

общее правило нахождения положения пары равнодействую-
щих осей симметрии В ж В,’ для двух данных осей Р и ф.

Для нахождения положения равнодействующих осей В
иВ' проводим плоскость через данные оси Р и ф. Эта

плоскость должна делить пополам двугранные углы ■ т и

■ п, имеющие своими ребрами оси Р и (). Линии пере-

сечения граней этих двугранных углов дадут положение

равнодействующих осей В и В'. Рассматривая сферический

треугольник мы видим, что в общем случае /. фВВ =

-■т, ж В = Что касается угла ВВ ф, то этот угол

также должен быть равен
* • Iс, где 1с целое число. В этом
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легко убедиться, приняв оси Р и В за данные, характери-

зующиеся углами поворотов -т н ■к. Произведя по-

строения, аналогичные только что описанным, найдем оси

< х ) и (/, которые и будут равнодействующими для данных
осей Р и В.

Таким образом, углы сферического треугольника Рф-Й бу-
дут всегда по величине кратными половин элементарных

углов для осей Р, (5 п В, причем каждая из этих трех осей

будет равнодействующей двух других.

15. НЕКОТОРЫЕ ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ СЛОЖЕНИЯ

ОСЕЙ СИММЕТРИИ.

Наиболее простым случаем будет тот, когда нам даны две

двойные оси симметрии, образующие между собой некоторый

угол а<; 90°, причем
~

= 2 п или ~= п, где п целое

число. В этом случае, в качестве равнодействующей оси, най-

дем ось Рм

, перпендикулярную к плоскости, проходящей через

две данные двойные оси симметрии. В этом легко убедиться,
произведя указанные выше построения для нахождения по-

ложения равнодействующей оси симметрии.

Две данные двойные оси симметрии, вообще говоря, могут
быть или равны или не равны друг другу. 15 случае их не-

равенства, они должны иметь равные концы, а в случае их

равенства, разные концы одной и той же оси симметрии бу-
дут не равны между собой.

В случае неравенства данных осей, наименование п равно-

действующей оси симметрии должно быть четным числом, а

в случае их равенства, п нечетное число. В этом легко

убедиться на основании следующего рассуждения.
Представим себе ось симметрии Р

и

,
наименования п,

и перпендикулярную к ней двойную ось симметрии I/. Пусть
эти оси симметрии пересекаются в точке О. Вращая ось Р 2

вокруг оси симметрии Ьп

, найдем еще п двойных осей

симметрии в том случае, если п будет нечетным числом, при-
чем разные концы каждой из найденных двойных осей сим-

метрии не будут равны друг другу, но оси будут равны между



собой. Каждые две ближайшие друг к другу двойные оси

симметрии будут иметь различные концы, направленные в

одну сторону, причем равные концы будут чередоваться с

неравными через один. В этом случае при вращении вокруг
оси Ьп

на угол, меньший 2 яг, мы ни разу не получим совме-

щения двойной оси симметрии самой с собой.

Если же п четное число, то при повороте вокруг оси

Ьп

на 180° мы получим совмещение самих с собой разных

концов каждой из двойных осей симметрии. Ясно, что такое

совмещение может произойти только в том случае, если сов-

мещающиеся концы равны друг другу. Кроме того, в этом

случае мы ни разу не получим совмещения двух двойных
осей симметрии, образующих между собой угол 1с а, где 1с

нечетное число.

Для иллюстрации обоих этих случаев, на рис. 26 а изобра-
жен комплекс двойных осей симметрии, причем перпендику-

лярно к плоскости чер-
тежа в точке О проходит11’\
одинаковые концы осей от-

мечены одинаковым круж-
ками. На рис. 26 Ъ изо-

бражен комплекс осей, вы-

веденный из двух данных

двойных осей симметрии,
взятых под углом 30° друг
к другу. В этом случае,

перпендикулярно к плоскости чертежа, через точку О про-

ходит /Л Разные оси на чертеже отмечены разными кружками.

Рис. 26.

Из только что изложенного ясно, что в том случае, когда

нам даны две двойные оси симметрии (образующие между

собой угол меньший 90°), мы получаем комплекс осей, со-

стоящий из некоторого определенного количества двойных
осей симметрии и одной единственной оси симметрии на-

именования выше чем два. Все двойные оси симметрии тако-

го комплекса лежат в одной плоскости, к которой перпен-

дикулярна ось симметрии высшего наименования.

Если нал даны две оси симметрии, наименования выше

чем два Ьр я ТВ, пересекающиеся в точке О, то мы из этих
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двух данных выведем всегда такой комплекс осей симметрии,
в котором будет определенное количество равных осей сим-

метрии, наименования выше чем два. В самом деле, вращая

ось симметрии В 5 вокруг оси Iр
,

мы выведем в общем случае р

осей симметрии В5
,

а вращая ось IР вокруг оси В l
, найдемкроме

данной еще 1 осей симметрии наименования р. Таким

образом, в случае нахождения в комплексе двух осей симме-

трии наименования выше чем два, мы имеем дело с ком-

плексом, обладающим несколькими равными осями симметрии,

причем каждая из имеющихся в комплексе осей симметрии

будет иметь равные себе оси симметрии, принадлежащие к

тому же комплексу. Представим себе теперь один из таких

комплексов осей симметрии и положим, что центр симметрии

этого комплекса будет в то же время центром некоторого

шара диаметра В. Комплекс осей пересечет поверхность

шара в некоторых точках. Соединив каждые две ближайшие

друг к другу точки дугами больших кругов, получим на сфери-
ческой поверхности систему сферических треугольников, вы-

полняющих данную шаровую поверхность. Каждому из воз-

можных комплексов осей симметрии будет соответствовать

особая система сферических треугольников, причем общая

совокупность таких треугольников должна выполнить всю

поверхность сферы без промежутков. Таким образом, вопрос

о выводе комплекса осей симметрии из двух данных осей

II и В l, где р> 2 и сводится к делению поверхности
шара на сферические треугольники, выполняющие эту по-

верхность без промежутков. Для большего удобства и про-

стоты вывода такого деления поверхности шара на сфери-
ческие треугольники мы можем за данные принять две равные

оси симметрии 11, где р > 2.

Рассмотрим прежде всего тот случай, когда нам даны две

оси симметрии наименования 3, т. е. когда мы имеем как

данные 2 XB
.

В этом случае наименьшее число равных трой-
ных осей симметрии будет 4, так как, вращая первую ив

двух данных тройных осей симметрии вокруг второй данной
оси X3

, получим всего три тройных оси, расположенных под

одинаковым углам к второй данной X3
. Кроме того, в виду

равенства обоих данных осей, углы между ближайшими осями



должны быть равны друг другу. Так как обе данные оси

нечетного наименования, то мы можем предположить, что

разные концы одной и той же оси не равны друг другу.
При таком предположении мы можем соединить дугами боль-

ших кругов только ближайшие равные между собой концы

имеющихся в комплексе тройных осей симметрии, и в ре-

зультате такого построения поверхность шара должна раз-

делиться на четыре равносторонних сферических треуголь-

ника., выполняющих ее без промежутков.
В случае равенства между собой обоих концов одной и

той же тройной оси мы получим деление сферы на 8 рав-

носторонних треугольников.
Если в комплексе будет пЬ 3

, причем и >4, то мы, про-

изведя указанное выше построение, разделим сферическю-
поверхность на п равносторонних сферических треугольниу
ков я эти треугольники также должны заполнить всю по-

верхность шара без промежутков. Таким образом в этом

случае нам необходимо решить вопрос о том, каким образом
возможно разделить поверхность шара на равносторонние

сферические треугольники так, чтобы эти треугольники вы-

полнили всю поверхность сферы без промежутков.
Предположим, что мы имеем возможность разделить

поверхность шара на п равносторонних сферических тре-

угольников. Для такого деления необходимо, чтобы отно-

шение всей поверхности сферы к поверхности каждого из

равносторонних треугольников равнялось числу этих треуголь-
ников. Обозначим § поверхность каждого равностороннего

сферического треугольника. При радиусе шара В= 1, имеем

для выражения поверхности сферы: 4л; откуда

Обозначив величину угла равностороннего . треугольника че-

рез и, мы будем иметь для выражения поверхности равносто-

роннего треугольника

Подставив в выражении
471

=п, вместо я величину из

уравнения (2), получаем:
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-Т
= п- (!)

я = 3 к ж. • (2)



Решая ато уравнение для а, находим:

Заметим, что при выполнении поверхности сферы равносто-
ронними треугольниками необходимо соблюсти то условие,
чтобы при каждой точке пересечения сторон треугольников,
выполняющих сферу, сходилось некоторое целое чиёло углов

сферических треугольников. Это условие аналитически может

быть выражено:

где Ь целое число. В самом деле, величина угла вокруг
точки равна 2 я при В= 1, а так как величина каждого

угла треугольника при той же точке равна «, то отсюда и

выводим равенство (4), которое, принимая во внимание ра-

венство (3), может быть представлено в виде:

Выражение (5) мы можем рассматривать как неопределенное
уравнение, в котором п и I могут быть только целыми
числами. Так как каждый угол равностороннего сферического
треугольника меньше я, то отсюда следует, что при каждой
точке пересечения сторон таких треугольников должно схо-

диться более 2-х углов, т. е. I> 2. Для решенная ура-
внения (5) в целых и положительных числах представим его

в виде:

Величина I должна быть меньше 6, так как при I= 6 мы

получим п = сю, а при > 6 получим для и отрицательное

значение, что по условию рассматриваемого вопроса невоз-

можно. Таким образом I может быть 3, 4 или 5, что дает

для п следующие значения:
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4л
„

4п

0
—= ю, откуда Ъа —% = •За л:

’
>г

(3,

V
= *, (4)

6 п
,

4 + п

= и (°)

-
п=

6 —г' * ( 6 )

при Ь= 3 п ==' 4

Ь= 4 и = 8

# = 5 и = 20.
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Таким образом, сферу можно выполнить:

1. 4-мя равносторонними треугольникам с углам

2. 8-ью равносторонним треугольниками с углами

3. 20-ью равносторонними треугольниками с углами

1. Если разделить поверхность шара на четыре равносто-

ронних сферических треугольника (рис. 27), то каждая вер-
шина каждого такого треугольника

будет общей для трех равных друг

другу треугольников. Вследствие
этого, через каждую вершину будет
проходить тройная ось симметрии.
Так как общее количество вершин
будет равно количеству треугольни-
ков, выполняющих сферу, умножен-

ному на 3 (соответственно числу
вершин в каждом треугольнике) и

деленному на число треугольников,
сходящихся при одной вершине,
т. е. в нашем случае 3, то мы находим, что общее коли-

чество точек выхода тройных осей симметрии в вершинах

треугольников будет 4. Если провести через одну из таких

вершин и через центр шара прямую, 550 мы увидим, что

такая прямая пересечет поверхность шара, кроме той вер-

шины, через которую она проведена, еще в центре одного

из четырех равносторонних сферических треугольников. В

виду этого, мы будем иметь всего 4 тройных оси симметрии,

с различными концами. Один конец каждой Ь3 будет вы-

ходить в вершине, а другой в центре равностороннего сфе-
рического треугольника. Взяв две ближайшие из этих 4-х

осей симметрии и поступая по изложенному выше правилу

Рис. 27.

у* = 120°,

I- =

-ж - 72°.
О



нахождения равнодействующих осей, найдем в качестве рав-

нодействующих три двойных оси симметрии. Таким образом,
комплекс осей симметрии для этого случая будет 3X2 4 X3

.

2. В случае выполнения сферической поверхности восемью

сферическими треугольниками (рис. 28) при каждой вершине

сходится 4 равных сферических треугольника. Таким обра-
зом, количество отдельных точек на сфере, соответствующих
вершинам треугольников, равно Bх3: 4 = 6. В каждой
такой вершине выходит X4

, причем каждая четверная ось

симметрии имеет равные концы п проходит через 2 вершины.
Таким образом, мы в этом случае имеем 3 четверных оси

симметрии. В качестве равнодействующих выводим 4X8 и

6 В 2
.

Полный комплекс осей симметрии для этого случая
определяется 3X*4 X3 6 X2

. Каждая тройная ось симметрии
будет проходить через центры двух сферических треуголь-
ников. Двойные оси симметрии будут располагаться в плос-

костях, проведенных через две ближайшие одноименные оси

симметрии, следовательно, будут делить пополам дуги, об-

разующие стороны сферических треугольников.

Рис. 28. Рис. 29.

3. Если разделить поверхность шара на 20 равносторонних
сферических треугольников (рис. 20), то в каждой вершине

будет сходиться о равных сферических треугольников. Число

вершин будет 30 X 3 : о = 12. В каждой вершине выходит’
X5

, проходящая через две вершины. Тройные оси симметрии

проходят через центры сферических треугольников, причем

каждая такая ось проходит через центры двух треуголь-
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ников. Двойные оси симметрии проходят через середины

сторон сферических треугольников. Так как каждая сторона
является общей для двух сферических треугольников, то

полное количество всех сторон будет равно 20 X 3 : 2 = 30.
В виду того, что каждая двойная ось симметрии будет про-

ходить через две стороны, общее количество всех двойных
осей симметрии будет 15. Таким образом, общий комплекс

осей симметрии для этого случая выразится формулой:

16. ОБЩИЙ СЛУЧАЙ СЛОЖЕНИЯ ОСИ И ПЛОСКОСТИ
СИММЕТРИИ.

Рассмотрим теперь тот случай, когда в симметрической
системе имеется плоскость симметрии и ось симметрии, об-

разующая с данной плоскостью симметрия произвольный угол.
В этом случае, вообще говоря, равнодействующим элементом

симметрии не может служить ось симметрии, так как, вслед-

ствие присутствия в системе плоскости симметрии, мы имеем

зеркальные изображения симметричных частей, не совмещаю-

щиеся друг с другом путем вращения вокруг какой бы то

ни было оси. Точно так же равнодействующим элементом

не может служить и плоскость симметрии, так как мы имеем

прямое повторение частей симметрической системы благодаря
присутствию оси симметрии.

Таким образом, в рассматриваемом случае равнодействую-
щим элементом симметрии может служить только такой эле-

мент, в котором имеется сочетание симметрических преобра-
зований, связанных с осью и плоскостью симметрии т. е.

.ось сложной симметрии.
Положим (рис. 30), нам дана плоскость симметрии ПУ ж

ось симметрии ОР. Допустим, что равнодействующая ось

сложной симметрии действительно существует и пусть эта

ось изобразится линией ОВ, причем плоскость 8 0 (/, пер-

пендикулярная к ОК, будет плоскостью сложной симметрии.
Если ось сложной симметрии О К будет действительно

равнодействующей осью, то из самого понятия о равно-

действующей мм можем вывести следующие заключения.
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Рис. 30.

1) Отражение в данной плоскости симметрии НУ и вращение

вокруг оси ОР можно заменить одним симметрическим пре-

образованием, характеризующимся присутствием оси сложной

симметрии ОВ, т. е. вращением вокруг этой оси и отра-

жением в плоскости сложной симметрии 80(д'. 2) После

отражения в плоскости симметрии IIV и поворота на эле-

ментарный угол вокруг оси ОР, ось сложной симметрии О В

должна оказаться на том же месте, где она была до про-

изводства симметрических преобразований. Однако, в виду
того, что О В ось сложной симметрии, она после каж-

дой, связанной с ней, симметрической операции должна отра-

зиться в перпендикулярной к ней плоскости сложной симме-

трии, причем ее нижний конец приходит в совмещение с

верхним и наоборот. В самом деле, произведя отражение в

плоскости симметрии IIV и вращение вокруг осп симметрии

ОР на соответствующий ей элементарный угол поворота '

(где р наименование оси ОР), мы приведем данную

симметрическую систему из первоначального в новое поло-

жение. В это же новое положение из первоначального мы

можем привести нашу систему путем симметрического пре-

образования, связанного с осью сложной симметрии ОВ, а

такое преобразование содержит в себе поворот вокруг оси



ОВ и отражение в плоскости причем разные концы

оси ОВ совмещаются друг с другом.

Отразив оси О В и ОВ, в данной плоскости симметрии lIV,
получим соответственно линии ОВ' и ОВ'. Эти линии также

будут осями симметрии. Повернем ось О В вокруг оси ОВ'
на элементарный угол поворота, соответствующий оси ОВ,

2 7Т

т. е. на угол —. Допустим, что ось ОВ' займет после та-

кого вращения положение О В".

Если после отражения в плоскости симметрии XIV ось О В
заняла положение линии О В', которая в свою очередь после

поворота вокруг оси ОВ' на угол пришла в положение О В",
то линия ОВ" должна непременно совпасть с линией ОВ,
т. е. служить ее продолжением по другую сторону плоскости

симметрии lIV. Из этого заключаем, что линия ВВ"

прямая.
Проведем через две пересекающиеся в точке О линии

ОВ и ОН' плоскость. Эта плоскость ВОВ' будет пер-

пендикулярна к плоскости симметрии ЛУ. В самом деле,
если бы плоскость ВОВ,' не была перпендикулярна к плос-

кости ЛУ, то, отразив в этой последней какую угодно точку
плоскости ВОВ', мы получим бы изображение этой точки

вне плоскости ВОВ’. Между тем, при отражении линии О В

в плоскости ЛУ мы получили линию О В', лежащую в той

же плоскости В. О В'. Это могло быть только в том случае,
если плоскости ЛУ и ВОВ' взаимно перпендикулярны.

Очевидно, что, восставив перпендикуляр О Ж к плоскости

Л У в точке О, мы будем иметь линию ОЖ, находящуюся в

той же плоскости В О В'.
В пересечении двух взаимно перпендикулярных плоскостей

ЛУ и ВОВ’ мы имеем прямую, которая будет перпендику-
лярна к линии NОN'.

На основании общих законов отражения в зеркальных плос-

костях ыы имеем: NОВ" = N'ОЕ"'. Мы видели, что

линии N' О я ОN отрезки одной и той же прямой
а линии В'О и ОВ'" являются отрезками прямой В'В'".

Таким образом, мы имеем две прямые линии 20Г и В’В"',
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пересекающиеся в точке О. В'ОЖ = В'" ОЖ', как про-

тивоположные. Кроме того, мы уже раньше вывели равенство
углов В" О Ж и В"' ОЖ'. В виду этого, мы имеем: 1_ В' О Ж
= I_В"ОЖ= I_В"ОЖ'.

Опишем вокруг точки О сферическую поверхность ра-

диусом ОВ. Плоскость ВОВ' даст в сечении со сферой
дугу большого круга, изображенную на рис. 30 эллипсисом

ВК'В'"В”КВ'. Проведем 3 плоскости через .линии 1 ) ОВ'
и ОК, 2) ОВ' и ОВ' и 3) ОВ' н ОВ". Эти плоскости

пересекутся со сферой по дугам больших кругов: первая
но дуге КВ', вторая - но дуге В’В' и третья по дуге
В"В'.

Рассмотрим сферические треугольники NВ' В’ и КВ' В".

Стороны КВ' и КВ" этих треугольников равны между
собой вследствие равенства углов КОВ' и КОВ". Так
как линия ОВ" получена путем вращения линии ОВ' во-

круг оси ОВ', то точки В" и В' находятся на одинаковом

расстоянии от точки В' и стороны В" В' и В'В’ равны

между собой. В виду того, что КВ' сторона общая для
обоих сферических треугольников В"В'К и В'В’К, мы

заключаем о равенстве этих -треугольников, а также и о

равенстве углов В'В'К и В"В'К, откуда вытекает

КВ' = В'КВ". Так как эти последние углы лежат

при одной и той же точке К но одну сторону дуги боль-
шого круга В'В", то углы В'КВ' и В'КВ" прямые.
Так как .линия ОК перпендикулярна к плоскости lIV, то

плоскость КВ'B перпендикулярна к двум плоскостям, а

именно 1) к плоскости симметрии Н У и 2) к плоскости В"КВ’,
т. е. к плоскости, проходящей через равнодействующие оси

ОВ и ОВ'.

В виду доказанного ранее равенства рассмотренных нами

двух сферических треугольников, мы имеем [_ ЖР'В'= /_ЖР'В".

Принимая во внимание, что мы получили линию О В", про-

изведя поворот линии ОВ' вокруг оси ОВ' па элементар-
...

2 п
ный угол поворота —,

мы заключаем:

/. ЛР'В' = I КИ>'В"=
1 • = -

я

2 р р
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т. е. половине элементарного угла поворота вокруг оси симме-

трии ОВ. Вполне очевидно, что отразив в данной плоскости

симметрии ЛУ сферические треугольники Nl*'В' и ТУР’В,",
мы получим равные им треугольники N'РВ и В'РВ"'.

Из всего вышеизложенного непосредственно вытекает способ

нахождения равнодействующей оси сложной симметрии Ой

путем построения, если известно относительное положение

данных оси симметрии ОР и плоскости симметрии lIV. По-

строение это следующее: через данную ось симметрии про-

водим плоскость, перпендикулярную данной плоскости симме-

трии. Проведя через центр симметрии О плоскость, перпен-

дикулярную к только что построенной плоскости и к данной
плоскости симметрии ЛV, находим плоскость равнодей-
ствующих осей. Для определения положения этих осей, в

найденной плоскости строим два двугранных угла -*, приняв

за общее ребро данную ось симметрии и за общую грань

плоскость, проходящую через эту ось и перпендикулярную

данной плоскости симметрии. Линии пересечения построен-
ных граней двугранных углов с плоскостью равнодействующих
осей и будут искомыми осями сложной симметрии. В общем

случае, очевидно, мы будем иметь но крайней мере две

равнодействующие оси сложной симметрии ОН и О В'. В

виду того, что эти оси образуют одинаковые углы с данной
плоскостью симметрии ЛV, мы заключаем, что и соответ-

ствующие им плоскости сложной симметрии 8 О и 80$
будут образовывать равные двугранные углы с плоскостью VV.

Чтобы определить угол поворота вокруг найденной равно-

действующей оси для приведения данной симметричной си-

стемы из первоначального положения в конечное, рассмотрим

перемещение какой-нибудь линии, лежащей в одной из плос-

костей- сложной симметрии.

Возьмем линию 08 пересечения плоскостей сложной сим-

метрии с данной плоскостью симметрии lIV и рассмотрим
ее перемещение из первоначального в конечное.

Поворот линии 08 вокруг оси ОР' на угол
2

~
пере-

местит эту линяю в положение 08'. Последующее отра-



жение линии 08' в плоскости симметрии Л V даст линию

08". Эта последняя линия должна непременно находиться
в плоскости сложной симметрии, перпендикулярной к оси

О К’. Таким образом, дуга 88" дает измерение угла пово-

рота вокруг оси ОН’. Принимая во внимание одинаковый

наклон плоскостей сложной симметрии к данной плоскости

симметрии XIV, мы заключаем, что и 88" = и 88' и угол
поворота вокруг оси ОВ может быть измерен также и ду-

гой 88'.

17. ЧАСТНЫЕ СЛУЧАИ СЛОЖЕНИЯ ОСИ И

ПЛОСКОСТИ СИММЕТРИИ.

1) Дана двойная ось симметрии и плоскость симметрии, к

ней перпендикулярная.

Найдя по изложенному выше правилу положение равно-

действующей оси сложной симметрии, увидим, что эта равно-
действующая ось совпадает с данной двойной осью симме-

трии и ее наименование будет 2, т. е. в качестве равнодей-
ствующего элемента для взаимно-перпендикулярных двойной

оси и плоскости симметрии мы получаем центр обратного ра-
венства. Так как всякая ось симметрии четного наименова-

ния будет в то же время и двойной осью симметрии, то мы

отсюда выводим следующее заключение:

Если в симметрической системе имеется ось симметрии

четного наименования и перпендикулярная к ней плоскость

симметрии, то в данной симметрической системе есть также

и центр обратного равенства.

2) Дана плоскость симметрии и образующая с ней угол и

двойная ось симметрии.

Найдя положение равнодействующей оси сложной симме-

трии на основании изложенного выше правила, выведем

следующее общее заключение:

Если дана плоскость симметрии и двойная ось симметрии

под углом а, то линия, перпендикулярная к двойной оси

симметрии и лежащая в данной плоскости симметрии, будет
искомой равнодействующей осью сложной симметрии.
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18. ВИДЫ СИММЕТРИИ С ОСОБОЙ ОСЬЮ СИММЕТРИИ.

Как мы видели выше, из каждых двух данных элементов

симметрии мы можем вывести равнодействующие элементы.

Если нам дан только один элемент симметрии, то никаких

равнодействующих элементов, вообще говоря, мы вывести не

можем. Полная совокупность элементов симметрии, выводя-

щаяся из данных элементов, называется видом симметрии.

Для вывода всех элементов симметрии, имеющихся в данном

виде симметрии, достаточно, вообще говоря, иметь как дан-

ные всего три элемента симметрии, расположенных соответ-

ственным образом друг относительно друга. Если же в виде

симметрии имеются только оси симметрии, то для полного

вывода всех, имеющихся в нем, осей симметрии достаточно

иметь только две данные оси симметрии.

Приняв это во внимание, мы можем сделать вывод ре-

шительно всех возможных видов симметрии. При таком

выводе мы будем иметь в виду только те виды симметрии, в

которых или совершенно нет центра симметрии или имеется

только один центр симметрии. Все возможные виды симме-

трии мы можем разделить на две группы, на основании рас-

смотрения имеющихся в них осей симметрии.

1) Виды симметрии, в которых имеются оси симметрии, не

совмещающиеся с другими осями симметрии никакими симме-

трическими преобразованиями.
2) Виды симметрии, в которых все оси симметрии повто-

ряются несколько раз.
К первой группе видов симметрии относятся все те виды

симметрии, в которых или совсем не имеется осей симметрии
наименования выше чем два или имеется всего только одна

такая ось. Приняв за такую особую ось некоторую ось симме-

трии Xй

, мы можем получить семь видов симметрии, прибавляя
к этой единственной оси Xя

различные элементы симметрии

таким образом, чтобы взятая ось не повторилась от прибавле-
ния новых элементов симметрии и не изменяла бы своего

наименования как ось простой симметрии.
Если мы к данной оси симметрии Ьп прибавим плоскость

симметрии, расположенную косо по отношению к X
я

, то,
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отразив данную ось симметрии в прибавленной к ней плос-

кости симметрии, мы получим повторение взятой оси симме-

трии 11, т. е. вместо одной оси II у нас будет их две, что

противоречит поставленному нами условию. Повторение оси

П не произойдет только в двух случаях:

1) Если прибавить плоскость симметрии МIУ, перпенди-

кулярную к взятой оси 1Г (рис. 31). В этом случае Г\
отразившись в плоскости симметрии, даст

изображение, совпадающее с самой осью IГ.

Вид симметрии,

соответствующий
этому случаю, мо-

жет быть пред-

ставлен формулой
ГР.

2) I? не повто-

рится, если мы

прибавим к ней

плоскость симме-

трии, проходящую

через самую ось

симметрии Ь
п

.
Б

этом случае, на основании' теоремы о сложении плоскостей

симметрии, мы получим всего п Р и вид симметрии выразится
формулой ЬппР. (Случай // 6 Р изображен на рис. 32.)

Рис. 31. Рис. 32.

Если мы присоединим к данной оси симметрии II еще

какую-нибудь ось симметрии наименования выше чем 2, то,

при таком прибавлении новой оси симметрии, данная ось не-

пременно повторится некоторое число раз. Такое повторение
оси произойдет и в том случае, если мы к данной оси II

прибавим двойную ось симметрии, расположенную косо по

отношению к 11.

Только в том случае не получится повторения данной оси

11, если мы прибавим перпендикулярную к ней двойную ось

симметрии, так как после вращения II вокруг 77 на 180°

данная ось совместится сама' с собой и для такого совмеще-
ния она должна иметь равные концы.
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Найдя повторяющиеся двойные оси симметрии и, определив,
на основании теоремы о сложении осей симметрии, равно-

действующие оси, которые также будут двойными, мы полу-
чаем для этого случая вид симметрии, который выражается

формулой Ря пР2
.

(Случай Р 6 6Р2
изображен на рис. 33.)

Прибавив к этому последнему виду симметрии плоскость

симметрии, перпендикулярную к данной оси Р я

и выведя

равнодействующие элементы, мы получим новый вид симме-

трии, выражающийся формулой:

(Случай I1 6 Р 7 Р изображен на рис. 34.)

Рис. 33. Рис. 34. Рис. 35.

Если данная ось симметрии Рк
в то же время является

осью сложной симметрии вдвое большего наименования, то

мы выведем новый вид симметрии: Ь% п .

Прибавив к этому виду симметрии плоскость симметрии,

проходящую через Р 2”, и выведя равнодействующие элементы

симметрии, получаем еще один последний вид симметрии,

выражающийся формулой:

(Случай Х®
2

6 Р 6 X 2 изображен на рис. 35.)
Таким образом, при помощи прибавления к данной оси

симметрии 1Г плоскостей симметрии и двойных осей сим-

метрии, мы можем получить следующие семь видов симме-

трии:

67Виды симметрии с особой осью симметрии

Г‘пТР(п + 1)Р

Ып п12 пР.
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1) II1

одна данная ось симметрии.

2) Ь"Р данная ось и перпендикулярная к ней пло-

скость симметрии, причем в случае, если п —• нечетное чи-

сло, Ь"' будет осью сложной симметрии второго рода наиме-

нования 2п.

3) ЬппР п плоскостей симметрии, пересекающихся по

прямой, которая и является данной осью симметрии ll'.

4) 17' пЬ 2 данная ось и п двойных осей симметрии, к

ней перпендикулярных и пересекающихся в точке, лежащей
на оси Ьп

.

5) Ь
ппl? (п +1) Р— п плоскостей симметрии, пересека-

ющихся в данной оси симметрии //; одна плоскость симме-

трии, перпендикулярная к этой оси и п двойных осей сим-

метрии, являющихся .линиями пересечения взаимно-перпен-

дикулярных плоскостей симметрии.

6) Ха” одна ось сложной симметрии наименования 2п.

7) I%п
пЬ 2пР п двойных осей симметрии, перпен-

дикулярных к оси сложной симметрии п плоскостей

симметрии, пересекающихся в оси Ьl
п

и делящих пополам

углы между двойными осями симметрии.
Все эти семь видов симметрии образуют одну п то-

нальную симметрическую систему. В зависимости от наиме-

нования данной оси симметрии мы можем вывести различ-
ные симметрические системы. Таким образом, первая группа
видов симметрии образует бесконечный ряд симметрических
систем. При п—l мы получаем моногональную симметри-

ческую систему; при п= 2 дигональную; при и= 3

тригональную; при п 4 тетрагональную и. т. д.

19. ВИДЫ СИММЕТРИИ БЕЗ ОСОБОЙ ОСИ

СИММЕТРИИ.

Рассмотрим теперь те виды симметрии, которые характе-
ризуются отсутствием осей симметрии, не совмещающихся с

другими осями симметрии. К таким видам симметрии отно-

сятся те, которые были выведены нами при рассмотрении во-

проса о выполнении сферической поверхности равносторон-



ними сферическими треугольниками, а именно следующие
виды симметрии:

1) 3I2 4I3
три равные и взаимно-перпендикулярные

двойные оси симметрии и четыре тройные оси симметрии,

образующие, с ближайшими двойными осями симметрии, углы
в 54°‘ 44' 08".

2) 3 Е4 4 1? 6 Ь- три равные и взаимно-перпендикуляр-
ные четверные осп симметрии, четыре тройные оси симме-

трии, образующие с ближайшими к ним четверными осями

симметрии углы в 54° 44' 08" и шесть двойных осей сим-

метрии, образующих с ближайшими тройными осями симме-

трии углы в 35° 15' 52" и делящих пополам углы между
каждыми двумя ближайшими к ним четверными осями сим-

метрии.

3) 6 П5 lO I? 15 П2
шесть пятерных, десять тройных и

пятнадцать двойных осей симметрии. Б каждой плоскости,

проведенной через две ближайшие друг к другу двойные
оси симметрии, будет находиться всего 5 двойных осей сим-

метрии, расположенных под углами в 36° друг к другу. Пер-
пендикулярно к каждой плоскости двойных осей проходит

пятерная ось симметрии. Угловые расстояния между бли-
жайшими друг к другу разноименными осями симметрии сле-

дующие:

Принимая во внимание, что двойные оси симметрии делят

пополам углы между ближайшими одноименными осями сим-

метрии, мы находим угловые расстояния между ближайшими:

Если мы, к совокупности элементов симметрии одного из

только что перечисленных трех видов симметрии, нрибавим
плоскость симметрии, не проходящую через две оси симмет-

рии, или прибавим какую-нибудь новую ось симметрии мы

в обоих случаях, выводя равнодействующие элементы сим-

69Виды симметрии без особой оси симметрии

Х5:Х2
= 31° 43' 07"

X5:l/ = 37° 22' 32"

Х3:Х2
= 20° 54' 21"

I}-.Н = 63° 26' 14"

V". X3
= 41° 48' 42"
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иетрии, придем к высшей возможной симметрии, выражаю-

щейся формулой:

Шар • единственная пространственная геометрическая

фигура конечных размеров, обладающая этой симметрией.
Имеется единственная возможность прибавления новых

элементов симметрии к одному из трех описанных видов сим-

метрии без перехода к симметрии шара, а именно, различные

случаи прибавления плоскостей симметрии, проходящих через

данные оси симметрии. Рассмотрим эти случаи каждый в

отдельности.
К первому виду симметрии 3 X2 4X3

мы можем прибавить
плоскость симметрии двояким образом: 1} проведя плоскость

через две двойные оси симметрии и 2) проведя плоскость

симметрии через ближайшие двойную и тройную оси симме-

трии.
В первом случае мы получим вид симметрии, выражающийся

формулой:

По втором случае получается вид симметрии:

Прибавление к ЗХ4 4Х3 6X2 плоскостей симметрии, прохо-

дящих через какие-нибудь ближайшие оси симметрии, дает

всего только один вид симметрии, выражающийся формулой:

Точно также и для 6 X5 10 X3 15 X 2 получаем единственный
новый вид симметрии: 6 X5 10 XB l5 X2 15 Рс.

Таким образом, мы получаем всего следующие семь видов

симметрии:

Эти семь видов симметрии мы можем разделить на две

симметрические системы, взяв за признак такого разделения
количество тройных осей симметрии.

со Р°° оо Р.

з и 4 и з рс.

3 XI 4 X3 6 Р.

3 X4 4 X3 6 X2 9 Рс.

1) 3 1ЧХ3 2) 3Р24Р3 Рс 3) 3Р24Р3 6 Р

4) 3 X4 4 I3 6 X2 5) 3 X4 4 X8 6 Р2 9 Рс

6) 6Р5 10 РB l5 Р2 7) 6Р5 10 Р3 15 Р2 15 Рс.



I. Тетраэдро-октаэдрическая симметрическая система, со-

стоящая из 5 видов симметрии, каждый с четырьмя трой-
ными осями симметрии.

И. Икосаэдрическая система, состоящая из 2-х видов, каж-

дый с девятью тройными осями симметрии.
Названия симметрических систем в этих случаях произво-

дятся от названия тех правильных многогранников, которые
обладают соответствующими осями симметрии, являющимися

характерным признаком системы.

20. ПОДЧИНЕННОСТЬ ВИДОВ СИММЕТРИИ.

Как мы уже видели при рассмотрении свойств осей сим-

метрии, если число и, выражающее наименование оси Р
и

может быть разложено на целые взаимно простые множители

т. е. п=т ■ р ■ .. ~
то данная ось симметрии Р” будет в

то же время осью наименования т: р\ тр: дтр: ту ...
и

т. д. Например: Р24
= р2- 2- 2 - 8- будет не только осью симме-

трии наименования 24, но в то же время и Р 2
,

Р 3
,

Р4
,

Р6
,

Р8
и Р l2

.
Таким образом, в оси Р24 как бы заключается 7

осей симметрии, совершенно определенных наименовании;

такое соотношение между осями симметрии мы будем назы-

вать подчиненностью одних осей симметрии другим, и можем

сказать, что Р 24
подчинены шесть, перечисленных выше, осей.

Что касается осей сложной симметрии, то соотношения под-
чиненности между ними были уже выведены раньше.

Если мы будем с точки зрения подчиненности рассматри-
вать оси симметрии простой и сложной, то увидим, что

комбинация Р 2я Р, где Р _l_ Р2й
является подчиняющей для

Р,*, так как в этой комбинации содержатся все те симме-

трические преобразования, которые характеризуют Р2л .

Как пример мы можем взять Р* и Р6Р. Из произвольной
точки, взятой на расстоянии х от Ьъ и у от плоскости слож-

ной симметрии, мы выведем всего 6 точек, находящихся в

двух плоскостях, перпендикулярных I*\. Из аналогичной

точки, находящейся на расстоянии х от Р 6 и на расстоянии

у от Р, при помощи комбинации этих двух элементов сим-

метрия, получается 12 точек, лежащих по 6-ти в двух плос-
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костях, перпендикулярных Р6
.

Совместив Р® сР6
и плоскость

сложной симметрии с Р, увидим, что 6 точек из 12, полу-
ченных при помощи Р 6Р, совпадут с точками, выведенными

при помощи Р|.
Заметим, что I*\ и Р 6Р могут существовать самостоятельно,

представляя собою определенные виды симметрии.
Таким образом, понятие о подчиненности мы можем рас-

пространить и на различные виды симметрии. Подчиняющим
видом симметрии мы будем называть такой, в котором со-

держатся все элементы симметрии подчиненного ему вида

симметрии, причем аналогичные элементы симметрии подчи-
ненного вида должны иметь в подчиняющем то же про-

странственное взаимоотношение, какое они имеют в подчи-
ненном виде симметрии.

Рассматривая с этой точки зрения виды симметрии раз-
личных симметрических систем, мы увидим, что все они под-

чинены симметрии шара. Кроме того, приняв во внимапие

самый способ вывода одних видов симметрии из других пу-

тем прибавления к исходным осям симметрии различных эле-

ментов симметрии, мы можем заключить, что все виды сим-

метрии данной симметрической системы подчинены опреде-
ленным видам симметрии той же системы, а также и неко-

торым видам симметрии других систем.

Д.тгя примера определим, какие виды симметрии подчинены

виду симметрии: 3 Р 4 4Ь\ 6 Р2 9 Рс. Совершенно ясно, что

этому виду симметрии подчинены все виды симметрии тетра-
эдро-октаэдрической симметрической системы, кроме того, все

виды симметрии моногональной, дигональной и тригональной
систем, а также 5 видов симметрии тетрагональной симме-

трической системы, не содержащих /4- Виду симметрии
Р8 6Р2 7Рс подчинены все виды симметрии моногональной,
дигональной и тригональной симметрических систем и, кроме

того, 5 видов симметрии гексагональной симметрической си-

стемы, не содержащих Р&.

21. ПРОСТЫЕ ФОРМЫ.

Простой формой называется такая геометрическая про-

странственная фигура, состоящая из плоских граней, в ко-
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торой все грани связаны друг с другом некоторыми элемен-

тами симметрии. Таким образом, грани простой формы мо-

гут быть выведены из данной совокупности элементов‘сим-

метрии и одной плоскости, определенного положения по от-

ношению к данным элементам симметрии. Из этого мы мо-

жем вывести заключение, что если нам дана возможная

совокупность элементов симметрии, т. е. если мы имеем, как

данное, некоторый вид симметрии, то мы всегда можем, взяв

некоторую плоскость в пространстве, получить определенную

I простую форму.
Если плоскость, взятая для образования простой формы,

расположена косо по отношению ко всем элементам симме-

трии, и не пересекает неравных осей симметрии на равных

| расстояниях от центра, то выведенная из нее пространствен-
ная фигура получает название простой общей формы для

.данного вида симметрии.
Если же взята для образования простой формы плоскость,

параллельная или перпендикулярная к некоторым элементам

симметрии, или, наконец, пересекающая неравные оси сим-

метрии на одинаковых расстояниях от центра, то получен-

ная фигура представляет собою частный случай простой
[формы.

' Для получения простой формы, при помощи элементов

жимметри данного вида и одной данной плоскости, необхо-

димо подвергнуть эту плоскость тем симметрическим пре-

образованиям, которые обуславливаются данными элементами

симметрии.

Простые формы могут представлять собою как замкнутые
пространственные фигуры некоторые многогранники, так и

незамкнутые фигуры, образованные плоскостями, неограни-

ченно продолжающимися в одном или нескольких направле-
ниях.

Рассмотрим теперь простые формы, которые мы можем вы-

вести для разных видов симметрии различных симметрических

- систем, причем для образования простой формы возьмем плос-

кость, не проходящую через центр симметрии данного вида
и не совпадающую с осью или плоскостью симметрии, имею-

щихся в рассматриваемом виде симметрии.
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22. ПРОСТЫЕ ФОРМЫ В n-ГОНАЛЬНОЙ СИММЕТРИ-

ЧЕСКОЙ СИСТЕМЕ.

Ирежде всего рассмотрим простые формы для общего слу-
чая симметрических систем первой группы, а именно для п-

гональной симметрической системы при ос > п > 2.
Если у нас имеется в виде симметрии всего только одна

ось симметрии наименования п, то из косой плоскости,

вращением вокруг оси Ьп

, ми выведем еще (п —1) плос-

костей, а вместе с данной получим всего п плоскостей,
пересекающихся в одной точке, находящейся на оси симме-

трии 2Л В этом случае получается незамкнутая простая

форма, представляющая собою многогранный угол с п рав-
ными плоскими углами и осью симметрии, проходящей в вер-
шине этого угла. Такая простая форма называется вообще
пирамидой (от греч. ягдарСд) и следовательно простой об-

щей формой для вида симметрии Вя
мы будем иметь «-то-

нальную пирамиду. Слово и-тональный образуется от гре-
ческого слова гонос (уброд) угол; для обозначения числа п

употребляются ташке греческие числительные: моно (/гого -)
один, ди (6С-) два, три (тд(-) три, тетра ( егаа)
четыре, пента (жёугсс) пять, гекса (е%и) шесть и т. д.

Таким образом, например, (рис. 36 с/) гек-

сагональной пирамидой мы будем называть

такую простую форму, которая состоит из

6 плоскостей, пересекающихся в одной
точке, находящейся на оси симметрии.

Если мы пересечем и-тональную пира-
миду плоскостью, перпендикулярною к оси

X”, то в сечении получится правильный

м-уголышк, напр. в случае гексагональной

пирамиды получим шестиугольник гек-

сагон (рис. 366).
Рис. 36.

Кроме простой общей формы, мы можем получить для вида

симметрии Xя еще две частных простых формы, а именно

1) п-гональную призму, если возьмем плоскость, параллель-;
ную Xя и 2) гемипинакоид, взяв плоскость, перпендикулярную
к данной оси Xя

.
Обе эти простые формы незамкнутые.
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Призмой ЫдСбиа) называется простая форма, состоящая из

граней, пересекающихся в параллельных ребрах. В зависи-

мости от многоугольника, получающегося в сечении призмы

плоскостью-, перпендикулярной к оси призмы, мы можем иметь

различные призмы, совершенно аналогично тому, как мы это

видели для пирамид. На рис. 37 изображена для примера

тригональная призма.
Название гемитошакоидтакже происходит от греческих слов:

(дlм-) геми половина и (яьгауашёцд) пинакоид имеющий

вид доски, т. е. простая форма,
состоящая только из одной плос-

кости, а пинакоид состоящая из

двух параллельных плоскостей.

Для вида симметрии, выражающе-
гося формулой 1/‘Р мы получаем

в качестве простой общей формы
и-гональную дипирамиду, т. е. такую

фигуру, которую можно рассматривать, как совокупность

двух равных пирамид, причем вершины этих пирамид обра-
щены в прямо противоположные стороны, а грани одной

пирамиды являются зеркальными изображениями граней
другой. Таким образом п-тональная дипирамида предста-

вляет собою замкнутую пространственную фигуру много-

гранник, каждая грань которого равнобедренный треуголь-

ник, причем все грани равны друг другу. На рисунке 38

изображена тригональная дипирамида.

Рис. 37. Рис. 38.

Многогранник по гречески носит название полиэдра ( ло-

Лувдрод), т. е. тела, обладающего многими (лоЛу) гранями

(гйр«). Полиэдр, грани которого равны друг другу, назы-

вается изоэдром, т. е. равногранником от греческих слов

( I'бод) изос равный и (е'дуи) эдра'— грань.

Кроме простой общей формы, для вида симметрии Xм Р

мы имеем еще два частных случая простых форм, а именно:

1) пинакоид если взята грань перпендикулярная к оси

1/‘ и, следовательно, параллельная плоскости симметрии
и 2) и-тональная призма, если взять для образования
простой формы грань, параллельную Ъп и перпендикуляр-
ную Р.
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Для вида симметрии Ьп
п Р мы, в качестве простой общей

формы, получаем ди-ю-гональную пирамиду. Эта пирамида дает

в сечении с плоскостью, перпендикулярной к оси Ьп

,
много-

угольник, носящий название ди-и-гона. Такой многоугольник
имеет все стороны равными между собой, а углы равные че-

рез один. Простейшим случаем ди-и-гона, при п = 2 будет
ромб. На рисунке 39 а изображена дитригональная пирамида,
а на этом же рисунке Ъ дитригон. Для построения ди-и-гона
можно применить такой способ: бе-

рем правильный
и-угольник, или

и-гоп,и вписываем

его в окружность.
Проводим из цен-

тра и-гона ра-

диусы, перпенди-

кулярные к его

сторонам. Отло-
жив на каждом

таком радиусе некоторый отрезок, больший расстояния сто-

роны от центра и меньший, чем длина радиуса, получаем и

точек. Соединив эти точки с вершинами и-угольиика полу-
чим ди-и-гон. Для примера на рис. 40 изображены: а) ромб,
Ь) тригон и построение дитригона, с) дитригон, й) дитетра-
гон.

Рис. 39. Рис. 40.

Если мы возьмем для образования простой формы грань,

перпендикулярную Xм

,
то получим гемининакоид. Если взять

грань, параллельную Xй
и не перпендикулярную кР, то по-

лучается ди-м-гональпая призма. Грань, перпендикулярная к

Ри не параллельная Xй

, даст и-гональную пирамиду и, на-

конец, грань, параллельная Xй
и перпендикулярная Р, обра-

зует и-тональную призму. Таким образом, для этого вида

симметрии мы получаем следующие простые формы:
1) ди-и-гональная пирамида простая общая форма,
2) гемининакоид,

3) ди-и-гональная призма,

4) и-гональная пирамида.
5) и-гональная призма.
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Из таких форм на рисунке 41 изображена дитригональная

призма.

Для вида симметрии 1^п пЬ2 простой общей формой будет
служить замкнутая пространственная фигура ди-и-гональ-
ный трапецоэдр. На рис. 42а изображен

дитригональный трапецо-

эдр. Каждая грань этой

формы будет трапеца

(тнале&оу) (рис. 42 Ь),
т. е. четыреугольник с

двумя неравными и двумя
равным друг другу сто-

ронам. Одна из диаго-

начлей такого четыреугольника делит его на два неравных

друг другу треугольника, из которых один будет равнобе-
дренным, а другой с тремя неравными друг другу сторо-
нами.

Рис. 41. Рис. 42.

Частные случаи простых форм для этого вида симметрии

будут:
1) пинакоид, если грань перпендикулярна Рм :

2) ди-и-гональная призма, если грань || Р" и не _l_ Р2
;

3) и-гональная призма, если грань || Рм
и _l_ Р2

.

Для вида симметрии Ън пl?{п + 1)Р получаем в качестве

простой общей формы ди-и-гональую дипирамиду. На рис. 43

изображена дитригональная дипирамида. Частные

формы будут:

1) нинакоид, если грань _]_ Р”:

2) ди-м-гональная призма, если грань || Ьп
и

не перпендикулярна к Р или Р2
;

3) м-гональная призма, если грань _йР2 ;

4) и-тональная дипирамида, если грань пер-

пендикулярна кР, проходящей через ось Р 2
,

но не пер-

пендикулярна к Р 2
.

Рис. 43.

Для вида симметрии Ь?п простой общей формой будет
служить 2 й-гональный диделътоэдр, как например, изобра-
женный на рис. 44 а дитетрагональный дидельтоэдр. Эта зам-
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кнутая простая форма изоэдр, грани которого дидельты.
Дидельтой (дьдвlта, рис. 446) называется четыреугольник, у

которого каждая сторона имеет себе равную и пересекаю-

щуюся с ней сторону. Таким образом, дидельту можно раз-

делить одной из диагоналей, изображенной па рис. 446

пунктиром, на два неравных между собой равнобедренных
треугольника. Другая диагональ дидельты делит ее на два

равных друг другу, но в общем случае, уже неравносторон-
них треугольника. В частном случае, если п = 3, мы полу-
чаем дидельту с равными друг другу сторонами, т. е. ромб
и, благодаря этому, гексагональный дидельтоэдр получает на-

звание ромбоэдра (рис. 45.)

Рис. 44. Рис. 45. Рис. 46.

Кроме простой общей формы для этого вида симметрии

мы имеем еще:

1) пинакоид, если грань _l_ Х2

П

И

2) 2 -п тональную призму, в случае если грань || РД.

Для вида симметрии Ь^ п
пРпЬ 2 простой общей формой

будет служить ди-2 и-гональный скаленоэдр изоэдр, каждая

грань которого скалена (от грел. — косой)
в общем случае косоугольный треугольник. На рис. 46 изо-

бражен дигексагональный скаленоэдр. Частные простые фор-
мы будут:

1) пинакоид, если грань _!_ Х2
И

К ;

2) ди-2 «-тональная призма, если грань || Х2
П

„, по не пер-

пендикулярна ни к X2
ни к Р;

3) 2м-гональная призма, если грань || Ь”
п и перпендику-

лярна к X2
или к Р;



4) 2и-гональная пирамида, если грань не параллельна Ь? т

но _l_ Р, ши образует равные углы с двумя ближайшими

плоскостями симметрии.

Перечисленные выше простые формы получаются с оди-

наковыми основными наименованиями, если п > 2. Каждый
вид симметрии мы вообще будем в дальнейшем называть со-

ответственно названию простой общей формы, характеризу-

ющей данный вид симметрии.
Простые формы п - тональной симметрической системы,

получающиеся в зависимости от положения исходной грани,

взятой для образования формы, сведены в таблице № 1.

Для соответственных видов симметрии всех «-тональных

симметрических систем мы получим названия, отличающиеся

одно от другого только числительным, определяющим п для

данной системы. В случае, если п равно 1 или 2 мы получаем
соответственно двесистемы: 1) при п = 1 моногональную сим-

метрическую систему и 2) при п = 2 дигональиую симметри-

ческую систему. Для видов симметрии этих двух систем мы

будем иметь некоторые простые общие формы совершенно

другого вида и названия, сравнительно с формами агональ-

ной симметрической системы при п > 2. Кроме того, самое

количество видов симметрии в моногональной симметрической
системе уже не 7, а только 3. Перейдем теперь к рассмот-
рению видов симметрии и простых форм моногональной сим-

метрической системы.

23. МОНОГОНАЛЬНАЯ СИММЕТРИЧЕСКАЯ СИСТЕМА.

Для получения видов симметрии моногональной симме-

трической системы мы вводим то особое условие, что высшее

наименование оси симметрии должно быть единица. Введя
такое условие, мы, из 7 видов симметрии ю-гональной симме-

трической системы, должны прежде всего совершенно от-

бросить те 3 вида симметрии, в которых имеются двойные
оси симметрии. Кроме того, два из оставшихся четырех видов

симметрии, а именно оба вида симметрии, в которых имеются

плоскости симметрии, становятся тождественными и, таким

образом, получается всего три вида симметрии, образующие
данную систему, а именно:
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1; отсутствие элементов симметрии, так как ось симме-

трии наименования единица равнозначна отсутствию всякой

симметрической операции. В самом деле, ясно, что поворот

какой угодно фигуры на 360° вокруг какой угодно прямой
приведет данную фигуру в первоначальное положение, так

что отсутствие всякой симметрии может быть представлено
в виде символа оо Р1

;

2) Р одна единственная плоскость симметрии;

3) с центр обратного равенства или оо Ь\.
Ясно, что простой общей формой для первого случая,

характеризующегося отсутствием элементов симметрии, и при-

том вообще единственной возможной простой формой, будет
служить гемипинакоид, так как каждая грань любого по-

ложения не будет повторяться в виду отсутствия элементов

симметрии.

Для вида симметрии Р, грань, расположенная косо но

отношению к плоскости симметрии, отразившись в этой по-

следней, даст еще вторую грань, пересекающуюся с данной
по прямой линии, лежащей в плоскости

симметрии. Таким образом, для этого

вида симметрии мы получаем простую

общую форму, состоящую из двух пере-

секающихся между собой граней и на-

зываемую гемипризмой, т. е. полунриз-

мой, в виду того, что эта форма пред-

ставляет собою половину ромбической
призмы. Так как в этом виде симметрии совершенно не

имеется оси симметрии, то и простая общая форма, для

этого вида, получает название геминризмы без оси (рис. 47).

Рис. 47.

Взяв грань, параллельную Р, мы получим, в качестве простой
формы, шгаакоид, а грань, перпендикулярная Р, даст геми-

пннакоид. Таким образом, для этого вида симметрии мы имеем

3 простые формы:

1) гемипризма без оси (простая общая форма);
2) пинакоид, если грань Р;

3) гемипинакоид, если грань _l_ Р.
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Для вида симметрии, характеризующегося центром обрат-
ного равенства с, мы получаем одну единственную форму, а

именно пинакоид.

24. ДИГОНАЛЬНАЯ СИММЕТРИЧЕСКАЯ СИСТЕМА.

Дигональная симметрическая система, как и всякая п-го-

наньная система, имеет 7 видов симметрии. Рассмотрим те-

перь простые формы для этих видов симметрии:

1) для вида симметрии Р 2 мы получаем в качестве простой
общей формы гемипризму, причем эта геминризма, обладая Р 2

,

получает название гемипризмы с осью (рис. 48). Кроме того,
мы имеем еще две простые формы:

1) гемипинакоид, если грань _|_ Р 2
;

2) пинакоид, если грань || Р2
.

Для вида симметрии Х2Рс мы имеем в качеств простой
общей формы ромбическую призму (рис. 49), так как каждая

косая по отношению к X2

и Р грань, после враще-
ния вокруг X3

, даст новую
грань, которая вместе с

исходной даст пару гра-
ней. Эта пара граней,
отразившись в плоскости

симметрии, перпендикуляр-
ной к X2

, даст еще пару
граней, причем все четыре грани простой формы будут пересе-
каться между собой в параллельных ребрах. Сечение этой

формы плоскостью, перпендикулярной к ребру пересечения ее

граней образует в общем случае ромб. В частном случае, если

отрезок, образуемый взятой гранью по X2
, равен отрезку

перпендикуляра, опущенного из центра симметрии на ребро
этой формы, мы получаем ромбическую призму с квадратным
сечением. Кроме простой общей формы, мы имеем еще только

одну, возможную для этого вида симметрии, простую форму,
а именно пинакоид. Пинакоид выводится всякий раз, когда
взятая для образования простой формы грань будет пер-

пендикулярна или параллельна X2
.

Рис. 48. Рис. 49.
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Для вида симметрии X2 2 Р простой общей формой служит
ромбическая пирамида (рис. 50). Кроме этой формы, мы

можем вывести еще следующие простые формы:
1) грань XX 2 гемипинакоид;

2) грань X Р и !1 X2
пинакоид;

3) грань XР, но не параллельна X2
гемипризма;

4) грань X2
,

но не перпендикулярна Р ромбическая
призма.

Для вида симметрии ЗХ2 простой общей формой служит
ромбический сфеноид (рис. 51). Сфеноида™ мы

называем (от греч. ащу клин и «Гдод вид)
замкнутые простые фор-
мы, состоящие из четы-

рех граней, т. е. четы-

рехгранники, грани ко-

торых неправильные

треугольники. Кроме
простой общей формы мы имеем следующие частные случаи:

Рис. 51.Рис. 50.

1) грань _!_ X2 ■— пинакоид;

2) грань Ь 2
,

по не перпендикулярна пи к одной из двух

других X2 ромбическая призма.
Простая общая форма, для этого вида симметрии, получает

название ромбического сфеноида благодаря тому, что се-

чения этой формы плоскостями, проходящими через две двой-
ные оси будут ромбы.

Для вида симметрии 3X2 3Рс в качестве простой общей
формы мы получаем ромбическую дипирамиду (рис. 52). Кроме
того, мы будем иметь:

1) грань _|_ X2 ■— пинакоид;

2) грань _|_ Р или 1| Р, но не перпендикулярна ни к одной
из Р 2 ромбическая
призма.

Для вида симметрии

Ъ\, в качестве простой
общей формы имеем

тетрагональный сфе-
ноид (рис. 53), граниРис. 52. Рис. 53.
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которого равнобедренные треугольники, а плоскость, про-
веденная через центр симметрии фигуры, ЛХ|, дает в се-

чении с поверхностью фигуры тетрагон, или квадрат. Кроме
простой общей формы мы имеем следующие частные случаи:

1) грань Л Ь\ пинакоид;

2) грань | Р| тетрагональная призма.

Для вида симметрии Р| 2Ь2 2 Р в качестве

простой общей формы имеем дитетрагональ-
ный скаленоэдр (рис. 54). Сечение, прове-
денное через центр симметрии фигуры Л
будет дитетрагон.

Кроме того, для этого вида симметрии мы

имеем следующие простые формы:Рис. 54.

1) грань Л Т* нипакоид;

2) грань Р 2
тетрагона.п,ная призма ;

3) грань 1Р и Р| тетрагональная призма;

4) грань Р, но не |] Р 2 тетрагональный сфеноид;
5) грань )| Р 2

,
но не не _!_ Р дитетрагональная призма.

Простые формы моногональной и дигональной симметри-
ческих систем для удобства общей ориентировки сведены в

прилагаемой таблице М 2.

25. ПРОСТЫЕ ФОРМЫ В СИММЕТРИЧЕСКИХ
СИСТЕМАХ С НЕСКОЛЬКИМИ ТРОЙНЫМИ

ОСЯМИ СИММЕТРИИ.

Простые формы этих систем будут исключительно зам-

кнутыми простыми формами, т. е. каждая простая форма будет
некоторым многогранником. Каждый вид симметрии обоих

рассматриваемых симметрических систем содержит несколько

равных осей симметрии наименования выше чем 2. Если мы

возьмем грань, перпендикулярную к одной из таких осей

симметрии, то вообще мы выведем некоторый правильный
многогранник. Каждый правильный многогранник мы будем
называть, просто указывая число его граней. Таким обра-
зом:
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1) Додекаэдр двенадцатигранник простая форма,
грани которой перпендикулярны к X5

в обоих видах симме-

трии икосаэдрической симметрической системы. Каждая грань

додекаэдра правильный пятиугольник (рис. 55).
2) Гексаэдр шестигранник куб правильный много-

гранник, грани которого перпендикулярны к I/4
или X2

в

тех видах симметрии тетраэдро-октаэдрической симметриче-

ской системы, в которых отсутствует /Г. Каждая грань гек-

саэдра квадрат (рис. 56).

Рис. 55. Рис. 56. Рис. 57.

3) Тетраэдр правильный четырехгранник, который по-

лучится, если мы возьмем плоскость, перпендикулярную I?

в дитритетраэдрическом и пентагонально-тритетраэдрическом

виде симметрии тетраэдро-октаэдрической симметрической си-

стемы (рис. 57).
4) Октаэдр правильный восьмигранник, получающийся

в дитриоктаэдрическом, дидодекаэдрическом и пентагонально-

триоктаэдрическом видах симметрии в том случае, если для

образования простой формы взята грань перпендикулярно //

(рис. 58).
5) Икосаэдр правильный двадцатигранник, грани кото-

рого перпендикулярны I/ в обоих видах симметрии икоса-

эдрической симметрической системы (рис. 59).
Каждая грань тетраэдра, ок-

таэдра и икосаэдра правиль-

ный треугольник.
Если мы возьмем грань, нер- <

нендикулярную к двойной оси

симметрии в одном из двух
видов симметрии икосаэдри- Рис. 59.

Рис. 58.



ческой симметрической системы, то мы получим изоэдр,

имеющий 30 граней, причем каждая грань будет представ-

лять собою ромб. В виду этого, такой многогранник мы

можем назвать ромбическим триаконтаэдром (тридцатигран-
ником) (рис. 60).

Если мы возьмем плоскость, перпендикулярную кНв дитри-

октаэдрическом или пентагонально-тритетраэдрическом виде

Рис. 61.Рис. 60. Рис. 62.

симметрии тетраэдро-октаэдрической симметрической системы,
то получим двенадцатигранный изоэдр, каждая грань кото-

рого ромб. Этот изоэдр носит название ромбического
додекаэдра (рис. 61).

Названия тетраэдр, гексаэдр, октаэдр, додекаэдр, икосаэдр
и триаконтаэдр мы будем считать основными, для образования
названий всех других простых форм, относящихся к видам

симметрии систем правильных многогранников. Прилагатель-
ное, прибавленное к названию этих основных многогранников,

укажет нам вид грани или способ получения определенного
многогранника из основного. Числительное, прибавленное к

одному из таких основных названий, покажет во сколько раз

нужно увеличить число граней многогранника для вывода
данной простой формы. Приведем несколько примеров.

1) Пирамидальный гексаэдр (рис. 62) будет такой много-

гранник, который получится, если каждую грань гексаэдра
заменить четырехгранной пирамидой с таким условием, чтобы

ребра гексаэдра сохранились в неприкосновенности. Точно
таким же способом образуются пирамидачьные: тетраэдр
(рис. 63), октаэдр (рис. 64) и додекаэдр (рис. 65). Из этого

мы заключаем, что грани пирамидальных простых форм всегда

равнобедренные треугольники.
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Рис. 63. Рис. 64. Рис. 65.

2) Пентагональный додекаэдр (рис. 66 а) есть двенадцати-

гранник, у которого каждая грань пятиугольник. Этот

пятиугольник не правильный, так как в случае, если бы он был

правильным, мы должны бы были назвать

фигуру просто до-

декаэдром, без при-
бавления прилага-
тельного и такая фи-
гура была бы пра-
вильным многогран-
ником.

Рис. 66. Рис. 67.

3) Триоктаэдр (рис. 67) представляет собою такую простую
форму, которая имеет в три раза больше граней, чем октаэдр,
т. е. 24 грани. Эта фигура может быть получена из октаэдра,
если заменить каждую грань октаэдра тремя гранями, причем
каждое ребро октаэдра заменится двумя ребрами выведенной
простой формы. В этом случае мы получим изоэдр, каждая

грань которого будет четырехугольником в виде дидельты.

4) Дитриоктаэдр (рис. 68) простая форма
с 48 гранями, причем каждая грань неко-

торый косоугольный треугольник.
После таких предварительных замечаний,

относительно номенклатуры простых форм
икосаэдрической и тетраэдро-октаэдрической
симметрических систем, перейдем к рассмо-

трению простых форм этих систем.Рис. 68.



26. ПРОСТЫЕ ФОРМЫ ТЕТРАЭДРО-ОКТАЭДРИЧЕСКОИ
СИММЕТРИЧЕСКОИ СИСТЕМЫ.

Как уже было сказано выше, эта система характеризуется
присутствием 4 X3

.

Для вида симметрии 3X4 4Х| 6X 2 9 Р мы имеем, в ка-

честве простой общей формы, дитриоктаэдр. Кроме того, из

грани специального положения выводятся следующие общие
формы:

1) грань „Г X4
гексаэдр (куб);

2) грань IX* октаэдр;

3) грань XX2 ромбический додекаэдр.

В этом виде симметрии мы имеем две различные группы
плоскостей симметрии.

1) 3 плоскости, проходящие через четверные и двойные
оси, но не проходящие через тройные оси симметрии. Если

взять грань, перпендикулярную к такой плоскости симметрии,
го получается простая форма пирамидальный гексаэдр

(рис. 62). Эту форму можно также рассматривать, как обра-
зовавшуюся из грани, параллельной одной из X4

,
но не пер-

пендикулярной ни к одной оси симметрии.

2) 6 плоскостей симметрии, проходящих через четверные,

тройные и двойные оси симметрии. Грань, перпендикулярная
к одной из таких плоскостей симметрии, может нам дать две

простые формы, в зависимости от, своего положения относи-

тельно ближайших друг к другу осей симметрии X4
,

X3 и X2:
а) пирамидальный октаэдр, в том. случае, если в простой

форме, между двумя, ближайшими X4
и .X3

расположено ребро,
соединяющее концы этих осей симметрии (рис. 64);

Ь) триоктаэдр, в том случае, если ребро соединяет концы

ближайших друг к другу X3
и X2 (рис. 67).

Кроме перпендикулярности к плоскости симметрии, грани

пирамидального октаэдра и триоктаэдра могут быть охаракте-
ризованы тем, что каждая такая грань параллельна одной из

имеющихся в этом виде двойных осей симметрии... .
Для вида симметрии 3X 4 4X3 6X2 простой общей фор-

мой будет служить пентагональный триоктаэдр (рис. 69 а).
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24-х гранник, каждая грань которого представляет собою

пятиугольник. Этот пятиугольник (рис. 96 Ь) состоит из че-

тырех непараллельных сторон, попарно равных между со-

бой, причем равны друг другу взаимно пересекающиеся сто-

роны. Одна из сторон такой пары пересекается с стороной
другой пары в вершине, а другие стороны двух пар разде-
лены стороной, не имеющей себе равной.

Рис. 69. Рис. 70. Рис. 71.

В виду отсутствия в этом виде симметрии плоскостей сим-

метрии, мы можем всегда образовать два нентагональных

триоктаэдра, являющиеся зеркальными изображениями один

другого. Такие простые формы называются энантиоморфными.
Все остальные случаи частных простых форм этого вида сим-

метрии будут совершенно одипаковы с формами предыдущего
вида симметрии.

Для вида симметрии 3Р| 4Р 3 6 Р в качестве простой
общей формы мы будем иметь дитритетраэдр (рис. 70), 24-х

гранный изоэдр, все грани которого косоугольные треуголь-
ники. Кроме простой общей формы мы будем иметь:

1) гексаэдр, если грань _l_ Ь\\
2) тетраэдр, если грань _l_ Р 3

;

3) ромбический додекаэдр, если грань _l_ Р и || X].
Кроме того, мы можем получить две простые формы, взяв

грань, перпендикулярную плоскости симметрии, но не парал-

лельную Р|:
а) пирамидальный тетраэдр, короткие ребра которого будут

соединять ближайшие друг другу концы тройных осей, причем

будут сохраняться и ребра тетраэдра (рис. 63);
Ь) тритетраэдр, грани которого дидельты, а каждое

ребро соединяет ближайшие концы двойной и тройной оси

симметрии (рис. 71).
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Если мы возьмем грань , X2
,

но не перпендикулярную Р.
то выведем в качестве простои формы пирамидальный гексаэдр.

Этим исчерпывается всевозможные простые формы для рас-

сматриваемого вида симметрии. Для вида симметрии 3Ь?

4Щ 3 Р находим в качестве простой общей
формы дидодекаэдр (рис. 72) 24-х гранный
изоэдр, грани которого особого вида траиецы.

Кроме простой общей формы мы имеем сле-

дующие частные случаи:
1) гексаэдр, если грань X X2

;

2) октаэдр, если грань X X3
;

3) пирамидальный октаэдр и триоктаэдр, если

грань перпендикулярна плоскости, проведенной черев две

V и не !|Х 8
;

Рис. 72.

4) ромбический додекаэдр, если грань параллельна плос-

кости, проведенной через 21? (в этом случае грань || X2
, ле-

жащей в той же плоскости);
5) пентагональный додекаэдр, если грань XРи || X2

, но

не перпендикулярна к плоскости, ллроведеиной через 2 1?

(рис. 66 а).
Каждая грань ненгагонального додекаэдра представляет

собою пятиугольник с 4-мя равными и одной неравной сто-

ронами. 2 угла при неравной стороне равны друг другу;

кроме того имеются еще два равных угла. Перпендикуляр,
опущенный из вершины угла, противолежащего неравной
стороне, на эту сторону, делит этот пяти-

угольник на две симметричные трапецы

(рис. 66Ъ). '
Для вида симметрии 3X2 41Д в качестве

простой общей формы, получаем пентагональ-

ныи тритетраэдр (рис. 73), грани которого

пятиугольники с такой же характеристи-

кой, как и грани пентагонального триокта-
эдра. Кроме того, имеются следующие простые формы:

Рис. 73.

1) гексаэдр, если грань X X2
;

2) тетраэдр, если грань А. Ь3 -

г

3) пирамидальный тетраэдр и тритетраэдр, если грань

перпендикулярна плоскости, проведенной через 2Х 3 ;
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4) ромбический додекаэдр, если грань параллельна А2
и

плоскости, проведенной через 2 А8;

5) пентагональный додекаэдр, если грань параллельна А2

и не перпендикулярна к плоскости, проходящей через 2 А3
.

27. ПРОСТЫЕ ФОРМЫ ИКОСАЭДРИЧЕСКОЙ
СИММЕТРИЧЕСКОИ СИСТЕМЫ.

В обоих видах симметрии этой системы мы имеем одина-
ковое количество одинаково расположенных осей симметрии.

В виду этого, простые формы, выводящиеся из грани, пер-

пендикулярной к одной из осей симметрии, будут совершенно

одинаковы для обоих видов симметрии. Точно так же для обо-

их видов симметрии будут одинаковы и простые формы, вы-

водящиеся из граней, параллельных В2
,

а именно три раз-
личных шестидесятигранных изоэдра. Единственным раз-
личием для этих двух видов симметрии будут служить про-
стые общие формы.

Для вида симметрии 6 А5 lO А3 15 А2
, простой общей фор-

мой будет пентагональный триикосаэдр (рис. 74), 60-ти вран-
ный изоэдр, грани которого пятиугольники с такой же ха-

рактеристикой, как и грани пеитагонального триоктаэдра.

Рис. 74. Рис. 75.

Простой общей формой для вида симметрии 6 Ь-‘
0

10 Ь\
15 Ь‘ 15 Р будет служить дитриикосаэдр (рис. 75), 120-ти-

гранный изоэдр, каждая грана которого косоугольный тре-

угольник.. Другие простые формы, общие для обоих видов

симметрии следующие:
_



Додекаэдр, если грань _l_ Ьь
.

Икосаэдр, если грань И XB
.

Ромбический триаконтаэдр, если грань _l_ X2
.

Пирамидальный додекаэдр, если грань || X2 и короткие

ребра треугольных граней соединяют ближайшие концы трой-
ной и пятерной оси симметрии, причем сохраняются ребра
додекаэдра (рис. 65).

Пирамидальный икосаэдр (рис. 76), если грань || X2
и ко-

роткие ребра формы соединяют ближайшие концы I? и Ьъ
.

В этом случае сохраняются ребра икосаэдра.

Рис. 76. Рис. 77.

Триикосаэдр (рис, 77), если грань |] I/ 2
и ребра простой

формы могут быть разделены на 2 группы. Каждое ребро
первой группы соединяет ближайшие концы двойной и трой-
ной оси, а каждое ребро второй группы соединяет бли-

жайшие концы Ь5
и X2

.
В этом случае каждая грань пред-

ставляет собою -дидельту.
Простые формы тетраэдро-октаэдрической и икосаэдри-

ческой симметрических систем в общей сводке представлены

на таблице Ж 3 и 4.

28. ВНЕШНЯЯ И ВНУТРЕННЯЯ СИММЕТРИЯ.

В предыдущем изложении за основу для вывода разданных
простых форм мы приняли определенную комбинацию эле-

ментов симметрии, характеризующую данный вид симметрии.

При такой постановке вопроса мы видели, что одна и та же

простая форма может быть выведена для различных видов

симметрии, и только одни общие простые формы вполне ха-
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ТАБЛИЦА No 3.94

Тетраэдро-октаэдрическая симметрическая система

Общая характеристика системы 4 Ха

Эл менты

вида симме-

трии

ЗХ8 4Х? ЗЬЧЦЗР ЗД4Х3 6 Р ъъчъчь 2 ЗЬЧЦбЬЧР

Расположе-

ние граней
форм относи-

тельно эле-

ментов

симметрии

Простые общие формы

Пента-

гональный
трите-

траэдр

Ди-
додекаэдр

Дитрите-
траэдр

Пента-

гональный

триоктаэдр
Дитриоктаэдр

Тетраэдр Октаэдр Тетраэдр Октаэдр

Гексаэдр Ромбический додекаэдр

II V

Пентагоналышй

додекаэдр

Пира-
мидальный
гексаэдр

Пирамидальный октаэдр,

если

2 > п |/3

Ромбический додекаэдр,
если отрезки

ио 2 Ьг
равны

Ромби-

ческий до-

декаэдр,если

грань Р

Триоктаэдр, если

2 > « )/3

11*
1

Гексаэдр

II Пирамидальный гексаэдр

_]_ ПЛОС-

КОСТИ, про-
ходящей

через 2 Р 8

Тритетра-
эдр, если

то

Пирами-
дальный ок-

таэдр, если

т > п)/3

Тритетра-
эдр, если

п]/1Г

Пирами-
дальный
тетраэдр,

если

3

'Гриоктаэдр,
если

то < п)/1Г

Пирами-
дальный
тетраэдр,

если

т<

( то-отрезок ио оси Ь 2

Примечание: | «-отрезок по оси I/’
1 д -отрезок по осп Ъ*



ТАБЛИЦА No 4. 95

Икосаэдрическая симметрическая система

Общая характеристика 10 X 3

Элементы видов симметрии 6Х5 10Х 3 15Х 2 6Х 3
0 ЮХ|1бХ,15Р

Простые общие формы

Расположение граней
относительно элементов

симметрии

Пентагональный

триикосаэдр
Дитриикосаэдр

хх3 Икосаэдр

х х 8 Ромбический триаконтаэдр

II X 8

Пирамидальный додекаэдр, если

р > да ■ соз 31°43'07"

Пирамидальный икосаэдр, если

т • соз 20°54'21"

Триикосаэдр, если р > п ■ соз 37° 22' 32"

X X 5 Додекаэдр

«И.'

Примечание:
да-отрезок по X 8

п-
„ „

X 3

Р- » »
х6



растеризуют данный вид симметрии. В виду этого, каждый
вид симметрии мы называем по названию его простой об-

щей формы. С другой стороны, если нам данакакая-нибудь
простая форма, то мы всегда можем определить ее симме-

трию но внешнему виду этой формы, обращая внимание на

вид граней и их взаимное расположение.
При таком определении, прежде всего необходимо решить

вопрос, не будет ли одна грань данной формы совмещаться
с другой гранью той же формы при помощи вращения во-

круг некоторой оси, которая и будет осью симметрии. Ко-

личество граней, совмещающихся друг с другом при пово-

роте вокруг такой оси на 360°, даст наименование этой оси

симметрии. Точно так же необходимо определить, не будет ли

одна грань формы являться зеркальным изображением другой
грани той лее формы, причем такая связь между гранями будет
осуществляться при помощи некоторой плоскости симметрии.

Найдя все элементы симметрии но внешнему виду данной

формы, мы в результате получим некоторую совокупность эле-

ментов симметрии, чем и определится в свою очередь и са-

мый вид симметрии фигуры.
Так как этот вид симметрии определен по внешнему виду

фигуры, то мы его будем называть внешней симметрией
данной фигуры, в отличие от ее внутренней симметрии, ко-

торую мы можем определить для геометрических фигур только

в том случае, если нам предварительно даны все элементы

симметрии данного вида, не выводящиеся друг из друга.
Таким образом, внешняя симметрия куба будет 4А®ЗА4

6А 2 9Р, а его внутренняя симметрия может быть такой же,
как и его внешняя симметрия, но кроме того он может от-

носиться и к каждому из остальных четырех видов симме-

трии тетраэдро-октаэдрической симметрической системы.

29. КОМБИНАЦИИ ПРОСТЫХ ФОРМ.

В предыдущем изложении было обращено внимание исклю-

чительно только на пространственные геометрические фигуры,
представляющие собою простые формы, т. е. такие фигуры,
которые получаются из одной грани, благодаря ее повторе-
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шло вследствие присутствия определенной комбинации эле-

ментов симметрии.

Кроме таких простых форм, мы можем представить себе

совокупность граней, образующих пространственную фигуру,
причем все грани такой фигуры уже нельзя будет вывести

из одной данной грани, какую бы комбинацию элементов

симметрии мы ни взяли. Такие фигуры могут быть полу-
чены только путем повторения нескольких граней различ-
ного положения относительно данных элементов симметрии.
В виду того, что каждое положение плоскости относительно

элементов симметрии определяет некоторую простую форму,
мы увидим, что фигура, выведенная из п плоскостей различ-
ного положения относительно данных элементов симметрии

будет состоять из п простых форм, или будет представлять
собою комбинацию п простых форм.

Мы видели, что простые формы могут быть замкнутыми, т. е.

такими, которые представляют сами по себе некоторый опре-

деленный многогранник, как например, все простые формы
симметрических систем, характеризующихся присутствием не-

скольких тройных осей симметрии; и незамкнутыми, как на-

пример, шшакоид, призмы, пирамиды и т. д. Ясно, что одна

незамкнутая простая форма не может образовать многогран-
ника и, каждый раз, когда такая форма появляется на мно-

гограннике этот многогранник будет представлять собою

комбинацию, по меньшей мере, двух про-
стых форм. Конечно,
возможны комбина-

ции трех, четырех и

т. д. простых форм.
На рис. 7 8 изобра-

жена комбинация
следующих простых

форм: двух пинакои-

дов и двух ромби-
ческих призм. Эта

комбинация отно-

сится к ромбопризматическому виду симметрии дигональной
симметрической системы. На рис. 79 изображен многогран-

Рис. 78. Рис. 79.
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ник дитриоктаэдрического вида симметрии, представляющий
собою комбинацию ромбического додекаэдра, триоктаэдра и

дитриоктаэдра.

30. ВЕЛИЧИНА СИММЕТРИИ.

Мы видим, что из данной комбинации элементов симме-

трии и одной произвольно взятой плоскости, мы можем вы-

вести некоторую простую форму. Для того, чтобы вывести

простую общую форму для данного вида симметрии, необхо-

димо взять плоскость, расположенную косо по отношению

ко всем данным элементам симметрии. Количество граней в

каждой простой общей форме находится в непосредственной
зависимости от тех элементов симметрии, которые имеются в

данном виде симметрии.

Если мы имеем некоторую ось симметрии Xя

, то, благо-

даря присутствию этой оси, каждая данная грань, располо-
женная косо по отношению к /Д повторится п— 1 раз и

общее число граней, в выведенной простой общей форме,
будет 1 -(- (п —l)== п. Если нам дано N осей симметрии
наименования п, т. е. N1?, то количество граней, получаю-

щихся из одной, будет I+N (п —1). Таким образом, если

у нас имеется Л7Ьп

,
РЬр

,
и т. д., то общее количество

граней в простой общей форме будет:

Если в данной комбинации элементов симметрии имеются

плоскости симметрии, то общее количество граней в простой
общей форме удвоится, так как из каждой грани получается
две, благодаря отражению в плоскости симметрии. Если вид

симметрии характеризуется присутствием только одной оси

сложной симметрии определенного наименования и не со-

держит больше никаких элементов симметрии, то количество

граней, в простой общей форме, будет равно наименованию

этой оси, как оси сложной симметрии. Количество граней 8,
в простой общей форме, носит название величины симметрии
данного вида симметрии.
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31. ПОЯСА МНОГОГРАННИКОВ.

Рассматривая взаимное расположение граней симметри-
ческих многогранников, мы видим, что очень часто, в осо-

бенности если многогранник представляет собою комбинацию
нескольких простых форм, некоторая часть граней много-

гранника пересекается между собой в параллельных ребрах.
Совокупность граней, пересекающихся между собой в па-

раллельных ребрах, вообще, называется зоной, или поясом

граней. Направление, параллельное ребру пересечения граней
пояса называется его осью. Пояса граней называются пер-
вичными в том случае, если все грани,

данного пояса пересекаются в действи-
тельно имеющихся на многограннике
ребрах. В виду этого, первичный пояс

граней состоит из некоторого числа

граней, следующих непрерывно одна
за другой. На рис. 80 представлена
комбинация куба и октаэдра, причем
все ребра граней, входящих в состав

одного из первичных поясов такого многогранника, изобра
жены более толстым линиями.

Рис. 80.

Кроме первичных, на многогранниках могут быть и вто-

ричные пояса, т. е. также пояса, грани которых уже не все

пересекаются друг с другом, благодаря разделению частей

пояса гранями других поясов. Вообще говоря, грани вторич-
ных поясов, только в том случае будут все пересекаться
друг с другом в параллельных ребрах, если мы выбросим
все другие грани многогранника и оставим только грани

рассматриваемого, вторичного пояса. Каждая грань одного
из таких вторичных поясов отмечена на рис. 80 крестиком.

Совокупность ребер многогранника, лежащих в одной плос-

кости называется ребровой зоной или поясом ребер. Ребро-
вой пояс может быть также первичным, если все ребра дан-

ного пояса образуют на плоскости некоторый многоугольник.
Вторичные пояса ребер не образуют замкнутой плоскостной

фигуры, а представляют собою некоторую ломанную линию

или несколько отдельных отрезков прямых.
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32. ДЕФОРМАЦИИ СИММЕТРИЧЕСКИХ

МНОГОГРАННИКОВ.

При выводе различных простых форм, возможных для дан-

ного вида симметрии, мы ввели определенное условие. Это

условие заключалось в том, что плоскость, которую мы брали
для образования определенной простой формы не должна была

проходить через центр симметрии, а также не должна была

совпадать с осью или с плоскостью симметрии. При соблю-

дении этих условий, мы получили в качестве простых форм
некоторые пространственные фигуры, причем для целого

ряда таких форм мы имели замкнутые поверхности много-

гранники.
Если нам дан какой-нибудь вид симметрии, то мы можем

образовать простую форму, если возьмем плоскость и не удо-
влетворяющую, только что упомянутыми условиями, так как в

понятие простой формы эти условия совершенно не входят.
Таким образом, мы имеем возможность получать простые формы,
взяв для их образования плоскость, проходящую через центр
симметрии, или, в случае отсутствия центра, совпадающую с

осью или плоскостью симметрии. При таком образовании про-
стой формы мы уже не получим многогранника и выведенная

простая форма будет представлять собой, вообще, пучек плос-

костей, пересекающихся в одной точке. Аналогичный пучек
плоскостей мы получим, если перенесемвсе грани и ребра, дан-

ного симметрического многогранника параллельно самим себе

до пересечения их в одной точке. При таком перенесении

граней и ребер параллельно самим себе до пересечения их

в одной точке, все элементы симметрии данного вида сохра-
няют свое значение и положение, а потому превращение

симметрического многогранника в пучек граней и ребер, при

помощи параллельного их перемещения, мы можем назвать

деформацией без понижения симметричности.

Рассмотрим теперь такие деформации выпуклых много-

гранников с плоскими гранями, произведя которые, мы полу-
пим опять некоторый многогранник с тем же количеством

плоских граней и ребер, какое было в измененном много-

граннике. Такие деформации называются гомогенными, при-



чем всякая совокупность прямых и плоскостей в простран-

стве, претерпевшая гомогенную деформацию, будет характе-

ризоваться следующими признаками.

а) Все прямые линии, взятой совокупности, останутся пря-
мыми и после гомогенной деформации. Прямые, равные и

параллельные остаются такими же и после деформации.

Ь) Плоскость, подвергнутая гомогенной деформации оста-

ется плоскостью.

с) Два равных и параллельных плоских многоугольника,
после гомогенной деформации остаются равными и параллель-
ными друг другу.

Вообще, гомогенная деформация может быть определена

как некоторое растяжение. Растяжением называется такое

изменение данной фигуры, при котором только одна плос-

кость, называемая плоскостью растяжения, сохраняетсвое пер-

воначальное положение;. все другие, параллельные ей плос-

кости перемещаются в некотором направлении, называемом

направлением растяжения на величины, пропорциональные

их расстояниям от плоскости растяжения. Путь, который
проходит какая-нибудь точка плоскости, находящейся на

расстоянии равном единице от плоскости растяжения будет
прямой линией, параллельной направлению растяжения.

Мы можем различать разные виды растяжений, смотря по

тому, какой угол образует направление растяжения с перпен-

дикуляром к плоскости растяжения.

1) Если направление растяжения совпадает с перпенди-

куляром к плоскости растяжения, то мы имеем прямое рас-

тяжение. Величиной прямого растяжения мы называем от-

ношение расстояний некоторой плоскости, параллельной пло-

скости растяжения до и после деформации. Если это отно-

шение больше 1, то деформацию называют положительным,

или собственно растяжением; если же это отношение мень-

ше 1, то мы имеем отрицательное растяжение, или сжатие.

2) Если направление растяжения и перпендикуляр к пло-

скости растяжения образуют некоторый косой угол, то мы

будем иметь косое растяжение..
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3) В случае, если направление растяжения параллельно
плоскости растяжения, мы будем иметь гомогенную дефор-
мацию, называемую сдвигом.

Таким образом, сдвигом фигуры называется такое ее из-

менение, при котором неподвижной остается только одна

плоскость, называемая плоскостью сдвига. Все плоскости,

параллельные плоскости сдвига, перемещаются в самих себе

по некоторому направлению, называемому направлением
сдвига, на величины, прямо пропорциональные их расстояниям

от плоскости сдвига.

Величиной сдвига мы будем называть путь, пройденный
во время деформации какой-нибудь точкой, находящейся от

плоскости сдвига на расстоянии равном единице.
Из самого определения гомогенной деформации мы видим,

что после растяжений и сдвигов количество граней много-

гранника, подвергнутого деформациям, не изменяется.

Если мы подвергнем прямому растяжению какой-нибудь
симметрический многогранник, то все элементы симме-

трии этого многогранника, перпендикулярные плоскости

растяжения, останутся без изменения. Все оси симметрии
четного наименования, перпендикулярные направлению рас-

тяжения, останутся на своих местах и превратятся в двой-
ные оси симметрии. Оси симметрии нечетного наименования

исчезнут. Плоскость симметрии, перпендикулярная к направ-
лению растяжения, сохранит свое значение плоскости симме-

трии и в деформированной фигуре. Все другие элементы

симметрии, расположенные косо по отношению к плоскости и

оси прямого растяжения, совершенно исчезнут.
В случае сдвига симметричной фигуры, сохраняются только

два элемента симметрии: 1) плоскость симметрии, перпендику-
лярная плоскости сдвига и параллельная его направлению и

2) ось симметрии четного наименования, находящаяся в

плоскости, перпендикулярной направлению сдвига и парал-
лельная плоскости сдвига Такая ось симметрии превраща-
ется после сдвига в 1А

Таким образом, подвергая данную симметричную фигуру
гомогенной деформации, мы, вообще говоря, можем понизить

симметрию фигуры. Приняв во внимание такую возможность
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понижения симметрии фигуры при помопщ гомогенной де-

формации, мы можем рассматривать подчиненность одних ви-

дов симметрии другим с точки зрения возможности вывода
одной симметричной фигуры из другой, обладающей более

высокой симметрией, при помощи определенной деформации
этой последней фигуры.

Рассмотрим, с этой точки зрения, вопрос о превращении

правильного гексаэдра в некоторые параллелепипеды с мень-

шим количеством элементов симметрии. Как известно, внеш-

няя симметрия гексаэдра будет 3Р4 4 Ъ\ 6Ь29Р.
Если мы подвергнем гексаэдр прямому растяжению но одной

из четверных осей симметрии, то, в результате, получим комби-

нацию тетрагональной призмы и пинакоида, которая по своей

внешней симметрии будет относиться к дитетрагонально-ди-

пирамидальному виду симметрии тетрагональной симметри-

ческой системы, т. е. будет иметь: Х4 417 5Рс (Рис. 81).

Рис. 81.

Если мы произведем прямое растяжение куба по одной
из четырех Ь\, то в результате получим ромбоэдр, который
но внешней симметрии будет относиться к дигексагонально-

скаленоэдрическому виду симметрии, т. е. будет иметь:

ЦЗЬ 2ЗР (Рис. 82).
Если произвести прямое растяжение куба но одной из Р 2

,

то получается комбинация ромбической призмы и пинакоида

ромбо-дипирамидального вида, т. е. такая комбинация, кото-

рая но внешней симметрии будет иметь: о I? 3 Рс (Рис. 83).
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Рис. 82.

Подвергнув куб сдвигу, направление которого будет ле-

жать в одной из'плоскостей симметрии этой фигуры, при-

чем эта плоскость будет перпендикулярна к плоскости сдвига,

Рис. 83.

мы получим комбинацию из пинакоида и ромбической
призмы ромбо-призматического вида дигональной системы,



т. е. комбинацию, характеризующуюся присутствием 1?Рс

(рис, 84).

Рис. 84.

Приняв за плоскость сдвига некоторую плоскость, располо-

женную косо по отношению ко всем элементам симметрии

куба, мы получим комбинацию из трех пинакоидов нина-

коидальиого вида моногональной симметрической системы,

характеризующуюся присутствием единственного элемента

симметрии центра обратного равенства.
Взяв комбинацию гексагональной призмы и пинакоида,

имеющую внешнюю симметрию вида Х6 б!/2 7 Рс, мы можем

получить из нее, при помощи прямого растяжения по одной
из X2

, комбинацию двух пинакоидов и ромбической призмы

вида 3 /73Рс по своей внешней симметрии, (рис. 85).

Рис. 85.

При помощи сдвига, направление которого будет нахо-

диться в одной из плоскостей симметрии взятой комбинации,
причем плоскость сдвига будет, в свою очередь, перпендику-
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лярна к этой плоскости симметрии, мы нревратим комбина-

цию гексагональной призмы и пинакоида в комбинацию двух

пинакоидов и ромбической призмы вида симметрии Р 2Рс

дигональной симметрической системы (рис. 86).

Рис. 86.

Наконец, применяя сдвиг косого положения но отношению

ко всем элементам симметрии взятой гексагональной комби-

нации, получаем комбинацию 4-х пинакоидов вида симметрии
с моногональной симметрической системы.
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