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Prologo

Este libro constituye una importante revision del titulado Introduccién a

la Termodindmica, Teoria Cinética de Gases y Mecanica Estadistica de
! Francis W. Sears. El enfoque general no se ha alterado y el nivel continda

siendo el mismo, quizds un poco incrementado al ampliar el campo. El texto

se considera 1itil para alumnos avanzados de fisica e ingenieria que estén fa-
4 miliarizados con ‘el cdlculo matematzco

! ‘ Los primeros ocho capitulos estdn destinados a presentar la termodind-

mica cldsica sin recurrir a la teoria cinética o a la mecdnica estadistica. Re-
saltamos asi la importancia de que el alumno entienda que si ciertas propie-
dades macroscépicas de un sistema se determinan experimentalmente, todas

! ~ sus propiedades podrdn especificarse sin conocer para nada las propiedades

microscOpicas del sistema. En los capitulos posteriores veremos cémo pue-
den determinarse las propiedades wmicroscdpicas del sistema utilizando los
métodos de la teoria cinética y la mecdnica estadistica para calcular la de-
pendencia que existe entre las propiedades macroscdpicas de un sistema y
las variables termodindmicas.

La presentacidn de muchos temas dzfzere de la utilizada en la edicion an-
terior. Los sistemas distintos de los PVT se introducen en el segundo capitulo
y se discuten a lo largo de todo el texto. El primer principio se introduce
definiendo la variacion de energia interna de un sistema entre dos estados
de equilibrio, como el trabajo realizado adiabdticamente entre dichos esta-
dos en ausencia de variaciones de energia cinética y potencial. El flujo de
calor es entonces la diferencia entre el trabajo realizado. en un proceso entre
dos estados de equilibrio y el trabajo realizado adiabdticamente entre los
mismos estados. Se explican también con detalle los efectos de los cambios
de las energias cinética y potencial. Después de la exposicion del primer prm-
cipio se presentan varios ejemplos que muestran las propiedades del siste-
, ma que pueden determinarse en funcidn exclusivamente de este principio.
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VI PROLOGO

El segundo principio se introduce con la afirmacidn de que «en todo pro-
ceso que tenga lugar en un sistema aislado, la entropia del sistema crece o
permanece constante». Se confirma mediante una serie de ejemplos que este
enunciado es equivalente a otros enunciados que utilizan las «<mdquinas tér-
micas», asi como al tratamiento de Carathéodory. Los potenciales termodi-
ndmicos se presentan con wmayor detalle que en la segunda edicidn. Se intro-
duce un nuevo potencial F* para hacer compatibles los tratamientos termo-
dindmico y estadistico de los procesos en los que cambia la energia potencial
del sistema. La discusion sobre los sistemas abiertos que_se afiade al capitu-
lo 8 es necesaria para la nueva deduccion por métodos estadisticos.

En los capitulos 9 y 10 se trata la teoria cinética de gases. Aunque los
temas tratados parecen reducirse respecto a los de la edicién anterior, los te-
mas restantes se tratan desde el punto de vista estadistico en el capitulo 12.

La deduccidn de las funciones de distribucion para los diversos tipos de
estadisticas difiere completamente de las ediciones previas. Los niveles dis-
cretos de energia se suponen desde el principio. El nimero de microestados
correspondientes a cada macroestado se calcula de forma convencional para
las estadisticas de Bose-Einstein, Fermi-Dirac y Maxwell-Boltzmann. Se de-
muestra que la entropia es proporcional al logaritino neperiano del niimero
total de micraestados disponibles y no al niimero de microestados que exis-
ten en el macroestado mds probable. La distribucicn de las particulas entre
niveles energéticos se determina sin hacer uso de los multiplicadores de
Lagrange ni la aproximacion de Stirling, calculando el cambio en el niimero
total de microestados que tiene lugar cuando se extrae del sistema una par-
ticula en un nivel determinado de energia. El logaritmo de este cambio es
proporcional a la variacidn de entropia del sistema.

Sdlo se introduce la funcién de particion de la particula aislada y se uti-
liza para deducir las propiedades termodindmicas de los sistemas. La exten-
sion del tema es semejante a la contenida en la edicion anterior, excepto que
se basa completamente en los niveles discretos. Se ha prescindido del capi-
tulo de fluctuaciones.

El numero de problemas al final de cada capitulo se ha ampliado. Con-
viene utilizar para algunos problemas un pequefio calculador electrdnico,
pues de otro modo su resolucion seria tediosa. En todo cl iexto se sigue el
Sistema Internacional. Las unidades son, pues, las del sistema MKS y, por
ejemplo, las del calor especifico son J kilomol-! K-1, .

La seccidn de termodindmica cldsica puede exponerse en un trimestre. En
un semestre puede exponerse, ademds, la teorfa cinética o la termodindmica
estadistica, pero probablemente no ambas cosas, a menos que sélo se expon-
ga la estadistica cldsica, lo ctial puede hacerse utilizando el desarrollo dado
en las secciones que tratan la estadistica de Bose-Einstein y tomando el
lhmite gy > N,
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CONCEPTOS FUNDAMENTALES

4-1 OBJETO DE LA TERMODINAMICA

La termodindmica es una ciencia experimental basada e¢n un pequeiio nd-
mero de principios que son generalizaciones tomadas dc la experiencia. Se
refiere sélo a propiedades macroscopicas (macro-cscala) de la materia y no
hace hipétesis sobre la estructura microscdpica (o de pequefia escala) de la
materia. A partir de los principios termodindmicos se pueden deducir rela-
ciones generales entre ciertas magnitudes, como son los coeficientes de dila-
tacién, compresibilidades, calores especificos y coeficientes magnéticos y
dieléctricos, especialmente los afectados por la temperatura. Estos principios
nos dicen también cudles de cstas relaciones pueden determinarse experi-
mentalmente a fin de ecspecificar por completo todas las propiedades del
sistema.

Los valores rcales de las magnitudes, como las citadas anteriormente,
s6lo pueden calcularse sobre la base de un modelo molecular. La teoria ciné-
tica de la materia aplica las leyes de la mecénica a las moléculas individua-
les de un sistema y nos permite calcular, por ejemplo, el valor numérico
del calor especifico de un gas y comprender las propiedades de los gases en
funcién de la ley de fuerzas entre las moléculas individuales.

En el enfoque de la termodindmica estadistica no entra la consideracién
detallada de las moléculas por separado y aplica consideraciones estadisti-
cas para determinar la distribucién de grandes conjuntos de moléculas que
constituyen una porcién macroscépica de la materia. Para aquellos sistemas
cuyos estados encrgéticos pueden calcularse por métodos cldsicos o cuan-
ticos, tanto los valores de las magnitudes citadas anteriormente como las
relaciones entre ellas, pueden determinarse por mecdios completamente ge-
nerales. Los métodos estadisticos ofrecen también un andlisis mas profundo
de los conceptos de entropia y del principio de aumento de la entropia.

La termodindmica se complementa con la teoria cinética y la termodina-
mica estadistica. La termodindmica nos proporciona relaciones entre las pro-
piedades fisicas de cualquier sistema una vez que se realizan ciertas medi-
ciones. La teoria cinética y la termodindmica estadistica nos permilen cal-
cular las magnitudes de estas propiedades en aqucllos sistemas cuyos csta-
dos energéticos s¢ pueden determinar.

La termodindmica se inicia en la primera mitad del sipglo xix, fundamen-

talmente como resultado de los intentos de mcjorar los rendimicentos de las
maquinas de vapor destinadas a transformar ¢l calor en trabajo mecdnico.

Iiste es el origen de su nombre que implica o la ves conceptos térmicos 'y
dindmicos (o mecinicos). Cuando se desarrollé y sus principios bésicos fueron

mejor entendidos, su campo de accion se extendid considerablemente. Los
principios termodinimicos los utilizan hoy los ingenieros en los proyec
tos de maquinas de combustion interna, de cenfrales térmicas convencio-
nales y de energin nuclear, en los sistemas de refrigeracién y de acondiciona-

g
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miento de aire y en los sistemas de propulsion para cohetes, proye/cu.les
dirigidos, acronaves, buques Y vehiculos terrestres. Iia’llémada qu1¥mf:a-
fisica consta en gran partc de aplicaciones de la termodinamica a la qpm‘uca
y a los cquilibrios quimicos. La produccion fic tempcrgturg}s muy bz'lJas., en
la proximidad del cero absoluto, lleva consigo la aplicacion de pr1r§c1pxos
termodinamicos a sistemas formados por 1manes rfxolccularés y nucleares.
Las comunicaciones, la teoria de la informacién e incluso ciertos pri).ceic;s
biolégicos son cjemplos de los extensos campos en los cuales es aplicabie
¥ iento termodinamico. o

° Igflorjsl?en libro desarrollaremos en primer lugar los principios d.e la tgr—
modindmica y mostraremos cémo se aplican a sistefnas‘ d’e. cualqulelr natu—
raleza. Después expondremos los métodos de la t001'.1a’ m{lctxca y de la esta-
distica y los correlacionaremos con los de la termodinamica.

1-2 SISTEMAS TERMODINAMICOS o ) i
El término sistema, como se emplea en termodm.al.mca, se refiere da ;:1 -
porcion del universo incluida dentro de una superficie c%x:rada llam’a e‘xd imite
del sistema. La superficie limite puede encerrar un sohc}o, ug‘ ll%ul 0%01:(1)1—
gas, una coleccién de dipolos magnéticos ¢ incluso energ{a‘ra‘ lante ode o
nes en el vacio. Este limite puede ser real (.:omo. la .supelflclellil’tel.‘iorde un
tanque que contienc un gas comprimido © imaginario como’e imite de e
cierta masa de liquido que circula a lo llargo de una tuberl_a cclliyo Pccfaria_
sc siguc mentalmente. La superficie limite no .csta detcrmllclla a, nf(iuido >
mente ni en su forma ni en su volumen. Por ejemplo, cuando un iido ¢
expande desplazando un pistén movil, aumenta el volumen encerrado p
o 5]231111)6112510(1:1cilsmi:)t:(.)blemaé de tcrmodin'fimica intervien-en i.ntercamblos :1:-
energia entre un sistema dado y otros sistemas. Cualquier mst;:;na ?;giep; e
da intercambiar energia con un sistema dac}o, se llama el medio antb n,-
medio exterior o cntorno del sistema. .Un sistema vy su medio exterlor co
cntaanente, se dice que forman un utitverso. ) )
'Iuné‘iml]::.nz:mdicioncsl son tales que no se produce ‘mtercan.lblo algun‘o de
cnergia con ¢l entorno, se dice que cl sistema esta aislado. S1. la mate}?i rcllce):
cruza los limites, cl sistema es cerrado. Cuando se produce 1n’Fercam I
materia entre ¢l sistemay el medio ambicnte, ¢l sistema €s abierto.

1-3 ESTADO DE UN SISTEMA. PROPIEDADES ‘ . ores
El estado de un sistema termodinamico queda determinado por O'de pores
de ciertas magnitudes medibles experimentalmente 11:1mada§ prop;e an 2
variables de estado. Son ejemplos de propiedades la Lcmpcn,z‘ttura Of‘u e
tema, la presion ejercida por el mismo y el volumen quc (:(‘,.u\pa.l 1zlsarp;m—
piedadest de interés son la imanacién de un cuer}po .magnctlco, ap

cion de un dieléctrico y el drea superficial de un liquido.
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La termodindmica se ocupa también de magnituaes gue no son propieda-
des de ningin sistema. Asi, cuando se produce un intercambio de energia
entre un sistema y su medio ambiente, la energia transferida no es una pro-
piedad de ninguno de los dos.

Aquellas propiedades de un sistema en un estado determinado que son
proporcionales a la masa del sistema, se llaman extensivas. Son ejemplos, el
volumen total y la energfa total de un sistema. Las propiedades que son in-
dependientes de la masa se llaman intensivas. La temperatura, la presién y
la densidad, son ejemplos de propiedades intensivas.

El valor especifico de una propiedad extensiva se define como el co-
ciente del valor de la propiedad por la masa del sistema, o sea, su valor
por unidad de masa. Usaremos letras mayusculas para las propiedades ex-
tensivas y letras mintisculas para los correspondientes valores especificos
de las mismas. Asi, el volumen total de un sistema lo representaremos
por V' y el volumen especifico o volumen por unidad de masa por v.

vV
D= —,
m
El volumen especifico es evidentemente la inversa de la densidad P,
puesto que por definicién,

n 1
p=— =~

|4 v

Como toda propiedad extensiva es proporcional a la masa, el valor es-
pecifico correspondiente es independiente de la masa y, por tanto, se trata
de una propiedad intensiva.

La razén de una propiedad extensiva al nimero de moles de un sis-
tema se llama wvalor molar especifico de esa propiedad. Utilizaremos tam-
bién letras minusculas para representar valores molares especificos; por
ejemplo, escribiremos el volumen molar especifico, v,

sicndo n el niimero de moles del sistema.

Obsérvese que en el sistema MKS ¢l término miol implica kilogramo-
mol o kilomol, es decir, una masa en kilogramos numéricamente igual al
peso molecular. Asi, 1 kilomol de O, representa 32 kilogramos de 0,.

No existe posibilidad de confusién al emplear la misma letra para re-
presentar por ejemplo el volumen por unidad de masa y el volumen por
mol. En cualquier ecuacién en que se presente tal magnitud habra alguna

CONCEPTOS FUNDAMENTALES 5

otra magnitud que indique si se refiere al volumen especifico o al volu-
men molar y si no existe tal magnitud, significa que la ecuacién se cum-
ple igualmente bien para ambas.

En muchos casos es mds conveniente escribir las ecuaciones termodi-
namicas en funcién de los valores especificos de las propiedades extensivas,
ya que de ese modo son independientes de la masa de cualquier sistema
particular.

1-4 PRESION
Diremos que sobre un medio continuo se ejerce una presion hidrostdtica

cuando la fuerza que actthia por unidad de superficie sobre un elemento de
area (dentro del medio o en su superficie) es: (a) normal al elemento y (b)
independiente de la orientacién del elemento. La presién en un fluido (liqui-
do o gas) en reposo en un recinto cerrado es una presién hidrostatica. Un
sélido puede someterse a presién hidrostatica sumergiéndolo en un liquido
en el cual es insoluble y ejerciendo una presion sobre el liquido. La presién P
se define como la magnitud de la fuerza por unidad de superficie y su unidad
en el sistema MKS es 1 newton™ por metro cuadrado (1 N m-2?). Una pre-
sién de 105 N m-? (= 10¢ dinas cm-2?) se denomina 1 bar y una presién de
10-* N m~? (=1 dina cm~?) es 1 microbar (1 p bar).

La presién de 1 atmdsfera (atm) es la producida por una columna ver-
tical de mercurio de 76 cm de altura y densidad p = 13,5951 g cm~3, en un
lugar donde g = 980,665 cm s-2 De la ecuacién P = pgh, resulta

1 atmésfera = 1,01325 x 108 dina cm~2 = 1,01325 x 105 N m~2,

Por tanto, 1 atmdsfera es casi igual que 1 bar y 1 p bar estd muy préximo
a 10-¢ atm. ’

Una unidad de presién muy utilizada en trabajos experimentales a bajas
presiones es el torr (de Torricelli**), que se define como la presién produ-
cida por una columna de mercurio de 1 mm de altura en las condiciones
anteriores. Por tanto, 1 torr = 1333 N m-2

1-5 EQUILIBRIO TERMICO Y TEMPERATURA. EL PRINCIPIO CERO

El concepto de temperatura, como el de fuerza, tiene su origen en las
percepciones sensoriales del hombre. Del mismo modo que una fuerza a
menudo podemos relacionarla con un esfuerzo muscular y describirla como
tirando o empujando algo, también la temperatura puede vincularse con la

* Sir Isaac Newton, matematico inglés (1642-1727).
ot Evangélista Torricelli, . {isico italiano (1608-1647).
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sensacion relativa de calor o de frio. Pero el sentido de temperatura del
hombre, como el de fuerza, es incierto y de alcance restringido. Sin rela-
cidn con el concepto primitivo de calor o de frio, se ha desarrollado la
ciencia objetiva de la termometria, lo mismo que un método objetivo para
definir y medir fuerzas independientes del ingenuo concepto de fuerza como
traccién o empuje.

El primer paso que hay que dar para alcanzar una medicién objetiva
del sentido de temperatura es establecer un criterio de igualdad de tempe-
ratura. Consideremos dos bloques metalicos A y B del mismo material y
supongamos que nuestro tacto nos dice que A estd méas caliente que B.
Si ponemos A y B en contacto y los rodeamos con una gruesa capa de
fieltro o lana de vidrio, encontraremos que al cabo de un tiempo suficiente
los dos parecen estar a igual temperatura. La medicién de diversas pro-
piedades de ambos cuerpos, tales como sus voltmenes, resistividades eléc-
tricas o mddulos elasticos demostrarfan que estas propiedades cambiaron
cuando los cuerpos se pusieron primeramente en contacto, pero que con
el tiempo llegaron a hacerse otra vez constantes.

Supongamos que ahora ponemos en contacto dos cuerpos de material
distinto, tales como un bloque de metal y otro de madera. De nuevo obser-
vamos que después de un tiempo suficientemente largo, las propiedades
medibles dc estos cuerpos, tales como sus volimenes, dejan de variar. Sin
embargo, los cuerpos no parecen estar igualmente «calientes» al tacto, del
mismo modo que un metal y una madera que han estado en una habitacién
durante mucho tiempo no parecen estar igualmente «calientes». Este efecto
es debido a una diferencia de conductividades térmicas y es prueba de la
poca confianza que en este aspecto merece nuestro sentido del tacto.

La caracteristica comin en ambos ejemplos (con los cuerpos de igual
o distinto material) es que se alcanza un estado final en el cual no se pro-
ducen cambios en las propiedades observables. Se dice que éste es un esta-
do de equilibrio térmico.

Las observaciones, como las descritas anteriormente, nos dicen que todos
los objetos ordinarios poseen una propiedad fisicay que determina si-estan
0 no en equilibrio térmico con otros objctos en contacto. Esta propicdad
es la temperatura. Si dos cuerpos estdn en cquilibrio térmico cuando sc
ponen en contacto, por definicién sus temperaturas son iguales. Y recipro-
camente, si las temperaturas de ambos cuerpos son iguales, al ponerlos en
contacto estardn en equilibrio térmico. Un estado de equilibrio térmico
puede describirse como aquél en el cual la temperatura del sistema es la
misma en todos los puntos.

Supongamos que el cuerpo A, por ejemplo, un bloque metilico, estd en
equilibrio térmico con el cuerpo B, también metdlico. La temperatura de B
serd igual a la temperatura de A. Supongamos, ddemds, que ¢l cuerpo A

M

'
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estd tambidn aparte cn cquilibrio térmico con ¢l cuerpo C, por ejemplo, un
bloque de madera, de modo que las temperaturas de A y C son iguales.
Sc deduce, pucs, que las temperaturas de B y C son iguales; pero surge la
cuestiéon que solo pucde contestarse cxperimentalmente de qué ocurre en
realidad cuando B y C se ponen en contacto. ¢Estardn en equilibrio tér-
mico? La expericncia nos dice que si lo estdn, de modo que la definicién
de igualdad de temperaturas es de por si coherente con el concepto de equi-
librio térmico.

El hecho de que B y C estén ambos cn equilibrio térmico con A no exige obvia-
mente que también lo estén entre si. Cuando una barra de cinc vy otra de cobre
se sumergen cn una seolucion de sulfato de cine, ambas barras alcanzan un
equilibrio eléctrico con la solucién. Si se conectan mediante un alambre, re-
sulta, sin cmbargo, que no cstdn en cquilibrio eléctrico entre si como se pone
cn evidencia por la corricnte cléctrica que se desarrolla en el alambre.

Los resultados experimentales pueden enunciarse del modo siguiente:
Cuando dos cuerpos cualesquiera estin por separado en equilibrio térmico
con un tercero, también lo estdn enire si.

Este enunciado se conoce como el principio cero de la termodindmica
y su validez esta tdcitamente supuesta cada vez que se mide una tempe-
ratura. Si deseamos saber cudando dos vasos de agua estdan a igual tempera-
tura, es inneccesario ponerlos ¢n contacto y observar si sus coordenadas ter-
modinamicas varian con el tiempo. Nos basta introducir un termodmetro
(cuerpo A) en un vaso (cucrpo B) y esperar hasta quc la longitud de la co-
lumna de mercurio cn el capilar (una coordenada termodindmica) perma-
nezca constante. El termémetro tendrd centonces la misma temperatura que
el agua en este vaso. Repetimos el procedimiento con el otro vaso (cuer-
po C). Si las columnas del termdémetro son las mismas, inferimos que la
temperatura dc los dos vasos cs la misma y la experiencia lo confirma;
es decir, que si los dos vasos se ponen en contacto térmico, no tiene lugar
ningin cambio de sus propiedades mensurables.

Notese que el termdmetro que se cmplea en este ensayo no requiere ca-
libracion; es tnicamente necesario que la columna de mercurio alcance el
mismo punifo en el capilar, Tal instrumento puede denominarse termosco-
pio ¢ indica igualdad o desigualdad de temperatura sin determinar su valor
numérico.

Aunque un sistema alcance con cb ticmpo ¢l equilibrio térmico con su
entorno, si éste se mianticne a temperatura constante, la velocidad a que
se alcanza el equilibrio depende de la naturalesa de fos limites del sistema.
Si los limites estdn formados por una grucsa capa de un material aislante,
tal como lana de vidrio, la temperatura del sistema variard muy lentamen-
te y es util imaginar una capa ideal que impida toda variacion de lempe-
ratura. Una superficie limite con esta propiedad se denomina adiabdtica y



8 CONCEPTOS FUNDAMENTALES

un sistema incluido en su interior puede permanecer indefinidamente a
una temperatura distinta a la del medio ambiente, sin que alcance el equi-
librio térmico con él. La superficie ideal adiabitica juega en termodina-
mica un papel parecido al de la superficie ideal sin rozamiento en meca-
nica. Ninguna de las dos existe; las dos son tutiles para simplificar argu-
mentos fisicos y ambas se justifican por las conclusiones correctas que se
deducen de los argumentos que las aplican.

Aunque no hemos definido todavia el concepto de calor, puede decirse
en este momento que una superficie adiabatica ideal es aquella en la cual
el flujo de calor a su través es cero, aun cuando exista una diferencia de
temperatura entre sus caras opuestas.

En el extremo opuesto a la superficie limite adiabatica estd la super-
ficie diatérmica compuesta por un material buen conductor térmico, como
por ejemplo, una ldmina delgada de cobre. La temperatura de un sistema
incluido en una superficic limite diatérmica se aproxima muy rapidamente
a la de su medio exterior.

1-6 TEMPERATURA EMPIRICA Y TERMODINAMICA

Para asignar un valor numérico a la temperatura de un sistema seleccio-
naremos en primer lugar algin sistema llamado termdmetro, que posee
una propiedad termométrica que varie con la temperatura y se lea facilmen-
te. Un ejemplo es el volumen V de un liquido, como ocurre en el popular
termémetro de liquido en un tubo. Los termémetros mds utilizados en el
trabajo experimental de precisién son, sin embargo, el termdmetro de re-
sistencia y el par termoeléctrico.

La propiedad termoméirica del termometro de resistencia es su resis-
tencia eléctrica R. Para una buena sensibilidad, el cambio experimentado
en la propiedad termométrica de un termoémetro para una variacién deter-
minada de temperatura debe ser lo mds grande posible. A temperaturas
no demasiado bajas, resulta apropiado un termémetro de resistencia, que
conste de un fino alambr¢ de platino arrollado en un bastidor aislante. A
temperaturas extremadamente bajas la resistividad del platino cambia solo
ligeramente con la temperatura, pero se ha encontrado quc el germanio
impurificado con arsénico constituye un buen termémetro de resistencia,
incluso a temperaturas muy bajas.

En la fig 1-1(a) se muestra ¢l circuito eléetrico del pat termoceléelrico en
su forma mas simple. Cuando dos metales o alcaciones distintas en forma
de alambre se unen dando lugar a un circuito completo, se produce cn éste
una fuerza electromotiz &, siempre que las soldaduras A y B estén a tem-
peraturas diferentes, siendo precisamente esta fem*® la propiedad termoclée-

* N. del T. fem = fuerza electromotriz.
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trica del par. Para su medicién sc inserta en el circuito un galvanémetro o
potenciémetro, lo cual introduce un par de uniones en los puntos donde sc
conectan los cables del instrumento. Si estos conductores son del mismo
material, usualmente cobre, y si ambas uniones estdn a igual temperatura
(temperatura de referencia), la fem es la misma que en un circuito simple,
una de cuyas soldaduras estuviera a la temperatura de referencia. La figura
1-1(b) muestra un circuito tipico de un par termoeléctrico. Las soldaduras B
y C se mantienen a una temperatura de referencia conocida, por ejemplo,
introduciéndolas en un vaso Dewar* que contenga hielo y agua. La sol-

Soldadura de ehsayo A

Metal 1

Metal 2 W

Soldadura A Soldadura B

Metal 1 Cobre
Al potenciémetro
Solaadura de rererencia
Metal 2 Cobre -
(@ . ' (b)

Fig. 11 Circuitos de un par termoeléctrico: (a) circuito simple y (b)
circuito practico mostrando la soldadura de ensayo y la soldadura de
referencia, .

dadura A o soldadura de ensayo sc pone en contacto con el cuerpo cuya

temperatura se désca delerminar.
Otro importante tipo de termémetro, aunque no apropiado para las me-
diciones de rutina de laboratorio es ¢l termdmelro de gases a volumen cons-

* Un vaso Dewar es un recipiente de dobles paredes, entre las cuales se hace cl
vacfo para evitar que el calor se transfiera a su través. Fue inventado por Sir
James Dewar, quimico inglés (1848-1923).
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tante, ilustrado esquemadticamente cn la fig. 1-2. El gas csta contenido cn
el bulbo C y la presién que ejerce puede medirse con un manémetro de
mercurio de tubo abierto. Cuando la temperatura del gas se incrementa,
el gas sc expansiona, forzando el mercurio hacia abajo cn el tubo B y hacia
arriba en el tubo A. Los tubos A y B se comunican a través de un tubo
de caucho D con un depésito de mercurio R. Elevando R el nivel del mer-
curio en B puede enrasarse en la sciial E. El gas se mantiene asi a volu-
men constante. Los termémetros de gases se utilizan en las oficinas de me-
didas patrones y en los laboratorios universitarios de investigacién. Los
materiales, construccién y dimensiones difiecren de unos a otros laborato-
rios y dependen de la naturaleza del gas y del intervalo de temperaturas
que interesa medir.

‘Fig. 12 Termémetro de gas a volumen constmnte.

Llamemos X al valor de cualquicr propicdad lermomélrica, tal como la
fem & de un par, la resistencia R de un termémetvo de resistencia o la pre-
sién P de una masa fija de gas manfenido a volumen constante y 0 la tem-
peratura empirica del termémeiro o de cualquicr sistema con el cual estd-
en equilibrio térmico. La relacion entie dos tempcraturas empiricas 6, y 6,,
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determinadas por un termoOmetro particular, sc define igualdndola con la
relacion correspondiente de los valores de X:

0

2

ialle

1

La etapa siguicnte consistc cn asignar arbitrariamente un valor numé-
rico a cierta temperatura denominada purnio fijo patrén. Por acuerdo inter-
nacional sc clige como patrén el punio (riple del agua, que es la temperatura
a la cual coexisten en equilibrio el hiclo, ¢l agua liquida y el vapor de agua.
Ya veremos cn la scccidn 82 que los tres cstados de cualquier sustancia
pueden coexistir a una sola temperatura.

Para conseguir el punto triple, mediantc un rccipiente que sc esquemati-
za en la fig. 1-3, se destila agua de la maxima purcza, que tienc sustancial-
mente la composicién isotdpica del agua del océano. Una vez climinado todo
el aire se cierra herméticamente cl recipiente. Mediante una mezcla frigo-
rifica situada en el vaso interior se forma una capa dc hiclo a su alrededor.
Al quitar la mezcla frigorifica y reemplazarla con un termdmetro se funde
una delgada capa de hiclo. Micniras ¢l sélido, el liquido y el vapor cocxis-
ten en equilibrio, ¢l sistema estd en el punto triple.

Bulbo del

— Cierre
termémetro
Vapor—
Capa de
agua
Hiclo Apua

Fig. 13 Cdlula de punto triple con un termoémetro en cl vaso intcrior
que funde una capa dclgada de hiclo de sus alrededores.
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Asign - arbitrari : i

15 gnando un valor 'zubltrauo 0; a la temperatura del punto triple, si X,
es el valor correspondiente de la propiedad termométrica de un termoéme-
tro, la temperatura empirica ¢ correspondiente al valor de la propiedad X es

b_X
0, X,
O sea
X
0 =0,>.
X, (-1

La tabla 1-1 nos ofrece los valores de las propiedades termométricas de
Cua.tro termoémetros distintos para un cierto namero de temperaturas y el
Coc1er}te entre la propiedad a cada temperatura y su valor en el punto triple
El primer termémetro es un par cobre-constantdn, el segundo es un term(’):

metro de resistencia de platino, el tercero e¢s un termémetro de hidrégeno

a volumen constante que se ha llenado a una presion de 6,80 atm, en el
punto triple, y cl cuarto cs también un termémetro de hidrégeno ;1 volu-
m.en constante, pero llenado a una presién inferior, 1,00 atm, cn ¢l punto
triple. Los valores de estas propiedades termométricas se dan para el punto de
eb}ﬂlicic’)n normal (PEN) del nitrégeno, punto de ebullicién normal del
oxhlgcno, punto de sublimacién normal (PSN) del diéxido de carbono, punto
triple del agua, punto dec cbullicién normal del agua y punto de cbilllicién
normal del estafio.

Tabla 1-1 Comparacién de termoémetros.
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termémetros de hidrégeno y experimentalmente se comprueba que los ter-
mémetros de gas a volumen constante que emplean distintos gases con-
cuerdan mejor cuanto mas baja es la presién P; en el punto triple. Esto
viene ilustrado en la fig. 1-4 que muestra las graficas de la relacién P,/P,
para cuatro termometros diferentes de gas a volumen constante, represen-
tadas en funcién de la presion P, La presion P, es la del punto de ebulli-
cién normal del agua (punto del vapor). Las medidas experimentales, natu-
ralmente, no pueden prolongarse hasta la presién cero de P;, pero las cur-
vas extrapoladas cortan todas al eje vertical en un punto comun, para el
cual P,/P, = 1,3660. A cualquier otra temperatura, las graficas extrapoladas
se cortan también en un punto comun (distinto), de modo que todos los
termdmetros de gas a volumen constante concuerdan cuando sus lecturas
se extrapolan a la presiéon nula P;. Por tanto, definiremos la temperatura

empirica del gas como

0, = 0 x lim (—’i) , (-2

P,~0\ Py/v

en donde el subindice V indica que las presiones se miden a volumen cons-
tante. Por tanto, las temperaturas definidas de este modo resultan ser inde-
pendientes de las propiedades de cualquier gas particular; de todos modos,
dependen del comportamiento general caracteristico de los gases y en ese
sentido no son totalmente independientes de las propiedades de un ma-
terial determinado.

Todavia nos queda la: cuestién de asignar un valor numérico a la tem-
peratura del punto triple 6s. Antes de 1954, las temperaturas de los gases

(Cu-Constantan) Pr) - (H,, H,,

Sistema &, 2‘? R, Ry const) £ V(co;st) £

mV V3 ohms* Ry P, atm Py P, atm Py

N2 (PEN) 0,73 0,12 1,96 0,20 1,82 0,27 0,29 0,29
02 (PEN) 0,95 0,15 2,50 0,25 2,13 031 0,33 0’33
CO, (PSN) 3,52 056 665 |0.68| 480 (07| 072 |07
1,0 (PT) & =626 | 1,00] Ry =983 | 1.00] P = 6,80] 100 | P, = 1,00 1.00
H,0 (PEN) 10,05 LS| 1365|139 930 |137| 137|137
Sn (PEN) 17,50 279| 1856 |1,89| 1270 |87 185 | 185

Como’ vemos surge una complicacion. La relacidén entre las propiedades
termométricas a cada temperatura c¢s distinta para los cuatro termoéometros
d.c—: I.nodo que para un valor determinado de 05 la temperatura empirica 6 (,St
distinta en todos ecllos. Sin embargo, ¢l acucrdo ¢s més intimo para los dos

* Georg S. Ohm, fisico alemén (1787-1854).

1,3690 —
O,
1,36801
& ‘
Al 1,36701 Aire
N,
1,3660
H,
1,3650 1 ‘ ' -
0 250 500 750 1000
P4y(Torr)

Fig. 14 Lecturas de un termémetro de gas a volumen constante co-
rrespondientes a la temperatura de condensacién del vapor de agua
cuando se utilizan diferentes gases para valores diversos de P,
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se definfan en funcidn de dos puntos fijos: el punto de cbullicién no 1
del agua pura (punto del vapor) y la temperatura de equilibrio del Irl'nla
puro y el agua saturada de aire a la presién de 1 atmosfera (punto del ]}ZC )
(Las terr{peraturas del punto triple y del punto del hielo no son o O?.
tz'u,nente iguales, pues la presion del punto triple no es 1 atm sinoll CXffL'
zlon de vapor del agua, 4,58 torr; ademads, el hielo estd en e’quilibrizcl) I;Lcr:l
Seg;iéiu;?ﬁ?)’ no con agua saturada de aire. Esto ‘se trata mas adelante, en la
Si designamos con los subindices v y & los valores correspondientes
los Puntos del vapor y del hielo, las temperaturas 8, y 6, fueron defini .
mediante las ecuaciones ' ' chintdas

7=z
eh - Ph ‘V,

La relacid .
gaa 1e1§?10n entre las presiones corresponde al valor limite extrapolado a
presion nula.) Resolviendo estas ecuaciones para 6, resulta

0, — 6, = 100 grados.

100P, 100

Gh:z —
P,—p, (PP —1 13y

El mejor valor experimental de la relacié

e ' cién P,/P, resulta ser 1,3661. (Est

valor difiere ligeramente del valor limite de la relacién P,/P; de la fié Siz

que resulta valer 1,3660, ya que la temperatura del punto triple es algo

mayor que la del punto del hiclo.) Por tanto, de la ecuacién (1-3) resulta

_ 100
1,3661 — 1

y de acuerdo con las ecuaciones que definen a 6, y 6,

= 273,15 grados

Oh

6, = 373,15 grados.

Experi
N Ogll)erunsntalment.e se encuentra que la temperatura del punto triple 6,
s 0,01 grados superior a la del punto del hiclo; por tanto, ¢l mejor valor
cxperimental de 6, es ) ‘

0y === 273,16 prados,
C v Jaq 8 .
, ton qb]clo de que Ias temperaturas basadas en un simple punto fijo, el
- . . 1 '
punto triple del agua, estén de acuacerdo con las basadas en los dos puntos

l()& h l ux b . y l [) l)

’ 08 IC] X I nt f1r1 ‘e
‘1 l()S )] 11 (I( l hll l() ll( I V-ll)l)l , l;l temperatura de 1o} 0] )
W l(. dblz’n«.l (,I \/cll()l

#y 213,10 prados (exactamente).
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Por tanto,

0, = 273,16 x lim (—Ii) (1-4)

Pyo\Py/v

En la seccién 5-2 veremos ¢omo, siguiendo una sugerencia debida a Lord
Kelvin®, la relacion entre dos temperaturas puedc definirse sobre la base
del segundo principio de la termodinamica, de forma completamente inde-
pendiente de las propiedades de cualquier material particular. Las tempe-
raturas definidas de este modo se denominan temperaturas termodindmicas
o absolutas y se rcpresentan por la letra T. Demostraremos también que las
temperaturas termodinamicas son iguales a las temperaturas de los gases
definidas anteriormente. Como todas las ccuacioncs termodinamicas se €X-
presan mcjor en funcién de la temperatura termodinamica, usaremos desde
ahora en adelante el simbolo T para la temperatura, entendiéndose que puede
medirse experimentalmente con un termémetro de gas.

Durante muchos afios ha sido costumbre hablar de una temperatura ter-
modinamica expresandola en «grados kelvin» (grados K). La palabra grado,
asi como el simbolo correspondiente se omiten ahora. La unidad de tempe-
ratura es 1 kelvin (1 K), del mismo modo que la unidad de energia es
1 joule (1 1 yt, vy asi decimos, por cjemplo, que la temperatura del punto
triple es 273,16 kelvin (273,16 K). La unidad de temperatura tiene asi el
mismo tratamiento que el de cualquier otra magnitud fisica. Finalmente,
aceptando por cl momcuto que T = 0,, pucde cscribirse

. P
T = 273,16 K % lim ("\) . (1_5)
o\ Py/¥

La temperatura Celsius] ¢ (primeramente llamada temperatura centi-
grada) se define por la ecuacion

t=T—T} (1-6)

en donde T, es la temperatura termodinamica del punto del hielo, igual a
273,15 K. La aunidad cmpleada para expresar la temperatura Celsius es el
prado Celsius ("C), que s igual al Kelvin, Asi, en ¢l punto del hielo, donde
T =Ty, 1 =0°C; en ¢l punto triple del agua, donde 7' = 273,16 X, t = 0,01°C,
y cn el punto del vapor, t = 100°C. Una diferencia de temperaturas puede
expresarse igualmente en grados Celsius (°C) o cn kelvin.

* William Thomson, Lord Kelvin, fisico escocés (1824-1907).
+ James P. Joule, fisico britanico (1818-1889).
1 Anders Celsius, astrénomo sueco (1701-1744).
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LaS CscaIdS I{alll\llle S’ I ah] Cllhel
y t ’ ulthdddS COIIILII]IHCIltC en lllge
niecria ex l()S l:S1a(]()S UIlId()S, estan le]aClOnadaS del mismo IllOdO C]ue las

escal'zts Kelvin y Celsius. Originalmente estas escalas fueron definid

funcién de dos puntos fijos, pero tomando como diferencia entre el o e'n
del vapor y gl punto del hielo el valor de 180 grados en lugar de 100 leimo
Ahora se definen en funcién de Ia escala Kelvin a través de la relacigérr‘:t >

5
1R = BK(exactamcnte).

(1-7)
Asi, la temperatura termodindmica del punto del hielo es
9R
Thy===x 273 =
"TIK 5K = 491,67 R.
La temperatura Fahrenheit se define por la ecuacién
t =T — 459,67 R, (1-8)

en.donde T es la temperatura termodindmica expresad
unidad de temperatura Fahrenheit es el pr
al ranklme. Asi, en el punto del hielo, en donde T = Th=49167TR, t =32 00°F
en a o ; T b ’ - ’ ’
é/e exe punto ‘del vapor, t = 212,00 °F. Una diferencia de temperaturas pue-
presarse igualmente en rankines o en grados Fahrenheit (°F). Estas es

a cn rankines, La
ado Fahrenheit (°F), que es igual

K C

Punto del vapor373 K 4-— — ____ _ - 100°C 672 R 7 i
A~ — fA w2 2°F
IO?OgSIcvin 180 rankines
; 180°F
Punto del hielo 273 K |- —_ _ -L~—— 0°C 492 R 4

Punto de subli-

macién del CO, 195 KA- -—-78°C 351 R

Pém]to de ebullicién
R p ,
oxigeno 90 K -—183°C 162 R VAN

Cero absoluto 0 - =273
27, 0 F
-460"F

Fig. 1-5 Comparacién de las Llemperaturag

i ¢ i Kelvin, Celsius, Ranki
I'ahrenheit. Las raturas han sj : ' al prado one ¥
. temperaturas han sido redondeadas al grado mas pro-
4\:‘ (\/Yilliz_lm J. M. Rankine, mgenicro escoces (1820-1872).

ibricl D. Fahrenheit, fisico alenuin (1686-17306).
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calas han dejado de usarse en mediciones cientificas. En la fig. 1-5 se com-
paran algunas temperaturas Kelvin, Celsius, Rankine y Fahrenheit.

1-7 ESCALA PRACTICA INTERNACIONAL DE TEMPERATURAS

Para vencer las dificultades practicas que supone la determinacién di-
recta de la temperatura termodindmica por termometria de gases y con
objeto de unificar las escalas nacionales existentes en 1927, la 7% Confe-
rencia General de Pesas y Medidas adopté una escala internacional de tem-
peraturas, Su objetivo era proporcionar una escala practica de temperatu-
ras que fuera facil y exactamente reproducible y que ofreciese con la
maxima aproximacién las temperaturas termodinamicas. Esta escala fue
revisada en 1948, en 1960 y en 1968. Ahora se conoce como la escala prdctica
internacional de temperaturas de 1968 (IPTS-68).

La temperatura practica internacional Kelvin se representa por el sim-
bolo Ty y la temperatura practica internacional Celsius por el simbolo fg.
La relacién entre Ty y 1 es

tes = Tos — 273,15 K.

Las unidades de T y # son el kelvin (K) y el grado Celsius (°C), del mismo
modo que en el caso de la temperatura termodinamica T y la temperatura
Celsius ?.

La escala IPTS-68 estda basada en los valores asignados a las temperatu-
ras de cierto nimero de estados de equilibrio reproducibles (puntos fijos)
y en instrumentos patrones calibrados a dichas temperaturas. Dentro de
los limites de la exactitud experimental, las temperaturas asignadas a los
puntos fijos son iguales a los mejores valores obtenidos en 1968 de las
temperaturas termodindmicas de los puntos fijos. La interpolacién entre

Tabla 1-2 Temperaturas asignadas para algunos puntos fijos en
la definicién de la escala practica internacional de temperaturas
de 1968 (IPTS-68).

Punto fijo Tes (K) te (°C)

Punto triple del hidrégeno 13,81 —259,34
Punto de ebullicién del neon 27,102 —246,048
Punto triple del oxigeno 54,361 —218,789
Punto triple del agua 273,16 0,01
Punto de ebullicién del agua 373,15 100
Punto de fusién del cinc 692,73 419,58
Punto de fusién de la plata 1235,08 961,93
Punto de fusién del oro 1337,58 1064,43

SEANG . 9
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las temperaturas de los puntos fijos se logra por férmulas que establecen
la relacién entre las indicaciones de los ifistrumentos patrones y los valo-
res de la temperatura practica internacional. Algunos de estos estados de
equilibrio y las temperaturas que se les asignan en la escala préctica inter-
nacional se dan en la tabla 1-2.

El instrumento patrdn utilizado entre 13,81 K y 630,74 °C es el termd-
metro de resistencia de platino. Se utilizan fdérmulas especificas para el
calculo de la temperatura prdactica internacional a partir de los valores
medidos de la resistencia del termdmetro dentro de este intervalo y las
constantes de estas formulas se determinan midiendo la resistencia en los
puntos fijos especificos entre el punto triple del hidrégeno y el punto de
fusion del cinc.

En el intervalo de 630,74°C a 10064,43°C, el instrumento patrén es un ter-
mopar de platino y una aleacién de platino y 10 % de rodio. El termopar se
calibra midiendo su fem a una temperatura de 630,74°C, como en el caso
del termoémetro de resistencia de platino y en los puntos de fusién normal
de la plata y del oro.

A temperaturas superiores al punto de fusion del oro (1337,58 K o
1064,43°C) la temperatura practica internacional se determina midiendo el
poder emisivo (radiancia) de su cuerpo negro y calculando la temperatura
a partir de la ley de radiaciéon de Planck® (véase seccion 13-2). El punto de
fusién del oro, 1337,58 K, se utiliza como temperatura de referencia, junto

con el mejor valor experimental de la constante ¢, de la ley de radiacion
de Planck dada por

¢, = 0,014388 m K.

Para la descripcién completa de los procedimientos seguidos en la deter-
minacién de las temperaturas IPTS-68, véase el articulo correspondiente en
Metrologia, Vol. 5, N.° 2 (abril 1969). La escala IPTS-68 no estd definida por
debajo de una temperatura de 13,8 K. En «Heat and Thermodynamics»,
5 ed., de Mark W. Zemansky (McGraw-Hill), pucde hallarse la deseripeion
de los procedimientos experimentales cn este intervalo.

1-8 EQUILIBRIO TERMODINAMICO

Cuando un sistema arbitrario esti aislado y abandonado a si nismo, sus
propiedades, en general, variarin con ¢l tiempo. Si inicialmente existen di-
ferencias de temperatura enlre partes del sistema, después de un tiempo
suficicnteimente largo Ia temperatura sera la misma en todos los puntos
y entonces se dice que ¢l sistema se encuentra en equilibrio térmico.

* Max K. 1. L. Planck, [isico aleman (1858-1947).
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Sj existen varviaciones de prqsién o dc' Lcns}c’m cldstica dent’ro g(‘:lle;:litaci-
ma, partes de ¢l se desplazardn, sc expansionaran o se )C011traerfxn. e
mente, cstos movimicnlos, cxpansioncs o} contracg.on(:s, Ccsa’ra'n y,E o
esto ocurra, diremos que el sistema estd en qulllbl‘lo mecdnico. Es X
significa necesariamente quc la presion sea Ja misma en todos S}istgﬁg c;e:
Consideremos una columna vertical de fluido en el campo gra\ln a o o
rrestre. La presion del fluido decrece con 1a‘a1tura, 'pero cada e er.nen o
fluido esta en equilibrio mecénico bajo la 1nE1ucr}01a de' su propio P ntr}er
de una fuerza igual hacia arriba que surge de la diferencia de presion €

icies superior e inferior. -
SusF?:llzIflenrmfelﬁt?: sué)ongamos que un sistema contier.lc. sustanm?s que ijlu}i(riiﬁ
reaccionar quimicamente. Despuds de un ticmpo. suﬁcxcntcrpcmc larg(zj icael ; "
tenido lugar todas las reacciones quimicas posibles y el sistema se q

2 ilibrio quimico. o '
eStZ;JIinsiesC{glii qucq esta en equilibrio térmico, mecinico y qu1m1‘c10 se~ :1;22
que estd en equilibrio termodindmico. F‘ul/ida.mcntalmcmc consxcg}"aclree o
sistemas que esién en equilibrio termodinamico 0 Fiqucll(z; qltlfo rlr?Odop i
muy poco de este equilibrio. A menos que S¢ esp.e.cslfl.qucE e ot .X OSic,i a
«estado» de un sistema implica un cs?a.do de chllll})rlo. n els a capl)cs n
se supone que el sistema no esta dividido en pormones,den Oiiigﬁ " ,a;)r@
ejemplo, la presion varia de unas a otras, aunque en caca p

xime a un valor constante.

- OCESOS ' .
1Cif1ndeo alguna dc las propiedades de un sistema cambia, el estado del

i ion.

modilica y se dice que experimenta un proceso O trc.msformal.c.
: cada instante el sistema difiere
e denomina

sistema s
Si el proceso se realiza de tal modo quc cn Caa I roces s
s6lo infinitesimalmente de un estado de equilibrio, €l § e aproima,
cuasiestdtico (es-decir, casi estatico). Un procc_s<') C}laSlC’Stat}CO D i
por tanto, a una sucesion de estados de Equlll.bi’l(f..Sl existen
finitas con ¢l cquilibrio el proceso €S 1o cuasiestdtico. sesplazable.
Consideremos un gas en un cilindro dotado. ‘de un p1§t01; espdos oor
Supongamos que las parcdes y ¢l piston dcl_cxlm(riro. es;alncac;;mj pl.
superficies adiabaticas y despreciemos cualquicr cfecto ae pestado -
torio terrestre. Con el piston en repuso, el gas llcga‘ a alcanz_ar uln o o
cquilibrio en cl cual su emperatura, presion y densidad ’son Alrgggneslz temp(;.
los puntos. Si el piston desciende uhf)r;\ |>|:(1:<(:;\111a:|1((:, ld. pll‘eba‘o,del ot
ratura y densidad del gas que esta inmediatamente pm' clc‘ a‘] il
aumentaran cantidades finitas por encima d‘c sus valores %L, uqul Ho v
proceso €s no cuasiestatico. Para comprixmr el gas cu;\sws‘m‘u‘cfu.n " ,m*
pistén debe descender muy lentamente, a fin de quc'l’os ‘121‘09%.0510; ] fvlr
pagacién de ondas, amortiguamiento viscoso y conduccion térmica d jid
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en todo momento a un estado esencialmente de equilibrio mecanico y tér-
mico.

Supongamos que deseamos incrementar la temperatura de un sistema
desde un valor inicial T% a un valor final 7T,. La temperatura podria incre-
mentarse encerrando el sistema dentro de unos limites diatérmicos y man-
teniendo el medio exterior del sistema a la temperatura T, Sin embargo,
el proceso no seria cuasiestatico porque la temperatura del sistema préxima
a los limites se incrementaria més rapidamente que en los puntos inter-
nos y el sistema no pasarfa por una sucesién de estados de equilibrio tér-
mico. Para incrementar la temperatura cuasiestdticamente, los limites deben
estar inicialmente a la temperatura T, y después aumentar ésta con la sufi-
ciente lentitud para que en todo momento sea sélo un infinitésimo superior
a la del sistema.

Todos los procesos reales son no cuasiestaticos porque tienen lugar con
diferencias finitas de presién, temperatura, etc., entre partes de un sistema.
Sin embargo, el concepto de proceso cuasiestdtico es atil e importante en
termodindmica. _

Muchos procesos se caracterizan por el hecho de que alguna propiedad
de un sistema permanece constante durante el proceso. Cuando el volumen
del sistema permanece constante, el proceso se denomina isostérico o isé-
coro. Si la presién permanece constante, el proceso se llama isobdrico. Un
proceso a temperatura constante se llama isotérmico.

Un proceso que se realiza en un sistema incluido en limites adiabaticos,
se llama proceso adiabdtico. Como se establecié anteriormente, tal proceso
puede describirse también como aquél en el cual no hay flujo de calor a
través de los limites. Muchos procesos reales, como la simple carrera del
pistén de un motor de combustién interna estan muy préximos al adiabéa-
tico porque tienen lugar en un tiempo tan corto, que el flujo de calor que
entra o sale del sistema es extraordinariamente pequefio. Un proceso puede
también hacerse adiabdtico regulando la temperatura del medio exterior,
de tal modo que el proceso tenga lugar a la misma temperatura del sistema.

Un proceso reversible puede definirse como aquél cuyo «sentido» pueda
invertirse por un cambio infinitesimal en alguna propiedad del sistema.
Asi, si la temperatura de un sistema dentro de unos limites diatérmicos cs
siempre ligeramente inferior que la de su entorno, existira un flujo de
calor procedente de éste hacia el sistema; mientras que si la temperatura
del sistema es ligeramente superior a la del medio exterior, existird un flujo
de calor en sentido opuesto. Tal proceso es, por tanto, reversible, asi como

cuasiestdtico.

Si existe una diferencia finita de temperaturas entre el sistema y el
medio ambiente, el sentido del flujo de calor no puede invertirse por un
cambio infinitesimal en la temperatura del sistema y el proceso es irrever-
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sible, asi como no cuasiestdtico. Supongamos, sirll embargo, que los limlt?s
del sistema son casi, pero no totalmente adiabaticos, ’de. modo que el flujo
de calor es muy pequefio, incluso con una diferencia fln}ta fie temperaturas.
El sistema estd entonces muy préximo al equilibfio tern-nco en todo mo-
mento y el proceso es cuasiestatico, aunque no es re.v<.3r31ble. '

La lenta compresién o expansién de un gas en un c1111?dro provisto de un
pistén es cuasiestatica; pero si hay una fuer.za'de rozamiento f entre el pis-
tén y el cilindro cuando aquél estd en movimiento, el proceso es no rever-
sible. La fuerza ejercida sobre el pistén por el gas cuando éste se expar?de‘
difiere en 2f respecto a cuando el gas se. comprime. Por tanto., el'st:ntldo
del movimiento del pistén puede invertirse sélo por un caml?lo finito en
la presién del gas. Todos los procesos reversibles son ngcesarlamente f:ua—
siestaticos, pero un proceso cuasiestatico no es necesariamente revefsfb.l(?.
Los términos reversible e irreversible tienen ademas un profundo signifi-
cado, que sélo puede entenderse completamente después de exponer el se-
gundo principio de la termodindmica.

PROBLEMAS o o
1.1 Establecer si es posible que el razonamiento excluswamen"ce termodmarmc(?
se utilice para determinar: (a) la velocidad media de las mgleculas df:'un gas;
(b) 1a relacién entre la dependencia de la presion de la capacidad. calorifica espe-
cifica de un sélido y la dependencia de la temperatura de su volumen.;‘(c) la mag-
nitud del momento magnético de un gas; (d) la relacion entre la presién y la tem-
peratura de la radiacién electromagnética en una cavidad; (e) la magnitud de» la
capacidad calorifica especifica de un solido. Justific.ar brevefnent-e las.resguestagi
12 ¢Cudles de las siguientes magnitudes son extenS{vas y cuales 11’1t'enswas. (a)
momento magnético de un gas. (b) El campo eléctrico E ’en un sohdc?. (c) La lon-
gitud de un alambre. (d) La tension superficial de una pelicula de aceite. .
13 La densidad del agua en unidades cgs es 1 g cm~. Calcular: (a) la denszd_ad
en unidades MKS; (b) el volumen especifico en m? kg-1; (c) el volumen espec1flc§)
molal. (d) Hacer los mismos calculos para el aire, cuya densidad t?s 0,00129 g 'cm— .
El peso molecular medio del aire es 29; es decir, la masa de 1 kilomol de aire es
29 kg. . .
1-4 Liistimur la presion que cjercemos sobre el suelo cuando estamos de pie. Ex-
presar la respuesta en atmésleras y en Torr. .
15 Una atmésfera normal se define como la presién producida por una columna
de mercurio de 76 cm exactamente de altura a una temperatura de 0°C en un lugar
donde g = 980,665 cm s~2. (a) ¢Por qué es necesario especificar la teg}xperatura y l_a;
aceleracién de la gravedad en esta definicién?. (b) Calcular la presiéon en N m
producida por una columna de mercurio de densidad 13,6 g cm-3, de 76 cm de al-
un lugar donde g = 980 cm s-2,
t1u6ra Degs recip%entes lIencigs de gas estdn conectados por un tubo I?rgo y delg%do,
térmicamente aislado. El recipiente A estd rodeado por limites adiabaticos, mien-
tras que la temperatura del recipiente B puede variarse por contacto con un cuer-
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Figura 1-6

o _ . .
fraf g:e se encuenérzzia temperatura distinta. En la fig. 1-6 estos sistemas se mues
n una variedad de limites. ¢(Qué fi ,
. ¢Qué figura representa: (a) un sistem i
‘ . le | s. ¢Q : a abier
encerrado dentro de un limite adiabético?; (b) ¢un sistema abierto encerrado dent;z

de un limi iatérmi ; : i
o m-lte dlaterICO?,. (c) ¢un sistema cerrado incluido en un limite diatérmico?:
¢un sistema cerrado incluido en un limite adiab4tico? h

0,999980
H,0

5™ 0,999960

I

0,999940

Densidad (g cm

0,999920

Temperntina ((C)

Figura 1.7

1-7 Un termoscopio formado por un tubo de vidrio con agua se usa para determi

nar si _(l()f‘; sislemas sepavados e encaentran en equilibrio térmico. La densidad del
:l y : . ~ . . , . " . , o r . :

;_l'l |,. m(lu.ulv,u en L tips 17, cn el parduncetro termométrico. Supdngase que cuando
el termoncopio we et en cada uno de los sistemas, el agua se eleva a la misma

altwea que cortesponde wuna densidad de 0,999945 g cm—3. (a) ¢Estan los sistemas
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necesariamente en equilibrio térmico? (b) ¢Cambiarfa la altura del agua en el ter-
moscopio si los sistemas se pusieran en contacto térmico? (c) ¢Si hubiese un cam-
bio en la parte (b), aumentaria o disminuiria la altura?

18 Utilizando Jos datos de la tabla -1 determinar la temperatura empirica del
punto normal de sublimacién del CO, cuando se mide con el termopar, el termo-
metro de platino, ¢l termémetro de hidrégeno a alta presion y el termémetro de
hidrégeno a baja presion.

19 La altura de la columna de mercurio en cierto termémetro de vidrio es de
500 cm cuando el termometro estad en contacto con agua en su punto triple. Con-
sideremos la altura de la columna de mercurio como la propiedad termométrica X
y seca 6§ la temperalura empirica determinada por cste termoémetro. (a) Calcular
la temperatura empirica medida cuando la altura de la columna de mercurio €s
6,00 cm. (b) Calcular la altwra de la columna de mercurio en ¢l punto del vapor.
(¢) Si X puede medirse con una precision de 0,01 cm, decir si puede utilizarse este
termoémetro para distinguir’ entre el punto del hielo y el punto triple.

1-10 Una temperatura t* se define por la ecuacioén

t* = gl0* + b,

en la que a y b son constantes ¥y § es la temperatura empirica determinada por
el termémetro de vidrio del problema anterior. (a) Determinar los valores numé-
ricos de a y b sit*=0en el punto del hielo y % = 100 en el punto del vapor.
(b) Determinar el valor de t* cuando la altura de la columna de mercurio es
X = 17,00 cm. (c) Determinar la altura de la columna de mercurio cuando t* = 50.
(d) Representar t* en funcién de X.

1-11 Supongamos que a la temperatura del punto del vapor s¢ le asigna el valor
aumérico 100 y que la relacién entre dos temperaturas se define por la relacién
limite, cuando P,— 0 entrc las presiones correspondientes de un gas mantenido
a volumen constante. Determinar: (a) el mejor valor experimental de la tempe-
ratura del punto del hielo en esta escala y (b) el intervalo de temperatura entre
los puntos del hielo y del vapor.

1-12 Supongamos que se asigna un valor numérico exactamente igual a 492 a la
temperatura del punto del hielo y que la relacion entre dos temperaturas s¢ de-
fine por ¢l cociente limite, cuando P> 0, de las presiones correspondientes de un
pas que se nanticne a4 volumen constante. Determinar: (a) el mejor valor experi-
mental de la temperatura del punto del vapor en esta escala y (b) el intervalo
de temperatuva enlre los pantos del hiclo y del vapor.

1-13 La presion de un pas ideal mantenido a volumen constante viene dada por
la ccuacion

en donde T es la temperatura termodindmica y 4 una constante. Sea T* una tcm-
peratura definida por

T* = Bln CT
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en donde B y C son constantes. La presién P es de 0,1 atm en el punto triple del
agua. La temperatura T* es 0 en el punto triple y T* es 100 en el punto del vapor.
(a) Determinar los valores de 4, B y C. (b) Determinar el valor de T* cuando

P =0,15 atm. (c) Determinar el valor de P cuando T* es 50. (d) ¢Cudl es el valor

de T* en el cero absoluto? (e) Representar graficamente T* en funcién de la tem-
peratura Celsius t para — 200°C <<t << 200°C.

1-14 Cuando una soldadura de un par termoeléctrico se mantiene en el punto del
hielo y la otra se encuentra a la temperatura Celsius ¢, la fem & del par viene
dada por una funcién cuadratica de ¢:

& = at + Bt

Si & se expresa en milivolts, los valores numéricos de o y 8 para cierto termopar
resultan ser

o« = 0,50, g =—1 %1073

(a) Determinar la fem para t = — 100°C, 200°C, 400°C y 500°C y representar grafi-
camente & en funcién de ¢. (b) Suponer que la fem se toma como propiedad ter-
mométrica y que una escala de temperatura t* se define por la ccuacién lineal

t* =ag + b

Sea t* = 0 en el punto del hielo y #* = 100 en el punto del vapor. Determinar los
valores numeéricos de a y b y representar & en funcién de t*. (c) Determinar
los valores de t* cuando f = — 100°C, 200°C, 400°C y 500°C y representar grafica-
mente * en funcién de t dentro de este intervalo. (d) ¢Es la escala t* una escala
Celsius? ¢Tiene esta escala ventajas o inconvenientes en comparacién con la IPTS?
1-15 La temperatura termodindmica del punto de ebullicién normal del nitrégeno
es 77,35 K. Calcular el valor correspondiente de las temperaturas: (a) Celsius,
(b) Rankine y (c) Fahrenheit.

1-16 La temperatura termodinamica del punto triple del nitrégeno es 63,15 K. Uti-
lizando los datos del problema anterior, ¢qué diferencia de temperatura existe
entre el punto de ebullicién y el punto triple del nitrdgeno en Ias escalas: (a) Kelvin,
(b) Celsius, (¢) Rankine y (d) Fahrenheit? Tndicar la unidad apropiada en cada
respuesta.

1-17 Una mezcla aislada de hidrdopeno y oxigeno alcanza un estado de tempera-
tura y presién constanics. La mezela explota con una chispa de energia despre-
ciable y de nuevo alcanza un cstado de temperatura y presidon constantes. (a) ¢Es
el estado inicial un estado de equilibrio? (b) ¢Es ¢l estado final un estado de
cquilibrio? Razonar las respuestas.

1-18 (a) Describir cdmo cs posible que un sistema conteniendo dos gases se en-
cuentire en equilibrio mecanico, pero no en equilibrio térmico o quimico. (b) Des-
cribir ¢cdmo un sistema formado por dos gases puede estar en equilibrio térmico,
pero no en equilibrio mecanico o quimico. (¢) Describir cémo un sistema formado

por dos pases puede estar en equilibrio térmico y mecdanico, perc no cn cquilibrio
quimico.

Bt i
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de T dibujar y sefializar las lineas que indi-
del mismo estado inicial Ty, V! (a) una ex-
térmica; (c) un incremento de tempe-

1.19 En un grafico de V en funcidn
can los siguientes procesos a partir del 1
pansién isotérmica; (b) una compresion 10
ratura a volumen constante (is6coro). »
120 Dar un ejemplo de: (a) un proceso isé
tatico, adiabdtico, isobarico; (c) un proce
i i ada caso.
cuidadosamente el sistema en C . ) cte
121 Utilizando una nomenclatura semejante a lz:i del problema rar;l;[ic;n:;, ucr? e
ence
i igui a) La temperatura de un gas, I
rizar los siguientes procesos. ( : : | encerrad0 O presion
i istd in rozamiento se incrementa len . esi6
dro provisto de un pistén sin e : e e
un cilindro provisto de P
e. (b) Un gas encerrado en :
D e nstante. Existe una fuerza de
temperatura permanece co . 12
se expande lentamente. La ern e L indro
iccid ilindro y el pistén. (c) Un gas en
friccién entre la pared del cilin : ga: o oo de
istén si i me rapidamente. ( n .
i stén sin rozamiento se compri :
provisto 08 osomn i ue el sistema es el metal
i i n agua fria. (Suponer q :
hierro incandescente se echa e B - .
i & e sin rozamiento 0sCl
is e) Un péndulo con un sopor
ue no se contrae ni se dilata.) ( ) Ur amiento ¢
?llrededor de su posicién de equilibrio. (f) Una bala se empotra en un bl

coro reversible; (b) un proceso cu?sjles-
so isotérmico irreversible. Especificar

« P

(a) (b)
Figura 1-8

122 Un gas sc¢ encierra en un cilindro provistq ) de un piston dde lsec;:lc;nurﬁ;
como indica la [ig. 1-8(a). La relacién entre la presidén y el volumen de gzo  une
temperatura constante 1, s¢ indica en la fig. 1-E§(b). Representar de‘ }lndrgc;/ e
jante la relacién entre la fuerza cxterna IFy el drea A, F/A, f/:n funcién S
el gas (a) se comprime lentamente y (b) se expande lcntament.e 2} la ter]np_l_ndro R
Existe una fuerza de friccidon por deslizamiento f entre el piston y ¢l c1l1 .
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2-1 ECUACIONES DE ESTADO

Experimentalmente se encuentra que soélo un nitunero minimo de las pro-
piedades de una sustancia pura pueden tomar valores arbitrarios. Los valo-
res de las restantes propiedades vienen determinados por la naturaleza de
la sustancia. Por ejemplo, supongamos que en un tanque vacio se introduce
gas oxigeno, manteniendo el tanque y su contenido a la temperatura termo-
dindmica T. El volumen V del gas introducido viene determinado por el del
tanque y la masa mt del gas depende de la cantidad introducida. Una vez
conocidos T, V y m la presién P del gas depende de la naturaleza del oxi-
geno y no se le puede dar cualquier valor arbitrario. Resulta, pues, que
existe cierta relacidén entre las propiedades P, V, T v m que, en general, puede
expresarse en la forma

eV, r,m=0. (2-1)

Esta relacién se conoce con el nombre de ecuacidn de estado de la sus-
tancia. Si se fijan tres cualesquiera de las propiedades, la cuarta queda
determinada.

En algunos casos son neccsarias otras propiedades ademas de las rela-
cionadas anteriormente para describir por completo el estado del siste-
ma Yy estas propiedades deben incluirse en la ecuacidén de estado. Son
ejemplos el drea y la tensién superficial de una superficie liquido-vapor, la
imanacién y la densidad de flujo en un material magnético y la carga en
una célula electrolitica. Sin embargo, de momento, sélo consideraremos
aquellos sistemas cuyo estado pueda describirse completamente por las pro-
piedades P, V, T y m.

La ecuacién de estado puede escribirse de forma que sélo dependa de
la naturaleza de la sustancia y no de la cantidad de sustancia presente,
reemplazando todas las propiedades extensivas por sus correspondientes
valores especificos por unidad de masa o por mol. Asi, si las propiedades
V y m se combinan en la forma v = V/m que es una propiedad intensiva,
la ecuacién de estado se convierte en

La ecuacién de estado varia de una sustancia a otra. En general, es una
relacién extraordinariamente complicada y a menudo se expresa como
sceric de potencias convergente. Una idea general de la naturaleza de o
funcién se obtiene con mayor claridad presentando los datos en forma
pralica.

22 ECUACION DE ESTADO DE UN GAS IDEAL
Supongamos que se ha medido la presion, voltimen, temperatura y masa
de cierto gas en un amplio intervalo de cstas variables, in vez del volu-
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ifi = onga-
men real V, emplearemos el volumen molal especifico :_V{)ns.o 1?111: da%i -
| tomado a una temperatura a
ue todos los datos se hayan | ado 2 , : @
I]r‘los c(11ue se calcula para cada medida individual la razon Pv/T; traz}:re.m
unZ grafica con estos cocientes como ordenadas, y las presiones como a sc1sa:
Experimentalmente se ve que estos cocientes se situan en unirg:r;/:d?;lires,
cualquiera que sea Ja temperatura, pero que l.as. razones 1co : }; ndientes
a diferentes temperaturas s sittan en curvas distintas. En la S%mes o hen
representado los datos para el diéxido de carbono correspon 1) oS e
terll)iperaturas. La caracteristica notable de estasdc;lrv?s esr.ti é:l Sualquiera
1 mismo punto del eje ve )
nvergen exactamente en ¢ 2
o s(:zl la ;gemperatura y (b) que las curvas de los restantes gase.s’ co}r)lv/eT
oen exactamente en el mismo punto. Este limite comun c‘ie la reiiacxlon Zses,
o do P se aproxima a Cero, s¢ denomina constante universal de los g
cuan ) '
y se representa con la letra R. La unidad de Pv/T es

; -1 -1
I1(N m~?)(m? kilomol “H)(K™) = I(N m)(kilomol™* K™) = 1J kilomol™ K%,

y el valor de R en este sistema es

R = 8,3143 x 103J kilomol™ K-,

Gas ideal

T, >T,>T,
7
Y PR (S SN TR
0 l 71 M—rl#—i_ 6 8 x 107
Presion (N m”~ )

Fig. 221 Ll valor limite de Po[T ¢s independiente de T para todos los
gases, Para un gas ideal, Pv/T es constante.
demos escribir que

Asi resuita que a presiones suficientemente bajas po

para todos los gases

Po|T = R, o sea, Pv = RT.
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Es conveniente postular un gas ideal, para cl cual, por definicién, la razén
Pv/T es exactamente igual a R, para cualquier presién y temperatura. La
ecuacién de estado de un gas ideal es, por lo tanto,

Pv = RT, (2-3)
0 sea, comov = V/n,
PV = nRT. (2-4)

Para un gas ideal, las curvas de la fig. 2-1 se reunen en una linea recta
unica horizontal a una altura R sobre el eje de presiones.

Fig. 22 Superficie P07 para un gas ideal.
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2-3 SUPERFICIE P-»-T DE UN GAS IDEAL
La ecuacidon de estado de un sistema PvT define una superficie en un siste-
ma de coordenadas rectangulares, en cl cual sc representa P, v y T segiin
los tres cjes. En la fig. 2-2 puede verse una parte de esta superficie para
un gas ideal. Cada estado de equilibrio posible de un gas ideal, estd repre-
sentado por un punto de su superficic P-p-T; andlogamente cada punto de
lIa superficie representa un posible estado de equilibrio. Un proceso cuasies-
tatico, es decir, una sucesién de estados de equilibrio esta representado por
una linca sobre la superficic. Las lincas de trazo continuo de la fig. 2-2 re-
presentan procesos a temperatura constante o procesos isotérmicos. Las li-
neas de puntos represcntan procesos isécoros y las lineas de trazo discon-
tinuo procesos isobdricos.

Las figuras 2-3(a) y 2-3(b) son proyecciones de las lincas de la fig. 2-2
sobre los planos P-v y P-T.

En un proceso isotérmico, para una masa determinada de un gas ideal,
se tiene '

Py = RT = constante. (2-5)

En el afio 1660 Robert Boyle* descubrié experimentalmente que el pro-
ducto de la presién por el volumen es aproximadamente constante para una
masa dada de un gas idcal a temperatura constante. Este hecho se conoce
como la ley de Boyle y es rigurosamente cierta, poyr definicién, para un gas

PRESION
PRESION

{ VOLUMEN —— TEMPERATURA ——*

(a) {b)

Fig. 23 Proyecciones de la superficie P-p-T del gas ideal sobre: (a) el
plano P-v y (b) el plano P-T.

* Robert Boyle, quimico britanico (1627-1691).
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_ideal. Las curvas de la figura 2-3(a) son las representaciones graficas de la
ecuacion (2-5) para diferentes temperaturas y, por consiguiente, para dife-
rentes valores de la constante. Estas curvas son hipérbolas equildteras.

En un proceso a volumen constante para una masa determinada de un
gas ideal,

P = (%)T = const x T. (2-6)

Por Io tanto, la presién es una funcién lineal de la temperatura 7. Las lineas
punteadas de la fig. 2-3(b) son las graficas de la ecuacién (2-6) para diferen-
tes volimenes y, por tanto, para diferentes valores de la constante.

Si es constante la presién de una masa determinada de un gas ideal

R
V = (%’—)T = const X T (2-7)

y el volumen es una funcién lineal de la temperatura a presién constante.

2-4 ECUACIONES DE ESTADO DE LOS GASES REALES

Se han propuesto muchas ecuaciones que describen las relaciones P-o-T de
los gases reales con méas exactitud que la ecuacién de estado de un gas ideal.
Algunas de ellas son puramente empiricas, mientras que otras se deducen a
partir de hipétesis moleculares. Van der Waals*, en 1873, dedujo la siguiente
ecuacién: ' :

(p n :iz)(v — b) = RT. (2-8)

Las magnitudes a y b son constantes para un gas, pero difieren de un
gas a otro. En la tabla 2-1 se relacionan algunos valores. En el capitulo 10
veremos que el término a/v® surge a causa de la existencia de fuerzas inter-
moleculares y que el término b es proporcional al volumen ocupado por
las propias moléculas, pero de momento consideraremos la ccuacion como
empirica.

Se ve que, a volumenes especificos suficientementic grandes, ¢l (érmino
a/v? resulta despreciable comparado con P y que b resulta despreciable com-
parado con v. La ecuacidén de van der Waals sc reduce entonces a la ecua-
cién de estado para gases ideales y lo mismo debe ocurrir con cualquier
ccuacién de estado para voltimences cspecificos prandes,

* Johannes D. van der Waals, fisico holanddés (1837-1923),
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Tabla 21 Constantes a y b de la ecuacién de van d.er
Waals. P en N m-2, v en m? kilomol-!, T en kelvin,

R = 8,31 x 103 J kilomol-1 K-L

a b
Sustancia | (J m3 kilomol-2) (m? kilomol-1)
He 3,44 x 108 0,0234
H, 248 - 0,0266
o, 138 0,0318
CO, 366 0,0429
H,0 580 0,0319
Hg 293 0,0055

PRESION

Fig. 2-4 Superficie P-T de un gas de van der Waals.

SEARS — 3
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La fig. 2-4 es un diagrama de una parte de la superficie P-v-T de un gas
de van der Waals y la fig. 2-5 una proyeccién sobre el plano P-v de algunas
isotermas.

Punto
critico

Fig. 25 Isotermas de un gas de van der Waals.

Cuando se desarrolla la ecuacién de van der Waals en potencias de v, toma
la forma

Pv® — (Pb + RTH* + av — ab = 0. (2-9)

Es por lo tanto una ciibica en v y para cada par de valores P y T, tiene tres
raices, de las cuales una cs siecmpre real. A temperaturas bajas, tal como la
que corresponde a T, cn la fig. 2-5, cxisten tres rafces positivas sobre un
cierto intervalo de valores de P. A medida que aumenta la temperatura, las
tres raices realcs sc aproximan entre s y a la temperatura T, son iguales.
Por cncima de estn temperatura, cxiste s6lo una rafz real para todos los
valores de I L] signilicado del punto critico y el de la linea de puntos abc

s¢ explicard en la seccidon 245,
Otra formn il de ccuacién de estado de un gas real es
B C
Pr=4+=+54+"-, (2-10)
v
enlncunl A, By C, etc., son funciones de la temperatura y se denominan

cocficientes del virial. Generalmente, la deduccién tedrica de la ecuacién de
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estado, basada cn alguna ley de fuerza entre las moléculas de un gas,. con-
duce a una ecuacién de la forma virial, Para un gas ideal, es evidente que
A = RT y que todos los otros cocficicntes del virial son nulos.

La ccuacién de van der Waals puede escribirse en forma virial como
sigue. Escribimos primero

-1
m=RT@—9)—9.
v

Por el teorema del binomio,

Por lo tanto

e SRR (2-11)

-y para un gas de van der Waals

A = RT, B = RTb — a, C = RTb?, etc.

2-5 SUPERFICIES P-v-T' DE LAS SUSTANCIAS REALES

Las sustancias reales pueden existir en fase gaseosa sélo a temperaturas
suficientemente altas y presiones suficientemente bajas. A bajas tempera-
turas y altas presiones sc presentan transiciones a las fases liquida y sdlida.
La superficic P-p-T de una sustancia pura comprende estas fases, as{ como
la fase gaseosa. _

Las figs. 2-6 y 2-7 son diagramas esquemadticos de una regién de la su-
perficie P-o-T' de una sustancia real. La primera corresponde a una sustan-
cia tal como el diéxido de carbono,que se contrae al solidificarse, y la alti-
mad, a una sustancia tal como el agua,que se dilata al solidificarse. El estu-
dio de los diagramas indica que hay ciertas regiones (es decir, ciertos inter-
valos de las variables), en las que la sustancia puede existir en una sola fase.
Estas regiones se indican bajo las denominaciones de sélido, liquido y gas
o vapor. (Pronto se expondrd la distincién entre un gas y un vapor.) En
otras regiones (indicadas en las figuras, sélido y liquido, sélido y vapor y
liquido y vapor) ambas fases pueden existir simultdneamente en equilibrio
y a lo largo de una linea llamada linea triple pueden coexistir las tres fases.
Igual que en el caso de la superficie P-p-T de un gas ideal, cualquier curva
en la superficie representa una transformacién cuasiestatica posible, o sea,
una sucesiéon de estados de equilibrio. Las curvas en las figs. 2-6 y 2-7 co-
rresponden a transformaciones isotérmicas.
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PRESION —

'Fig. 26 Superficie P-v-T de una sustancia que se contraec al solidi-
ficarse.

Las regiones de las superficies en las que pueden coexistir dos fases son
superficies regladas. Es decir, una recta paralela al eje » se mantiene en
contacto con la superficie en todos los puntos. Por lo tanto, cuando las
superficies de las figs. 2-6 y 2-7 se proyectan en cl plano P-T, cstas superfi-
cies regladas se proyectan como lineas. La proyeccion de la superficie de
la fig. 2-6 sobre el plano P-T se indica en la fig. 2-8(a) y la correspondiente
a la superficie de la fig. 2-7 s¢ muestra en la fig. 2-9(a). Las lineas corres-
pondientes a los valores de P y T, para los cuales pueden coexistir las fases
sélida y vapor, asi como las fases liquido y vapor, siempre se curvan hacia
arriba y hacia la derecha. La linea que representa el equilibrio entre el
solido y el liquido tiene pendiente positiva en la fig. 2-8 y negativa en la
fig. 2-9. En la seccién 7-6 veremos que la primera es caracteristica de todas
las sustancias que se contraen al solidificarse y, la segunda, de las sustan-
cias (como el agua) que se dilatan al solidificarse.
 Las lineas triples de las figs. 2-6 y 2-7 se proyectan en cl diagrama P-T
en un punto llamado punto triple. En la tabla 2-2 se han anotado algunos
valores de puntos triples para algunas sustancias corrientes. La tempera-
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PRESION —»

PRESION —

Fig, 277 Superficie Po-T de una sustancia que

ficarse.
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Flg. 248 Proyccciones de la superficie de la fig. 2-6 sobre: (a) el plano

Pry (b) el plano P-v,

37



38 ECUACIONES DE ESTADO
T
i
I
Hol o
| a
I s
(o] @
T T 2] R
|
g PUNTO 5 !
S| seéLibo Ll ; P
b auibo CRITICO @ E
s S |
o L=V 1
PUNTO A
TRIPLE GAS i
~ _ - v
S-v P
— VAPOR | _SOLIDO - VAPOR
L —\ )
i TEMPERATURA—» B ( VOLUMEN —* J
(a) (b)

Fig. 229 Proyecciones de la superficie de la fig. 2-7 sobre: (a) el plano
P-T' y (b) el plano P-p.

tura del punto triple del agua es el punto fijo patrén al cual se asigna la
temperatura arbitraria de 273,16 K.

En las figs. 2-8(b) y- 229(b) se muestran las proyecciones de las superficies
de las figs. 2-6 y 2-7 sobre el plano P-v. Las superficies pueden proyectarse
también en el plano v-T, pero esta proyeccién se usa rara vez, puesto que
con las dos primeras proyeccciones puede obtenerse cualquier comporta-

miento caracteristico de la superficie.
1

Tabla 2-2 Datos del punto triple.

Temperatura .| Presién

Sustancia. (K) (torr)
Helio (4) (punto 2) 2,186 38.3
Hidrégeno (normal) 13,84 52.8
Deuterio (normal) 18,63 128
Neon 24,57 324
Nitrégeno 63,18 94
Oxigeno 54,36 1,14
Amoniaco 195,40 45,57
Diéxido de carbono 216,55 3880
Di6xido de azulre 197,68 1,256
Agua 273,16 4,58

ECUACIONES DE ESTADO 39

Sigamos- los cambios de estado de la sustancia cuya superficie P-v-T es
la de la fig. 2-6 en una transformacién que nos lleve del punto a al punto f,
a lo largo de la isoterma de temperatura T, Para realizar esta transforma-
cién imaginemos la sustancia encerrada en un cilindro con un émbolo moévil.
Partiendo del estado representado por el punto a, en que la sustancia se
halla en la fase gascosa (o de vapor), aumcntemos lentamente la presién
sobre el émbolo. El volumen disminuye al principio de una manera aproxi-
madamente igual a la de un gas ideal. Cuando se alcanza el estado represen-
tado por cl punto b. aparccen gotas de liquido en el cilindro.* Es decir, la
sustancia se separa en dos fases de muy distintas densidades, aunque am-
bas se encuentran a la misma temperatura y presiéon. El volumen especifico
de la fase vapor cs cl corrcspondiente al punto & y el de la fase liquida
corresponde al punto c.

Con una ulterior disminucién de volumen a lo largo de la curva be, la
presién no aumenta, sino que permanece constante. La fraccién de la sus-
tancia en la fase vapor disminuye continuamente y la fase liquida aumenta
continuamente. En esta parte de la transformaciéon, en que el liquido y el
vapor pueden existir en equilibrio, el vapor se denomina vapor saturado y
el liquido liquido saturado. (El adjetivo «saturado» es poco feliz, porque da
idea de una «solucién saturada», o sea, una solucién en que la concentra-
cién de la sustancia disuelta es méaxima y en un vapor saturado no hay nada
disuelto; la sustancia que «precipita» al disminuir ¢l volumen no es un
soluto, sino la misma sustancia de la cual estd compuesto el vapor.)

La presion cjercida por ¢l vapor saturado o liquido sc llama presidn de
vapor. La presién de vapor cs cvidenteriente funcién creciente de la tempe-
ratura. La curva rotulada L-V de la fig. 2-8(a), proyeccion de la superficie
liquido-vapor en el plano P-T, es la curva de presion de vapor. La forma
general de esta curva es la misma para todas las sustancias, pero la pre-
sién de vapor a una temperatura determinada varfa ampliamente de una
sustancia a otra. Asi, a una temperatura de 20°C la presién de vapor del
mercurio es 0,0012 torr, la del agua es 17,5 torr y la del CO, es 42960 torr.

Volvamos al proceso de compresién isotérmica. En el punto ¢ de la
fig. 2-6, la sustancia estd compleme¢ntada en la fase liquida. Para disminuir
¢l volumen que posce en ¢l punto ¢ al del punto d se necesita un gran incre-
mento de presion, pues los liquidos no son muy compresibles. En el punto
d, la sustancia sc scpara de nuevo en dos fascs. Los cristales del sélido
comicnzan a formarse con un volumen especilico que corresponde al punto
e y la presién permancce constante mientras cstan presentes las fases li-
quida y solida. La sustancia se encuentra totalmenie en la lase sélida en
el punto e y el volumen disminuye muy poco al aumentar mds la presion,
¥ .

* Ver, no obstante, la seccién 7-5 para una exposicién mas amplia de estc fenémeno.
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.a menos que existan otras formas del sélido. El hielo es un ejemplo de este
caso, porque por lo menos se han observado siete formas diferentes de
hielo a muy altas presiones, como puede verse en la fig. 2-10.

Si ahora se aumenta lentamente el volumen del sistema, todos los cam-
bios descritos anteriormente se producen en sentido opuesto.

PRESION ——

Fig. 2-10 Superficie P-v-T mostrando las diversas formas del hielo.

Se podrad ver, observando la fig. 2-6, que si se realizara un proceso de
compresién similar al descrito anteriormente, pero a una temperatura mas
alta, T;, se requiriria alcanzar una presiéon mas elevada y un volumen espe-
cifico menor antes de que comenzara a producirse un cambio de fase de
vapor a liquido y que cuando la sustancia estuviera totalmente licuada, su
volumen especifico seria algo mayor que a la temperatura mas baja. A una
ti?mperatura particular, que indicaremos por T, llamada temperatura cri-
tica, los vollimenes especificos del vapor y del liquido saturados resultan
iguales. Por encima de esta temperatura no se podra obtener la separacién
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de un volumen grande en dos fases de densidades diferentes mediante una
simple compresién isotérmica. (Es decir, no se separa fase liquida. En cam-
bio, a presiones suficientemente elevadas puede obtenerse la separacién de
las fases gaseosa y s¢lida.) El valor comun de los volimenes especificos del
gas y del liquido saturados a la temperatura critica se llama volumen espe-
cifico critico, v, y la presién correspondiente la presion critica, P.. El punto
de la superficie P-u-T, cuyas coordenadas son P, v,y T., es el punto critico.
En la tabla 2-3 se transcriben las constantes criticas para un cierto ndmero
de sustancias.

Tabla 2-3 Constantes criticas.

Sustancia T,(K) P, (N m?) v,(m? kilomol-1)
Helio 4 5,25 1,16 x 105 0,0578
Helio 3 3,34 1,15 0,0726
Hidrégeno 33,3 12,8 0,0650
Nitrégeno 126,2 33,6 0,0901
Oxigeno 154,8 50,2 0,078
Amoniaco 405,5 111,0 . 0,0725
Freon 12 384,7 39,7 0,218
Diéxido de carbono 304,2 73,0 0,094
Anhidrido sulfuroso 430,7 77,8 0,122
Agua : 647,4 209,0 0,056
Bisulfuro de carbono| 3552 78 0,170

Supongamos que se comprima isotérmicamente un sistema que inicial-
mente se halle en el estado representado por el punto a de la fig. 2-11. Si la
compresion se efectia en un cilindro con paredes transparentes, podremos
observar que la condensacién en fase liquida comienza en el punto en que
la isoterma toca la superficie liquido-vapor, luego que la fase liquida aumen-
ta mientras la fase vapor disminuye y, por ultimo, en el estado represen-
tado por el punto b, la sustancia en el cilindro se halla totalmente en fase
liquida. Por otra parte, podemos partir con la sustancia en el mismo estado
inicial (punto a) y realizar el proceso representado por la curva ab que
rodea al punto critico. (Este proceso no es, por supuesto, isotérmico.) El
estado final del sistema es el mismo en ambos procesos, pero en ningin
momento del segundo la sustancia se separa en dos fases. No obstante, €s
correcto describir como liquido el estado final del segundo proceso, lo
mismo que el estado final del primero. La sustancia tiene todas las” propie-
dades de un liquido o sea: es un fluido de gran densidad (pequefio volu-
men especifico) y poca compresibilidad (la presion aumenta ripidamente
para pequeifias disminuciones de volumen), pero sus propiedades varian con
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Fig. 2-11 Dos procesos distintos que dan lugar a Ia licuacién de un gas.
Una separacién de fases se observa en el proceso isotérmico, pero no
en el otro,

continuidad desde las asociadas al vapor en el punto a, hasta las asociadas
al liquido en el punto . Es, por lo tanto, posible convertir un vapor en
liquido sin pasar por el proceso de «condensacién», pero no puede trazarse
una linea divisoria neta que separe la porcién de la superficie P-p-T' deno-
minada «liquida» de la porcién denominada «gas» 0 «vapor».

Hasta ahora hemos usado los términos «gas» y “vapor» sin diferenciar-
los y en efecto, la distincién es innecesaria y artificial. El término «vapor»
generalmente se aplica a un gas cn equilibrio con su liquido (es decir, vapor
saturado) o a un gas a una temperatura inferior a su temperatura critica,
pero las propiedades de un «vapor» no dificren escncialmente de las pro-
piedades de un «gas».

Cuando la temperatura de un gas a una determinada presién es mayor
que la temperatura de saturacién a esta presion, se dice que estd «recalen-
tado» y se sucle llamar «vapor recalentado». Este adjetivo es sinénimo de
«no saturado», Obsérvese que este término no implica necesariamente una
temperatura elevada, La temperatura de saturacion del nitrégeno a una pre-

& <

C

ECUACIONES DE ESTADO 43

sién de 0,8 bar (su presién parcial en la atmdsfera terrestre) es — 197,9°C,
es decir, el nitrogeno atmosférico estd siempre recalentado. '
Podemos preguntarnos si los bordes de la superficie sé.lido~1iqu1do se
aproximan cntre si, como lo hacen los de la superficie liquido-vapor, y si
hay otro punto critico para la transicién sélido-liquido. N}Jnca se ha obse}‘-
vado tal punto, o sea, que hay siempre una diferencia fimta. entre lf>§ voli-
menes especificos o entre las densidades de las fases liquida y sélida d‘e
una sustancia a una misma temperatura y presidon. Esto no excluyela posi-
bilidad de que exista tal punto critico a presiones extremadamen.te alt.as.
Consideremos ahora los cambios de fase en un proceso isobarico. Supon-
gamos que tenemos una vasija con un liquido, abierta a la atr‘nc’)sfera a.una
presion P; en cl cstado representado por el punto a de la flg. 2-12. Si su
temperatura aumenta a presion constante, el punto representativo se mueve
a lo largo de una linea isobarica hasta el punto b. Cuando se alcanza este
punto, el sistema se separa en dos fases, una representada por el punto b
v la otra por el punto c. El volumen especifico de la fase vapor es mucho
mayor que el del liquido y el volumen del sistema aumen‘fa} con§1de1:able-
mente. Este es el conocido fenémeno de ebullicidn. Si la vasija estd abierta,

PRESION —

Fig. 212 Cambios de fase en un proceso isobarico.
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el vapor se difunde en la atmosfera. La temperatura T,, a la cual hierve el
liquido, ser4, pues, la temperatura a la cual su presién de vapor es igual
a la presién externa y la curva de presién de vapor de la fig. 2-8(a) puede
también considerarse como curva de puntos de ebullicion. Si la sustancia
representada en la fig. 2-12 es agua (en realidad la linea sélido-liquido- para
el agua se inclina en sentido opuesto) y si la presién P, es una atmosfera, la
temperatura correspondiente T, es 373 K. La curva de presién de vapor siem-
pre se inclina a la derecha y hacia arriba, de modo que a un aumento en
la presién externa corresponde siempre una elevacién de la temperatura de
ebullicién y viceversa.

Si partiendo del liquido en el punto a de la fig. 212 la temperatura dis-
minuye mientras la presién permanece constante, el punto representativo
se mueve a lo largo de la isobara hasta el punto d. En este punto, el siste-
ma se separa otra vez en dos fases, una representada por el punto d y la
otra por el punto e. Para una sustancia tal, como la representada en la
fig. 2-12, el volumen especilico del sélido es menor que el del liquido y
el volumen disminuye. El proceso se denomina solidificacion y, evidente-
mente, la curva de equilibrio sélido-liquido ¢n un diagrama P-T, como el de
la fig. 2-8, es la curva de puntos de solidificacion o curva de puntos de fu-
sion y a la presién P; la temperatura es T, Si la curva de equilibrio sélido-
liquido se inclina hacia arriba y a la derecha como en la fig. 2-12, un aumen-
to de la presién eleva el punto de fusién y viceversa.

Observando la fig. 2-12 resulta evidente que la fase liquida no puede exis-
tir a una temperatura inferior a la del punto triple. Si la presién es menor
que la del punto triple, digamos P,, la sustancia puede existir inicamente
en las fases sélida y vapor o ambas pueden coexistir en equilibrio. La tran-
sicién de una a otra tiene lugar a la temperatura de sublimacion T,. Asi, la
curva de equilibrio sélido-vapor es también la curva de puntos de subli-
macidn.

Por ejemplo, la temperatura del punto triple del CO, es —56,6°C y la
correspondiente presién 5,2 bar. El CO, liquido no puede, por lo tanto, exis-
tir a presiéon atmosférica, Cuando se calienta el CO, sélido (nieve carboéni-
ca) a la presidn atmosférica, se sublima y pasa directamente a la fase de
vapor. El CO, liquido puede, por supuesto, existir a temperatura ambiente,
siempre que la presién sea suficientemente alta. Este producto suele alma-
cenarse en tanques de acero, los cuales cuando estin «llenos» contienen
principalmente liquido y una pequefla cantidad de vapor (ambos, por su-
puesto, saturados). La temperatura es la ambiente si ¢l tanque se ha mante-
nido en el ambiente y la presién la correspondiente a la ordenada de la
curva de presién de vapor a temperatura ambiente,

La fig. 2-13 es un diagrama de la superficie P-o-T correspondiente al
helio ordinario (de numero de masa 4). Esta sustancia presenta un com-
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PRESION ——a

Fig. 2-13 Superficie P-v-T del helio con su proyeccion sobre el plano P-T.

portamiento tnico a bajas temperaturas en las proximidades de 2 X. La tem-
peratura y presién criticas son 525 K y 2,29 bar, respectivamente. Cuando
el helio en la fase vapor se comprime isotérmicamente a temperaturas entre
525 K y 2,18 K, se condensa en una fase liquida llamada helio 1. Cuando el
vapor se comprime a temperaturas por debajo de 2,18 K se separa una fase
liquida llamada helio II que es muy fluido. Resulta evidente del c.llagrarna
que el He Iy el He II.pueden coexistir en equilibrio en un cierto intervalo
de temperaturas y presiones y que el He I puede transformarse en el He II
por disminucién de temperatura, supuesto que la presién no sea demasiado
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grande, o disminuyendo la presién, siempre que la temperatura sea inferior
a 2,18 K. El He II se mantiene liquido hasta las temperaturas mdas bajas
que se han alcanzado y presumiblemente se mantiene asi hasta el cero
absoluto.

No puede existir helio sélido a presiones inferiores a unos 25 bar, ni
puede existir en equilibrio con su vapor a ninguna temperatura o presién.
El helio tiene dos puntos triples, en uno de los cuales (llamado punto
lambda, ) las dos formas del liquido estan en equilibrio con su vapor, mien-
tras que en la otra estdn en equilibrio con el sé6lido. Es interesante notar tam-
bién que la fase sélida puede existir a temperatura mayor que la tempera-
tura critica.

2-6 ECUACIONES DE ESTADO DE SISTEMAS DISTINTOS A LOS P-»-T

Los principios de la termodindmica son de aplicacién general y no estin
restringidos a los gases, liquidos y sélidos sometidos a presién hidrostética
uniforme. Segun la naturaleza del sistema, estudiaremos pares de propie-
dades intensivas y extensivas distintas a la presién y el volumen, ademas
de éstas. Sin embargo, cualquiera que sea su naturaleza, la temperatura de
un sistema es siempre una propiedad termodindmica fundamental.

- Consideremos, por ejemplo, un alambre o barra metélica sometido a
traccion. La longitud L del alambre depende de la tensién ¥ y de la tem-
peratura T y la relacién que expresa la longitud en funcién de estas mag-
nitudes es la ecuacién de estado del alambre. Si éste no sobrepasa el limite
de elasticidad y su temperatura no estd muy alejada de otra de referen-
cia T, la ecuacién de estado del alambre es

F
L = Lo[l + BA + (T — To)], (2-12)

en donde L, es la longitud correspondiente a una tensién nula a la tempe-
ratura T,, E es el médulo de elasticidad de Young*, A la seccién transversal
y « el coeficiente de dilatacidn lineal. En este ejernplo la variable intensiva
es la tensidn & y la variable extensiva es la longitud L.

El momento magnético M de un material paramagnético, dentro del cual
hay un campo magnético uniforme de intensidad &, depende de # y de la
temperatura 7, Excepto a temperaturas muy bajas y campos muy intensos,
el momento magnético puede representarse con cxactitud suficiente por

M = Cq T (2-13)

* Thomas Young, fisico britanico (1773-1829).
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en donde C. es una constante caracteristica de cada material llamada cons-
tante de Curie*. Esta relacién se denomina ley de Curie. El momento mag-
nético M es una variable extensiva y la intensidad de campo & es una varia-
ble intensiva.

El momento dipolar total P de un dieléctrico en un campo eléctrico ex-
terno E viene dado por una ecuacién semejante:

P= (a + %)E BT

La pelicula superficial de un liquido puede considerarse como un siste-
ma termodinamico, si bien no es un sistema cerrado porque al variar el
4drea de la superficic de una masa determinada de liquido, las moléculas
se desplazan del liquido a la pelicula o viceversa. La propiedad intensiva
de interés es la tensién superficial o que puede definirse como la fuerza
por unidad de longitud ejercida por la pelicula sobre sus limites. La pro-
piedad extensiva correspondiente ‘es el area de la pelicula, pero al contra-
rio que en los sistemas considerados hasta ahora (y al contrario que una
membrana tensa de caucho), la tensién superficial es independiente del
4rea de la pelicula y depende sélo de su temperatura. La tensiéon superficial
de todos los liquidos disminuye a medida que aumenta la temperatura y se
anula a la temperatura critica 7, (véase seccién 8-4). En una primera apro-
ximacién la tension superficial puede representarse por la ecuacién

—T———T—) (2-15)

en donde o, es la tensién superficial a la temperatura de referencia T.

Otro sistema termodindmico y que es muy importante en quimica fisica,
es la célula electrolitica. La fuerza electromotriz & de la célula es la pro-
piedad intensiva de interés y la propiedad extensiva asociada es la carga Z,
cuyo valor absoluto no tiene importancia, pero cuyo cambic en un proceso
nos mide la cantidad dc carga que fluye por un punto del circuito al cual
estd coneclada la célula y e¢s proporcional al ndmero de moles que reaccio-
nan cn ¢l proceso de Ia célula. Una célula clectrolitica se asemeja a una
pelfcula superficial, en que la fem depende sélo de la temperatura y no de
la carga Z. La fem puede representarse por una scric de potencias de la
temperatura y usualmente se escribe ¢n la forma

E = &y + ot — 20°) + Bt — 20°)* + (1t — 20°), (2-16)

* Pierre Curie, fisico francés (1859-1906).
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en donde ¢ es la temperatura Celsius, &y la fem a 20°C y o, 8y y constantes
que dependen del material que constituye la célula. -

2.7 DERIVADAS PARCIALES. DILATACIGN Y COMPRESIBILIDAD

La ecuacién de estado de un sistema PVT es una relacién entre los valores
c}e !a presién, el volumen y la temperatura para cualquier estado de equi-
librio del sistema. La ecuacién define una superficie en un sistema de
coordenadas rectangulares y la fig. 2-14 representa esquematicamente la
superficie P-V-T de un sélido o liquido. (La escala vertical estd muy exage-
rada.) El volumen crece al aumentar la temperatura si la presién es cons-
tante y disminuye al crecer la presién si T es constante. La superficie de la
fig. 2-14 corresponde a las rotuladas «sélido» o «liquido» en las figs. 2-6 y 2.7
excepto que en la fig. 2-14 el eje de voldmenes es vertical y el de presiones,
horizontal.

. Si la ecuacién de estado se despeja en V, es decir, se expresa V en fun-
cién de las dos variables independientes P y T, el valor de V corresponde

P

Fig. 214 Superficie P-V-T de un sélido o liquido. Obsé
. > quido. Obsérves
eje V es ahora vertical, y estd muy exagerado. vese que el
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a la altura vertical de la superficie sobre el plano P-T' para cualquier par
de valores P y T. ‘

En lugar de especificar la altura de la superficie por encima del plano
P-T en cualquier punto, podemos también describir esta superficie por me-
dio de su pendiente en dicho punto. Mas concretamente, podemos especi-
ficar la pendiente en cualquier punto de las lineas de interseccién de la
superficie con planos de presiéon y temperatura constantes.

Fig. 2-15 Interseccién de la superficie de la fig. 2-14 con el plano V-T
a la presién P,.

La curva de la fig. 2-15 es un gréfico de interseccién de la superficie
de la fig. 2-14 con el plano a que la presién tiene el valor constante P;. Es
decir, se trata de un gréifico del volumen V en funcién de la temperatura T
para la curva isobdrica, a lo largo de la cual la presién es igual a P.. La
pendiente de esta curva en cualquier punto representa la pendiente de la
tangente a la curva cn dicho punto y ésta viene medida por la derivada de V
respecto a T en ese punto. En la fig. 2-15 la tangente se ha construido en el
punto 1 a la temperatura T, y presién P,. Sin embargo, el volumen V es una
funcién de P y de Ty como P es constante a lo largo de la curva, la deri-
vada se denomina derivada parcial de V respecto a T a presidn constante
y se escribe en la forma

Pendiente de la tangente = (?_K) .
oT/p

Si se conoce la ccuacién de estado, expresando V en funcién de T y P,
la derivada parcial se calcula del mismo modo que si fuera una derivada
ordinaria de una funcion de wna sola variable, excepto que P se considera

SEARS — 4
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constante. Asi, si el sistema es un gas ideal, para el cual V = unRT/P, la
magnitud nR/P se considera constante y

G5
aT/e P

'En matemadticas, la derivada parcial se escribiria simplemente (2V/aT).
En la termodindmica, incluimos el subindice P, pues como veremos mas
adelante, un sistema PVT posee otras muchas propiedades ademds de la
presién, el volumen y la temperatura y el volumen puede expresarse en
funcién de dos cualesquiera de ellas. El subindice no sélo indica que P se
mantiene constante, sino que V ha de expresarse en funcién de Py T.

El punto 2 en las figs. 2-14 y 2-15 es un segundo punto de la curva iso-
barica en el cual el volumen es V, y la temperatura T,. La pendiente de la
cuerda que une los puntos 1y 2 es

Pendiente de la cuerda = Lo h = A——VI—J R

T,— T, ATp
en donde de nuevo el subindice P indica que la presién es ‘constante. La
pendiente de la cuerda no es igual a la pendiente de la tangente, pero si el
punto 2 se aproxima cada vez mdas al punto 1, de modo que AT, se apro-

xima a cero, las pendientes de la cuerda y la tangente tienden a igualarse.

Por tanto, podemos decir

. Avp (BV\)
lim — = | —

aT,~0 AT p aT/r (2—17);‘

Otro punto de vista es ¢l siguiente. Supongamos quc el volumen del sis-
tema se incrementa con la tcmperat‘ura, no a lo largo de la curva real, sino
a lo largo de la tangente en el punto 1. El incremento de volumen cuando
la temperatura crece AT, vendra representado por la longitud de la inter-
seccidon de la tangente con la linea vertical que pasa por el punto 2 o sea,
vendra dado por

oT/p

o prdducto de la pendiente de la tangente, (2V/27)p, por la base AT,
Como puede verse en la fig. 2-15,]a interseccién no es igual a AV,, pero
la aproximacién tiende a la igualdad cuando AT, tiende a cero. Entonces,

(QK) AT,

lim. (a—V) AT, = AV, (2-18)

aT,~0\0T/p
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que equivale a la ccuacién (2-17). Por tanto, si dV, y dT, repres ﬁtani‘lulosg‘l"
valores limites de AV, y AT, cuando AT, — 0, podemos escribir 7 87y LZE';‘(:‘\ g
— _’,/"'

oV

dVP = (5‘%) )dTP. (2_19)

. En lugar del valor de la pendicnte en cualquier 'punto, es mis conve-
nfente dar el valor de la pendiente (2V/8T), dividido por el volumen V en
dicho punto. Este cociente se denomina coeficiente de dilatacion ciibica del
material, 8, que se define por

_1{ov
=5 a-m)
Asi, para un gas ideal
_1aR 1
b=v3 =7 (2-21)

es decir, 8 depende sélo de la temperatura y es igual al valor inverso de
la temperatura absoluta. Su unidad es el kelvin reciproco (1 K-1),
La ecuacién (2-20) puede escribirse también en funcién de los volume-

nes especificos:
1 80)
p= v(aT P

De la ecuacion (2-20) resulta que para dos estados adyacentes proximos
de un sistema a igual presién,

(2-22)

1 dVp  dVp[V
VdT,  dTp (2-23)

El cocficiente de dilatacion puede, por tanto, describirse como el valor li-
mite del incremento relativo del volumen dVp/V por unidad de incremento
de temperatura a presion conslante.

El cocficiente de dilatacién media B en un intervalo finito de tempera-
turas entre Ty y T, vienc definido por

(2-24)

-Es decir, § es igual a la pendiente de la cuerda indicada en la lig, 2-15,

AVp/ATp, dividida por ¢l volumen V.
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Como la pendiente de una isobara y el volumen V varian en general
de un punto a otro, el coeficiente de dilatacién resulta ser una funcién de
la temperatura y la presién. La fig. 2-16 muestra la forma en que el coe-
ficiente de dilatacién cubica 8 del cobre varia con la temperatura a la pre-
sién constante de 1 atm desde el cero absoluto hasta una temperatura de
1200 K. La ordenada de esta grafica a cualquier temperatura es igual a la
pendiente de una curva de V en funcion de T, como en la fig. 2-15, dividida
por el volumen. Una caracteristica particularmente interesante de la curva
de la fig. 2-16 es que B se aproxima a cero cuando la temperatura se apro-
xima a cero. Otros metales presentan un comportamiento semejante.

La fig. 2-17 muestra la forma en que el coeficiente de dilatacién cubica
del mercurio varia con la presién a la temperatura constante de 0°C. Ob-
sérvese que el origen de la escala de 8 en la fig. 2-17 no aparece en el dia-
grama; el coeficiente varia solo ligeramente con los cambios de presién,
incluso a presiones tan altas como 7000 atm.

El agua liquida tiene un mdaximo de densidad y un volumen especifico
minimo a la temperatura de 4°C. En el intervalo de temperaturas compren-
dido entre 0°C y 4°C su volumen especifico decrece al aumentar la tempe-
ratura y su coeficiente de dilatacién resulta negativo, anuldndose a 4°C.

10 x 10712

8=
= 6 -6 =
] 1
L B 1
4 4

(%

21— —

| | | ! ! J 0
0 200 400 600 800 1000 1200

Temperatura (K)

Fig. 2-16 Coeficientes de compresibilidad « y de dilatacion ctbica 8 del
cobre en funcién de la temperatura, a la presion consiante de 1 atl}l.
Las tablas de propicdades de sustancias, usualmente dan los valores de
los coeficientes de dilatacién lineal « de los solidos, relacionados con 8 me-
diante la ecuacién

B = 3. (2-25)
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Los valores de tablas son ordinariamente valores wmedios para un intervalo
de temperaturas préximo a la ambiente y a la presién atmosférica y pro-
porcionan sélo una descripcién muy incompleta de la complicada depen-
dencia del volumen con la temperatura y la presion.

40 x 10712 =119 x 1073
38

36

34
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Fig. 2-17 Coeficientes de compresibilidad « y de dilatacién cibica B del
mercurio en funcién de la presioén, a la temperatura constante de 0°C.

Considéremos a continuacién el cambio de volumen experimentado por
una sustancia cuando varia la presién a temperatura constante, por ejem-
plo, cuando el estado del sistema de la fig. 2-14 cambia del punto 2 al
punto 3, a lo largo de la curva isotérmica de temperatura T,. Es evidente,
que la pendiente de la linea tangente a una curva isotérmica en un punto
viene dada por

Pendiente de la tangente = (S_V) .
‘ oP/T

Por tanto, si dVy; y dP, representan los valores limites de las diferencias
de volumen y presién entre dos estados proximos a la misma temperatura,

av)
AV = | —1} dPn.
! <5P r T

Para un gas ideal, considerando a T constante, tenemos

(Q_I{) _ nRT
oPlr p?

(2-26)
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La compresibilidad isotérmica k de un material se define del mismo
modo que el coeficiente de dilatacién, es decir, como la pendiente de una
curva isotérmica en un punto, dividida por el volumen

== 33
~ v\or/r

El signo menos se debe a que el volumen siempre decrece al aumentar la
presiéon a temperatura constante, de modo que (9V/2P), es siempre nega-
tiva. La compresibilidad es, por tanto, una magnitud positiva. Su unidad
es la reciproca de la unidad de presion y en el sistema MKS es 1 metro
cuadrado por newton (1 m? N-i),

Para un gas ideal,

(2-27)

o= — l(__ "RT) =L (2-28)
Vv P? P
La compresibilidad media ¢ se define por
K= — — —,
V, APy

N

En general, los coeficientes de dilatacién y compresibilidad son funciones
de la temperatura y de la presiéon. En la fig. 2-16 se muestra un gréfico
de « en funcién de T para el cobre y en la 2-17 un grafico de « en funcién de
P para el mercurio. )

En la exposicién anterior hemos considerado dos estados a igual pre-
sién, tales como los estados 1 y 2 de la fig. 2-14 o dos estados a jgual tem-
peratura, como los estados 2 y 3. Supongamos, sin embargo, que dos esta-
dos de un sistema poseen presiones y temperaturas distintas, tales como
los estados 1 y 3 de la fig. 2-14. La diferencia de volumen entre los estados
depende sélo de los estados y es, independicnte de cualquier proceso par-
ticular por el cual el sistema pasa de un estado a otro. Consideremos, por
tanto, que el sistema pasa del 1 al 3, primero a lo largo de la trayectoria
1-2 a presioén constante P; y a continuacién por la trayectoria 2-3 a tempe-
ratura constante 7, La diferencia de volumen AV entre los estados extre-
mos es igual entonces/a la suma del cambio de volumen AV, en el pro-
ceso 12 y del cambio AV en el proceso 2-3. En el limite, cuando APz y AT,
se aproximan a cero segun las ecuaciones (2-19) y (2-26), la diferencia de

volumen dV es
iV = (a_‘f) T +-<a__v) dp.
P

(2-29)
oT 0P/ .
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En funcién de B8 y «,

dV = gV dT — «V dP, (2-30)
o sea v
v = fdT — xdP. (2-31)

Ahora, en lugar de considerar que las derivadas parciales de V (o las
magnitudes S y «) pueden calcularse si se conoce la ecuacién de estado,
podemos invertir este punto de vista. Es decir, si 8 y « se han. medido expe-
rimentalmente y se conocen como funciones de la temperatura y la presion,
podemos determinar la ecuacién de estado integrando la ecuacién (2-30) o la
(2-31). Asi, supongamos que para un gas a baja presion hemos determinado
experimentalmente que 8 =1/T y « = 1/P. De la ecuacién (2-31) resulta,

v _dr 4P _
v T P

In¥V —InT +'In P = In (constante),
LA constante,
T

que es la ecuacidon de estado de un gas ideal si identificamos la constante
con nR. .

Si la ecuacidn (2-30) se integra desde un cstado de referencia Vg, Py, T,
a un estado arbitrario V, P, T, se obtiene

v A P
J dV =V — I, =f ﬂVdT——f «V dP.
Vo T, TP, :

El cambio dc volumen de un sélido o liquido es relativamente pequefio
para las variaciones de presion y temperatura y, en primera aproximacion,
consideraremos V constante ¢ igual a V, en las integrales del segundo miem-
bro. Si 8 y « se pueden también considerar constantes, entonces

V=TVl + (T — Tp) — (P — Py)]. (2-32)

Por tanto, las mediciones de 8 y «, mas el conocimiento de los valores

de Vy, Py y T, en el estado de referencia, son suficientes para determinar la

ecuacion de cstado de un sélido o liquido, con las aproximaciones men-
cionadas.
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2-8 CONSTANTES CRITICAS DE UN GAS DE VAN DER WAALS

Como otro ejemplo del uso de las derivadas parciales en termodindmica,

determinaremos a continuacién las constantes criticas de un gas de van
der Waals. A pesar de'la simplicidad relativa de esta ecuacién, un gas de
van der Waals posee un punto criticoj y su superficie P-v-T tiene caracteris-
ticas que corresponden a la regién liquido-vapor de un gas real. El punto
de coincidencia de los tres valores reales de » para un gas de van der Waals
es su punto critico (véanse figs. 2-4 y 2-5). A temperaturas inferiores a la
critica, las isotermas de van der Waals no presentan la porcién horizontal
de coexistencia de las fases liquida y vapor de un gas real. Sin embargo,
es posible justificar la construccién de la linea horizontal abc en la fig. 2-5
trazandola de modo que sea una presién cuyas A4reas sombreadas sean
iguales. Los puntos a y ¢ corresponden entonces, respectivamente, a los vo-
Itimenes especificos del liquido y vapor saturados.

Como una isoterma representa aquellos estados de equilibrio para los
cuales la temperatura es constante, la pendiente de una curva isotérmica
proyectada sobre el plano P-v viene dada por la derivada parcial (aP/dv);.
El examen de la fig. 2-5 nos dice que en el punto critico, no sélo la pen-
diente es nula, sino que ademds la isoterma es cdéncava hacia arriba a la
izquierda de este punto y céncava hacia abajo a la derecha del mismo, es
decir, el punto critico es también.un punto de inflexién. Luego, en ese

punto,
oP 821’)
0, — ) = 0.
(80)' Y (802 T

Una de las caracteristicas mas ttiles de la ecuacién de van der Waals es
que puede ser resuelta segin P y en consecuencia, las derivadas parciales
de P se calculan fdcilmente. Se obtiene

(2-33)

P = RT __(12_
v—> v
En consecuencia;:
RT 2a
() -2
ovlr (v — D) v
(BEP) __2RT__ Ga
wtle (—bP

Cuando T = T,, temperatura critica, y » = v, volumen critico, cada una
de las expresiones anteriores c¢s nula. Resolviendo el sistema formado por
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las dos ecuaciones respecto a v,y a T, e introduciendo estos valores en la
ecuacién original, obtenemos
a : 8a .

P,=——, 0v,=3b T, = )
7B ¢ 27Rb

(2-34)

Estas ecuaciones se usan frecuentemente para determinar las constan-
tes @ y b de un gas dado, en funcién de los valores de las constantes criti-
cas determinados experimentalmente. Por otra parte, hay tres ecuaciones
para las dos incégnitas @ y b y por tanto, estin superdeterminadas. Es
decir, obtenemos a partir de la segunda de las ecuaciones anteriores,

b= 2? s
3
mientras que de la solucién simultdnea de la primera y tercera ecuaciones,
b =21, (2-35)
8P,

Cuando se introducen los valores experimentales de P, v, y 7. en las
dos ecuaciones precedentes, no obtenemos el mismo valor de b. En otras
palabras, en el punto critico no es posible ajustar una superficie P-v-T de
van der Waals a la de una sustancia real. Pueden hacerse coincidir dos cua-
lesquiera de las variables pero no las tres. Como el volumen critico es mas
dificil de medir con precisién que la presién y la temperatura criticas, se
emplean las dos tltimas para determinar los valores de a y b en la tabla 2-1.

Otro sistema para comparar la ecuacién de van der Waals con la ecua-
cién de estado de una sustancia real, es comparar los valores de la cantidad
Pv/RT en el punto critico. Para un gas de van der Waals,

Peve 3

= - = 0,375

RT, 8 (2-36)

y segin la ecuacién de van der Waals esta razéon tiene el valor 3/8 para
todas las sustancias en el punto critico. (Para un gas ideal, por supuesto,
la razén es igual a la unidad.) En la tabla 2-4 se relacionan algunos valores
experimentales, Estos no son iguales, aunque las discrepancias no son grandes.

La ccuacién de van der Waals puede escribirse de manera que sea apli-
cable a cualquier sustancia introduciendo las llamadas presién, volumen y
temperatura reducidas, o sea, las razones de la presidn, volumen y tempe-
ratura, a la presién, volumen y temperatura criticos:

o
|

T
. T=-—. 37
T (2-37)

iy
<

c
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Tabla 2-4 Valores experimentales de P, /RT..

Sustancia P [RT,
He 0,327
H, 0,306
0, 0,292
CO, 0,277
H,0 0,233
Hg 0,909

Combinando estas ecuaciones con la (2-34) y 1a (2-8), la de van der Waals,
obtenemos

(Pr + %)(&» — 1) = 8T, (2-38)
Uy .

que no contiene las constantes a y b y, por lo tanto, se aplica a cualquier
gas de van der Waals. El punto critico tiene las coordenadas 1, 1, 1, en un
diagrama P,v,T,. La ecuacidén (2-38) se denomina a menudo ley de los esta-
dos correspondientes. Esta es una «ley», por supuesto, solamente en la me-
dida en que los gases reales obedezcan a la ecuacién de van der Waals. Dos
sustancias diferentes se consideran en. «estados correspondientes» si sus pre-
siones, volumenes y temperaturas son la misma fraccién (o multiplo) de la
presion critica, volumen critico y temperatura critica de las dos sustancias.

2.9 RELACIONES ENTRE DERIVADAS PARCIALES
En la seccién 2-7 hemos visto que la diferencia de volumen dV entre dos
estados de equilibrio préximos de un sistema pucde cxpresarse en la forma

. oV aV)
=|]d — ) dP.
v (BT)’ T+ (aP Td

En esta ecuacién se¢ supone que el volumen V se expresa en funcién de
T y P. Pero también podemos considerar que la presién P se expresa en
funcién de V y T y por el mismo razonamiento anterior podemos escribir

= (2 -af) av.
dp = (aT)VdT + (aV r
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Eliminemos ahora dP en las ccuaciones anteriores y saquemos factor
comin dV y d7T. El resultado cs

) - [ ()

Esta ecuacion debe ampliarse para dos estados de equilibrio proximos
cualesquiera. En particular, para dos estados a igual temperatura, pero de
volumenes diferentes, dT" =0, dV #0, y para satisfacer la ecuacidén ante-

rior debe cumplirse
= (G
opP/r\oV/r

(%%)T= (aP/;V)T'

Del mismo modo, como podemos tener dV =0, dT %0, también se cum-

plira
o) (éfj) + (@K) —0.
(aP r\oT/y \oT/P

Combinando las ecuacioncs (2-39) y (2-40) la ecuacién anterior puede
escribirse en una forma mads simétrica,

GG

Obsérvese que en esta ecuacion el denominador de cualquier derivada par-
cial es el numerador de la siguiente y que los simbolos Vv, P, T, aparecen
ciclicamente en cada una de las derivadas parciales. :

Para ilustrar cl uso de las ecuaciones  precedentes, supongamos que
descamos calcular ¢l incremento de presion que tiene lugar en un sxst.ema
cuando aumenta su temperatura a volumen constante, es decir, nos 1ntcf-
resa el valor de la derivada parcial (2P/2T)y. Una vez medidos los coegl-
cientes de dilatacién y compresibilidad de una sustancia, no es necesario
realizar una tercera serie de experimentos para determinar la depfndenma
de la presién con la temperatura a volumen constante. De la ecuacién (2-41)

resulta que

o sea,

(2-39)

(2-40)

(2-41)

(or) - @ o -
oT/v @VIoP)r —xkV
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y la derivada parcial que interesa resulta ser igual al cociente de 8 por «.
Cuanto mayor sea S y menor «, mds grande es el incremento de presiéon
para un determinado incremento de la temperatura.

La variacién de presién para una variacién finita de temperatura a vo-
lumen constante es

r, Tzﬁ
dP:PZ—P1=f car
ry T, K

y si By « se consideran constantes,

B
Py =P ==(T, - Ty),
K

relaciéon que también puede obtenerse de Ia ecuacion (2-32) haciendo V = V.

En todos los razonamientos precedentes hemos considerado sélo un sigl
tema. PVT para que el anilisis tuviera base fisica y no sélo matematica.
Escribamos ahora las ecuaciones importantes de forma mas general. Supon-
£amos que tenemos tres variables que satisfacen la ecuacién

f(x>y’ Z) = 0.

Las ecuaciones (2-39) y (2-41) tomaran la forma

(Z_;)f (;;T/la*g ’ (2-43)

GG a0

Las letras x, y, z, pueden asociarse a cualesquiera de las tres variables cuyos
valores especifican el estado de un sistema,

210 DIFERENCIALES EXACTAS

Como la diferencia de volumen entre dos estados de equilibrio de un sis-
tema es independiente de la naturaleza de cualquicr proceso que tenga lugar
entre ambos, podemos también evaluar Ia diferencia de volumen entre los
cst.ados 1y 3 dela fig. 2-14 a lo largo de la trayectoria 1-4-3. En nuestra
primera deduccién, en la cual utilizibamos la trayectoria 1-2-3, a la presion
a lo. largo de 1-2 le asigndbamos el valor constante Py a la temperatura a
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lo largo de la porcién 2-3 el valor constante T,. Por tanto, escribiremos la
ecuacion (2-29) explicitamente en la forma

v av
dV1.2.3 = (5?)1) T -+ (51—’)11 dp.

A lo largo de la trayectoria 1-4-3,
dP + (_a_g) dT.

s (2)
1-4.3 — aP Tl aT Pa

Como estas variaciones de volumen son iguales, resulta

(e~ Ga) (7). (57

dP B dT ) (2-45)

En el limite, cuando dP y dT son casi cero, podemos considerar que la
derivada parcial (aV/aT)P3 se calcula en el punto 4 y la ((9V/<‘9T)P1 en el
punto I, que estd a igual temperatura que el 4. El numerador del pri-
mer miembro de la ecuacidn (2-45) es, por tanto, la variacion que experimenta
esta derivada parcial cuando la presién cambia en dP, desde P, a P;, a tem-
peratura constante. Al dividir por dP el cociente representa la variacion
con la presién a temperatura constante, de la derivada parcial (aV/aT)p,
o sea, se trata de la segunda derivada parcial de V respecto a Py T y puede

escribirse en la forma
3, o aror
oP\oT/plT oP oT

Del mismo modo, el segundo miembro de la ecuacién (2-45) es

Bl
aT\oP/rlp 9T 0P’

Y por tanto, tenemos el importante resultado

otV 92V
=, 2-4
oPOT 0T 9P (2-46)

Ls decir, el valor de Ja segunda derivada parcial es independiente del orden
de derivacion.
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Obsérvese que el resultado precedente es sdélo cierto si la diferencia de
volumen dV entre los estados 1 y 3 es la misma para todos los procesos que
tengan lugar entre dichos estados. Una diferencial para la cual esto se
cumple se denomina diferencial exacta. Las diferenciales de todas las pro-
piedades de un sistema —tales como el volumen, la presién, la tempera-
tura, la imanacién, etc~— son exactas. En realidad, este criterio puede
considerarse como definicién de una propiedad termodindmica. Una magnitud,
cuya diferencial no es exacta, no es una propiedad termodinamica. Mas ade-
lante, cuando consideremos los intercambios de energia entre el sistema y
el medio ambiente, encontraremos magnitudes cuyas diferenciales no son
exactas y que, por tanto, no son propiedades del sistema.

Otro punto de vista es el siguiente. La diferencia de volumen entre dos
estados arbitrarios cualesquiera de un sistema, puede encontrarse sumando
o integrando las variaciones infinitesimales de volumen dV que tienen lugar
a lo largo de cualquier camino arbitrario entre esos estados. Asi, si V, y V,
son los volumenes de los dos estados,

v,
f dv =V, — 1y, (2-47)
Vi

y el valor de la integral es independiente del camino.
Si el proceso es ciclico, de modo que los puntos 1 y 2 coinciden, V, = V,,
Vz—" Vl = 0 y

fﬁ av =0, (2-48)

en donde el simbolo fﬁ indica que la integral debe evaluarse a lo largo de
un camino cerrado.

Viceversa, si la integral de una diferencial entre dos estados arbitrarios
es independiente del camino recorrido, la integral extendida a una traycc-
toria cerrada es nula y la diferencial es exacta.

Para comprobar si una diferencial es o no cxacta puede hacerse lo si-
guiente, La diferencial exacta dV pucde cscribirse cn la forma

ov 1%
1V = (-—~~) 1T (-—-—) dP,
‘ oT P( + oP/r ‘

Las derivadas parciales son los coeficientes de las diferenciales dT'y dP y
como hemos visto, la derivada parcial respecto de P del coeficiente de d7T’
es igual a la derivada parcial respecto de T del coeficiente de dP. En genc-
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ral, si para tres variables cualesquiera x, v, z, tenemos una relacién de la
forma '

dz = M(x,y)dx + N(x,y)dy,
la diferencial dz es exacta si

-~ oM ON
= (2-49)

.PROBLEMAS

2.1 La tabla siguiente consigna los valores correspondientes de la presién y del
volumen especifico del vapor de agua a tres temperaturas, 700°F, 1150°F y 1600°F.
Sin transformar a unidades MKS calcular la razén Pu/T a cada temperatura y pre-
sién y para cada temperatura representar en un grafico estas razones en funcidon
de la presion. Estimar el valor extrapolado de Pv/T cuando P tiende a cero y hallar
el valor de R en J kilomol~! K-1,

P t = 700°F t = 1150°F t = 1600°F
ib pulg-? v v v

pie? b1 pie3 bt pie3 b1
500 1,304 1,888 2,442
1000 0,608 0,918 1,215
2000 0,249 0.449 0,601
3000 0,0984 0,289 0,397
4000 0,0287 0,209 0,294
5000 0,0268 0,161 0,233

422 (a) BEstimar tan exactamente como sea posible, a partir de la fig. 2-1, el volu-
men molal especifico del CO, a una presion de 3 X 107 N m-? y una temperatura T .
Supdngase que T, = 340 K. (b) A esta presidn y temperatura, ¢cudntos kilomoles
de CO, se¢ hallardn contenidos en un tanque de 0,5 m?® de volumen? (c) ¢Cuantos
kilomoles deberia contener ¢l tangue, si el CO, fuera un.gas ideal?

23 Un cilindro provisto de un pistén maévil contiene un gas ideal a una presién P,
volumen especifico v, y temperatura 7', La presién y volumen se aumentan simul-
taneamente, de modo que en cada instante, Py v estdn relacionados por la ecuacién

P = AU,

en la cual A es una constante. (a) Expresar la constante A en funcién de la pre-
sién P,, la temperatura T, y la constante de los gases R. (b) Construir el gréfico
que representa el proceso anterior en el plano P-v. (c) Hallar la temperatura cuando
el volumen especifico se duplica, si T, = 200 K.



-

64 ECUACIONES DE ESTADO

24 . El tubo en U de la fig. 218, de seccién uniforme igual a 1 cm?, contiene mer-
curio hasta la altura que se indica. La presién atmosférica es de 750 torr. El
lado izquierdo del tubo se cierra ahora en el extremo superior y el lado dere-
cho s'e conecta a una buena bomba de vacio. (a) ¢Cuénto descieﬁde el nivel del
lado izquierdo? (b) ¢Cual es la presién final del aire encerrado? La temperatura
permanece constante.

25 El lado izquierdo del tubo en U de la fig. 2-18 se cierra en el exiremo superior.
(a) Si la temperatura inicial es de 300 K, hallar la temperatura T a la cual la co-
lumna dfz aire, a la izquierda, tiene una longitud de 60 cm. La presién barométrica
se mantiene constante, igual a 750 torr. (b) Trazar las isotermas a 300 K y ala
te‘tmperatura T, en el plano P, e indicar la curva que representa la transforma-
cién que se produce en el lado izquierdo durante el aumento de temperatura.

Figura 2-18

26 El tubo en forma de J de la fig. 2-19 de seccién uniforme conticne aire a la
presién atmosférica. La presion barométrica es hy. Se echa mercurio en la rama
abierta, encerrandose el aire en la rama cerrada. ¢Cudl es la altura % de la colum-
na de mercurio en el extremo cerrado, cuando el extremnio abierto se llena de mercu-
rio? Suponer la temperatura constante y que el aire es un gas ideal. Despréciese
todo efecto debido a la curvatura de la base. Como cjemplo numérico, secan:
hy =075 m, h =025 m, hy =225 m, )

T

hy

Figura 2-19
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277 Si n moles de un gas ideal pueden bombearse a través de un tubo de didme-
tro d a 4 K, ¢cual debe ser el didmetro del tubo para bombear el mismo namero
de moles a 300 K?

P

P, a b

Pylem d c
} ,
| |
1 | T
| 1 '
&y vy

Figura 220

28 La fig. 2-20 representa cinco transformaciones, a—b, b—c¢, ¢—d, d—a y
a—c, trazadas en el plano P-p, correspdndientes a un gas ideal en un sistema ce-
rrado. Representar los mismos procesos: (a) en el plano P-T; (b) en el plano T-v;
(c) determinar cuatro puntos de interseccién de las curvas en la superficie P-v-T
de la fig. 2-2, que corresponden a los puntos a, b, ¢ y d de la fig. 2-20.

29 En la fig. 2-20,sean P,=10x 105 N m-2, P, = 4 x 105 N m~?, y, = 2,5 m3 kilomol-1.
Determinar; (a) la temperatura T, (b) el volumen especifico v, (c) las temperatu-
ras en los puntos b y d, (d) el volumen real V en el punto a si el sistema consiste
en 4 kilomoles de hidrégeno, (e) la masa de hidrégeno.

2-10 Un tanque de 0,5 m? de volumen contiene oxigeno a una presién absoluta de
1,5 % 106 N m-2 y a una temperatura de 20°C. Suponer que el oxigeno se comporta
como gas ideal. (a) ¢Cuantos kilomoles de oxigeno hay en el tanque? (b) ¢Cudntos
kilogramos? (c) Hallar la presiéon cuando la temperatura aumenta hasta 500°C.
(d) A 20°C, ¢cuantos kilomoles pueden sacarse del tanque antes que la presiéon baje
al 10% de la presion original?

211 Cierta cantidad de aire esta contenida en un cilindro provisto de un pistén
mévil. Inicialmente la presién del aire es 2 X 107 N m-2, el volumen es 0,5 m3 y la
temperatura es 300 K. Suponer que el aire es un gas ideal. (a) ¢Cudl es el volumen
final del aire si se deja expandir isotérmicamente hasta que la presién sea 1 x 107
N m-2, desplazdndose el pistén hacia fuera para permitir el aumento de volumen
del aire? (b) ¢Cuil es la temperatura final del aire si el pistén se mantiene fijo
en su posicidn inicial y el sistema se enfria hasta que la presién sea 1 x 107 N m-?2?
(¢) ¢Cudles son la temperatura y volumen finales del aire si se deja expandir iso
térmicamente desde las condiciones iniciales hasta que la presién sea 1,5 x 107 N
m-2 y aespues se enfrfa o volumen constante hasta que la presion sea 1 X 107 N m-??
(d) ¢Cudles son la temperatura y volumen finales del aire si un enfriamiento iso-

SEARS — §
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cérico a 1,5 x 107 N m-2 se sigue por una dilatacién isotérmica a 1 x 10?7 N m-2?
(e) Representar cada uno de estos procesos en un diagrama 7T-V. ‘

2-12 Un volumen V a la temperatura T conticne 1, moles de gas ideal A y n,
moles de gas ideal B. Los gases no reaccionan quimicamente. (a) ngoslrar que
la presidn total P del sistcma se expresa por

P=pstps (2-50)

en donde p, y pg son las presiones que cada gas ejerf:eria si ocupara por si solo
todo el volumen. La magnitud p, se denomina presién parcial del gas Ay la
Ec. (250) es la ley de Dalton* de las presiones parcialgs. (b) Demostrar que
ps = x,P, en donde x, es la fraccién de moles de A en e} sistema.

213 En todos los gases diatémicos, algunas de las moléculas estan disociadas en
atomos separados y el porcentaje de dtomos disociados crcce’ con la temperat.urzll.
El gas, como conjunto, consiste en una mezcla de gas monoatdmico y de gas diatéd-
mico. Aun cuando cada componente se comporte como gas ideal, la mezcla no es
gas ideal, porque el numero de moles varia con la temperatura. El grado de dl.SlO‘
ciacién ¢ de un gas diatémico se define como la razén de la masa m1,, de la fraccién
monoatémica a la masa total m del sistema,

S = m1/m.

(a) Demostrar que la ecuacién de estado del gas es:

N

PV = (8 + 1)(m|My)RT,

en la que M, es el “peso” molecular del componente diatdmico. Sux?on-er que el
gas obedece a la ley de Dalton (véase problema 2-12). (b) La tabla sxgulente con-
signa los valores experimentales de la razén PV{m, .pa'rfl el vapor dc iodo, a tres
temperaturas diferentes. Calcular el grado de¢ disociacién, en funcién de la tem-
peratura, y representarla en un grafico.

1(°C) 800 1000 - 1200

730 x 108

3,72 x 10* 5,08 x 104

PV
m 8

2-14 Un recipiente contiene CO, a 137°C. El volumen especifico es 0,0700 m3 .kilo-
mol-1. Calcular la presién en N m-2; (a) a partir de la ecuacién de los gases idea-
les, (b) a partir de la ecuacién de van der Waals. (c) Calcular la relacién Pv/T en
J kilomol-! K-! para las dos presiones cbtenidas en (a) y (b) y comparar con el
valor experimental que se deduce de la fig. 2-1, suponiendo T, = 137°C.

215 Un cilindro provisto de un pistén contiene vapor de agua a temperatura de
—10°C. A partir- de la fig. 2-10 describir los cambios que tienen lugar cuando el

* John Dalton, quimico britanico (1766-1844).
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volumen del sistema disminuyc isotérmicamente. Representar aproximadamente a
escala cl proceso en el plano P-p. :
216 En la tabla 2-3 se dan las constantes criticas del CO,. A 299 K la presién de
vapor es 66 x 105 N m-2 y los volimenes especificos del liquido y del vapor son
respectivamente 0,063 y 0,2 m? kilomol~!, En el punto triple, T = 216 K, P =.5,1 x 105
N m-? y los volumenes especificos del sélido y del liquido son respectivamente
0,029 y 0,037 m? kilomol-I. (a) Construir la parte del diagrama posible P-p para
el CO, correspondiente a la fig, 2.5. (b) Un mol de CO, sélido se introduce en un
recipiente cuyo volumen varia con la presién segin la relacién P = 7 x 107 V, en
donde V se expresa en m? y P en N m-2. Describir el cambio en el contenido del
recipiente cuando la temperatura se hace crecer lentamente hasta 310 K.

17 Demostrar que g = 3« para un sélido isotrépico.

218 (a) Demostrar que el coeficiente de dilatacién cuibica puede expresarse en la

forma
1 /a3p
p=--(=5),

en donde p es la densidad. (b) Demostrar que el coeficiente de compresibilidad
isotérmica puede expresarse en la forma

(&)
“ T \erfp

219 La temperatura de un bloque de cobre se incrementa de 400 K a 410 K. ¢Qué
cambio de presién es necesario para mantener constante el volumen? Los datos
numeéricos necesarios pueden obtenerse de la fig. 2-16. :
220 Disefiar un termémetro de mercurio para usar a temperaturas préximas a la
ambiente. La longitud de la columna de mercurio debe cambiar un centimetro
por grado C. Suponer que el cocficiente de dilatacién del mercurio es igual a
2 x 10-4 K-! y es independiente de la tcmperatura en el intervalo considerado;
igualmente se supone que el coeficiente de dilatacién del vidrio es practicamente
nulo.

221 (a) Demostrar que el coeficiente de dilatacién cubica de un gas de van der
Waals es

Rv*(v — b)
T RTVY = 2a(w — by

p

(b) ¢Cudl es la expresién para B sia=b=0 (gas ideal)?
222 (a) Demostrar que el coeficiente de compresibilidad de un gas de van der
Waals es
V2 (v — b)?
“ T RTY® = 2a(v — b

(b) ¢Cudl cs la expresion para ¢ si a=5b = 0?
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223 Una ecuacién de estado aproximada es P(v—b) = RT. (a) Calcular los coe-
ficientes de dilatacién y compresibilidad de una sustancia que obedece a esta ecua-
cién de estado. (b) Demostrar que las ecuaciones correspondientes para un gas de
van der Waals (véanse problemas 221 y 2-22) se reducen a las expresiones dedu-
cidas en (a) para a = 0.

2-24 Una sustancia hipotética posee un coeficiente de compresibilidad isotérmica
k= a/v y un coeficiente de dilatacién f = 2bT/v, en donde a y b son constantes.
(a) Demostrar que la ecuacién de estado se puede representar por v— bI? + aP =
constante. (b) Si a una presién P, y temperatura T el volumen especifico es vy,
determinar la constante.

225 Una sustancia tiene un coeficiente de compresibilidad isotérmica « = aT3/P?
y un coeficiente de dilatacién 2 = bT?/P, en donde a y b son constantes. Deter-
minar la ecuacién de estado de la sustancia y la relacién a/b.

226 Partiendo de la ecuacién de estado dada por la Ec. (2-12) calcular: (a) la
variacién de la longitud de una barra con la temperatura, cuando la tensién per-
manece constante; (b) la variacién de la longitud con la tensién a temperatura
constante; (c¢) la variacién de temperatura dT necesaria para mantener la longi-
tud constante, cuando se produce un pequefio cambio de d# en la tensién. Su-
poner que el mdédulo de Young es independiente de la temperatura.

227 Una via de ferrocarril sin juntas de dilatacién estd situada en un desierto
donde las temperaturas del dia y de la noche difieren en AT = 50 K. El 4rea de la
seccién transversal del carril es A = 3,6 x 10-3 m?, el médulo de Young E es
20 x 1010 N m-2 y el coeficiente de dilatacién lineal « =8 X 10-6 K-1 (a) Si la
longitud de la via se mantiene constante, ¢cual es la diferencia de tensién en las
vias entre el dia y la noche? (b) Si la tensién es nula cuando la temperatura
es minima, ¢cual es su valor cuando la temperatura pasa por un maximo? (c) Si
la via tiene 15000 m de longitud y se dilata libremente, ¢cudl seria la variacién
de longitud entre el dia vy la noche? (d) ¢Qué derivadas parciales deben calcularse
para responder a las preguntas anteriores?

228 Determinar las constantes criticas P, v, v 7, en funcién de a, b y R para
un gas de van der Waals.

229 Utilizando las constantes criticas relacionadas en la tabla 2-3, calcular vel valor
de b de la ecuacién de van der Waals para el CO,: (a) a partir de v, y (b) a partir
de T,y P,

2-30 a) Demostrar que las constantes criticas de una sustancia que obedece la ecua-
cién de estado de Dieterici*, P(v— b) exp (a/vRT) = RT, son

P, = qgl4e®b?, v, = 2b, T, = a/4RD.

.(b) Comparar la relacién P,v,/RT, de un gas de Dieterici con los valores experi-
mentales de la tabla 2-4.

2-31 Deducir la Ec. (2-38).

2-32 (a) Utilizando la relacién ciclica de la Ec. (2-41), determinar el cocficiente de

dilatacién 8 de una sustancia que obedece a la ccuacion de estado de Dieterici

* Conrad H. Dieterici, fisico alemdan (1858-1929).
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dada en el problema 2-30. (b) A temperaturas altas y volumenes especificos gran-
des todos los gases se aproximan al comportamiento de los gases ideales. Compro-
bar que para valores grandes de T'y v la ecuacién de Dieterici y la expresién
de 8 deducida en (a) se convierten en las ecuaciones correspondientes de un gas
ideal.

233 Determinar (3P/3T), para los gases que obedecen: (a) a la ecuacién de esta-
do de van der Waals, (b) a la ecuacién aproximada de estado del problema 2-23 y
(c) a la ecuacién de estado de Dieterici (problema 2-30).

2-34 Partiendo de la ecuacién de estado de un material paramagnético, demos-
trar que las derivadas parciales ciclicas (8M/aH )y, (8K /9T )y, (0T/OM) Z satis-
facen la Ec. (2-44). '

235 (a) Teniendo en cuenta que dv es una diferencial exacta y recordando las
definiciones de 8 y « probar que

() = - (&

(b) A partir de la fig. 2-16 obtener una ecuacién lineal que establezca aproxima-
damente la relacién entre « y T para el cobre, a una presién constante de 1 atm,
y para T = 1000 K. (c) Calcular el cambio que experimenta el coeficiente de dila-
tacién del cobre con la presién a temperatura constante. (d) Determinar el coe-
ficiente de dilatacion del cobre a 1000 K y 1 atm y calcular la variacién relativa
en volumen del cobre cuando la presién crece isotérmicamente a 1000 atm. Supo-
ner que (9B3/0P); es independiente de la presidn.

236 Utilizar la relacién del problema anterior para demostrar que los datos de
los problemas 2-24 y 2-25 son consistentes.

237 Demostrar que el momento magnético M de un material paramagnético es
una funcién de estado demostrando que dM es una diferencial exacta.



WMW@W '

e
#

Capitulo 3

Primer principio de la

termodindmica

INTRODUCCION

EL TRABAJO EN UN CAMBIO DE VOLUMEN

OTRAS FORMAS DE TRABAJO

EL TRABAJO DEPENDE DE LA TRAYECTORIA
TRABAJO DE CONFIGURACION Y TRABAJO DISIPATIVO
PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA
ENERGIA INTERNA

FLUJO DE CALOR

EL FLUJO DE CALOR DEPENDE DE LA TRAYECTORIA
EQUIVALENTE MECANICO DEL CALOR

CAPACIDAD CALORIFICA

CALORES DE TRANSFORMACION. ENTALPIA

FORMA GENERAL DEL PRIMER PRINCIPIO .
ECUACION ENERGETICA DEL FLUJO ESTACIONARIO

T
-

$ 6206 ¢
W

Qo
[=2]

©o
BWN=O OO~

1
[t QT T Gy

71




72 PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA

3-1 INTRODUCCIGN :

El principio trabajo-energia de la mecdnica es una consecuencia de las leyes
de Newton del movimiento. Establece que el trabajo de la fuerza resultante
sobre una particula es igual al cambio de energia cinética de la misma. Si
una fuerza es conservativa, el trabajo de esta fuerza puede igualarse al
cambio de energia potencial de la particula y el trabajo de todas las fuerzas,
excluida esta fuerza, es igual a la suma de las variaciones de energia ciné-
tica y potencial de la particula. El mismo razonamiento se aplica a un cuer-
po rigido. (Para mayor simplicidad suponer que las lineas de acciéon de
todas las fuerzas pasan por el centro de masas, de modo que no es necesa-
rio considerar el movimiento de rotacién.)

También puede realizarse trabajo en procesos en los que se produce cam-
bio de energia cinética o potencial del sistema. Asi, se realiza trabajo cuando
un gas se comprime o expande o cuando una célula electrolitica se carga
o se descarga o cuando una barra paramagnética se imana o desimana,
aunque el gas o la célula o la barra permanezcan en reposo a igual altura.
En termodindmica intervienen muchos procesos de este tipo que, por otra
parte, no son los Unicos. =

En mecénica, el trabajo d’W de una fuerza F cuyo punto de aplicacién
se desplaza una distancia ds, se define por F cos # ds, en donde 6 es el 4n-
gulo formado por los vectores F y ds. Si F y ds tienen el mismo sentido,
6 =0° cos § =1 y el trabajo es igual a F ds. En termodindmica y por ra-
zones que pronto se explicaran, es costumbre invertir este convenio de
signos y definir el trabajo por dW = —F cos 6 ds. Asi, cuando F y ds son
de sentidos opuestos, # = 180°, cos § = —1 vy el trabajo es + F ds. La ra-
z6n de escribir d'W en lugar de dW, se explicard en la seccién 3-4.

Cuando un sistema termodindmico experimenta un proceso, el trabajo
que se realiza puede asociarse siempre a alguna fuerza. Sin embargo, es
conveniente expresar el trabajo en funcién de las propiedades termodini-
micas del sistema y por ello comenzaremos considerando el trabajo que se
realiza cuando se produce un cambio de volumen en el mismo.

3-2 EL TRABAJO EN UN CAMBIO DE VOLUMEN

La linea continua de la fig. 3-1 representa el limite de un sistema de
volumen V' y forma arbitraria sobre el cual actiia una presién hidrostatica
externa uniforme P, Supongamos que el sistema se expande en contra de
esta presién, alcanzando finalmente la forma indicada por la linea exterior
de trazos. La fuerza externa que actiia sobre un clemento de la superficie
limite de area dA es dF,= P, dA. Cuando el elemento se .desplaza hacia
afuera una distancia ds, la fuerza y el desplazamiento son en sentidos opues-
los y el trabajo de la fuerza es dF, ds = P, dA ds. Cuando se incluyen todos
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los elementos de superficie, el trabajo d’W del proceso se determina inte-
grando el producto P, dA ds a toda la superficie:

(~dI‘W = P’fdA ds.

La integral equivale al volumen comprendido entre los dos limites, o sea,
al incremento dV del volumen del sistema. Por tanto,

d'W = P,dV. (-1)

Asi cuando un sistema se expande contra una presién externa, dV es po-
sitivo, el trabajo es positivo y se dice que el sistema realiza un trabajo. Cuan-
do el sistema se comprime, dV es negativo y se dice que el trabajo se realiza
contra el sistema. En los comienzos de la termodindamica, una magnitud de
interés primario era el trabajo que realizaba un sistema en un proceso
de expansién del vapor de agua contra el pistén de un cilindro. La conve-
niencia de considerar el trabajo positivo en tal proceso, es la razén prin-
cipal por la cual se invierte el convenio de signos de la mecanica. Algunos
textos retienen el convenio de signos de la mecénica y por ello expresan
el trabajo de un cambio de volumen en la forma d’'W = — P, dV. Por tanto,
el trabajo positivo corresponde al trabajo realizado sobre el sistema y el
trabajo negativo al realizado por el sistema. Sin embargo, en este libro adop-
taremos el convenio de signos utilizado normalmente en termodindmica,
en el cual el trabajo realizado por el sistema es positivo.

dF, =P, dA

Fig. 3-1 El trabajo realizado por un sistema que se expande contra una
fuerza cxterna se expresa por P,dA ds.
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La unidad MKS de presién es 1 newton por metro cuadrado (1 N m-2?) y
la unidad de volumen 1 metro cibico (1 m3). La unidad de trabajo es, por
tanto, 1 newton-metro (1 N m) o 1 joule (1 J).

El trabajo de las fuerzas externas ejercido sobre los limites de un siste-
ma se denomina frecuentemente trabajo externo. El trabajo externo en un
cambio de volumen se expresa por la ecuacién (3-1), cualquiera que sea la
naturaleza del proceso. Si un proceso es reversible, el sistema estd esen-
cialmente en equilibrio mecanico en todo momento y la presién externa P, es
igual a la presién P ejercida por el sistema contra los limites. Por tanto,
en un proceso reversible podemos sustituir P, por P y escribir

d'w = PdV. (3-2)

Si se trata de un proceso reversible finito en el cual el volumen varia
de V, a V,, el trabajo total W es

Ve

Padv. (-3)

W _
Va
Cuando se especifica la naturaleza de un proceso, P puede expresarse en
funcién de V mediante la ecuacién de estado del sistema y puede calcularse
la integral. '

La relacién entre la presién y el volumen de un sistema en cualquier
proceso reversible puede representarse por una curva en el plano P-V. El
trabajo correspondiente a un pequefio cambio de volumen dV se repre-
senta graficamente por el area P dV de una franja vertical estrecha, tal

como la sombreada en la fig. 3-2. El trabajo total W realizado en un proceso

P

Va —— 48

Fig. 32 El 4rca sombrcada representa el trabajo en un pequefio cam-
bio de volumen. '

™
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finito es proporcional al drea limitada por la curva que representa el pro-
ceso, el eje de volumences y las ordenadas de V, y V,. El trabajo es positivo
si el proceso se produce en el sentido indicado, es decir, desde un estado
a a un cstado b. Si la transformacidén se produce en sentido opuesto, el

trabajo es negativo.
A continuacién calcularemos { P dV para un cierto numero de trans-

formaciones reversibles.

El trabajo en un proceso isdcoro es evidentemente cero, ya que en tal
caso V = constante.

En procesos isobdricos, la presién es constante y el trabajo es

1 4% ,
W o= pf dVv = P(V, — V). (3-4)

El trabajo se halla representado por el area del rectingulo sombreado en
la fig. 3-3(a), de base V,—V, v de altura P.

Si P no es constante, debe expresarse en funcion de V por medio de la
ecuacién de estado. Si el sistema es un gas ideal,

P = nRT|V.

(a) (b)

Fig. 3-3 El 4rea sombreada representa el trabajo en: (a) un proceso
isobaérico, (b) un proceso isotérmico. '

En el caso especial de un proceso isotérmico, T es constante y

Vs V.
W = nRTf —K = nRT In—. (3-5)
¥

>
a a
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El trabajo se halla representado por el drea sombreada en la fig. 3-3(b). Si
V>V, el proceso es una expansién, In (V,/V,) es positivo y el trabajo es
wpositivo. Si V, <V, el proceso es una compresién, In (V,/V,) es negativo y
el trabajo es negativo.

Se propone como ejercicio calcular el trabajo correspondiente a un pro-
ceso isotérmico con variacién de volumen de un gas de van der Waals.

3-3 OTRAS FORMAS DE TRABAIJO

La fig. 3-4 representa un alambre sometido a traccién. El extremo izquierdo
del alambre estd fijo y sobre el derecho acttia una fuerza externa &, Cuan-
do el alambre se alarga una pequefia longitud ds = dL, ¥, y dL son del
mismo sentido y el trabajo de la fuerza &, es d'W = — &, dL. Si el proceso
es reversible, la fuerza externa &, es igual a la traccién ¥ del alambre y

dW = —F dL. (3-6)

Si dL es positivo, d'W es negativo y se realiza un trabajo sobre el alambre.
Si se le permite recuperarse, se acorta, dL es negativo, d’'W es positivo y el
trabajo lo realiza el alambre. La unidad de tensién en el sistema MKS es el
newton (N) y la unidad de longitud el metro.

Una de las aplicaciones mas importantes de la termodinidmica es el es-
tudio del comportamiento de sustancias paramagnéticas a temperaturas ex-
traordinariamente bajas. Este tema sera tratado ampliamente en la sec-
cién 8-8; de momento, consideraremos sélo la expresién del trabajo en un
proceso durante el cual cambia el estado magnético de la sustancia. El sis-
tema estd formado por una barra uniforme, larga y estrecha, situada en

-,

=

|
L
P %

et

Fig. 3-4 El trabajo realizado sobre un alambre para aumentar su lon-
gitud en dL es F,dL.

un campo magnético externo paralelo a su longitud, de modo que pucden
despreciarse los electos desmagnetizantes. Sca L la longitud de la barra y
A el drea de su seccién transversal. Supongamos que se la rodea de un
arrollamiento imanador de resistencia despreciable, formado por N espi-
ras y por el que circula una corriente de intensidad I. Sea B la densidad
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de flujo magnético en la barra y ® = BA el flujo total. Cuan‘do la corriente
en el arrollamiento crece dI en el tiempo dt, el flujo cambia d® y la fem
inducida en el arrollamiento es

Pl dB
= N = —N4A—.
¢=-N dt

La potencia de entrada € en el sistema se expresa mediante @ = &I y el
trabajo d’'W en el tiempo df es

dW = Pdt = ELdt.

La intensidad magnética & producida por la corriente I en el arrolla-
miento es

H = NI:I- 5 A
y eliminando I resulta
d'W = Vi dB, (-7

en donde V = AL es el volumen de la barra. » .
Si # es la imanacién de la barra o momento magnetico por unidad de

volumen, la densidad de flujo B es
B = u (¥ + A).
Cuando esta expresién de B se introduce en la ecuacién (3-7), resulta
AW = —p VA dH — pu Vo d. (3-8)

El primer término del segundo miembro representa el .tra'lbajo que se re-
querirfa para incrementar el campo en el vacio si no ex.lstlera la barra, ya
que en ese caso # y d.# serian nulos. El segundo término es, pues, el tra-
bajo asociado al cambio.de imanacién de la barra.

El momento magnético M de una muestra de volumen Ves M= V./ﬁ/,
pero para evitar en estas ecuaciones la aparicién de la constante _majng.netlca
o = 47 X 107 henry m-' (H m-1)*, definiremos el momento magnetico en

la forma

M= VA (3-9)

* Joseph Henry, ffsico americano (1797-1878).
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De este modo, el trabajo de imanacién, excluido el trabajo del vacio, es

simplemente
\
d'W = —dM. (3-10)

La unidad MKS de & es 1 ampere por metro (1 A m-)* La unidad de
imanacién 4 es también 1 A m-!. Por tanto, la unidad del momento mag-
nético definido en la ecuacién (3-9) es 4x X 10-7 henry ampere metro
(4= X 10-7 H A m).

Un razonamiento semejante conduce a que cuando se modifica la inten-
sidad de campo eléctrico E en una placa dieléctrica, el trabajo es

d'W = —EdP, (3-11)

siendo P el momento dipolar de la placa, igual al producto de su polariza-
cién (momento dipolar por unidad de volumen) por su volumen V.

La unidad MKS de E es 1 volt por metro (1 V m-1)** vy la unidad de
polarizacién 1 coulomb por metro cuadrado (1 C m-?)***. La unidad del
momento dipolar P es 1 coulomb metro (1 C m) y de nuevo la unidad de
trabajo es 1 volt coulomb =1 .

&
+|___
b
—AAAA a
+ 1
ll
(gl

Fig. 35 Circuito de trabajo reversible en una pila electrolitica de
fem &.

Consideremos a continuacién una pila electrolitica de fem & y de resis-
tencia interna despreciable. Conectemos los terminales de la pila respecti-
vamente a un extremo a de un redstato y al contacto deslizante b del mismo,
como indica la fig. 3-5. El redstato se conecta a los bornes de una segunda
pila de fem &', mayor quc &. ‘

Si la posicién del contacto deslizante se regula de modo que la ddp
V. debida a la corriente que circula por la resistencia del redstato sea exac-

* André M. Ampere, fisico francés (177‘5-1836).
** Conde Alcssandro Volta, fisico italiano (1745-1827).
*** Charles A. de Coulomb, ingeniero francés (1736-1806).
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tamente igual a &, la corriente en la pila sera nulz_t. Si V., es un inf%nité-simo
superior a & se¢ producira una corriente en la p-ll’fl de derec.ha a 1zquxer.da
y si V,, es un infinitésimo inferior a & se produ.mra una corr.lente en 1{3. pila
en sentido opuesto. Como el sentido de la corriente en la pila Puede inver-
tirse por un cambio infinitesimal de V., el proceso Puede copsxderarse ter-
modinamicamente reversible. Si ademads, las sustancias reacc10n’an.tes de la
pila se escogen apropiadamente, el sentido de la reacs:i(')n quimica en el
interior de la pila se invertird cuando se invierta la corriente y diremos que
se trata de una pila reversible. .

La potencia @ absorbida o suministrada por la pila es Q’ = &I, siendo I
la corriente de la pila. El trabajo en un intervalo corto de tiempo dt es

dW = Pdt = &ld.

En el capitulo 2 definimos una magnitud Z cuyo cambio .dZ es la canti-
dad de carga I dt que fluye por un punto de la pila en el tiempo dt. Para
estar de acuerdo con el convenio de signos termodinamico, escribiremos

AW = —&dzZ. (3-12)
Si Z crece, como ocurre cuando «se carga» la pila, dZ es positivo, d'W es ne-
gativo y se realiza trabajo sobre la pila.

La unidad MKS de & es 1 volt (1 V) y la unidad de Z es 1 coulomb (1 C).
La unidad de W es, por tanto, 1 joule (1 J). o

Como ejemplo final calculemos el trabajo realizado en la vafrxamén del
area de una pelicula superficial. La figura 3-6 representa un metod9 usual
de demostracion del fenémeno de tension superficial. En un bastidor en
forma de U, con un alambre deslizante, se forma una pelicula jabonosa.

it Mw

4

Fig. 3-6 Fuerzas de tension superficial ejercidas en el contorno de una
pelicula delgada.
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Ambas superficies de la pelicula ejercen fuerzas hacia dentro sobre los limi-
tes de la pelicula y el alambre se mantiene en equilibrio por la accién de
una fuerza externa ¥, La tensién superficial ¢ de la pelicula se define por
la fuerza ejercida hacia dentro por una de las superficies de la pelicula,
por unidad de longitud del lfmite. Por tanto, si L es la longitud del alambre,
la fuerza total que acttia hacia arriba es 2oL (la pelicula tiene dos super-
ficies), de donde resulta F, = 20 L. Cuando el alambre se traslada hacia abajo
una distancia dx, el trabajo de la fuerza F. es

d'W = —~F,dx = —2L dx,

en donde la intervencién del signo negativo se debe a que ¥,y dx son

ambos de igual sentido. El drea superficial total de la pelicula es A = 2Lx,
de modo que

dA = 2L dx
Yy por tanto

d'W = —0dd. (3-13)

La unidad de o es 1 newton por metro (1 N m-!) y Ia unidad de A es 1 metro
cuadrado (1 m?), de modo que la unidad de trabajoes 1 Nm =1 7J,

3-4 EL TRABAJO DEPENDE DE LA TRAYECTORIA
Supongamos un sistema PVT que pasa de un estado de equilibrio inicial
a otro de equilibrio final b por dos procesos reversibles distintos, repre-

sentados por las trayectorias I y II de la fig. 3-7. La expresién del trabajo
W en cualquiera de los dos procesos es

1 Vb
W =f d'w =f Pdy,
a e

Aunque el trabajo a lo largo de cualquier trayectoria se expresa por la
integral de P dV, la presion P es una funcion diferente de V a lIo largo de
las dos trayectorias vy, por tanto, el trabajo cs también distinto. El trabajo
del proceso 1 corresponde al drea total sombreada debajo de la trayecto-
ria I; el trabajo del proceso Il corresponde al drca (mds oscura) bajo la
trayectoria II. Luego, al conirario que en el cambio de volumen V,—V,
entre los estados a y b que ¢s el mismo para cualquier trayectoria que una
dichos estados, el trabajo W depende del camino recorrido y no simple-
mente de los puntos extremos. Por tanto, como ya explicamos en la sec-
¢i6én 2-10, la magnitud d'W es una diferencial inexacta y el trabajo W no es
una propiedad del sistema. El trabajo es una funcion de linea y no una fun-
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cion de punto como V y, por ello, el trabajo del proceso no pl.zede igualarse
a Ja diferencia entre los valores de alguna propiedad de} smtemat en los
estados extremos del proceso. Asi pues, utiligarerr}os el simbolo c.iW pa.r.';t
destacar que el .trabajo de un proceso infinitesimal es una diferencia
me);cgl.sistema de la fig. 3-7 pasa del estado a al b a lo Ia:rgo del camino I
y después vuelve del estado b al a por el camino II,. el sistema realiza uri
proceso ciclico. El trabajo positivo a lo larg(? del camino .I es mayor que e
trabajo negativo a lo largo de II. El trabaJ? neto del ciclo es,lp'or tanto,
positivo, o sea, que lo realiza el sistema y est.t:z repr.esentado por el area cc?zln-
prendida dentro de la trayectoria cerrada. Si el 0101(? se recorre en sentido
inverso, es decir, primero de a a b por la tfayectorla.II y luego de‘ baa
por I, el trabajo neto es positivo y el tra.baJo se realiza contra el sistema.
En cualquier caso, la magnitud del trabajo neto W es

W = 3Ed'W - 5{§Pdv. (3-14)

Esto contrasta con la integral de una diferencial exacta a lo largo de una
trayectoria cerrada que siempre es igual a cero, como vimos en la sec-
cion 2-10,

v

Fig. 3-7 El trabajo depende del camino recorrido.

3-5 TRABAJO DE CONFIGURACION Y TRABAJO DISIPATIVO -

En todos los cjemplos de las reacciones precedentes, .el tral')aJo en unppg(g-
ceso reversible se cxpresa por el prpducto de una variable 1'nten51va (P, S,
&, o) y la variacién de una variable extensiva (V, M, Z, A).. Si represen.tamo
con la letra Y la variable intensiva y con la letra X la variable extensiva co-

SEARS ~ 6
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.rrespondiente, en el caso mas general, en que se presentan mas de un par
de variables, tenemos

dW = Y, dX, + YydX, + - = > YdX, (3-15)
en donde cada producto debe tomarse con el signo algebraico apropiado:
P dV, — & dM, etc. Se dice que las variables extensivas X, X,, etc., deter-
minan la configuracién del sistema y que el trabajo ), Y dX es el trabajo
de cownfiguracion.

Es posible que la configuracién de un sistema pueda cambiar sin la rea-
lizacién de trabajo. En la fig. 3-8 una vasija se divide en dos partes por un
diafragma. El espacio por encima del diafragma se vacia, mientras que
el que esta por debajo contiene un gas. Si el diafragma se perfora, el gas se
expande por el espacio vacio y llena toda la vasija. El estado final seria el
mismo si el diafragma estuviera constituido por un pistén muy ligero, que
se dejase en libertad a partir de su posicién original. El proceso se deno-
mina expansion libre.

Ll
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Fig. 3-8 En la expansién libre de un gas el trabajo de configuracién
es nulo, ya que P, es cero.

Como en el espacio que hay por encima del diafragma hay vacio, la pre-
sién externa P, sobre el diafragma es cero. El trabajo en una expansion
libre es, por tanto,

W=fPedV=

y el trabajo es cero aunque el volumen del gas aumente. .
Consideremos un sistema constituido por un fluido y un agitador, es-
tando éste sumergido en el primero. El agitador estd unido a un eje que
atraviesa la pared del recinto y sobre cuyo extremo exter1or se aplica un
par de fuerzas. Prescindiendo del sentido de rotacién del eje, el par externo

tiene siempre ¢l mismo sentido gue el desplazinniento angular del eje

PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA a3

¢y el tra-
bajo del par cxterno cs sicmpre negativo, es decir, el trabajo se realiza
siempre sobre el sistema compuesto por ¢l fluido y el agitador. Este tra-
bajo de agiiacién se lama de modo general trabajo disipativo.

Otro ejemplo comin de trabajo disipativo es el trabajo necesario para
mantener una corriente cléetrica [ en una resistencia R. El trabajo eléc-
trico de magnitud IR di sc realiza siempre sobre la resistencia, sin tener
en cuenta cl sentido de la corriente.

. A diferencia del trabajo de configuracién, el trabajo disipativo en un
proceso no puede expresarse en funcién del cambio de alguna propiedad
del sistema sobre el cual se realiza. Como veremos después, hay una inti-
ma conexion entre trabajo disipativo y flujo de calor.

Todo proceso en el cual se realiza trabajo disipativo es necesariamente
irreversible. Cuando el agilador gira en un fluido se realiza trabajo sobre
el sistema, pero una pequefia variacién en el par externo que hace girar
al*agitador, no da lugar a que el trabajo lo realice el sistema. De igual modo,
una pequefia variacién en la tensién terminal de la fuente que suministra
lIa corriente a través de la resistencia, no da lugar a que el trabajo lo realice
la resistencia.

En el caso general pucden presentarse en un proceso ambos trabajos,
el de configuracién y el disipativo. El trabajo total del proceso se define
por la suma algebraica del trabajo de configuracién y el trabajo disipativo.
En un proceso reversible el trabajo disipativo debe ser cero. Como un pro-
ceso reversible es necesariamente cuasiestatico, su especificacién implica:
(a) que el trabajo sea cuasiestatico y (b) que el trabajo disipativo sea nulo.
En un proceso reversible, pues, el trabajo total es igual al trabajo de
configuracién.

3-6 PRIMER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA
Existen muchos procesos que permiten que un sistema pase de un estado
de equilibrio a otro y, en general, el trabajo realizado por el sistema es dife-
rente en cada proceso. De todos los procesos posibles entre dos estados
determinados, seleccionemos aquellos que sean adiabdticos. Es decir, que
el sistema esté rodeado por un limite adiabitico y su temperatura sea in-
dependiente de la que posea el medio exterior. El limite no necesita ser ri-
gido, de modo que el sistema puede realizar o recibir trabajo de configu-
racién. Supondremos también que el sistema puede recibir trabajo disipa-
tivo y que no hay variaciones de energia cinética y potencial en el sistema.
Aunque sdélo consideraremos los procesos adiabaticos, existen muchos
procesos de este tipo entre un par de estados determinados. Algunos de
ellos se indican en la fig. 3-9. El sistema, inicialmente en el estado a realiza
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primero una expansién libre adiabatica (representada por la serie de trazos).
de a a c¢. En este proceso no se realiza trabajo de configuracién y supon-
dremos que no hay trabajo disipativo. El sistema realiza a continuacién
una expansién adiabética reversible al estado b. En este proceso el trabajo
de configuracién se halla representado por el area sombreada bajo la curva
cb y como el trabajo disipativo es nulo en todo proceso reversible, esta
4rea sombreada representa el trabajo total del proceso a-c-b.

Fig. 3-9 El mismo trabajo se realiza en todos los procesos adiabaticos
que tienen lugar entre el mismo par de estados de equilibrio.

En un segundo proceso, partiendo de nuevo del estado a, el sistema rea-
liza primero una expansién adiabética reversible alcanzando el estado d,
elegido de tal modo que con una expansién libre subsiguiente (de nuevo
en ausencia de todo trabajo disipativo) termine en el estado b. El trabajo
total del proceso a-d-b se halla entonces representado por el area sombreada
bajo la curva ad.

Aunque los dos procesos son muy distintos, es un hecho experimental
que el trabajo, representado por las dos areas sombreadas, es el mismo en
ambos casos.

En un tercer proceso posible, la expansién adiabatica reversible que parte
de a contintia mas alld de d hasta alcanzar el punto e de igual configuracion
(en este caso el volumen) que en el estado b. A continuacién se realiza un
trabajo disipativo adiabdtico sobre el sistema sin cambio de configuracién
(por ejemplo, un agitador gira dentro del sistema) hasta que alcanza de
nuevo el estado b. (El trabajo disipativo no se halla representado por un
irea en el diagrama.) :

El trabajo total realizado por el sistema en el proceso a-e-b es igual al
trabajo de configuracién realizado en el proceso a-¢ representado por el area
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bajo la curva ae, menos el trabajo disipativo realizado sobre el sistema en
el proceso e-b. Resulta que este trabajo total es igual al de los dos proce-
sos anteriores y el trabajo realizado por el sistema en la expansién rever-
sible de d a e es igual al que se realiza sobre el sistema en el proceso disi-
pativo e-b.

De lo expuesto no debe llegarse a la conclusién de que los experimentos
andlogos a los ilustrados en la fig. 3-9 han sido efectuados con gran preci-
sién para todos los procesos adiabaticos posibles entre todos los pares
posibles de estados de equilibrio. Sin embargo, toda la estructura de la ter-
modindmica estd de acuerdo con la conclusién de que cualquiera que sea
la naturaleza del proceso,

el trabajo total es el mismo en todos los procesos adiabdticos que tengan
lugar entre dos estados de equilibrio que tengan las mismas energias ciné-
tica y potencial.

Este enunciado constituye el primer principio de la termodindmica. En la
seccién 3-13 se tratardn aquellos procesos en los cuales las energias cinética
y potencial no son iguales en los estados extremos.

3-7 ENERGIA INTERNA
El trabajo total W, en cualquier proceso adiabdtico es igual a la suma de
los trabajos d’'W,, en cada etapa del proceso:

b
Ws.d =f dl Wa.d'

Aunque en general la diferencial d’W es inexacta y el trabajo W tiene valo-
res diferentes para distintas trayectorias, la diferencial d'W,; es exacta en
el sentido de que el trabajo es el mismo a lo largo de todos los procesos
adiabdticos comprendidos entre un par determinado de estados que posean
las mismas energfas cinética y potencial. Por tanto, podemos definir una
propiedad de un sistema, representada por U, tal que la diferencia entre sus
valores en los estados a y b es igual al trabajo total realizado por el siste-
ma a lo largo de cualquier trayectoria adiabatica que una a con b. Esta pro-
piedad se denomina energia interna del sistema.

El valor de la energia interna (excepto una constante arbitraria que no
afecta a los valores de las diferencias de energia interna), depende sélo del
estado del sistema ¥, por tanto, dU es una diferencial exacta. Convencional-
mente, se define dU como el valor negativo del trabajo adiabatico d'W,,
que realiza el sistema o igual al trabajo adiabatico realizado sobre el sis-
tema. Asi )

dUu = "’lead'
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Para dos estados que difieran en una cantidad finita

Ub 1)
f dU = U, — U, = —f d' Wy = — Wy,
U, a

O sea
U, — U, = W, (3-16)

Es decir, el trabajo total W,y que realiza un sistema en un proceso adiabd-
tico entre dos estados a y b con iguales energias cinética y potencial es igual
a la disminucién (U,—U,) de la energia interna del sistema. Asi, un gas
que se expande contra un pistén en un proceso adiabatico puede realizar
trabajo, aun cuando no existan variaciones en su energia cinética o poten-
cial; el trabajo se realiza a expensas de la energia inferna del gas.

Evidentemente la unidad de energia interna es la misma que la de tra-
bajo y, por tanto, en el sistema MKS igual a 1 joule (1 J).

Obsérvese que no es necesario hacer hipétesis ni afirmaciones respecto
a la naturaleza de la energia interna desde el punto de vista molecular. Mas
adelante veremos cémo mediante los métodos de la teoria cinética y la me-
canica estadistica es posible interpretar la energia interna de un sistema
en funcién de las energias de las particulas que lo componen. Desde el punto
de vista termodindmico basta conocer la existencia de la propiedad llamada
energia interna y saber cémo se define.

En el capitulo 5 demostraremos que no todos los estados de un sistema
pueden alcanzarse por procesos adiabaticos a partir de un estado deter-
minado. Sin embargo, si el estado b no puede alcanzarse a partir del es-
tado a por un proceso adiabético, es siempre cierto que el estado a puede
alcanzarse a partir del estado b mediante un numero infinito de procesos
adiabaticos, en todos los cuales el trabajo W,, es el mismo. El trabajo adia-
batico define entonces las diferencias de energia interna U, — U.,.

.
3-8 FLUJO DE CALOR :

El primer principio de la termodindmica permite definir la energia inter-
na U de un sistema como una propiedad del mismo, cuyo cambid entre dos
estados de equilibrio es igual al trabajo total negativo de cualquier proceso
adiabatico entre dichos estados. A continuacién consideraremos procesos
que tienen lugar entre un par determinado de estados de equilibrio por via
no adiabatica. Es decir, el sistema no estd térmicamente aislado del medio
exterior, sino que hace contacto con ¢l a fravds de limites no adiabalicos
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con uno o mas sistemas cuya temperatura difiere de la del sistema conside-
rado. Bajo estas circunstancias decimos que existe un flujo de calor Q entre
el sistema y el medio ambiente.

El flujo de calor Q se define cuantitativamente en funcién del trabajo
_que se realiza en el proceso del modo siguiente: El trabajo total W en un
_proceso no adiabatico entre un par determinado de estados de equ111br10
difiere de un proceso a otro y difiere también del trabajo W,, de cualquier

proceso_adiabdtico entre el mismo par de estados. Definiremos el flujo de
calor Q dentro del sistema en cualquier proceso, como la diferencia_entre

el trabajo W yel trabaJo adlabatlco Waat

0=W— W, (3-17)

El flujo de calor dentro de un sistema, lo mismo que la variacién de
energia interna, se define asi completamente en funcién del trabajo meca-
nico y la unidad de Q es, evidentemente, 1 joule. El procedimiento seguido
aqui parece muy distinto de aquel que define la unidad de calor como el
flujo de calor necesario para que 1 gramo de agua eleve su temperatura
en 1 grado Celsius (la caloria gramo) o el flujo de calor necesario para que
1 libra de agua eleve su temperartura en 1 grado Fahrenheit (la unidad
britdnica de calor o Btu). La ventaja del método que empleamos aqui es
que la unidad de calor se define en términos absolutos y no intervienen
las propiedades de la sustancia de que se trate. Volveremos a este asunto
en la seccién 3-10.

Segun la naturaleza del proceso, el trabajo W puede ser mayor o menor
que el trabajo adiabatico W,, y, por tanto, el signo algebraico de Q puede
ser positivo o negativo. Si Q es positivo, existird un flujo de calor hacia
el sistema; si Q es negativo, el flujo de calor ird del sistema hacia el medio
exterior. El flujo de calor puede ser positivo durante unas partes de un
proceso y negativo en otras. Asi, pues, Q es igual al flujo neto hacia el sis-
tema.

Como los valores numéricos de temperatura se asignan de tal modo que
el calor fluye por conduccidén desde una temperatura més alta a otra mads
baja, resulta que si la temperatura del medio exterior es mayor que la del
sistema existird un flujo de calor hacia el sistema y Q serd positivo; si la
temperatura del medio exterior es menor que la del sistema se producird
un flujo de calor hacia fuera del sistema y Q serd negativo.

Un cambio reversible en la temperatura de un sistema, como se expuso
en la seccién 1-9, puede ahora describirse en funcién de un flujo de calor,
Si la temperatura de un sistema difiere sélo infinitesimalmente de la del
entorno, el sentido del flujo de calor puede invertirse por un cambio infini-
tesimal de la temperatura del sistema, siendo entonces reversible.
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Si un proceso es adiabatico, el trabajo W se convierte simplemente en
el trabajo adiabatico W,, y segin la ecuacién (3-17), el flujo de calor Q es
cero. Esto justifica la afirmacidén hecha en la seccién 1-5, a saber, que una
pared adiabatica puede describirse como aquella a través de la cual no puede
haber flujo de calor aunque exista diferencia de temperatura entre sus su-
perficies extremas. Una pared adiabdtica es un aislador térmico ideal.

Como, por definicidén, el trabajo adiabatico realizado por un sistema en
un proceso que une el estado de equilibrio inicial a con el estado de equi-
librio final b, es igual a la disminucién de energia interna del sistema U, — u,,
la ecuacién (3-17) puede escribirse en la forma

Uy—U,=0Q— W (3-18)
La diferencia U, — U, es el incremento de energia interna y la ecuacién (3-18)
establece que el incremento de energia interna de un sistema en cualquier
proceso en el que no existan variaciones de energia cinética y potencial, es
igual al flujo de calor neto Q en el sistema, menos el trabajo total W reali-
zado por el sistema.

Si hubiéramos utilizado la convencién de signos de la mecanica, en la cual
el trabajo de una fuerza se define por F cos § ds en lugar de —F cos 6 ds, el
signo de W se hubiera invertido y en vez de. la Ec. (3-18) habriamos escrito:

Uy— U, =Q + W.

Es decir, Q es positivo cuando hay flujo de calor hacia el sistema y W es
positivo cuando se realiza trabajo sobre el sistema. El incremento de energia
interna es asi igual a la suma del flujo de calor hacia el sistema y el trabajo
realizado sobre el sistema. Este convenio de signos parece mas légico vy lo
siguen algunos autores.

Si el flujo de calor y el trabajo son ambos muy pequefios, la variacién
de la energia interna es también muy pequefia y la ecuacién (3-18) se con-
vierte en

dU = d'Q — d'W, (3-19)

La ecuacidén (3-18) o su forma diferencial, ecuacién (3-19), se consideran
comunmente como las férmulas analiticas del primer principio de la ter-
modinamica (y asi lo haremos en adelante), pero realmente estas ecuaciones
no constituyen mas que las definiciones de Q o d’Q y no son una ley fisica.
La verdadera importancia del primer principio reside en la afirmacién de
que el trabajo es el mismo en todos los procesos adiabaticos que unen dos
estados de equilibrio con las mismas energias cinética y potencial.

e e
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No existe limitacién sobre la naturaleza del proceso a que se refieren
las ecuaciones (3-18) y (3-19); el proceso puede ser reversible o irreversible.
Si es reversible, el tinico trabajo es el de configuracién y (para un sistema
PVT) podemos sustituir d'W por P dV. Por tanto, en un proceso reversible,

dU = d'Q — P dvV. (3-20)

Mis generalmente, para un sistema de cualquier naturaleza en un proceso
reversible,

dU = d'Q — 3 Y dX. (3-21)

3.9 EL FLUJO DE CALOR DEPENDE DE LA TRAYECTORIA
Las ecuaciones (3-18) y (3-19) pueden escribirse en la forma

Q=(Ub_ a)+W’
d'Q = dU + d'W.

Para un par determinado de estados inicial y final, los valores de (U, — U,)
o de dU son los mismos para todos los procesos comprendidos entre dichos
estados. Sin embargo, como hemos visto, las magnitudes W o d'W son dife-
rentes en cada proceso y, como consecuencia, los flujos calorificos Q o d’Q
también son diferentes. Asf, pues, d’Q, lo mismo que d’W, es una diferen-
cial inexacta y Q no es una propiedad del sistema. El calor, como el trabajo,
es una funcién de Ifnea y no una funcién de punto y sélo tiene significado
en conexién con un proceso. Por otra parte, el flujo neto de calor Q en un
sistema durante un proceso entre los estados a y b es la suma de los valo-
res d’Q en cada etapa del proceso y, por tanto,

Q=£}Q

Sin embargo, lo mismo que ocurria con el trabajo W del proceso, no
podemos igualar la integral con la diferencia entre los valores de una pro-
piedad del sistema en los estados inicial y final. Por ejemplo, supongamos
que elegimos un estado de referencia y asignamos el valor Q, al «calor del
sistema» en ese estado. El «calor» en un segundo estado seria igual al «calor»
Q, mas el flujo de calor Q que tuviera lugar en un proceso que conectara
el estado de referencia con el segundo estado. Pero el flujo de calor es dis-
tinto en cada proceso distinto que tiene lugar entre los dos estados y, por
tanto, es imposible asignar un valor definido al «calor» del segundo estado.
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Si un proceso es ciclico, sus estados extremos coinciden; no hay cambio
en la energia interna vy segun la ecuacién (3-18), Q = W. En tal proceso,

_ el flujo neto de calor Q que absorbe cl sistema cs igual al trabajo ncto que

¢ste realiza. Pero como el trabajo neto W no es necesariamentc cero, ¢l

flujo neto de calor Q tampoco es necesariamente nulo y todo lo que pode-
mos decir es que

Sﬂd'g = Q.

Esta expresién es andloga a la correspondiente al trabajo W en un pro-
ceso ciclico y contrasta con la integral de una diferencial exacta en una
trayectoria cerrada que es siempre cero.

3-10  EQUIVALENTE MECANICO DEL CALOR ’

Supongamos que sobre un sistema se realiza el trabajo disipativo Wy en un
proceso adiabdtico a configuracién constante. Este es el caso, por ejemplo,
que ocurre cuando se realiza trabajo sobre un dispositivo de friccién su-
mergido en un fluido que se mantiene a volumen constante y esta aislado
tférmicamente. El flujo de calor Q en el proceso es cero, el trabajo de con-
figuracién es nulo y el trabajo de disipacién es el trabajo total. Por tanto,
si U, y U, son respectivamente los valores inicial y final de la energia in-
ternaf del sistema, teniendo en cuenta que cl trabajo que se realiza sobre
un sistema es negativo, podremos escribir

U, — U, = |W,|. ' (3-22)

Es decir, el incremento de energia interna del sistema es igual a la magni-
tud del trabajo disipativo realizado sobre el mismo.

Por otra parte, en un proceso en el cual el trabajo de configuracién
y el trabajo disipativo son ambos nulos, pero que existe un flujo de calor Q
en el sistema, el cambio de energia interna es

U,— U, = 0. (3-23)

Si las ecuaciones (3-22) y (3-23) se refieren al mismo par de estados ex-
t.remos, el flujo de calor Q del segundo proceso es igual al trabajo disipa-
tivo del primero. Desde el punto de vista del sistema resulta indiferente
que la energia interna aumente por la realizacién de trabajo disipativo o
por la afluencia de un flujo de calor del medio exterior.

Estos dos procesos ilustran lo que quiere decir el enunciado comn,
aunque impreciso, de que en un proceso disipativo «el trabajo se convierte
en calor». Todo lo que realmente podemos decir es que la variacion de
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energia interna de un sistema en un proceso disipativo es la misma que si
hubiera absorbido un flujo de calor Q igual, en magnitud, al trabajo disi-
pativo.

Como otro caso especial, supongamos que el trabajo disipativo W, se
realiza sobre un sistema a configuracién constante y que al mismo tiempo
hay un flujo de calor Q hacia fuera del sistema igual en magnitud al tra-
bajo disipativo W, La energia interna del sistema permanece constante.
Este es el caso de una resistencia eléctrica que transporta una corriente y
se mantiene a temperatura constante mediante una circulacién de agua de
refrigeracién. El flujo de calor cedido por la resistencia al agua es igual
en magnitud al trabajo disipativo realizado sobre la resistencia y, es cos-
tumbre decir en este caso, que «el trabajo se convierte en calor».

Durante muchos afos la cantidad de calor que fluye en un sistema se
expres6 en calorias o en Btu; 1 caloria es la cantidad de calor necesaria
para que 1 gramo de agua incremente su temperatura en 1 grado Celsius
y 1 Btu (British thermal unit) es el calor necesario para que 1 libra de agua
eleve su temperatura en 1 grado Fahrenheit. Mediciones cuidadosas demos-
traron que estas cantidades de calor variaban ligeramente con la localiza-
cién particular del intervalo de un grado, por ejemplo, si se trataba de 0°C
a 1°C o de 50°C a 51°C. Para evitar confusiones se definié la caloria a 15
grados, como la cantidad de calor que produce en 1 gramo de agua la ele-
vacién de temperatura de 14,5°C a 15,5°C.

Si el mismo incremento de temperatura se produce mediante la realiza-
cién de trabajo disipativo, las mejores medidas experimentales encuentran
que para cllo se necesitan 4,1858 joule, valor que se ha denominado equiva-
lente mecdnico del calor. Podemos pues escribir,

1 caloria a 15 grados = 4,1858 joule. (3-24)

Esta correspondencia entre joule y caloria a 15 grados esta sujeta nece-
sariamente al error experimental. Por esta razén y también para no funda-
mentar la definicién de calorfa en las propiedades de una sustancia parti-
cular (es decir, el agua), una comisién internacional ha acordado definir la
«nueva caloria» basada en la Tabla Internacional del vapor (la caloria IT)
por la ecuacién

1 caloria IT = 43 watt-hora= 35" joule (exactamente),

Luego, con cinco cifras significativas,

1 caloria IT = 4,1860 joule. © (3-25)

El valor aparentemente arbitrario de 860 se tomé para que la caloria IT
concordase al maximo posible con el valor experimental de la caloria a
15 grados.
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Como las relaciones entre el joule y el pie-libra, entre el gramo y la libra-
masa y entre los grados Celsius y Fahrenheit, son también convenciona-
les, provenientes de definiciones no sujetas a errores experimentales, la
unidad britanica de calor Btu se puede definir también exactamente en fun-
cién del joule. Con cinco cifras significativas,

1 Btu = 778,28 pies-libra. (3-26)

Esta definicién de caloria y Btu como multiplos exactos del joule, hace
que resulten anticuadas y ahora, en fisica experimental ordinaria, las can-
tidades de calor se expresan simplemente en joule. Sin embargo, la caloria
y el Btu estdn tan profundamente difundidos en las obras cientificas y téc-
nicas, que probablemente pasardn muchos afios antes de que desaparezcan
del todo.

Durante muchos afios se creyé que el calor era una sustancia contenida
en los materiales. La primera evidencia concluyente de que no era asi fue
encontrada por el Conde Rumford*, al observar el incremento de tempera-
tura de las virutas producidas al tornear los cafiones. Llegé a la conclusion
de que el flujo de calor en las virutas provenia del trabajo de tornear. Las
primeras mediciones precisas del equivalente mecanico del calor fueron rea-
lizadas por Joule, que midié el trabajo disipativo mecdnico realizado sobre
un agitador de paletas sumergido en un tanque de agua y calculdé a partir de
la masa conocida del agua y de su incremento de temperatura, la cantidad
de calor que tendria que fluir del agua para producir la misma variacién de
energia interna. Los experimentos se realizaron en el periodo de 1840 a 1878
y aunque Joule expresé sus resultados en unidades inglesas, son equivalen-
tes al valor notablemente preciso de

1 caloria = 4,19 joule.

(La unidad energética 1 joule no fue introducida con su nombre hasta des-
pués de la muerte de Joule y la caloria normalizada a 15 grados no se habia
definido todavia en aquella época.)

Sin embargo, la verdadera importancia del trabajo de Joule fue superior
a la simple determinacién del equivalente mecanico del calor. Por medio de
experimentos semejantes a los citados y otros de naturaleza similar, Joule
demostré de modo concluyente que existia en realidad una proporcionalidad
directa entre «trabajo» y «calor» y con ello contribuyé a disipar la falsa
creencia, corriente en aquel tiempo, de que el «calor» era un fluido invisible
¥y sin peso, llamado «caldrico». Puede decirse que Joule no sélo determiné
el valor del equivalente mecénico del calor, sino que proporcioné la prueba
experimental de la existencia de dicha magnitud.

* Benjamin Thompson, Conde Rumford, fisico americano (1753-1814).
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311 CAPACIDAD CALORIFICA

En tanto no se producen cambios de fase en un proceso, excepto en ciertos
casos especiales, la. temperatura de un sistema varia cuando el sistema re-
cibe un flujo de calor. La capacidad calorifica media C de un sistema en un
determinado proceso se define por la relacién del flujo de calor Q que entra
en el sistema y el correspondiente aumento de temperatura, AT:

C = 2 . (3-27)
AT

El término «capacidad» no es muy apropiado, pues parece indicar que
el sistema posee una «capacidad» definida para almacenar cierta ca’ntiQad
de calor (y no mas), como la capacidad de. un cubo de a.gua. Un t(?rmu}o
mejor, siguiendo la notacién de la electricidad, hubiera sido «capacitancia
térmica» o «capacitancia calorifica». '

La capacidad calorifica verdadera a cualquier temperatura se define como
el limite de T cuando AT tiende a cero:

!
C = lim 2 - Q (3-28)
aT-o AT  dT
La unidad MKS de C es 1 joule por kelvin (1 J K-1).

Téngase presente que la relacion d’Q/dT no puede interpretarse como
la derivada de Q respecto a T, pues Q no es una propiedad del sistema y no
es una funcién de T. La notacién d’Q simplemente representa un «pequefio
flujo de calor» y dT es el cambio correspondiente de temperatura.

Un proceso no estd completamente definido por la diferencia de tempe-
ratura entre sus estados extremos Yy para un cambio determinado de te{n-
peratura dT, el flujo de calor d’Q puede ser positivo, negativo o nulo,.segun
la naturaleza del proceso. Por tanto, la capacidad calorifica de un 51§tema
depende, tanto de la naturaleza del sistema, como del proceso particular
que el sistema experimenta y, para un sistema determinado, puede tomar
cualquier valor entre —o0 y + 0o, .

La capacidad calorifica en un proceso durante el cual el s_xstema se so-
mete a una presiéon hidrostatica externa constante, se denomina capacidad
calorifica a presion constante y se representa por Cp. El valor de Cp para un
sistema determinado, depende de la presién y de la temperatura. Si el sis-
tema se mantiene a volumen constante en tanto se le suministrzt f:alor, la
capacidad calorifica correspondiente se denomina capacidad calorz)ftca a vo-
lumen constante y se representa por Cy. Debido a las grandes tensiones que
se producen cuando se calienta un sélido o un liquido privado de expa}n’m_on,
las determinaciones experimentales de Cy en sélidos y liquidos son d’lfxcﬂes
y por ello se mide generalmente la magnitud Cp. Como veremos mas ade-
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lante, conocido Cp, puede calcularse la capacidad calorifica para cualquier
otro proceso si ademds conocemos la ecuacidén de estado del sistema.

Para medir experimentalmente la capacidad calorifica de un sistema,
debe medirse el calor d’Q que fluye en un proceso hacia el sistema y el
cambio correspondiente de temperatura d7. El método mas preciso de medir
el flujo calorifico consiste en introducir una resistencia eléctrica en el siste-
ma o rodearlo por ella y medir el trabajo eléctrico disipativo d'W = f PR dT
en la resistencia. Como ya vimos, si el estado de la resistencia no cambia,
el flujo de calor d’Q que parte de la resistencia hacia el sistema es igual
en magnitud al trabajo eléctrico d’W. En tal experimento la temperatura
de la resistencia crece junto con la del sistema, de modo que su energia
interna no permanece constante y el calor que fluye hacia el sistema no es
exactamente igual al trabajo eléctrico. Sin embargo, la discrepancia puede
hacerse muy pequefia o aplicarle una correccién. También debe hacerse una
correccién por el flujo de calor entre el sistema y el medio exterior.

El concepto de capacidad calorifica se aplica a un sistema determinado.
El calor especifico o capacidad calorifica por unidad de masa o por mol,
es caracteristico de la sustancia que constituye el sistema y se representa
por ¢, o ¢, La unidad MKS de calor especifico es 1 joule por kelvin por
kilogramo (1 J kg-! K-1!) o 1 joule por kelvin por kilomol (1 J kilomol-! K-!).

La fig. 3-10 muestra la variacién con la temperatura de los calores espe-
cificos molares ¢, y ¢, del cobre, a la presiéon constante de 1 atmoésfera. A
temperaturas bajas los dos son aproximadamente iguales y en las proximi-
dades del cero absoluto ambos decrecen rapidamente a cero. (Comparese
con el grafico de la fig. 2-16.) Este comportamiento es caracteristico de la
mayor parte de las sustancias solidas, aunque la temperatura a la cual se
produce la caida brusca, varia ampliamente de una sustancia a otra. A tem-
peraturas altas ¢, contintia aumentando, mientras que ¢, se mantiene casi
constante y aproximadamente igual a 25 X 10° J kilomol-! K- Se encuentra
este mismo valor de ¢, para muchos sélidos a altas temperaturas, y se deno-
mina valor de Dulong* y Petit** (que fueron los primeros en descubrir este

hecho). .
Aunque parece existir poca conexién entre la capacidad calorifica de ‘los

solidos y las propiedades de los gases a bajas presiones, debe observarse
que la constante R de los gases es igual a 8,31 X 103 J kilomol-! K-! y 25 x 10°
J kilomol-! K-! es casi exactamente el triple de esta cantidad; es decir,
el calor especifico a volumen constante es casi igual a 3R a elevadas tem-
peraturas. Demostraremos en la seccién 9-8 que, tedricamente, se puede es-
perar para c, en los sdlidos a altas temperaturas un valor igual a 3R.

* Pierre L. Dulong, quimico francés (1785-1838).
** Alexis T. Petit, fisico francés (1791-1820).
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Fig. 3-10 Grafica de ¢, y ¢, para el cobre en funcién de la temperatura
a la presién constante de 1 atm.

La fig. 3-11 muestra la variacién con la presién de ¢, y ¢, del mercurio a
temperatura constante. La variacién con la presién es relativamente mucho
menor que la variacién con la temperatura.

En la tabla 9-1 se dan algunos valores de ¢p y ¢, para gases, correspon-
dicntes a temperaturas proximas al ambiente, expresados también en funcion
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Fig. 3-11 Grifica de ¢, y ¢p para €l mercurio en funcién de la presién
a la temperatura constante de 0°C.
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de R. Se observa que para gases monoatdémicos, ¢p/R =~ 5/2 = 2,50, c¢,/R =~
3/2 =1,50 y para los gases diatémicos, ¢p/R =~ 7/2 = 3,50, ¢,/R =~ 5/2 = 2,50.

La cantidad total de calor que fluye en un sistema en cualquier proceso
viene dado por

T, T,
0 =f(I'Q =fT CdT = nf cdT, (3-29)

r,

en donde C es la capacidad calorifica apropiada al proceso y ¢ es el corres-
pondiente valor molal. Dentro de un intervalo de temperaturas en el cual
C puede considerarse constante,

Q= C(T, — Ty) = ne(T, — Ty). (3-30)

Cuanto mayor es la capacidad calorifica del sistema, menor es la varia-
cién de temperatura para un flujo determinado y en realidad, haciendo la
capacidad calorifica suficientemente grande, la variaciéon de temperatura
puede hacerse tan pequefia como se desee. Un sistema cuya capacidad ca-
lorifica es muy grande, se denomina fuente térmica, caracterizada por el

hecho de que se le puede enviar o quitar cualquier cantidad de calor

sin que se produzca en él una variacién apreciable de temperatura. Cual-
quier proceso reversible efectuado por un sistema en contacto con una fuente
térmica es isotérmico.

En sistemas distintos de los PVT pueden definirse capacidades calorificas
analogas a Cp y Cy. Asi, en un proceso en el que la intensidad # del campo
magnético es constante, un sistema magnético posee una capacidad calori-
fica C . Si el momento magnético M es constante, la correspondiente capa-
cidad calorifica es Cy. Para un polimero o para un alambre tenso, las ca-
pacidades calorificas deben considerarse a tensién constante C 5 y a longitud

constante Cy.

3-12 CALORES DE TRANSFORMACION. ENTALPIA

En la seccién 2-5 se describieron los cambios de fase de una sustancia pura,
pero no se hizo ninguna referencia al trabajo o calor que acompafian a esos
cambios. Ahora los estudiaremos.

Consideremos una porcién de un proceso isotérmico en la regién sélido-
liquido, en la liquido-vapor o en la sélido-vapor y hagamos que la trans-
formacién se realice en el sentido en que una masa m se transforma de
solido a liquido, de liquido a vapor o de sodlido a vapor. El sistema, enton-
ces, absorbe calor y el calor latente de transformacion | se define como la
razén del calor absorbido a la masa # que experimenta el cambio de fase.
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(Podemos también definir el calor latente molar de transformacién como
la razén del calor absorbido al niimero de moles n que se transforman.) La
unidad del calor de transformacién es 1 J kg-! o 1 J kilomol-.,

Los cambios de fase estin siempre asociados con cambios de volumen,
de modo que en un cambio de fase siempre el sistema entrega o recibe tra-
bajo (excepto en el punto critico, en que el volumen especifico del liquido
y del vapor son iguales). Si el cambio se produce a temperatura constante,
la presién es también constante y el trabajo especifico que realiza el sis-
tema es, por lo tanto,

w =P(02 —_ vl):

donde v, y v, son los volumenes especificos final e inicial. Entonces, por el
primer principio, la variacién de energia especifica es

uy, — uy =1 — P(v, — vy).
Esta ecuacién puede escribirse en la forma
I'= (uy + Pvy) — (uy + Pvy).

La suma (u + Pv) se presenta frecuentemente en termodindmica. Como
u, P y v son todas propiedades de un sistema, la suma serd también una
propiedad del sistema* y se denomina entalpia especifica, designandose con
la letra h:

h=u+4 Po, (3-31)

La unidad de # es también 1 joule por kilogramo o 1 joule por kilomol.
Por consiguiente,

[ = hy — hy. (3-32)

El calor de transformacién en cualquier cambio de fase es, por lo tanto,
igual a la diferencia entre las entalpias del sistema en las dos fases. Veremos
mas adelante que esto es un caso particular de la propiedad general de la
entalpia de que en cualquier proceso isobarico reversible el calor absorbido
es igual a la variacién de entalpia.

Usaremos la notacién I, L, I para representar los calores de transfor-
macién de sélido a liquido, liquido a vapor y sélido a vapor, que se llaman

* N. del T. De esta afirmacién, que es siempre valida, no debe deducirse la opuesta.
Asi: Si la suma de dos o mas términos es una propiedad del sistema, cada sumando
no siempre lo es (como ocurre en Q—W = AU, ec. 3-18).

SEARS — 7
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respectivamente calores de fusidn, vaporizacion y sublimacion. Las propie-
dades particulares de las fases sélida, liquida y vapor se distinguen por una,
dos o tres primas respectivamente. El orden para el nimero de primas
sigue el de las fases de una sustancia a medida que se incrementa la tem-
peratura.

Como ejemplo, consideremos el cambio de fase de agua liquida a vapor de
agua a una temperatura de 100°C. El calor de vaporizacién a esta tempera-
tura es ’

123 - h/ll — K = 22,6 x 1057 kg—l.

La presién de vapor P a esta temperatura es 1 atm o 1,01 X 105 N m-2 y los
_volimenes especificos de vapor y de liquido son v/ = 1,8 m? kg-! y v = 10-3
m? kg-1. El trabajo en el cambio de fase es

w = P(vm — ") = 1’7 X 105Jkg-1.
y el cambio en energia interna especifica
ulll — u” = 123 —_Ww = 20,9 X 105J kg—l.

Es decir, aproximadamente un 92% del calor de transformacion se debe al
incremento de energia interna y un 8 % al trabajo sobre la atmdsfera que debe
hacer el vapor para «abrirse espacio» en ella.

La fig. 3-12 es un grafico del calor de vaporizacion del agua en funcién
de la temperatura. Como vemos, disminuye con la temperatura creciente y

25 x 10
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Tempergtum (°C) t

¢

Fig. 3-12 Calor latente de vaporizacién del agua en funcién de la tempe-
ratura. El calor latente se hace cero a la temperatura critica ¢, = 374°C.
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se hace cero a la temperatura critica, para la cual las propiedades del liquido
y del vapor resultan idénticas.

Como la entalpia % es una funcién de estado, su valor depende sélo del
estado del sistema. Si un sistema realiza un proceso ciclico las entalpias
inicial y final son iguales y el cambio neto del proceso es cero. Esto hace
posible deducir una relacién simple entre los tres calores de transforma-
ciéon en el punto triple.

Consideremos un proceso ciclico realizado alrededor del punto triple su-
ficientemente préximo a él para que durante las transiciones de fase sélo
tengan lugar cambios de entalpia. Supongamos que la sustancia, inicial-
mente en fase sélida se transforma primero a la fase vapor, después a la
fase liquida y finalmente vuelve a su estado inicial en la fase sélida (véase
fig. 2-10). En el primer proceso hay un flujo de calor hacia el sistema y la
entalpia especifica se incrementa en Ak = [;;. En el segundo y tercer pro-
cesos existe un flujo de calor que sale del sistema y los correspondientes
cambios de entalpia son Ak, = — I3 y Ahy = —Ij;. Por tanto, como

Ahy + Ahy + Ahy = 0,
resulta
113 % Ixz =0,
o sea,
ha = by + L. (3-33)

Es decir, el calor de sublimacion en el punto triple es igual a la suma del
calor de vaporizacién y del calor de [usion.

3-13 FORMA GENERAL DEL PRIMER PRINCIPIO

Hasta ahora hemos considerado sélo procesos en los cuales las energias
cinética y potencial de un sistema permanecian constantes. Ahora vamos a
prescindir de esta restriccién. En mecanica el teorema de las fuerzas vivas
establece que el incremento de energia cinética AE, de un sistema es igual
al trabajo W realizado sobre el sistema. Con el convenio de signos de la
termodinamica, segiin el cual el trabajo que realiza un sistema es positivo,
tenemos

AE, = —W.

Mas generalmente, la energia interna de un sistema, al igual que su ener-
gia cinética, puede cambiar en un proceso y puede hacerlo como resultado
de un flujo de calor hacia el sistema, asi como por la realizacién de trabajo.
Entonces, en general, ;

AU 4+ AE, =Q—W.
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Si sobre el sistema actian fuerzas conservativas, el sistema posee ener-
gia potencial y el trabajo de las fuerzas conservativas (en el convenio de
signos termodinamico) es igual a la variacién de energia potencial AE,. De-
finamos una magnitud W* como el trabajo total W menos el trabajo W, de
las fuerzas conservativas:

Wr=W-—-W, o W=W*+4 W,
Por tanto,

AU + AE, = Q — W* — W,.

Sustituyamos ahora el término «trabajo» W, por el cambio de energia
potencial AE, y pasemos este término al primer miembro («miembro ener-
gético») de la ecuacion. Asi resulta

AU + AE. + AE, = Q — W*,

Si definimos la energia total E del sistema como la suma de la energia in-
terna, la energia cinética y la energia patencial:

E=U+E, + E,.
Por tanto,
AE = AU + AE. + AE;

y finalmente, si E, y E, representan los valores final e inicial de la energia
total en un proceso,

AE=E,—E,=Q — W* (3-34)
Si el flujo de calor y el trabajo son ambos pequerios,
dE =d'Q — d'W* (3-35)

Si las energias cinética y potencial son constantes, AE = AU y W* =W,
de modo que las ecuaciones (3-34) y (3-35) se reducen a

Ub'—Un:_—'Q—W’
dU =d'Q —dW.

Las ecuaciones (3-34) y (3-35) se conocen frecuentemente como formas
generales del primer principio de la termodindmica, pero se describen me-
jor como generalizaciones del teorema de las fuerzas vivas de la mecdanica.
Es decir, los principios de la termodinamica generalizan este teorema inclu-
yendo la energia interna U de un sistema, asi como sus energias cinética y
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.potencial e incluyerido ademas el calor Q que fluye en el sistema y el tra-

bajo W*. De este modo, el cambio de la energia total AE de un sistema es
igual al flujo neto de calor Q en el sistema, menos el trabajo W* realizado
por el sistema, excluido el trabajo de cualquiera de las fuerzas conservativas,

Si un sistema se halla completamente aislado, es decir, si estd encerrado
por un limite rigido adiabatico y sobre él actiian sélo fuerzas conservativas,
el calor Q y el trabajo W* son ambos nulos. Entonces AE = 0 y la energia
total del sistema permanece constante. Esta es la forma generalizada del
principio de conservacion de la energia: la energia total de un sistema aislado
es constante. En el caso especial en que las energias cinética y potencial sean
constantes, como ocurre en un sistema en reposo en el laboratorio, la ener-
gia interna U es constante.

Como las ecuaciones (3-34) y (3-35) no se aplican a un sistema aislado, no
deben considerarse como ecuaciones que expresan el principio de conser-
vacién de la energia. '

3-14 ECUACION ENERGETICA DEL FLUJO ESTACIONARIO

Como una primera ilustracién de aplicaciéon de la forma general del primer
principio, consideramos el aparato que se indica esqueméticamente en la
fig. 3-13. El rectdngulo grande representa un dispositivo a través del cual
hay un flujo de fluido. No se establecen restricciones sobre la naturaleza
del dispositivo. Supondremos sélo la existencia de un «estado estacionario»,
es decir, el estado del fluido en cualquier punto no cambia con el tiempo.
El fluido entra a una altura z,, con una velocidad ¥", y una presién P, y sale
a la altura z,, con una velocidad ¥7, y una presiéon P,. Durante el tiempo en -
el cual una masa m pasa a través del dispositivo hay un flujo de calor Q
en el fluido y se realiza el trabajo mecanico W, (el llamado trabajo al eje)
por el fluido.

Imaginemos que en un cierto instante se introducen émbolos en los tubos
por los cuales entra y sale el fluido y que estos se mueven a lo largo de los
tubos con las velocidades ¥ y ¥",. Las distancias recorridas por los émbolos
durante un intervalo de tiempo en el cual la masa m entra y sale del dis-
positivo son respectivamente x, y x, Las flechas ¥, y &, representan las
fuerzas ejercidas sobre los émbolos por el fluido adyacente.

El trabajo realizado por las fuerzas &, y &, es

Foxy — Fixy = Ppdpxy — PiAdxy = PV, — PV,

en donde V, y V, son respectivamente los volumenes ocupados por la masa
m al entrar y al salir.
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La fuerza gravitatoria que actia sobre la masa m es mg, en donde g es
la aceleracién local de la gravedad y el trabajo de esta fuerza cuando una

masa m pasa de la altura z; a la altura z, es
W, = mg(z, — 7).
El trabajo total W, incluyendo el trabajo al eje, es

W= W, + PV, — PV, + mg(z, — 21).

7R

Fig. 3-13 Proceso de flujo estacionario.

El trabajo W* o trabajo total menos trabajo W, de la fuerza gravitato-
ria conservativa, es :

W* = WB + P2V2 bt PlV]_-
El aumento de energia interna de la masa m es
AU = m(uy, — 1),

en donde u, y u, son las respectivas energias internas especificas.
El aumento de energia cinética es'

AE, = im(¥ 53— 77,

y el de energia potencial

AE, = mg(z, — 7,) = Wo.
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De la ecuacién (3-34) resulta
m(u, — w) + tm(¥5 — VD) 4+ mg(zy — z) = Q — W, — PyVy + PV (3-36)

Sean v, y v, los volumenes especificos del fluido a la entrada y a la salida
v llamemos g y w, €l flujo de calor y el trabajo al eje por unidad de masa.

Por tanto,
W, = mw,.

Q = myq,

Una vez introducidas estas expresiones en la ecuacién (3-36), eliminando
m y ordenando términos, resulta

Vy = mv,y, Vi = muy,

(uy + Py + %V% + gzg) — (u; + Pvy + Wi+ gz) =q — W
Sustituyendo u# + Pv por la entalpia especifica ki, ecuacién (3-36), resulta

(hy + 375 4 gzo) — (I + 371 + gz0) = ¢ — w,. (3-37)
Esta es la ecuacidn energética del flujo estacionario. A continuacién la apli-
caremos a algunos casos especiales.

Aplicacién a la turbina. La temperatura en una turbina de vapor es mads
alta que la del medio ambiente, pero la circulacién de fluido es, en general,
tan rapida que solamente se pierde una cantidad pequefia de calor por cada
unidad de masa de vapor. El trabajo al eje, por supuesto, no es nulo en este
dispositivo, pero las diferencias de altura a la entrada y salida pueden gene-
ralmente despreciarse. Con estas aproximaciones la ecuacién (3-37) se con-
vicrie en

—We = (hy — Iy) + ¥(V5 = 7). (3-38)

El trabajo al eje, obtenido de la turbina, por unidad de masa del vapor,
depende, por lo tanto, de la diferencia de entalpia a la entrada y la salida,
y de la diferencia entre los cuadrados de las velocidades del vapor a la en-
trada y a la salida de la turbina.

—_—

—_— 1 ¥ '2 ——
Fig. 3-14 Flujo a través de una tobera.

Circulacion a través de una tobera. El vapor que entra en una turbina viene
de una caldera en la cual su velocidad es pequefia y antes de penetrar en los
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alabes de la turbina se le da una velocidad alta haciéndolo circular a través
de una tobera. La fig. 3-14 muestra una tobera en la que el vapor entra a
velocidad ¥ vy sale a velocidad ¥7,. El trabajo al eje es nulo, el flujo de
calor es tan pequefioc que puede considerarse despreciable y las diferencias
de altura son pequeiias. Por lo tanto, para una tobera

VE =924 2hy — hy). (3-39)

Ecuacién de Bernoulli*. Consideremos la circulacién de un fluido incom-
presible a través de un tubo de seccién recta y altura variables. No se rea-
liza trabajo y supondremos que la circulacién es adiabdtica y sin roza-
miento. Por tanto,

hy + 373 + gz, = hy + 7% + gz, = const.
o escribiendo la expresion de la entalpia,
U+ Po+ %+ gz = const.

La variaciéon de energia interna de un sistema en un proceso es igual al
flujo de calor que entra en el sistema menos la suma del trabajo de confi-
guracién y del trabajo disipativo. Para un cuerpo rigido o un fluido incom-
presible, el trabajo de configuracidn es necesariamente cero, ya que el vo-
lumen es constante. Si el trabajo disipativo y el flujo de calor son ambos
nulos, como ocurre en este caso, la energia interna es constante. Por tanto,

Py + 307 + gz = const,
y reemplazando v por 1/p, en donde p es la densidad, resulta

P+ 1p¥? + pgz = const. (3-40)

Esta es la ecuacién de Bernoulli, valida para el flujo estacionario de un
fluido incompresible y sin rozamiento.

PROBLEMAS

3.1 Calcular el trabajo realizado contra la presion atmoslérica cuando 10 kg de
agua se convierten en vapor ocupando un volumen de 16,7 md.

32 Se hace entrar vapor de agua al cilindro de¢ una miquina de vapor a una
presién constante de 30 atm. La carrera ¢s de 0,5 m y ¢l didmetro del cilindro
¢s 0,4 m. ¢Qué trabajo en joule realiza ¢l vapor en cada embolada?

* Daniel Bernoulli, matemdtico suizo (1700-1782).
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33 Un gas ideal originalmente a una temperatura T, y presién P, se comprime
reversiblemente contra un pistén hasta un volumen igual a la mitad de su volu-
men original. La temperatura del gas varia durante la compresién, de modo que
en cada instante se satisface la relacién P = AV, siendo A una constante. (a) Tra-
zar un diagrama del proceso en el plano P-V. (b) Determinar el trabajo reahzado
sobre el gas en funcién de n, R y T,

34 Calcular el trabajo realizado en la expansién del aire situado en la parte
izquierda del tubo en U del problema 2-4. Suponer que el proceso es reversible
e isotérmico.

3.5 Calcular el trabajo del gas que se expande en el lado izquierdo del tubo en U
del problema 2-4. La transformacién es reversible e isotérmica. Explicar por qué
el trabajo no es sélo el que se requiere para elevar el centro de gravedad del
mercurio.

3-6 Un gas ideal y un bloque de cobre tienen volimenes iguales de 0,5 m? a 300 K
y presién atmosférica. La presién de ambos se incrementa reversible e isotérmica-
mente a 5 atm. (a) Explicar con ayuda de un diagrama P-V por qué el trabajo no
es el mismo en los dos procesos. (b) ¢En qué proceso el trabajo realizado es ma-
yor? (c) Determinar el trabajo realizado en cada caso, sabiendo que la compre-
sibilidad del cobre es 0,7 x 10-¢ atm-!. (d) Calcular en cada caso el cambio de
volumen.

3-7 (a) Deducir la expresién general del trabajo que realiza un kilomol de un
gas de van der Waals cuando se expande reversiblemente y a temperatura cons-
tante T desde el volumen especifico v, al volumen especifico v,. (b) Con las constan-
tes de la tabla 2-1, hallar el trabajo que realizan 2 kilomoles de vapor de agua
cuando se expanden desde un volumen de 30 m3? hasta 60 m3 a 100°C de tempera-
tura. (c) Calcular el trabajo que realiza un gas ideal en la misma expansién.

3-8 (a) Demostrar que el trabajo realizado en un proceso arbitrario sobre un gas
puede expresarse en la forma

d'W = PVBdT — PV dP.

(b) Determinar el trabajo de un gas ideal en el proceso arbitrario.

39 (a) Deducir una ecuacién semejante a la del problema 3-8 para el trabajo d'W
realizado cuando la temperatura de un alambre tenso cambia en dT y la tensién
cambia en d%. (b) Determinar la expresién del trabajo en el caso de que varie
la temperatura y la tensién permanezca constante. ¢Cudl es el signo algebraico
de W si crece la temperatura? (c¢) Determinar la expresién del trabajo en el caso
de que la tensién cambie 1sot<,1m1camente ¢Cudl es el signo a]gebralco de W si
la tensién decrece?

3-10 (a) Deducir una ecuacién semejante a la del problema 3-8 para el trabajo d'W
realizado cuando la temperatura de una sal paramagnética cambia en dT y la
intensidad del campo magnético aplicado se modifica en dZ. (b) Determinar la
expresién del trabajo en el caso de que la temperatura varia, pero el campo mag-
nético permanece constante. ¢Cudl es el signo algebraico de W al crecer la tem-
peratura? ;Qué es lo que realiza trabajo en este proceso? (c) Determinar la expre-
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sidén del trabajo para el caso en que la intensidad del campo magnético crece iso-
térmicamente. ¢Cudl es el signo algebraico de W si la intensidad decrece?

3.11 Calcular el trabajo necesario para duplicar reversible e isotérmicamente la
imanacién de una barra paramagnética delgada y cilindrica que llena el volu-
men V de un solenoide cilindrico coaxial de N vueltas sin resistencia. Suponer que
la intensidad magnética es uniforme dentro del solenoide y despreciar los efectos
de los extremos. ¢Cémo se modifica el problema si se considera la resistencia de
la bobina?

3-12 Demostrar que d’'W = — EdP, calculando el trabajo necesario para cargar un
condensador de placas paralelas que contiene un dieléctrico.

3-13 Calcular el trabajo necesario para incrementar lentamente el volumen de un
globo esférico de caucho en un 20 %. El radio inicial del globo es de 20 cm y la
tensién superficial de una lamina. delgada de caucho se puedc considerar igual a Figura 3-15
3% 104 N m-L

3-14 Un volumen de 10 m3 contiene 8 kg de oxigeno a temperatura de 300 K.
Determinar el trabajo necesario para disminuir el volumen a 5 m? (a) a pre-
sién constante y (b) a temperatura constante. (c) ¢Cual es la temperatura al final
del proceso en (a)? (d) ¢Cual es la presion al final del proceso en (b)? (e) Indi-

P(10°Nm %

-
e
Sl

car ambos procesos en el plano P-V. =
315 En un diagrama P-V y partiendo de un estado inicial PV, representar una s 2000
expansién adiabatica a 2V, una expansién isotérmica a 2V, y una expansion iso- ) S

barica a 2V,. (a) Utilizar este grafico para determinar en qué proceso el sistema *
realiza el trabajo minimo. (b) Si, por el contrario, la sustancia se comprime a
V,/2, ¢en qué proceso se realiza menos trabajo? (c) Representar los procesos de
las partes (a) y (b) en un diagrama P-T partiendo .de P T,. Indicar las expansio-
nes y compresiones y tener cuidado al indicar las posiciones relativas de los pun-
tos extremos de cada proceso. :
3-16 La temperatura de un gas ideal con los valores iniciales de presién P, y Figura 3-16
volumen V| se incrementa a volumen constante hasta duplicar la presién. El gas '
se expande entonces isotérmicamente hasta que la presidén desciende a su valor
original y luego se comprime a presién constante hasta que el volumen recupera
su valor inicial. (a) Representar estos procesos en el plano P-V y en ¢l plano P-T.
(b) Calcular el traba_]o en cada proceso y el trabajo neto realizado en el ciclo si
n = 2 kilomoles, P, =2 atm y V, = 4 m?

3-17 (a) Calcular el trabajo realizado por un kilomol de un gas ideal al rccorrer
reversiblemente diez veces el ciclo indicado en la fig. 3-15. (b) Indicar el sentido
en que debe recorrerse el ciclo para que cl trabajo ncto sea positivo.

318 (a) Calcular el trabajo recalizado sobre 1 cm’ de un material magnético al ;
recorrer reversiblemente el ciclo indicado en la fig. 3-16. (b) Indicar el sentido en

que el ciclo debe recorrerse si cl trabajo neto es positivo.
319 Calcular cl trabajo nccesario para extraer reversible e isotérmicamente una

barra delgada paramagnética de un solenoide coaxial de resistencia nula y en el
que ajusta exactamente, mientras la intensidad magnética # permanece constante.
Suponer que la barra obedece a la ley de Curie. 4
320 Considerar sélo procesos adiabdticos que transformen un sistema del estado : Figura 3-17

a al estado d como indica la fig. 3-17. Las dos curvas a-c-¢ y b-d-[ son procesos

P
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adiabaticos reversibles. Los procesos indicados con lineas de trazos no son rever-
sibles. (a) Demostrar que el trabajo total realizado a lo largo de las trayectorias
a-b-d, a-cd, acef-d, es el mismo. (b) Demostrar que el trabajo de configuracién
a lo largo de ab = c-d =ef=0. (c) Demostrar que el trabajo disipativo a lo
largo de la trayectoria ¢-d es mayor que el correspondiente a la trayectoria a-b
y menor que a lo largo de ef.

321 Hacer un esquema de los cambios de energia interna cuando el volumen del
sistema del problema anterior cambia durante los procesos indicados en la fig. 3-17.
322 Calcular la variacién de energia interna de un fluido en un recinto adiabé-
tico cuando una corriente de 10 A pasa durante 70 segundos a través de una resis-
tencia de 4 Q en contacto con el fluido. '

323 Dentro de un globo bien aislado tiene lugar una explosién de gas. Como
resultado, el globo se expande un 10 % de su volumen. La energia interna del globo
¢erece, decrece o no se modifica? o ¢existe suficiente informacién para deter-
minar el cambio de energia interna? Razonar la respuesta.

324 Una mezcla de hidrégeno y oxigeno, contenida en un recinto rigido aislante,
explota por la accién de una chispa. La temperatura y la presién aumentan simul-
taneamente. Despreciar la pequefia cantidad de energia suministrada por la propia
chispa. (a) ¢Ha habido flujo de calor en el sistema? (b) ¢Ha realizado trabajo el
sistema? (c) ¢Ha habido variacién de la energia interna U del sistema?

325 El agua de un tanque cilindrico aislado, rigido, se pone en rotacién y se
abandona a si mismo. Con el tiempo alcanza el reposo por la accién de fuerzas
viscosas. El tanque y el agua constituyen el sistema. (a) ¢Se realiza trabajo duran-
te el proceso en el cual el agua alcanza el reposo? (b) ¢Existe flujo de calor?
(c) ¢Hay cambio de la energia interna U?

326 Cuando un sistema pasa del estado a al estado b, fig. 3-18, a lo largo de la
trayectoria a-c-b, recibe un flujo de calor de 80 J y el sistema realiza un trabajo de

A

Figura 3-18

30 J. (a) ¢Cudnto calor fluye en ¢l sistema a lo largo de a-d-b si el irabajo
realizado es 10 J? (b) El sistema vuelve del estado b al estade a a lo largo de la
trayectoria curva. El trabajo realizado sobre el sistema es 20 J. ¢Cuanto calor ab-
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sorbe o cede el sistema, si es que lo absorbe o lo cede? (¢) Si U, =0y U, =407,
determinar el calor absorbido en los procesos a-d y d-b.

3-27 La compresién del sistema representado en la fig. 3-19 a lo largo de la tra-
yectoria adiabdtica a-c requiere 1000 J. La compresién del sistema a lo largo de
b-c requiere 1500 J, pero 600 J de calor son cedidos por el mismo. (a) Calcular el
trabajo realizado, el calor absorbido y la variacién de energia interna del sistema
en cada proceso y en el ciclo total a-b-c-a. (b) Representar este ciclo en un dia-
grama P-V. (c) ¢Cudles son las limitaciones en los valores que pueden especificarse
para el proceso b-c, teniendo en cuenta que se requieren 1000 J para comprimir
¢l sistema a lo largo de a-c?

14

Figura 3-19

328 EI calor molar ¢, de muchas sustancias (excepto a muy bajas temperaturas)
puede expresarse satisfactoriamente por la férmula empirica

cp =a + 2bT — ¢T3,

en la cual g, b y ¢ son constantes vy T es la temperatura Kelvin. (a) Hallar, en
funcién de a, b y ¢, el calor que se requiere para elevar la temperatura de n
moles de la sustancia a presién constante desde T, a T,. (b) Hallar el calor espe-
cifico medio entre T, y T,. (c) Para el magnesio, los valores numeéricos de las cons-
tantes son: @ = 25,7 X 103, b = 3,13, ¢ = 327 X 108, cuando ¢, se expresa en J kilo-
mol~t K-!. Hallar e! calor especifico del magnesio a 300 K y el calor especifico
medio entre 300 K y 500 K

329 La ccuacién siguiente corresponde al calor especifico ¢, de los sélidos a bajas

temperaturas.
T 3
e =(z)

y se denomina ley T? de Debye. La magnitud A es una constante igual a 19,4 X 10 )-T
kilomol-! K-y § es la “temperatura de Debye”*, igual a 320 X para el NaCl. ¢(Cual

* Peter J. W. Debye, quimico holandés (1884-1966).
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es el calor molar a volumen constante del NaCl: (a) a 10 K, (b) a 50 K? (c) ¢Cuanto
calor se requiere para elevar la temperatura de 2 kilomoles de NaCl de 10 K a
50 K a volumen constante? ¢Cudl es el calor especifico medio a volumen constante
en este intervalo de temperatura?

3-30 Utilizar la fig. 3-10 para estimar la energia necesaria para calentar un gramo
de cobre de 300 a 600 K: (a) a volumen constante, (b) a presién constante. (c) De-
terminar la variacién de energia interna del cobre en cada caso. (d) ¢Por qué es
Cp mayor que c,?

3-31 Se entrega energia eléctrica a una resistencia térmicamente ajslada a razén
de @ watt* y se mide en funcién del tiempo ¢ la temperatura T de la resistencia.
(a) Deducir una expresiéon para la capacidad calorifica de la resistencia en fun-
ciéon de la pendiente de la grafica temperatura-tiempo. (b) Por medio de una
bobina calefactora se entrega calor a un bloque de cadmio de 500 g, a razén de
31,2 watt. Las temperaturas que se han anotado a intervalos determinados son
las siguientes:

t(s) 0 15 45 105 165 225 285 345 405 465 525

TK) |34 45 57 80 100 118 137 155 172 191 208

Construir una grafica de T en funcién de t y medir las pendientes correspondientes
a un numero suficiente de puntos como para construir una grafica de los calores
molares del cadmio a presidn constante en funcién de la temperatura. El peso atd-
mico del cadmio es 112. )
3-32 Un metal hipotético de peso atémico 27 tiene una densidad de 3000 kg m-3.
El calor de fusién es 4 x 105 J kg-! en el punto de fusién (900 K) y el calor de
vaporizacién es 1,20 x 107 J kg-! en el punto de ebullicién (1300 K). Para el metal
en estado sdlido ¢, vale 750 + 0,5 T en J kg-! K-! y, en estado liquido, ¢, vale
1200 J kg-! K-! independientemente de la temperatura. (a) Dibujar una curva de
las temperaturas en funcién del tiempo cuando 10 g de este metal se calientan a
la velocidad constante de 1 W, de 300 a 1200 K. (b) Determinar la cantidad de
calor necesaria para efectuar este cambio de temperatura.

333 . (a) Calcular el calor de sublimaciéon de la muestra de metal del problema
anterior, suponiendo que los calores de vaporizacién y fusidn son independientes de
la temperatura y de la presién. (b) Calcular la variacién de la energia inter-
na de la muestra de metal experimentada durante la fusién. (¢) Calcular la varia-
cién de energia interna de la muestra del metal experimentada durante la vapo-
rizacién, Justificar la aproximacién que deba hacerse.

3-34 Utilizar los argumentos fisicos que demuestran que en un sistema formado
por dos fases en equilibrio, el calor especifico a presién constante y el coeficiente
de dilatacién térmica son infinitos.

* James Watt, ingenicro cscocds (1736-1819).
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335 Consideremos un sistema formado por un cilindro que contiene 0,2 kilomoles
de un gas ideal cerrado por un émbolo desplazable de 0,5 m? de seccién y sin
masa. La fuerza de rozamiento entre el émbolo y las paredes del cilindro es de
10 N. El gas estd inicialmente a una presién de 1 atm y el sistema se mantiene
a 300 K. El volumen del sistema disminuye lentamente un 10 % por la accién de
una fuerza externa. (a) Calcular el trabajo realizado por la fuerza externa sobre
el sistema. (b) Calcular el trabajo de configuracién realizado sobre el sistema.
(c) Calcular el trabajo disipativo realizado sobre el sistema. (d) ¢Cémo se modifi-
can las respuestas anteriores si el émbolo tiene una masa de 1 kg y se desplaza
verticalmente?

3-36 Una turbina recibe un flujo de vapor de 5000 kg h-! y su potencia es de
500 kW. Despreciar toda pérdida de calor de la turbina. Determinar la variacién
de entalpia especifica del vapor que fluye a través de la turbina: (a) si la entrada
y la salida estdn a Ja misma altura y las velocidades de entrada y salida son
despreciables; (b) si la velocidad de entrada es 60 m s-1, la velocidad de salida
es 360 m s-1 y el tubo de entrada estd 3 m por encima del de salida.
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4-1 LA ECUACION DE LA ENERGIA

La energia interna especifica # de una sustancia pura en estado de equilibrio
termodinamico es funcién exclusiva del estado de la sustancia y propiedad de
la misma. Por el momento limitaremos la exposicidén a los sisteras cuyo cs-
tado pueda describirse por las propiedades P, v y T.

La ecuacién que expresa la energia interna de una sustancia en funcién
de las variables que definen el estado de la misma, se denomina su ecuacion
de la energia. Al igual que la ecuacidn de estado, la ecuacion de la energia es
diferente para cada sustancia. La ecuacién de estado y la de la energia, conjun-
tamente, determinan por completo todas las propiedades de una sustancia. La
ecuacién de la energia no puede deducirse de la ccuacién de estado, sino que
debe determinarse independientemente.

Como las variables P, v y T se hallan relacionadas por la ecuacion de es-
tado, son suficientes dos de ellas para determinar el estado. Por tanto, la
energia interna puede expresarse en funcién de un par cualquiera de estas
variables. Cada una de estas ecuaciones define una supecrficie llamada super-
ficie de energia en un sistema de coordenadas rectangulares, en las cuales u
se representa en un eje y los otros dos pueden ser Py v, PyT o Ty v.

Como explicamos en el capitulo 2, en relacién con la superficie P-v-T de

una sustancia, una superficie de energia puede también describirse en fun-

cién de las derivadas parciales de u en cualquier punto o de las pendientes
de lineas de la superficie en dos dirccciones mutuamente perpendiculares.
Si se conoce la ecuacién de la superficie de energia, las pendientes se deter-
minan por derivacién parcial. A la inversa, si se conocen las pendientes o
las derivadas parciales o se han medido experimentalmente, la ecuacion de la
superficie puede encontrarse en principio, por integracién, con la sola inde-
terminacién de una constante.

42 T Y v INDEPENDIENTES

Comenzaremos por considerar u# en funcién de T y v. Como se explicéd en el
capitulo 2, la diferencia de energia interna du entre dos estados de equili-
brio en los cuales la temperatura y el volumen difieren en dT y dv es

8u) (81:)
du = {—}dT —1 dv. -
! (8Tu + dv/p b (4-1)

Las derivadas parciales son las pendientes de las lineas isotérmicas e isoco-
ras en una superficie en la cual u se halla representada en funcién de T' y v.

En un capitulo posterior veremos cémo, de acuerdo con el segundo prin-
cipio de la termodinamica, puede calcularse la derivada parcial (du/év), a
partir de la ecuacidén de estado. No ocurre lo mismo con la derivada (9u/aT),,
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la cual debe medirse experimentalmente y cuyo significado fisico vamos a
definir ahora. Para cllo, segin cl primer principio aplicado a un proceso
reversible,

d'q = du + P dv. (4-2)

Introduciendo en esta ecuacién el valor de du expresado por (4-1) resulta

, du ou .
d'q = (é—%)ﬂdT + [( aU)T"r P] do. (4-3)

En el caso especial de un proceso a volumen constante, dv =0y d’q = ¢, dT.
Entonces, en tal proceso,

y por tanto,
du
(57)=c (-

Asi pues, el significado geométrico de ¢, es la pendiente de una linea
isécora cn una supcerficic u-T-v, y las mediciones experimentales de ¢, deter-
minan esta pendiente en cualquier punto. Eslo es andlogo al hecho de que
la pendiente de una linea isobarica en una superficic P-v-T, (9v/9T), es igual
al coeficiente de dilatacién 8 multiplicado por el volumen v. Asi, del mismo
modo que esta derivada parcial puede reemplazarse en toda ecuacidn por fSv,
asi la derivada (9u/0T), puede reemplazarse por ¢, La ecuacién (4-3), por
tanto, pucde escribirse para cualquier proceso reversible, en la forma

d'q =c¢,dT + l:(%g) + Pj| dv. (4-5)

v

En un proceso a presion constante, d'qg = ¢, dT' y

CP dTP B Cv dTP + [("aa—u';)T-i- P:l dUP.

Dividiendo ambos miembros por dTp y reemplazando dvy/dTp por (ov/aT),,

resulta
au) ] ( 80)
, — C, = — Plt—1}. .
“ € [( ov T+ oT/pr (4-6)
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Obsérvese que esta ecuacion no se refiere a un proceso entre dos estados de
equilibrio. Es simplemente una relacién general que se cumple entre mag-
nitudes que son todas propiedades de un sistema en cualquier estado de equi-
librio. Como todas las magnitudes del segundo miembro pueden calcularse a
partir de la ecuacién de estado, es posible determinar ¢, si ¢p se ha medido
experimentalmente.

En un proceso a temperatura constante, dT =0, y la ecuacién (4-5) se
convierte en

, du ou
d'q, = [(5;)[+ P} dvg == (8_)TdUT + Pdy,. (4-7)

v

Esta ecuacién establece simplemente que el calor suministrado a un sistema
en un proceso isotérmico reversible es igual a la suma del trabajo realizado
por el sistema y el incremento de su energia interna. Obsérvese que de nada
sirve definir un calor especifico a temperatura constante ¢, mediante la ecua-
cién d'qr = ¢y dT, ya que d’qr no es cero cuando dI = 0. Por tanto, seria
cr = + 0o, ya que d’gy puede ser positivo o negativo. En otras palabras, un
sistema se comporta en un proceso isotérmico como si tuviera una capacidad
calorifica infinita, ya que puede fluir hacia dentro o hacia fuera del sistema
cualquier cantidad de calor sin producir ningdn cambio de temperatura.
Finalmente, consideremos un proceso adiabdtico reversible, en el cual
d’q = 0. Los cambios que tienen lugar en las propiedades del sistema en un
proceso de este tipo se designan con el subindice s, debido a que la entropia
especifica s (véase seccidén 5-3) permanece constante. La ecuacién (4-5) se

convierte en
oT 8u> ]
2l = || = Pj. -
c”( au)s [( dv T+ (4-8)

4-3 T Y P INDEPENDIENTES

La entalpia i de una sustancia pura, lo mismo que su energia interna u, es
una propiedad de la sustancia que depende exclusivamente de su estado y
puede expresarse en funcién de dos cualesquiera de las variables P, v y T.
Cada una de estas relaciones define una superficie entdlpica en un sistema
de coordenadas rectangulares, en el cual i se represenia en uno de los cjes
y los otros dos son para Py v, Py T o T y v. Aquellas ecuaciones en las
cuales la temperatura T vy la presién P sc¢ consideran independientes, pueden
deducirse de un modo mas dirccto considerando la superficie A-T-P.
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La diferencia de entalpia entre dos estados préximos es

oh 8h)
= {—1dT —1 dP. —
dh (8T>P + (aP T (4-9)

Mas adelante veremos que la derivada (9/%/0P); puede calcularse a partir
de la ecuacién de estado. Para deducir (dh/oT)p, partiremos de la defini-
cién de entalpia en un sistema PvT:

h=u+ Po
Para dos estados que difieren en dv y dP,
dh = du + Pdv + vdP,
y teniendo en cuenta el primer principio,

d'q=du+ Pdv,
resulta
d'q = dh — vdP. (4-10)

Introduciendo en esta expresién el valor de dh de la ecuacién (4-9) tenemos

o= (G + (3]
d'q = (%) ar 28 _ p| ap, _
1 (aT LA WNark ™) € (4-11)

que es analoga a la ecuacién (4-3).
En un proceso a presién constante, dP = 0 y d’q = ¢, dT. Por tanto,

(%‘)p: cp (4-12)

Yy la pendiente de una linea isobdrica en la superficie 4-T-P es igual al calor
especifico a presién constante. Comparando con la ecuacién (4-4) resulta que
la entalpia 7 juega el mismo papel en los procesos a presiéon constante que
la energia interna u en los procesos a volumen constante. La derivada (oh/oT),
puede, por tanto, reemplazarse por ¢, en toda ecuacién en la cual aparezca

y la ecuacién (4-11) puede escribirse para cualquier proceso reversible en la
forma,

3]1)
l'qg=c¢pdT + |{—} — v| dP, 13
dq=cpdT 4 |:(8P 5 v} (4-13)

que es andloga a la ecuacién (4-5).
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En un proceso a volumen constante, d'q = ¢, dT' y

611) :l ( E)P)
—c, = , 4-14
e [(ap oT (14
que es analoga a la ecuacién (4-6).
Si la temperatura es constante,
ah) J
dgp=||=—) —v|dPp
o= [(2)- o
En un proceso adiabético, d'g =0y
ool =[Gl
oP oP ' (4-16)

4-4 P Y v INDEPENDIENTES

Las ecuaciones correspondientes a las deducidas en las secciones 4-2 y 4-3,
pero en funcién de P y v como variables independientes, pueden deducirse
del modo siguiente: La diferencia de energia entre dos estados de equilibrio
préximos, en los cuales la presién y el volumen difieren en dP y dv es

du = (au) dP + (3u) dv.
JopP ov/p

Debemos sefalar, sin embargo, que las derivadas parciales (du/oP), y
(du/ov), no llevan propiedades asociadas distintas a las ya introducidas. En
efecto, volvamos a la expresion de du en funcién de dT y dv, a saber,

du = (au)dT + (a“) dv.
aTv aU .

oT 6T)
dT = dP — 1 dv,
(aP) + ( ov v

(4-17)

Por tanto, como

podemos eliminar dT entre estas dos ecuaciones y obtener

o= ]+ [ @)
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Comparando con la ecuacién (4-17) resulta

(57 (G2).Gol
(5ol Gr o) (B

Las derivadas parciales que aparecen en los segundos miembros de estas
ecuaciones se han presentado ya en las secciones anteriores.

Se deja como ejercicio la obtencidn de las expresiones correspondientes
a las ecuaciones (4-18) y (4-19) para las derivadas parciales de % respecto
aPyo.

Posteriormente deduciremos otras propiedades distintas a u y h que
pueden expresarse como funciones de P, v y T. Para una cualquiera de estas
propiedades, w, y tres variables x, y, z, las formas generales de las ecua-
ciones (4-18) y (4-19) son

(4-18)

(4-19)

(5= (), =
(aa\:) (sz) <ax) + (%) (4-21)

La primera de estas ecuaciones es simplemente la regla de la cadena de las

derivadas parciales, en la cual una de las variables es constante.
Se deja como ejercicio la demostracién de

AR ] o
oP oP (4-22)
(50),= =(50),
ov/p v (4-23)
oT oT
dar = ol ) gor + o 5p) o (4-24)
y
oP oP
Ao )= <\ 4-25
Ct(a” )u € (al) )rll ( )
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4-5 LOS EXPERIMENTOS DE GAY-LUSSAC—JOULE Y DE JOULE-THOMSON

En las secciones precedentes se mencioné que de acuerdo con el segundo
principio de la termodinamica las derivadas parciales (ou/ov); y (9h/0P);
que describen la forma en que la energfa interna de una sustancia varia con
el volumen y la entalpia con la presién a temperatura constante, podian de-
ducirse de la ecuacién de estado correspondiente. A continuacién describimos
cémo se pueden deducir experimentalmente para un sistema gaseoso. Como
no existen instrumentos que midan directamente la energia interna y la
entalpia, expresaremos en primer lugar estas derivadas en funcién de pro-
piedades conmensurables. De acuerdo con la ecuacién (2-44) resulta

()2
ov/r\oT/,\Ou /v '

) _ (o)
vl € v/ (4-26)

y la derivada parcial deseada puede determinarse a partir de una medicién
del cambio de temperatura con el volumen en un proceso a energia interna
constante.

Del mismo modo podemos hallar que

(55)=—#(53)
oplr ~\ap); (4-27)

'y la derivada parcial se puede determinar midiendo el cambio de tempera-
tura con la presién, para estados de igual entalpia.

Por tanto,

% 7

I

VI 1,

Fig. 41 Fundamento del experimento de Gay-Lussac—Joule.

ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL PRIMER PRINCIPIO 121

Los primeros intentos para determinar la dependencia de la energia in-
terna de un gas con su volumen fueron hechos por Gay-Lussac* y posterior-
mente por Joule hacia mediados del siglo pasado. El esquema del aparato
utilizado puede verse en la fig. 4-1. El recipiente A, que contiene una muestra
del gas a investigar, se conecta a un recipiente B en el que se ha hecho el
vacio por medio de un tubo que lleva una llave, inicialmente cerrada. Los
recipientes se sumergen en un tanque de agua de masa conocida, cuya tem-
peratura puede medirse con un termémetro. Las pérdidas de calor del tanque
con su entorno se suponen despreciables o se tienen en cuenta.

En primer lugar, se deja que el sistema completo alcance el equilibrio
térmico y se anota la lectura del termdmetro. Se abre entonces la llave y el
gas realiza una expansidn libre al espacio vacio. El trabajo W de esta expan-
sién es nulo. Eventualmente el sistema alcanza un nuevo estado de equili-
brio, en el cual la presién es idéntica en ambos recintos. Si la temperatura
del gas cambia en la expansién libre se producird un flujo de calor entre
el gas y el agua del bafio y cambiard la lectura del termoémetro.

Tanto Gay-Lussac como Joule encontraron que la temperatura del agua
no cambiaba o que el cambio era tan pequefio que no se alcanzaba a detec-
tar. La dificultad estriba en que la capacidad calorifica del bafio es tan
grande que un pequefio flujo de calor en cualquier sentido da lugar a un
cambio muy pequefio de temperatura. Experimentos semejantes se han rea-
lizado més recientemente con aparatos modificados, pero las técnicas expe-
rimentales son dificiles y los resultados no son de gran precisién. Sin em-
bargo, todos los experimentos demuestran que la variacién de temperatura
del propio gas, aunque no hubiera flujo de calor hacia el exterior, es pequefio
y, por ello, postularemos como propiedad adicional de un gas ideal, que el
cambio de temperatura es nulo en una expansién libre. No hay flujo de calor
del gas hacia el medio exterior y tanto Q como W son nulos. Por tanto, la
energia interna es constante y para un gas ideal,

(8_7‘) = 0 (gas ideal). \ (4-28)
aU u

La derivada parcial anterior se denomina coeficiente de Joule y se repre-
senta por 7:

Aunque es igual a cero para un gas ideal, el coeficiente de Joule para un gas
real no lo es.

* Joseph L. Gay-Lussac, quimico francés (1778-1850).
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De la ecuacién (4-26), teniendo en cuenta que ¢, es finito, resulta Bara un
gas ideal

(%)f 0 (4-30)

Es decir, la energia interna especifica de un gas ideal es independiente
del volumen y funcién exclusiva de la temperatura. Para un gas ideal, la
derivada parcial (0u/0T), es una derivada total y

_du

= re du = ¢, dT. (4-31)

La ecuacion de la energia de un gas ideal puede determinarse por integra-

cion. Asi, tenemos
u T ‘
fdu =U — U, =J‘ ¢, dT,
Uug To

en donde u; es la energia interna a cierta temperatura de referencia T, Si
consideramos a ¢, constante, !

u=u+ c(T — T,) (4-32)

En la fig. 4-2 se indica la superficie de energig de un gas ideal (de ¢, cons-
tante) en funcién de T y v. A temperatura con$tante, la energia interna c¢s
(':onstante, independientemente del volumen. A volumen constante, la energia
interna crece linealmente con la temperatura. "

Debido a la dificultad de medir con precisién los cambios de temperatura
pequeiiisimos de una expansién libre, Joule y Thomson (que posteriormente
llegd a ser Lord Kelvin) idearon otro experimento en el cual el cambio de

- temperatura al expandirse un gas no vendra eclipsado por la capacidad calo-
rifica relativamente grande del entorno. De esta forma se han investigado cui-
dadosamente muchos gases. Los resultados no sélo proporcionan informacién
acerca de las fuerzas intermoleculares. sino que también pueden utilizarse
para reducir las temperaturas del termoémetro de gas a temperaturas termo-
dindmicas sin necesidad de extrapolar a la presidn cero. El descenso de tem-
peratura producido en este proceso se utiliza en alguno de los métodos para
licuar gases.

El aparato empleado por Joule y Thomson se muestra esquematicamente
en la fig. 4-3. Un flujo continuo de gas a presién P, y temperatura T pasa a
través del tapén poroso de un tubo y emerge a una presién inferior P, y una
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Fig. 42 Superficie uv-T de un gas ideal.

temperatura T, El aparato se aisla térmicamente y una vez que ha operado
durante un tiempo suficientemente grande como para que alcance el régimen
estacionario, el tinico flujo de calor procedente de la corriente de gas es el
pequefio flujo que pueda existir a través del aislamiento. Es decir, en estado
estacionario no hay flujo de calor a través del gas que pueda modificar la
temperatura de las paredes y la gran capacidad calorifica de éstas no des-
figura la variacién de temperatura del gas, que es practicamente la que ten-
dria lugar si el sistema estuviera verdaderamente aislado.

El proceso es, pues, de flujo estacionario, en el cual el flujo de calor Q
y el trabajo al eje W,, son ambos nulos y no existe variacién en altura. Las
velocidades inicial y final son ambas pequefias y sus cuadrados pueden des-
preciarse. Por tanto, de acuerdo con la ecuacién de energia del flujo estacio-
nario, ecuacion (3-38), tenemos

hl = /12’

es decir, las entalpias inicial y final son iguales.
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T T

%

Fig. 43 Fundamentc del experimento de Joule-Thomson.

Supongamos que se realiza una seric de experiencias con ¢l mismo gas,
manteniendo la misma presiéon y temperaturas iniciales P, y T en cada expe-
riencia, pero variando la velocidad de circulacién de modo que la presién P,
del lado posterior del tapén se haga igual a una serie de valores P,, P, etc.
Supongamos’ que se miden en cada experiencia las temperaturas T,, T, etc.
(Observamos que una vez que se ha fijado la presién en la parte posterior,
no puede modificarse la temperatura, porque son las propiedades del gas

las que la determinan.) Los pares de valores P,y T, Py y T, etc., correspon--

dientes, determinaran un nimero de puntos en un diagrama presién-tempe-
ratura, como en la fig. 4-4(a), y puesto que h, = h, = h;, etc., la entalpia serd
la misma en todos esos puntos, y la curva continua que los une es una curva
de entalpia constante. Observemos con la mayor atencién que esta curva no
representa la transformacion que experimenta el gas al pasar a través del
tapén, porque el proceso no es cuasiestdtico y el gas no pasa por una serie
de estados de equilibrio. La presién y la temperatura finales deben medirse
a suficiente distancia del tapdn para eliminar las faltas de uniformidad loca-
les de la corriente y el gas pasa por un proceso no cuasiestiatico de un punto
a otro de la curva.

Si se realizan otras series de experiencias, mantenicndo de nuevo iguales
en cada serie la presion y temperatura iniciales, pero variando sus valores de
una serie a otra, podrd obtenerse una familia de curvas correspondientes a
diferentes valores de A. En la fig. 4-4(b) pucde verse una de dichas-familias
de curvas, tipica para todos los gases reales. Si la temperatura inicial no es
demasiado alta, las curvas pasan por un maximo que se llama punto de inver-
sion. El lugar geométrico de los puntos de inversién es la curva de inversion,

Cuando la expansion Joule-Thomson sc utiliza para la licuacién de los
gases, es evidente que la temperatura y presion iniciales, asi como la presién
final, deben elegirse de modo que la temperatura descienda durante el pro-
ceso. Esto es sdlo posible si la presioh y la temperatura estan sobre una

ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL PRIMER PRINCIPIO 125

T T

/*{\
E \

nfriamiento \b C:lentamiento
Py, T,y ¢
2 /

// . .
Curva de inversién
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Fig. 44 (a) Puntos de igual entalpia. (b) Curvas isoentalpicas y curva
de inversién.

curva que posea un méaximo. Asi, un descenso de temperatura se produciria
por una expansién del punto a o b al punto ¢ y en cambio se produciria un
incremento de temperatura como resultado de una expansién de d a e.

La pendiente de una curva isoentalpica en cualquier punto es la derivada
parcial, (37/2P),. Se denomina coeficiente de Joule-Thomson (o de Joule-Kelvin)

y se representa por u.
- (.a__T_)
w= aP h.

A bajas presiones y elevadas temperaturas, cuando las propiedades de los
gases reales se aproximin a las de un gas ideal, las curvas isoentdlpicas se
hacen casi horizontales y sus pendientes se aproximan a cero. Postularemos,
por tanto, que un gas ideal no presenta cambio alguno de temperatura cuando
se fuerza a través de un tabique poroso. Por tanto, para tal gas, u = 0 y segin

la ecuacién (4-27),

(4-33)

(9—/—7) = 0 (gas ideal). (4-34)
o

or

i 1o seccion (6-10) volveremos al experimento de Joule-Thomson y de-
mostraremos como puede caleularse poa partiv de la ccuacion de estado.
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Como para un gas ideal,

au) ( ah)
—_—_ = —] = O’
(av 7 oP/r

las ecuaciones (4-6) y (4-14) se convierten en

cp— ¢ -—P(—a—v—)—v(—a—lz)
P " \er/e \aTh

y, teniendo en cuenta la ecuacién de estado, Pv = RT, resulta

p(ﬁ'i) = v(i’f) Y
aT I aT v

Asi para un gas ideal
cp— ¢ =R (4-35)

La tabla 9-1 da los valores experimentales de (c,—¢,)/R para cierto nu-
mero de gases reales a temperaturas proximas a la ambiente. Esta relacion,
que es exactamente igual a la unidad para un gas ideal a cualquier tempera-
tura, se ha comprobado que discrepa en menos del 1 por ciento para casi todos
los gases incluidos.

Si h, es la entalpfa especifica de un gas ideal en un estado de referencia
en el que la energia interna es u, y la temperatura Ty, resulta que si ¢, puede
considerarse constante, la ecuacién de la entalpia de un gas ideal es

h=hy + cp{T — Ty), (4-36)

que es andloga a la ecuacién (4-30).

4-6 PROCESOS ADIABATICOS REVERSIBLES
Segtin la ecuacién (4-25), para cualquier sustancia en un proceso adiabatico

reversible,
<3P) CIJ(QB)
ov s_ Cy v/T

(?.f) __7r
ov/r v

Para un gas ideal,
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y si representamos la relacién cp/¢, por y:

o

Ig

il

y = (4-37)
C’U
Reemplazando (2P/ov), por dP,/dv, y omitiendo por simplicidad el subindice s
resulta para un gas ideal,

dE v

P v

Integrando dentro de un intervalo, en el cual puede considerarse y cons-
tante, resulta ‘

InP -+ ylnv=Ink,

.0 sea

Po’ = K, (4-38)

~en donde K es una constante de integracién. Es decir, cuando un gas ideal,

para el cual y es constante, realiza un proceso adiabatico reversible, el pro-
ducto Py tiene el mismo valor para todos los puntos del proceso.

Como el gas necesariamente obedece a su ecuacién de estado en todo pro-
ceso reversible, las relaciones entre Ty P, o entre T y v, pueden deducirse de
la relacién anterior eliminando v o P entre ésta y la ecuacién’ de estado. Tam-
bién pueden deducirse por interpretacién de las ecuaciones (4-8) y (4-16). Los
resultados son

TPY="'" = constante, (4-39)

Tu?'! = constante. (4-40)

En la seccidn 3-11 se cstablecié que el valor de ¢, para los gases monoato-

micos cra aproximadamente igual a 5R/2 y para los gases diatémicos 7R/2.

Como la diferencia ¢p— ¢, es igual a R para un gas ideal y muy préxima a R
para todos los gases, podemos escribir para un gas monoatdémico

Cp Cp 5R/2

Y T ep—R (R —R

)

5
= - = 1,607;
3

v

y para un gas diatomico

TR/[2

=t = 1,40.
(7R)2) — R

Y
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La tabla 9-1 incluye los valores experimentales de y para cierto numero de
gases ordinarios.

En la fig. 4-5(a) pueden verse las curvas que representan procesos adiaba-
ticos sobre la superficie P-v-T de un gas ideal y sus proyecciones en el plano
P-v en la fig. 4-5(b).

Las curvas adiabaticas proyectadas sobre el plano P-» tienen en cada
punto una mayor pendiente que las isotermas. La temperatura de un gas
ideal aumenta en una compresién adiabatica reversible, como puede verse
en la fig. 4-5(a) o en las ecuaciones (4-39) o (4-40). Este aumento de tempe-
ratura puede ser muy grande y se utiliza en el motor de combustién interna
tipo Diesel, donde en el tiempo de compresién se comprime aire en los
cilindros hasta aproximadamente 1/15 del volumen correspondiente a la pre-
si6n atmosférica. La temperatura del aire al final de la etapa de compresién
es tan alta que el combustible que se inyecta se enciende sin necesidad de
chispa para iniciar ¢l proceso de combustion.

PRESION

Fig. 45 (a) Procesos adiabaticos (lineas continuas) sobre una sulpgrfi-
cie Pv-T de un gas ideal. (b) Proyeccién de los Procesos adiabaticos
de (a) sobre el plano P-v. La zona sombreada es un ciclo de Carnot
(véase seccién 4-7).
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El trabajo realizado en la expansién adiabatica reversible de un gas

ideal es
vy vy
w ::f Pdy = Kf v dv
» v

1

= -——-—-—1 [K01~Y]Zz,

I — 1

en donde K es la constante de integracién de la ecuacién (4-38). Pero esta-
blecer que Pvr = constante = K significa que

(4-41)

Pl = P,v] = K.

Por ello, cuando introducimos el limite superior de integracién en la ecua-
cién (4-39), hacemos K = sz; y, en el limite inferior, K = Pl'z}*;. Por tanto,

1
w o= —— (P, — Py»y). (4-42)
=y
Puede también calcularse el trabajo recordando que, como en una trans-
formacién adiabatica no hay intercambio de calor con el medio exterior, el
trabajo se realiza totalmente a expensas de la energia interna del sistema,
Es decir,

w o= Uy — Uy, (4—43)
Y para un gas ideal, en el cual ¢, es constante,

W = cv(’Tl - T‘z)

47 CICLO DE CARNOT

En 1824, Carnot* introdujo por vez primera en la teorfa de la termodina-
mica un simple proceso ciclico conocido ahora como ciclo de Carnot. Carnot
estaba fundamentalmente interesado en mejorar los rendimientos de las ma-
quinas de vapor, pero en lugar de atender a los detalles mecénicos, se con-
centrd en los fundamentos bésicos del rendimiento. Puede decirse que el tra-
bajo de Carnot senté los fundamentos de la ciencia termodinamica. Aunque
s¢ han construido mdaquinas reales con un sistema que sigue esencialmente
la misma secuencia de procesos que en un ciclo de Carnot**, la principal uti-

* N. L. Sadi Carnot, ingeniero francés (1796-1832).

** N. del T. Es decir, pareceria que desde el punto de vista practico no se gané
nada con el trabajo de Carnot, pero ello no es asf, porque el mayor conocimiento
de la teoria —gracias a Carnot— ha guiado durante mas de un siglo y medio todo
2] progreso de las mdquinas térmicas.

SEARS - 0
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lidad del ciclo estriba en su aplicacién al razonamiento termodinamico. En
esta seccién describiremos el ciclo de Carnot y en la siguiente considerare-
mos su relacién con el rendimiento de una maquina térmica.

Fig. 46 Ciclo de Carnot.

Un ciclo de Carnot puede realizarse con un sistema. c'le cualquier natl.l-
raleza. Puede ser sélido, liquido o gas, una pelicula' superficial o una sustar41c:1a
paramagnética. El sistema puede experimentar @cluso un cambio de fase
durante el ciclo. Un ciclo de Carnot para un gas 1dc.3a1 se halla rcprcsema}c}o
por la zona sombreada de la superficie P-v-T de la fig. 4-5(a) y su proyeccion
sobre el plano P-v se indica en la fig. 4-5(b) y de nuevo en la fig. 4-6.

Partiendo del estado a, el sistema a la temperatura I.’z se pone en con-
tacto con una fuente calorifica a esta temperatura y reflhza un proceso iso-
térmico reversible que le lleva al estado b. Para un gas 1d.ea1 este proceso es
una expansion. Para un material paramagnético seria un incremento de1. moi
mento magnético M, etc. En este M;/)roceso hay un flujo de calor Q, hacia e

i 5 ealiza el trabajo W,. ‘
SlStErr?aelye::;fiorb el sistema erté térmicamente aislado y realiza un proceso
reversible hasta el estado c¢. En este proceso la temperatura c}esmende hasta
un valor inferior T,. El flujo de calor intercambiado por el sistema es nulo,
y éste realiza un trabajo adicional W’

A continuacién el sistema se pone en contacto con una fuente de calor a
la temperatura T, y realiza un proceso isotérmico reve‘rszble que le 11<13va a{
estado d. Hay un flujo de calor Q, procedente del sistema, sobre el cua

se realiza el trabajo W,.
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El estado d debe clegirse de modo que mediante un proceso adiabdtico
reversible vuclva el sistema a su estado inicial a. El flujo de calor es nulo en
este proceso y se realiza el trabajo W* sobrc ¢l sistema.

Las caracteristicas significativas de todo ciclo de Carnot son, por tanto:
(a) todo el flujo de calor que recibe el sistema tiene lugar a una sola tem-
peratura mas alta T,; (b) todo el flujo de calor que cede el sistema se veri-
fica a una sola temperatura mas baja T,; (c) el sistema, que normalmente
se denomina sustancia de trabajo, efecttia un proceso ciclico; y (d) todos los
procesos son reversibles. En general, diremos que todo proceso ciclico for-
mado por dos isotermas reversibles y dos adiabaticas también reversibles,
constituye un ciclo de Carnot. '

Aunque las magnitudes de los flujos de calor y trabajos son arbitrarias
(dependen de los cambios reales de volumen, momento magnético, etc.), la
relacion Q,/Q, sélo depende de las temperaturas T,y T,. Para calcular esta re-
lacién es necesario conocer la ecuacién de estado del sistema y su ecuacién
de energia. (Es nccesario conocerlas al nivel que hasta ahora tenemos de los
principios termodinamicos. En la seccion 5-2 veremos que para dos tempe-
raturas determinadas 7, y T}, la relacién T >/ T tiene el mismo valor para todas
las sustancias de trabajo.) Supondremos, pues, que el sistema es un gas ideal.

Como la energia interna de un gas ideal es funcién exclusiva de la tempe-
ratura, la energia interna permanecc constante durante el proceso isotér-
mico a-b y el flujo de calor Q, quc recibe el sistema en este proceso es igual
al trabajo W,. Por tanto, segin la ecuacién (3-5),

_—_—
Qs = W, = nRT,In 7 (4-44)

a

en donde V, y V, son los volimenes respectivos en los estados b y a. De un
modo semejante, la magnitud del flujo de calor Q es igual al trabajo W, y

VC
Q1= W, = nRT In ; (4-45)

d

Pero los estados b y ¢ pertenecen a la misma adiabdtica y, por tanto, segun
la ecuacidén (4-40),

—1 —1
TV~ = VI
Andlogamente, como los estados a y b pertenecen a la misma adiabadtica,

VIt =TV
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Si la primera de estas ecuaciones se divide por la segunda, resulta que

L 4-46

v (4-46)
Teniendo en cuenta las ecuaciones (4-44), (4-45) y (4-46), obtenemos

QZ T2

_— == 4-47

0, T, “-A47)

Asi, para un gas ideal, la relacién Q,/Q, depende sélo de las temperaturas
T, v T.

4-8 LA MAQUINA TERMICA Y LA FRIGORIFICA
Un sistema segun el ciclo de Carnot es el prototipo de todas las mdquinas
térmicas ciclicas. La caracteristica conmin de tales dispositivos es que reci-
ben un flujo de calor a una o méas temperaturas clevadas, realizan trabajo
sobre el medio exterior y entregan calor a una temperatura algo méas baja.
Cuando una sustancia de trabajo realiza un proceso ciclico, no se producen
cambios en su energia interna en ningdn ciclo completo y segin el primer
principio el flujo neto de calor Q que recibe la sustancia en cualquier ciclo
completo es igual al trabajo W realizado por la maquina por ciclo. Asi pues,
si Q, y Q, son las magnitudes absolutas de los flujos calorificos que recibe
y cede la sustancia de trabajo por ciclo, el flujo neto de calor Q por ciclo

2

sera
0 =0Q,— 0.
Y el trabajo neto W por ciclo serd, por tanto,

W=Q=0,— @ (4-48)

El rendimiento térmico 5 de una maquina se define como la relacién entre
el trabajo externo W y el calor recibido Qy:

W_0-0
o 0

El trabajo externo es «lo que ganamos»; el calor entregado es «lo que paga-
mos por él». Por supuesto, que el calor Q, expulsado es, en cierto sentido,
una parte de la energia que entrega la maquina, pero ordinariamente se pierde
(por ejemplo, los gases de¢ escape de un motor de automévil, o contribuye a
la «polucién térmica» del medio ambiente) y no tiene valor econdmico. Si el

Iit

n (4-49)
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calor expulsado se aprovechara como una parte de lo que produce la ma-
quina, el rendimiento serfa siempre del 100 %. La definicién del rendimiento
como el trabajo exterior dividido por el calor absorbido se aplica a cualquier
tipo de mdquina térmica y no esté restringida a una méquina de Carnot.

Si la sustancia de trabajo es un gas ideal, ya hemos demostrado que para
un ciclo de Carnot

o _5
Q. T2
El rendimiento térmico es, pues,
Q — O 0, T '
N="—" =] - =] ==, 4-50
0, 0, T, (430
o
_TL-T
N n, (4-51)

-El rendimiento térmico, por tanto, depende sélo de las temperaturas T,y T,.

En la seccién 5-2 demostraremos que el rendimiento térmico de cualquier
ciclo de Carnot viene dado por la expresién anterior, cualquiera que sea la
naturaleza de la sustancia de trabajo.

2

7

In

Fig. 47 Diagrama esquematico de los flujos en una maquina térmica.

' Es util representar la operacién de toda maquina térmica mediante un
diagrama esquemitico co@ el de la fig. 4-7. La seccién del «tubo» que viene
de la [uente caliente es proporcional a la cantidad de calor Q,, la seccién del
tubo que va a la fuente de menor temperatura, es proporcional a Q; y la
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del tubo que sale de la parte lateral de la mz’tquirﬁ es proporcional al trabajo
mecénico W. El circulo es solamente una forma esquematica de representar
la maquina. La meta del proyectista de mdquinas térmicas es conseguir que la
seccién del «tubo de trabajo» sea lo mayor posible y la del tubo de calor
cedido lo mds pequefia posible para un flujo determinado de calor proce-
dente de la fuente de calor.

Debemos mencionar que Carnot no hubiera construido su diagrama de
flujo en la forma indicada en la fig. 4-7. En tiempos de Carnot se crefa que
el «calor» era una especie de fluido indestructible, y, por tanto, los tubos
Q, vy Q, hubieran tenido la misma secciéon. ¢Qué significado habria tenido
entonces el tubo W? Se pensaba que el trabajo W podia obtenerse de un flujo
de calor «cuesta abajo», del mismo modo que también se obtenia de un flujo
de agua que pasaba por una turbina desde un nivel alto a otro inferior. El
agua que entra en la turbina es igual a la que sale y el trabajo mecanico
se realiza a expensas de la disminucién de energia potencial del agua. Sin
embargo, a pesar de sus ideas errdneas respecto a la naturaleza del calor,
Carnot obtuvo la expresién correcta del rendimiento del ciclo ideado por él.

Si el ciclo de Carnot de la fig. 4-6 se recorriera en sentido contrario al
de las agujas del reloj, todas las flechas de las figs. 4-6 y 4-7 se invertirian
y como todos los procesos del ciclo son reversibles (en el sentido termodina-
mico), no cambiarian los valores absolutos de Q,, Q; y W. El calor Q se ex-
traeria ahora de la fuente fria, se realizaria el trabajo W sobre el sistema y el
calor Q, igual a W + Q, se cederia a la fuente caliente. Tenemos ahora una
mdquina frigorifica de Carnot o una bomba de calor en vez de la cldsica de
Carnot. Es decir, se extrae calor de un sistema a baja temperatura (cl inte-
rior de un refrigerador domséstico, por ejemplo, o de la atmésfera o el suclo
en el caso de una bomba de calor utilizada para la calcfaccién de una casa),
se realiza trabajo mecéanico (mediante el motor que hace funcionar el refri-
gerador) y a la fuente caliente se cede una cantidad de calor igual a la suma
del calor extraido de la fuente fria, mas el trabajo mecdanico.

El resultado util del funcionamiento de una méquina frigorifica es extraer
una cantidad de calor Qg de la fuente fria; esto es lo que «ganamos». Lo que
pagamos es el trabajo que se le entrega, W. Cuanto mayor sea la razén de la
ganancia, a lo que pagamos, mejor sera la maquina frigorifica. Una maquina
frigorifica es apreciada por su rendimiento o coeficiente de eficiencia, ¢, que
definimos como la razén de Q, a W. Nuevamente, empleando la ecuacién (4-48),
podemos escribir

==l (4-52)
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El coeficiente de eliciencia de una maquina frigorifica, a diferencia del ren-
dimiento de una mdquina térmica, puede ser mucho mayor que el 100 %.

La definicién anterior del coeficiente de eficiencia se aplica a cualquier
refrigerador, opere o no como ciclo de Carnot. Para un refrigerador de Carnot,

Q,/Q, = T,/T, y

T,

C = —"",
T, -1

(4-53)

PROBLEMAS
4-1 La energia interna especifica de un gas de van der Waals se expresa por

a
u = c,T — - 4 constante.
v

{a) Representar graficamente una superficie #-T-v suponiendo que ¢, es una cons-
tante. (b) Demostrar que para un gas. de van der Waals,

1
R ) 2a(v — b)*’
T TRTY®

Cp o~ Gy

42 La ecuacién de estado de cierto gas es (P + b)v = RT y su energia interna es-
pecifica viene dada por u = aT + bv + Uy (a) Encontrar ¢, (b) Demostrar que
¢p—c¢, = R. (c) Utilizando la ccuacién (4-8), demostrar que Tv™/% = constante.

43 La energia interna especifica de una sustancia pucde expresarse por

u — uy = 3T? + 20,

en unidades apropiadas. (a) Hacer un diagrama u-T-v para esta sustancia. (b) Cal-
cular la variacién de temperatura experimentada por la sustancia si se le sumi-
nistran 5 unidades de calor a volumen -constante. Mostrar este proceso en el dia-
grama u-T-v. ¢(Puede determinarse con los datos que se tienen el cambio de tem-
peratura de la sustancia en una disminucién adiabatica del volumen del 20 %? Si
es posible, calctlese. Si no es asi, indiquese la informacién adicional que se necesita.
44 A temperaturas superiores a 500 K, el valor de ¢p para el cobre puede aproxi-
marse por una relacién lineal de la forma c¢p =a -+ bT. (a) Determinar lo mds
exaFtalnente posible a partir de la fig. 3-10 los valores de a y b. (b) Calcular la
variacién de entalpia especifica que experimenta el cobre a la presién de 1 atm
al aumentar la temperatura de 500 a 1200 K.

4-5 Demostrar que i = —cp, or
apP jp z orP h’
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du
4-6 Demostrar que (3:7)1) = cp — Ppu.

471 Comparar las magnitudes de los términos ¢, y PBv del problema anterior:
(a) para el cobre a 600 K y 1 atm y (b) para un gas ideal para el cual cp = 5R/2.
(c) Cuando se entrega calor a un gas ideal en un proceso isobarico ¢qué fraccién
pasa a incrementar su energia interna? (d) ¢Y qué fraccién se invierte en aumen-
tar su energfa interna cuando se le suministra calor al cobre en un proceso
isobarico?

48 (a) Demostrar que la entalpia especifica del gas del problema 4-2 puede escri-
birse en la forma 4 = (a + R)T + constante. (b) Determinar cp. (c) Utilizando la
ecuacién (4-16), demostrar que T(P + b)-R/% = constante. {d) Demostrar que
(9h/ov)p = cpT /.

49 Deducir expresiones andlogas a las ecuaciones (4-18) y (4-19) para k en funcién
de Pyo.

4-10 Completar las deducciones de las ecuaciones (4-22) a (4-25).

4-11 Un gas ideal, para el cual ¢, = 5R/2 pasa desde el punto « al b de la fig. 4-8
por los tres caminos a-c-b, a-d-b y a-b. Sea P,=2P, v, = 2v,. (a) Calcular la can-
tidad de calor entregada al gas, por mol, en cada uno de los tres procesos. Expre-
sar el resultado en funcién de R y T,. (b) Calcular el calor molar del gas, en
funcidén de R, durante la transformacién a-b.

1)2_,‘,_ JR—

Figura 4-8

412 Para un gas de van der Waals que obedece a la ecuacién de la energfa del

problema 4-1, demostrar que
oT v [OT
av Js - UK a_[’ .5'.
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4-13 Para una sustancia paramagnética que obedece a la ley de Curie, la energia
interna es funcién exclusiva de T. Demostrar que: (a) d’'Q = C,, dT — X dM; (b)
dQ=Cy dT—~M dX; y (c) Cpp —Cyy=MHF/T.

oU
4.14 Para un sistema mono-dimensional demostrar que: (a) Cp = ( ) ;

Er/%
b) € oH 0F c 0F
® Cs = oT | y © Cp oL)s y(—afa

Ju oT
4-15 Demostrar para un gas ideal que: (a) (55)1‘ =0 y (b (H’)i = 0.
4 ¢

416 Supongamos que uno de los recipientes del aparato de Joule de la fig. 4-1
contiene 7, moles de un gas de van der Waals y el otro contiene n, moles, ambos
a la temperatura inicial 7. El volumen de cada recipiente es V. Hallar la expre-
sién que da la variacién de temperatura cuando se abre la llave y se alcanza un
nuevo estado de equilibrio. Despreciar cualquier pérdida de calor de los recipien-
tes. Verificar la solucién para los casos en que n, =ty y cuando ny = 0, teniendo
en cuenta la ecuacién 4-26. Suponer la ecuacién de la energia del problema 4-1.
4-17 (a) Demostrar que para un gas ideal h—h, = cp(T —T;) y (b) representar
graficamente una superficie h-P-T para un gas ideal.

418 Suponer la ecuacién de la energia dada en el problema 4-1. (a) Determinar
la expresion del coeficiente Joule 5 de un gas de van der Waals. (b) Determinar la
expresién de la entalpia de un gas de van der Waals en funcién de v y T. (c) De-
terminar la expresién del coeficiente Joule-Thomson p para un gas de van der
Waals. (d) Demostrar que las expresiones obtenidas en (a) y (c) se reducen a las
de un gas ideal si a = b = 0. [Sugerencia: Véase el problema 2-22.]

ol oh B oh wcp
4-19 Demostrar que {_—) _ _ . ) =01 =22 oy _fer
(aP)T Hep, (b) (aT)'u 4] [1 w :’ ) (C) (al))T v ’

d oT It
@ (E)h = (v — jof))’

420 Para un gas ideal demostrar que en un proceso adiabdtico reversible: (a)
TPx-D/v = constante y (b) Tvr-1 = constante.

77720 7
Po. Vo Po, Vo
To Ty
7
7

Figura 49
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421 La fig. 49 representa un cilindro con paredes térmicamente aisladas, con un
émbolo moévil, sin rozamiento, también térmicamente aislado. A cada lado del ém-
bolo hay n moles de un gas ideal. La presién inicial P, ¢l volumen V, y la tempe-
ratura T, son las mismas a ambos lados del émbolo. El valor de y para cl gas
es 1,50 y ¢, es independiente de la temperatura. Mediante una resistencia eléctrica
dentro del gas, del lado izquierdo del émbolo se suministra calor lentamente al
gas de este lado. Esta porcion de gas se expande y comprime el gas de la derccha
hasta que su presién aumenta hasta 27 Py/8. Expresar en funcién de n, ¢, y Ty
(a) El trabajo realizado contra el gas de la derecha. (b) La temperatura final del
mismo. (c¢) La temperatura final del gas de la izquierda. (d) La cantidad de calor
que recibe este ultimo gas.

422 ‘En el periodo de compresion de un motor Diesel, se comprime el aire desde
la presion atmosférica y temperatura ambiente hasta 1/15 aproximadamente de
su volumen inicial. Hallar la temperatura final suponiendo que la compresién es
adiabética reversible. (Tomar y,;,, = 1,4.) '
423 (a) Demostrar que el trabajo realizado sobre un gas ideal para comprimirio
isotérmicamente es mayor que el necesario para comprimirlo adiabiticamente si
el cambio de presién es el mismo en los dos procesos y (b) que el trabajo isotér-
mico es menor que el adiabatico si el cambio de volumen es el mismo en los dos
procesos. Como ejemplo numeérico, tomar para la presién y volumen iniciales los
valores 10¢ N m-2 y 0,5 m® kilomol-! y hacer y igual a 5/3. Calcular el trabajo
necesario para cambiar el valor de la variable apropiada en un factor de 2. (c) Re-
presentar estos procesos en un diagrama P-V y explicar fisicamente por qué el
trabajo isotérmico debe ser superior al trabajo adiabatico ‘en la parte (a) y menor
en la parte (b).

424 Un gas ideal para el cual ¢, = 3R/2 ocupa un volumen de 4 m3 a la presién
de 8 atm y a 400 K. El gas se expande hasta la presion final de 1 atm. Calcular
el volumen final y la temperatura, el trabajo realizado, el calor absorbido y la
variacion de energia interna, en cada una de las siguientes transformaciones: (a)
expansion isotérmica reversible, (b) expansién adiabatica reversible, (c) expansién
en el vacio.

425 Un mol de un gas ideal pasa de P=1 atm y T=273 K a P=05 atm y
T =546 K mediante un proceso isotérmico reversible seguido de un proceso iso-
bédrico reversible. Vuelve a su estado inicial por medio de un proceso isécoro
reversible seguido de un proceso adiabatico reversible. Suponer que c, = (3/2)R.
(a) Dibujar este ciclo en un diagrama P-V. (b) Para cada proceso y para todo el
ciclo determinar la variacion de T, V, P, W, Q, U y H. Convendria ordenar los re-
sultados en una tabla. (c) Dibujar este ciclo en un diagrama V-T y en un dia-
grama U-V.

426 (a) Utilizar la ecuacién (4-8) para deducir para un gas de van der Waals las
ecuaciones correspondientes a las (4-38) y (4-40). (b) Calcular el trabajo de una_ex-
pansion adiabdtica reversible por evaluacién directa de S P dv utilizando la ecua-
cién de la energia del problema 4-1.

427 La ecuacién de estado para la energia radiante en equilibrio con la tempera-
tura de las paredes de una cavidad de volumen V es P = al%/3, La ecuacién de la
energia ¢s U = alV. (a) Demostrar que el calor suministrado al duplicar isotér-
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micamente el volumen de la cavidad es 4aT%V /3. (b) Utilizar la ecuacidn (4-3) para
mostrar que en un proceso adiabdtico VT3 es constante.
4-28 Representar un ciclo de Carnot para un gas ideal en: (a) un diagrama u-p;
(b) un diagrama «-T; (¢) un diagrama u-h1; (d) un diagrama P-T.
429 Representar cualitativamente un ciclo de Carnot: (a) en el plano V-T de un
gas ideal; (b) en el plano P-V de un liquido en equilibrio con su vapor; (c) en el
plano &-Z de una pila clectrolitica reversible cuya {em es funcidén exclusiva de T
¥y s¢ supone que las adiabdticas reversibles poseen una pendiente positiva cons-
tante.
430 Una mdaquina de Carnot opera entre dos fuentes de calor a temperaturas de
400 K y 300 K. (a) Si la maquina recibe 1200 Kcal de la fuente de 400 K en cada
ciclo, ¢cuantas Kcal cede a la fuente de 300 K? (b) Si la miquina trabaja como re-
frigerador (es decir, a la inversa) y recibe 1200 Kcal de la fuente de 300 K ¢cuan- "
tas Kcal cede a la fuente de 400 K? (c) ¢Cudnto trabajo realiza la maquina en cada
caso?
4-31 (a) Demostrar que para las maquinas de Carnot que trabajan entre fuentes
calientes de igual temperatura y fuentes frias de diferentes temperaturas, la ma-
quina que opera con la maxima diferencia de temperatura es la de mayor rendi-
miento. (b) ¢La forma m4s eficaz de incrementar el rendimiento de una maquina
de Carnot consiste en incrementar la temperatura de la fuente caliente, man-
teniendo constantc la temperatura de la {ria o viceversa? (c) Repetir las partes (a)
y (b) para determinar el coeficiente de eficiencia 6ptimo de un refrigerador de
Carnot. :
4-32 Deducir una relacién enire el rendimicnto de una maquina de Carnot y cl
coeficiente de eficlencia de la misma maquina si opera como refrigerador, ¢Una
maquina de Carnot de rendimiento muy elevado es particularmente apropiada
como refrigerador? Razonar la respuesta.
433 La sustancia de trabajo de una maquina de Carnot es un gas ideal para el
cual ¢, = 3R/2. Durante la expansién isotérmica el volumen se duplica. La rela-
cién entre el volumen final y el volumen inicial en la expansién adiabdtica es 5,7.
El trabajo suministrado por la mdquina en cada ciclo es 9 x 105 J. Calcular las
temperaturas de las fuentes térmicas entre las cuales opera la magquina.
4-34 Calcular el rendimiento y el coeficiente de eficiencia de los ciclos indicados
en: (a) el problema 3-26 y (b) el problema 3-27.
4-35 Como sustancia de trabajo de un ciclo de Carnot se utiliza una pila electro-
litica. En el intervalo apropiado de temperatura, la ecuacién de estado de la pila
es & = &—«(T —T,), en donde a>0y T>T, La ecuacién de la energia es
dds

U-—-U, = (o" - TCTT—)Z + C (T = Tp)
en donde C, es la capacidad calorifica a Z constante, que se supone constante, y
Z es la carga que fluye a través de la pila. (a) Representar el ciclo de Carnot en
un diagrama & — Z e indicar el sentido en que opera el ciclo como maquina. (b)
Utilizar la expresion del rendimiento de un ciclo de Carnot para demostrar que la
carga (ranslerida en los procesos isotérmicos debe tener la misma magnitud.



140 ALGUNAS CONSECUENCIAS DEL PRIMER PRINCIPIO

436 Hay que refrigerar un edificio con una méquina de Carnot funcionando a la
inversa (méaquina frigorifica de Carnot). La temperatura exterior es de 35°C (95°F)
y la temperatura interior del edificio de 20°C (68°F). (a) Si la mdaquina se acciona
por un motor eléctrico de 12 x 103 watt, ¢cudnto calor se extrae del edificio por
hora? (b) El motor se alimenta con la electricidad producida en una central tér-
mica formada por una mdquina de Carnot que funciona entre fuentes a tempe-
raturas de 500°C y 35°C. La electricidad (transmitida por una linea de 5 ohm)
se recibe a 220 volt. Los motores que operan el refrigerador y el generador en la
térmica tienen cada uno un rendimiento del 90 %. Determinar el numero de uni-
dades de refrigeracién obtenidas por unidad de calor suministrada. (c) ¢Cudnto
calor debe suministrarse, por hora, en la central? (d) ¢Cuanto calor se elimina
por hora en la central?

4-37 Se han ideado ciclos de refrigeracién para la calefaccion de edificios. El calor
se absorbe del suelo por un fluido que circula en tubos enterrados y se cede a
temperatura mds alta en el interior del edificio. Si una méquina frigorifica de
Carnot se utilizara de este modo operando entre una temperatura exterior de 0°C
y una interior de 20°C, ¢cuantos kilowatt-hora de calor se suministrarian al edi-
ficio por cada kilowatt-hora de energia eléctrica necesario para operar el refri-
gerador?

4-38 La temperatura de un refrigerador doméstico es 5°C y la de la habitacién
donde estd localizado 20°C. El flujo de calor que entra en el refrigerador proce-
dente de la habitacién cada 24 horas es aproximadamente de 3 x 106 J (bastante
para fundir unos 10 kilogramos de hielo) y este calor debe eliminarse del refrige-
rador para que se mantenga frio. Si el refrigerador tiene una eficiencia que es el
60 % de la de una maquina de Carnot que opera entre fuentes de temperaturas
de 5°C y 20°C, ¢qué potencia en watt exige su funcionamiento? Comparar el coste
diario a 3 céntimos de ddlar por kilowatt-hora con el coste de 10 kg de hielo
(unos 75 céntimos de ddlar).

4.39 Una ecuacién de estado aproximada para un gas es P(v— b) = RT, en donde
b es una constante. La energia interna especifica de un gas que obedece a esta
ecuacién de estado es u = ¢,T + constante. (a) Demostrar que el calor especifico
a presidn constante de este gas es igual a ¢, + R. (b) Demostrar que la ecuacién
de un proceso adiabdtico reversible es P(v— b)r = constante, (¢) Demostrar que
el rendimiento de un ciclo de Carnot que utilice este gas como sustancia de tra-
bajo es el mismo que el de un gas ideal, suponiendo que (9u/dv); = 0.
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142 LA ENTROPIA Y EL SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA

5-1 EL SEGUNDO PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA

La fig. 5-1 muestra tres sistemas distintos, cada uno de ellos incluido en una
envoltura rigida adiabdtica. En (a) un cuerpo a la temperatura T, esta en con-
tacto térmico con una fuente caliente grande a una temperatura mas alta 7T,.
En (b) un volante giratorio arrastra un generador que envia corriente eléctrica
a través de una resistencia sumergida en la fuente caliente. En (c) un gas
esta confinado en la porcién izquierda del recinto mediante un diafragma; el
resto del recinto esta vacio. La experiencia nos dice que en (a) se produce un
flujo de calor que va de la fuente al cuerpo y que, finalmente, éste adquirira
la temperatura T, de la fuente. (La capacidad calorifica de ésta es tan grande
que su temperatura no cambiard apreciablemente porque un flujo de calor
entre o salga de €Ll.) En (b) el volante acabard por alcanzar el reposo. Sobre
la resistencia se realizara un trabajo disipativo y habrd un flujo de calor de
ella hacia la fuente, igual en magnitud a la energia cinética original del vo-
lante. Si se perfora el diafragma de (c), el gas realizard una expansién libre
en la regién vacia y alcanzard un nuevo estado de equilibrio, con un volumen
mayor y ura presién menor. En cada uno de estos procesos la energia total
del sistema, incluyendo la energia cinética del volante de (b), permanece
constante.

Fig. 5-1 (a) Flujo reversible de calor entre un cucrpo a temperatura T,
y una fuente grande a temperatura superior T,. (b) Un volante girato-
rio acciona un generador quc envia una corrientic cléctrica a través de
una resistencia sumergida en un calorimetro. {c¢) Cuando se perfora el
diafragma, el gas de la porcién izquierda del recinto realiza una expan-
sién libre en la regién de la derecha donde existe el vacio.

Supongamos ahora que partimos de los estados finales de los procesos
anteriores experimentados por los tres sistemas e imaginemos que los proce-
sos tienen lugar en sentido inverso. En el primer ejemplo, el cuerpo original-
menic a la misma temperatura que la fuente se enfriarfa espontidneamente
hasta restaurar su temperatura original. En el segundo, se produciria un flujo
de calor de la fuente hacia la resistencia y ésta produciria una corriente a
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través del generador (que ahora actuarfia como motor) y el volante se pon-
dria en rotacién con su original energia cinética. En el tercer ejemplo el pro-
pio gas se comprimirfa hacia atrds recuperando su volumen original.

Todos sabemos que no ocurren estos procesos inversos. Pero ¢por qué?
La energia total de cada uno de los sistemas se mantendria constante en la
transformacién inversa, y no se violaria el primer principio de conservacién
de la energia. Por lo tanto, debe existir otro principio natural, ademas del
primer principio y que no se deduce de él, que determina el sentido en que
se producen los procesos naturales, Este es el segundo principio de la termo-
dindmica. Lo mismo que el primero, es una generalizacién de la experiencia
y establece que ciertos procesos como los sefialados anteriormente, a modo
de ejemplo, son esencialmente procesos unidireccionales' y tienen lugar, por
tanto, en un sélo sentido.

Estos tres procesos imposibles se han tomado como ejemplos porque a
primera vista parecen diferir completamente entre si. El primero, un sistema
compuesto a temperatura uniforme, s¢ separa cspontaneamente en dos partes
a distinta temperatura. En el segundo, un cuerpo pide calor y aparece la
energia cinética equivalente. En el tercero, disminuye el volumen de una por-
cién aislada de gas y su presion aumenta. Pueden sefialarse muchos otros
ejemplos. En el campo de la quimica, por ejemplo, pueden colocarse en un
recipiente hidrdgeno y oxigeno gaseoso en proporciones adecuadas e iniciarse
la reaccién mediante una chispa. Si el sistema esta limitado por paredes rigi-
das y adiabaticas, la energia interna del sistema no se modifica durante la
reaccién. Después de realizada la reaccidn, el sistema consiste en vapor de
agua a alta temperatura y presion. Pero la experiencia muestra que el vapor
de agua no puede disociarse espontaneamente en hidrdgeno y oxigeno a una
temperatura y presién menores.

¢Podemos hallar alguna caracteristica comtn a todos estos diferentes pro-
cesos imposibles? Si se dan dos estados de un sistema aislado que tienen
igual cnergia interna ¢podemos hallar un criterio que determine cual es el
posible estado inicial y cudl el posible estado final de una transformacién que
tenga lugar en el sistema? ¢Cudles son las condiciones en que no pueda pro-
ducirse ningan proceso, cs decir, en que el sistema estd en equilibrio? Podrian
contestarse estas preguntas si cxisticra alguna propiedad del sistema, es decir,
alguna funcién de estado del sistema que tuviera un valor diferente al co-
mienzo y al final de una transformacién posible. Esta funcién no puede ser
la energia, puesto que es constante. Sin embargo, puede encontrarse una
funcién que tenga esta propiedad. Clausius* fue el primero en establecerla
y se denomina entropia del sistema. Al igual que la energia interna, es funcién

* Rudolph J. E. Clausius, fisico aleman (1822-1888).
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del estado del sistema Unicamente, y como demostraremos luego, en cualquier
proceso posible que tenga lugar en un sistema aislado, esta funcién aumenta
o permanece constante. El segundo principio puede enunciarse, en funcién
de la entropia, de la manera siguiente:

No se producirdn transformaciones en las cuales la entropia de un sistema
aislado disminuya| o lo que es igual, en cualquier transformacién que se pro-
duzca en un sistema aislado, la entropia del sistema aumenta o permanece
constante.

Ademds, si un sistema aislado se encuentra en un estado tal que su entro-
pia tiene un valor maximo, cualquier cambio de estado debe necesariamente
implicar una disminucién de la entropia y, por lo tanto, dicho cambio no se
podra producir. La condicién necesaria de equilibrio de un sistema aislado
es, por lo tanto, que su entropia sea maxima.

Obsérvese que los enunciados anteriores se aplican Gnicamente a sistemas
aislados. La entropia de un sistema no aislado puede disminuir en un pro-
ceso real, pero siempre deberd ocurrir que la entropia de otros sistemas con
los cuales el primero interactia, aumente por lo menos en igual proporcién.

Hemos enunciado el segundo principio sin definir la entropia. En las
secciones siguientes desarrollaremos el concepto de entropia a partir pri-
mero de las propiedades del ciclo de Carnot y a continuacién calcularemos
las variaciones de entropia en procesos reversibles e irreversibles, Después de
exponer el significado fisico de la producciéon de entropia. presentaremos al-
gunos otros enunciados equivalentes al segundo principio,

v

5.2 TEMPERATURA TERMODINAMICA :

Antes de proceder al desarrollo del concepto de entropia, utilizaremos el ciclo
de Carnot para definir la temperatura termodinamica. En el capitulo 1 se
introdujo el simbolo T para representar la temperatura en la escala termo-
métrica del gas ideal y se dijo que mas adelante se demostraria que era igual
a la temperatura termodindmica. Volvamos, por tanto, al simbolo § tal como
se usé en el capitulo 1, para designar una téemperatura empirica definida en
funcién de una propiedad termométrica arbitraria X, como la resistencia R
de un termémetro de resistencia de platino o la presién P de un terméme-
tro de hidrégeno a volumen constante.

En la fig. 52 se muestra el ciclo de Carnot para un sistema PV en el
plano 8-V, La forma de las adiabdaticas varia, naturalmente, de una sustancia
a otra. Realicemos primeramente ¢l ciclo a-b-c-d-a. En el proceso a-b hay un
flujo de calor Q, que lo recibe el sistema procedente de una fuente a tempe-
ratura 6, y en el proceso ¢-d un flujo de calor menor, Q;, que procedente del
sistema lo recibe otra fuente a temperatura ¢,. Los flujos de calor son nulos
en los procesos adiabaticos b-¢ y d-a. Como el sistema vuelve a su estado ini-
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cial en el punto @, no habra cambio en su energia interna y segin el primer
principio, como AU = 0, el trabajo W del ciclo es

W o= 10| — IQul-

Esta es la tnica condicién impuesta a Q, y Q, por el primer principio: el tra-
bajo W del ciclo es igual a la diferencia entre las magnitudes absolutas de
Q;y Q.

En la seccién 5-1 se enuncié el segundo principio en funcién de la entro-
pia de un sistema, pero como no hemos definido todavia esta propiedad,
comenzaremos con una consecuencia del segundo principio, en la que no in-
terviene el concepto de entropia. Asi, nuestro punto de partida sera la afir-
macién de que para dos temperaturas cualesquiera, 0, y 0,, el cociente de las
magnitudes de Q, y (, en un ciclo de Carnot tiene el mismo valor para todos
los sistemas, cualquiera que sea su naturaleza. Es decir, la relacién |Q,|/|Q|
es funcién exclusiva de las temperaturas 6, y 6;:

10.]
X

La forma de la funcién f depende de la escala de temperaturas empirica par-
ticular en la cual se midan 6, y 6,, pero no de la naturaleza del sistema que
realiza el ciclo.

De lo anterior no debe inferirse que las cantidades de calor absorbidas y
liberadas en un ciclo de Carnot se han medido experimentalmente para todos
los sistemas posibles y para todos los posibles pares de temperaturas. La jus-
tificaciéon de la afirmacién anterior radica en la correccién de todas las con-
clusiones que de ella pueden deducirse.

= f(0z 0,). (5-1)

0

0,

. e e ¥

Fig. 52 Ciclos de Carnot representados en el plano 6-V. Las curvas
af-d y b-e-c son adiabéiticas reversibles.

SEARS = 10
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La funcién f (6,, 8;) tiene una forma muy especial. Para verlo, supongamos
que primero se realiza el ciclo a-b-e-f-a de la fig. 52, en el cual el proceso
isotérmico e-f se encuentra a cierta temperatura 6, intermedia entre 6; y 0,
Sea Q, el calor absorbido a la temperatura 6, y Q; el calor cedido a la tempe-
ratura 6,. Se cumplira ,

IQZI
=2 1(6,,6). _

Realicemos ahora el ciclo f-e-c-d-f, entre las temperaturas 6; y 6,, y sea Q,
el calor absorbido en este ciclo en el proceso f-e, igual al cedido en el ciclo
anterior en el proceso e-f. Por tanto, si Q; es el calor cedido a la tempera-
tura 6,,

1o

= 1(6, 0. 5-3
o] S0 60 (5-3)

Multiplicando las ecuaciones (5-2) y (5-3) resulta

196l 104 _ 19l _ 15, 0 10, 0)
10 10, 104 T O

y, por tanto, segin la ecuacién (5-1),
f(oz’ 0,) =f(02, 0 'f(ois 0,).

Como el primer miembro es sélo funcion de 6, y §;, lo mismo debe cumplirse
en el segundo miembro. La forma de la funcién f debe, pues, ser tal que
el producto del segundo micmbro no contenga a ¢; y esto es posible si

_ $0)
f(oz’ Oi) - (,‘6(0,) ’

0.
50,09 = 252,
$(01)
Es decir, aunque [ (6, 6;) es funcién de ambas temperaturas 6,y 6; y f (6;, 6,)
¢s funcién de 0, y 6, la funcion f debe tener una forma especial, tal que re-
sulta ser Igual a la relacién de dos funciones ¢, en donde $(6,), $(6;) y $(6,)
son lunclones exclusivas de las temperaturas empiricas 6,, 6; y ; respectiva-
mente, \
la forma de la funcién ¢ depende, pues, de la escala de temperatura
empfrica clegida, pero no de la naturaleza de la sustancia que realiza el ciclo
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de Carnot. Por tanto, para un ciclo realizado entre dos temperaturas cuales-
quiera 6, y 0,

100 $(0) -4

Kelvin, teniendo en cuenta que la relacién ¢(6,)/$(6;) es independiente de
las propiedades de cualquier sustancia particular, propuso que la tempera-
tura termodindmica 7T, correspondiente a la temperatura empirica 6, podia
definirse mediante la ecuacién

T = A$(0), (5-5)
en donde A es una constante arbitraria.
Por tanto,
2 _ T 56
o T

y la relacién de las dos temperaturas termodinamicas es igual al cociente
de las cantidades de calor absorbido y liberado cuando un sistema cualquiera
realiza un ciclo de Carnot entre dos fuentes a estas temperaturas. En parti-
cular, si una de las fuentes se encuentra a la temperatura del punto triple T
y la otra se encuentra a cierta temperatura arbitraria T y si Q; y Q son los
correspondientes flujos de calor,

0 _T
0 T
y 0
T =T,-2 ~
"104l 6D

Si a T; se le asigna el valor numérico 273,16, la unidad correspondiente de T
es 1 kelvin. A

En principio, pues, una temperatura termodindmica puede determinarse
realizando un ciclo de Carnot y midiendo los flujos de calor Q y Q; que juegan
el papel de una propiedad termométrica arbitraria X.

Obsérvese que la forma de la funcién ¢(#) no necesita ser conocida para
determinar experimentalmente el valor de T, aunque en la seccién 6-11 demos-
traremos cémo puede determinarse esta funcién a partir de las propiedades
de la sustancia termométrica utilizada en la definicién de la temperatura
empirica 6.
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Como los valores absolutos de los flujos de calor son necesariamente po-
sitivos, de-la ecuacién (5-6) resulta que la temperatura termodinimica o
Kelvin es también necesariamente positiva. Esto es equivalente a afirmar
que existe un cero absoluto de temperatura termodindmica y que ésta no
puede ser negativa.*

En la seccién 4-7 analizamos un ciclo de Carnot para el caso especial de
un gas ideal. Aunque los resultados se expresaron en funcién de la tempera-
tura termodindmica 7, esta temperatura no habia sido definida en aquel
momento y en sentido estricto deberiamos haber utilizado la temperatura 6
del gas definida por la ecuacion (1-4). Por tanto, si definimos un gas ideal
como aquel cuya ecuacién de estado es

PU = RO, "“(5.

ER
dv/e

el andalisis de la seccidén 4-7 nos conduce al resultado

y para el cual

0y _ 10

0y 12l

Resulta asi, que la relacidn entre dos temperaturas del termémetro de
gas ideal es igual al cociente de las correspondientes temperaturas termodi-
namicas. Esto justifica la sustituciéon de ¢ por T en los capitulos anteriores.

5-3 ENTROPIA

En la seccién anterior, la relacion entre las temperaturas T, y T, y los flujos
de calor @, y Q, de un ciclo de Carnot, se expresé en funcién de los valores
absolutos |Q,| y |Q,|. Sin embargo, como Q, es un flujo de calor que recibe
cl sistema y Q; es un flujo de calor que cede c¢l sistema, sus signos son con-
trarios y, por tanto, para un ciclo de Carnot, podemos escribir

T_ _ %
T 0,
o también
1 72

* Véase, no obstante, la seccién 13-5.
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Consideremos ahora un proceso ciclico reversible arbitrario como el re-
presentado por la curva cerrada de la fig. 5-3. El resultado neto de tal pro-
ceso puede aproximarse tanto como se desee mediante un gran numero de
pequeiios ciclos de Carnot, verificados todos en el mismo sentido. Aquellas
porciones adiabdticas de los ciclos que coincidan, se verifican dos veces en
sentidos opuestos y se necutralizan. El resultado sobresaliente es la linea de
trazo grueso en zig-zag. A medida que los ciclos se hacen mdis pequefios se
produce una mayor neutralizacién de las porciones adiabaticas, pero las por-
ciones isotérmicas permanecen destacadas.

T

n

Fig. 5-3 Todo proceso ciclico reversible arbitrario puede aproximarse
medjante cierto ndmero de pequeiios ciclos de Carnot.

Si uno de los ciclos pequefios se verifica entre las temperaturas 7, y T,
y los correspondientes flujos de calor son AQ, y AQ,, se cumplird para este
ciclo, '

80, , A0, _
Tl TZ

y cuando se sumen todos estos términos, para todos los ciclos, resulta

Il subindice «r» ¢s un rccordatorio de que el resultado anterior es vélido

- s6lo para ciclos reversibles,
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En el limite, cuando los ciclos se hacen mds estrechos, los procesos en
zig-zag se aproximan cada vez mds al proceso ciclico original. La suma puede
.entonces sustituirse por una integral y escribir para el proceso original,

§df‘ ~ 0.

Es decir, si el flujo de calor d’Q, en el sistema en cualquier punto se divi-
de por la temperatura T del sistema en este punto y estos cocientes se suman
en el ciclo completo, la suma es igual a cero. En algunos puntos del ciclo
d’Q, es positivo y en otros negativo. La temperatura T es siempre positiva.”
Las contribuciones negativas de la integral se ueutralizan justamente con las
contribuciones positivas.

Como la integral de cualquier diferencial exacta, tal como dV o dU alre-
dedor de una trayectoria cerrada es cero, vemos a partir de la ecuacién (5-8)
que aunque d’Q, no es una diferencial exacta, la relacion d’Q,/T si que lo es.
Por tanto, puede definirse una propiedad S de un sistema cuyo valor depende
solo del estado del sistema y cuya diferencial dS es

(5-8)

d'Q.
dsS = . _
- (5-9)
Por tanto, en cualquier proceso ciclico,
fﬁ ds = 0. (5-10)

Otra propiedad de una diferencial exacta es que su integral entre dos
estados cualesquiera de equilibrio es la misma para todas las trayectorias

entre dichos estados. Por tanto, para cualquier trayectoria entre los estados
ayb,

b
fds=s,,~sa.

La propiedad S se denomina entropia del sistema. La unidad MKS de en-
tropia es evidentemente 1 joule por kelvin (1 J K-!). La entropia es una
propiedad extensiva y definiremos la entropia especifica s como la entropia
por mol o por unidad de masa:

(5-11)

S S
§ = 7, o §=-
n m

* Véase, no obstante, la seccién 13-5.
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Las ecuaciones (59) o (5-11) definen sélo diferencias de entropla »Mas Al
adelante veremos, en la seccion 7-7, que es posible asignar un valor absoluto... <

a la entropia de cicrtos sistemas; pero sobre la base de las ecuaciones ante-
riores, la entropia de un sistema siempre queda determinada a menos de una
constante arbitraria.

'5-4 CALCULO DE LAS VARIACIONES DE ENTROPIA EN PROCESOS REVERSIBLES

En todo proceso adiabético d’Q = 0 y, por tanto, en todo proceso adiabdtico
reversible,

A0, =0 ¥ ds = 0.

La entropia de un sistema es, pues, constante en los procesos adiabaticos re-
versibles; tales procesos se llaman isoentrdpicos. Esto justifica el uso del
subindice s en los capitulos anteriores para designar un proceso adiabitico
reversible.

En un proceso isotérmico reversible la temperatura I permanece cons-
tante y puede sacarse fuera del signo integral. La variacién de entropia de
un sistema en un proceso reversible isotérmico finito es, por tanto,

S L O

Para realizar este proceso el sistema se pone en contacto con una fuente de
calor a una temperatura que difiera en un infinitésimo (en mas o en menos)
de la que posea el sistema. Si la temperatura de la fuente es infinitesimal-
mente mayor que la del sistema, éste recibe un flujo de calor Q, positivo,
S, > S, y la entropia del sistema aumenta. Si es infinitesimalmente inferior,
el sistema cede un flujo de calor, Q, es negativo y la entropia del sistema
disminuye.

Un ejemplo comun de proceso isotérmico reversible es un cambio de fase
a presién constante durante el cual también permanece constante la tempe-
ratura. El flujo de calor intercambiado por el sistcma por unidad de masa
o por mol es igual al calor de transformacion ! y la variacién de entropia
(especifica) es simplemente

0. _ 1

(5-12)

sy — 5 = | T. (5-13)

Por ejemplo, el calor latente de transformacién del cambio de fase agua liquida-
agua vapor a la presién atmosférica y a la temperatura (aproximada) de 373 K
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es l;=22,6x105 J kg-'. La entropia especiflico del vapor excede a la del
liquido en

lyy 22,6 x 105 J kg™t
T 373K

" ”

s’ — 5" = = 6060 J kg™t KL

En muchos procesos la absorcidon o cesion reversible de calor va acompa-
fiada de un cambio de temperatura y la determinacién de la correspondiente
variacién de entropia requiere calcular la integral

Jer

T

Si el proceso se produce a volumen constante, por ejemplo, y no hay cambio
de fase, el flujo de calor por unidad de masa o por mol es igual a ¢, dT y

' 1) —fﬂc T (5-14
(.\2"‘51”“— r UT' - )

Si el proceso se verifica a presion constante, el flujo de calor vale ¢, dT y

_(", 4T
(52 — s)p = - Cr T (5-15)

El calculo de estas integrales para un sistema determinado exige conocer
¢, o ¢cp en funcién de T. En un intervalo de temperatura dentro del cual pueden
considerarse constantes los calores especificos,

(sy = sy = ¢, IN(TL/TY), (5-16)

(sy = s)p = ¢p IN(TL[T)). (5-17)

Para elevar la temperatura de T, a T, reversiblemente, se requiere un gran
numero de fuentes de calor con temperaturas T, + dT, T, + 2 4T, ..., T, —dT,
T,. El sistema a la temperatura T, se pone en contacto con la fuente a la
temperatura T, 4 d7 hasta que se alcanza el equilibrio térmico. El sistema,
ahora a la temperatura T, + d7, se¢ pone en contacto con la fuente a la tem-
peratura T, + 2 dT, etc., hasta que, finalmente, el sistema alcanza la tempe-
ratura T,.

Como cjemplo, ¢l valor de ¢, para el agua liquida en ¢l intervalo de tempera-

tura comprendido entre T, =273 K (0°C) y T, = 373 K (100°C) es 4,18 x 103 J

o S e Bt A i

i s i o SR

- e e
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kg~! K-1 (supuesto constante). La entropia especifica del agua liquida a 373 K
excede pues a la correspondiente a 273 K en

T, 373
(85 — s)p = cPln-f =418 x 103Tkg 1K™ x In 7 = 1310 T kg K2,
1

En todo proceso en que se verifica un flujo reversible de calor entre un
sistema y su entorno, las temperaturas de ambos son esencialmente iguales
y el flujo de calor intercambiado por los mismos es idéntico en cualquier
punto, aunque de signo contrario, de tal modo que la variacién neta de entro-
pia del sistema mas la del medio exterior es nula. (En un proceso isotérmico
el entorno esta constituido por una sola fuente. En un proceso en el cual
cambia la temperatura del sistema, el entorno esta formado por todas aque-
llas fuentes a temperaturas diferentes que intercambian calor con el sistema.)
Como los sistemas y el medio exterior constituyen un universo, podemos decir
que la entropia del universo permanece constante en cada cambio de estado,
durante el cual sélo existe flujo de calor reversible.

Si los limites del sistema original se amplian hasta comprender las fuentes
con las que intercambia calor, todos los flujos tienen lugar dentro de este
sistema compuesto. No existe flujo de calor a través del limite ampliado y
el proceso es adiabatico para el sistema compuesto. Por tanto, podemos decir
que los intercambios de calor reversibles que tienen lugar dentro de un sis-
tema compuesto encerrado dentro de un limite adiabatico no producen nin-
gin cambio neto de entropia en el sistema compuesto.

5-5 DIAGRAMAS DE TEMPERATURA-ENTROPIA

Como la entropia es una propiedad de un sistema, su valor en cualquier es-
tado de equilibrio del mismo (aparte de una constante arbitraria) puede:
expresarse respecto de las variables que especifican el estado del sistema.

T

a
Ty = ==

Ll lc

L s

Fig. 54 Diagrama de temperatura-entropia de un ciclo de Carnot.
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Asi, para un sistema PVT la entropia puede expresarse en funcién de P yV,
PyToTyYV. Por tanto, lo mismo que la energfa interna, podemos consi-
derar la entropia como una de las variables que determinan el estado del
sistema y definirlo en funcién de la entropia S y otra variable. Si seleccio-
namos la temperatura T como esa otra variable, todo estado del sistema
corresponde a un punto de un diagrama 7-S y todo proceso reversible co-
rresponde a una curva en el diagrama.

Un ciclo de Carnot tiene una forma especialmente simple en este dia-
grama, ya que esta limitado por dos isotermas (a T constante) y dos adiab4-
ticas (a S constante) reversibles. Asi, la fig. 54 representa el ciclo de
Carnot a-b-c-d-a de la fig. 5-2.

El 4rea bajo la curva que representa cualquier proceso reversible en

un diagrama T-S es
o b
[as=[0.=0,

de modo que el 4rea bajo esta curva representa el flujo de calor, de la
misma forma que el area bajo una curva en un diagrama P-V representa
trabajo. El drea encerrada por la grifica de un proceso ciclico reversible
corresponde al flujo neto del calor absorbido por el sistema en el proceso.

C\;‘;-G VARIACIONES DE ENTROPIA EN PROCESOS IRREVERSIBLES

La variacién de entropia de un sistema se define por la ecuacién (5-9) sola-
mente para un proceso reversible; sin embargo, como la entropfa de un sis-
tema depende sdlo del estado del mismo, la diferencia de entropia entre dos
estados de equilibrio determinados es la misma, cualquiera que sea la natu-
raleza del proceso que siga el sistema para pasar de uno a otro estado. Por
tanto, para determinar la variacién de entropia que experimenta un sistema
en un proceso irreversible, basta idear algin proceso reversible (cualquier
proceso reversible sirve) entre los estados extremos del proceso irreversible.

Consideremos en primer lugar el proceso de la fig. 5-1(a) en el cual la
temperatura de un cuerpo aumenta de T, a T, por contacto con una sola
fuente a la temperatura T, y no por contacto con una serie de ellas a tem-
peraturas comprendidas entre T y T, El proceso es irreversible, ya que existe
una diferencia finita de temperaturas entre el cuerpo y la fuente durante el
proceso y el sentido del flujo de calor no puede invertirse por un cambio
infinitesimal de la temperatura. Sin embargo, los estados inicial y final del
cuerpo son los mismos, tanto si la temperatura cambia reversible como irre-
versiblemente y, por tanto, la variacién de entropia es la misma en cual-
quicra de los procesos. Luego, segiin la ecuacién (5-17), si el proceso se realiza
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a presidon constante y la capacidad calorifica Cp se considera constante, la
variacién de entropia del cuerpo es
Tz -
Ascuerpo = CP In—.
T,
Como T,> T, existira un flujo de calor hacia el cuerpo, In (T,/T,) es positivo

y la entropia del cuerpo aumenta.
¢Cémo varia la entropia de la fuente térmica durante el proceso? La

fuente mantiene su temperatura constante 7T,; por tanto, su variacion de
entropia es la misma que la que experimentaria en un proceso isotérmico
reversible con un flujo de calor igual en magnitud al del proceso irrever-
sible. Suponiendo de nuevo que C, es constante, el flujo de calor hacia el
cuerpo es

Q = CP(Tz - 1)'

El flujo de calor hacia la fuente es el valor negativo de éste y su variacién de
entropia serd

Q Tz“' T1
{fuente = — — = —Cp-—".
ASiuent T, I T,

Como T,>T,, se producird un flujo procedente de la fuente, la fraccién
(T,—T,)/T, serd positiva y la variacién de entropia de la fuente resultard
negativa, es decir, su entropia disminuira.

La variacién total de entropia del sistema compuesto, cuerpo més fuente
térmica, es

T, T,— T
In=2 -2 =2

A = cuerpo A uente C)
S = AS cuerpot AS tuent rtT T

La fig. 5-5 muestira representaciones graficas de In (7,/T)) v (T,—T)/T,
como funciones de la relaciéon T,/T,. Puede verse que cuando T,> T, 0 sea,
cuando T,/T;> 1, las magnitudes In (T,/Ty) y (T,—T,)/T, son ambas posi-
tivas, pero la primera es mayor que la segunda. El aumento de entropia del
cuerpo es superior a la disminucién de entropia dc la fuente y, por consi-
guiente, la entropia del universo (cuerpo mads fuente) aumenta en el proceso
irreversible.

Como ejemplo, supongamos que la temperatura del agua liquida aumenta de

273 K a 373 K, poniéndola en contacto con una fuente de calor a la tempera-

tura de 373 K. Ya hemos demostrado en el ejemplo anterior que el incremento
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Fig. 5-5 Grafica de In (T,/T) y (T,—T)/T, en funcién de T,/T,.

de entropia especifica del agua en este proceso es 1310 J kg-! K-1. El flujo de

calor hacia el agua, por kilograme, igual al flujo de calor que cede la fuente

e igual a i ,
g =cp(Ty — T\

4,18 x 103 kg1 K1 (373 K — 273 K) .

=418 x 10°J kg™

Il

La disminucién de entropia de la fuente es

g 418 x 108 J kg
AS = = =~ e o 120 kg K,

y el aumento de entropia del agua es superior a la disminucién de entropia
de la fuente,

Si el cuerpo esta inicialmente a mayor temperatura que la fuente, el flujo
de calor va del cuerpo hacia la fuente. La entropia del cuerpo disminuye y
la de la fuente aumenta. Dejamos como ejercicio comprobar que en este
proceso irreversible la temperatura del universo también crece. De aqui, que
la entropia del universo siempre crece en aquellos procesos en los que el
calor fluye a consecuencia de una diferencia finita de temperatura. ’

Consideremos a continuacién el proceso de la parte (b) de la fig. 5-1, en
la cual un volante rotatorio arrastra un generador que envia corriente cléc-
trica a través de una resistencia a una fuente de calor. La temperatura de la
resistencia permanece constante. Por tanto, si la resistencia sélo se consi-
dera como sistema, ninguna de sus propiedades cambia Yy, por tanto, no
variard su entropia. Se supone que la temperatura de la resistencia durante
el proceso difiere sélo ligeramente de la del calorimetro, de modo que el
flujo de calor entre éste y la resistencia es reversible y si Q es la cantidad
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de calor que se intercambia, la entropia de la fuente aumenta Q/T. Esta es
también la variacién de entropia del sistema compuesto, resistencia mas
fuente, y de nuevo comprobamos el crecimiento de entropia del universo.

A primera vista parece que existe aqui una discrepancia. Si la entropia
de la fuente aumenta como resultado del flujo de calor reversible que recibe,
¢por qué no disminuye en la misma cantidad la entropia de la resistencia,
ya que ésta cede una cantidad igual de calor? Sin embargo, la entropia de la
resistencia no cambia, ya que su estado no se modifica. Podemos considerar
dos puntos de vista. Uno es que como la entropia de la resistencia no varia,
de la realizacién de trabajo disipativo resulta un incremento de su entropia,
incluso en ausencia de flujo de calor. Lo mismo puede decirse de cualquier
trabajo disipativo, tal como el que se realiza al agitar un liquido viscoso. Asi,
el incremento de entropia de la resistencia como resultado del trabajo disi-
pativo que sobre ella se realiza, equilibra justamente la disminucién de en-
tropia que se produce por el flujo de calor que cede.

El segundo punto de vista, como ya se dijo anteriormente, es que la reali-
zacién de trabajo disipativo en un sistema es equivalente a la recepcién de
un flujo de calor en el mismo, igual en magnitud al trabajo disipativo. Por
tanto, el flujo neto de calor en la resistencia es cero y no hay cambio en su
entropia; el danico flujo de calor a considerar es el de la fuente.

Si considerasemos conjuntamente la resistencia y la fuente térmica como
un solo sistema compuesto, no existiria flujo de calor en él procedente del
medio exterior, pero se realizaria un trabajo disipativo sobre el sistema con
el incremento correspondiente de entropia.

Por 1ltimo, en la expansién libre irreversible de un gas en la parte (c) de
la fig. (5-1), no existen flujos de calor dentro del sistema, ni trabajo disipativo.
Sin embargo, el mismo estado final del gas puede alcanzarse mediante una
expansién reversible. En dicha expansién puede realizarse cierta cantidad de
trabajo externo y como la energia interna del gas permanece constante, se
producird un flujo de calor reversible hacia el gas, igual en magnitud a este
trabajo. La entropia del gas aumenta, por tanto, en este proceso reversible
y este aumento es igual que el experimentado en la expansién libre original.

57 PRINCIPIO DEL AUMENTO DE ENTROPIiA -

En todos los procesos irreversibles descritos en la seccién anterior, encon-
tramos que aumentaba la entropia del Universo. Esto ocurre asi en cualquier
proceso irreversible que pueda analizarse y llegamos a la conclusién de que
es cierto para todos los procesos irreversibles. Esta conclusidén se conoce
como principio del aumento de entropia y s¢ considera como parte del se-
gundo principio de la termodinamica: La entropia del Universo aumenta en
todo proceso irreversible. Si todos los sistemas que intervienen en un pro-
ceso se incluyen en una envuelta rigida adiabatica, constituirdn un sistema
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totalmente aislado que serd su propio universo. Por tanto, también podemos
decir que la entropia de un sistema totalmente aislado aumenta en cualquier
proceso irreversible que tenga lugar dentro de él. Puesto que, como dijimos
en la seccién 5-4, la entropia permanece constante en un proceso reversible
dentro de un sistema aislado, queda justificado el enunciado del segundo
principio en la seccién 5-1, a saber, que en todo proceso que tenga lugar en
un sistema aislado, la entropia del sistema o crece o permanece constante.

Ahora podemos profundizar en el significado de los conceptos de proce-
sos reversibles e irreversibles. Consideremos de nuevo el primer ejemplo de
la seccién 5-1, en el cual un cuerpo a temperatura 7, alcanza finalmente el
equilibrio térmico con una fuente a temperatura distinta 7T, Este proceso
es irreversible en el sentido en que originalmente definimos el término; es
decir, el sentido del flujo de calor entre el cuerpo y la fuente no puede inver-
tirse por un cambio infinitesimal en la temperatura de cualquiera de ellos.

Sin embargo, esto no significa que el estado original del sistema compuesto -

no pueda restaurarse. Por ejemplo, el cuerpo puede volver a su temperatura
original mediante un proceso reversible utilizando una serie de fuentes auxi-
liares de temperaturas comprendidas entre T, y T, y el estado original de
la fuente puede restaurarse mediante un flujo de calor reversible positivo o
negativo procedente de una fuente auxiliar a una temperatura infinitesimal-
mente distinta. En otros procesos reversibles, la disminucién de entropia
del sistema compuesto original es igual en magnitud y opuesta en signo a
su incremento en el proceso irreversible original, de modo que no hay cam-
bio resultante en su entropia, pero el aumento de entropia de las fuentes
auxiliares es el mismo que el del sistema compuesto en el primer proceso.
Por tanto, el aumento de entropia original ha pasado simplemente a las
fuentes auxiliares. Si el estado del sistema compuesto se restaura por un
proceso irreversible, el aumento de entropia de las fuentes auxiliares es
incluso mayor que el incremento de entropia del proceso original. Por tanto,
aunque un sistema vuelva a su estado inicial después de experimentar un
proceso irreversible, el incremento de entropia asociado a este proceso,
nunca podra ser borrado; a lo sumo, pasard de un sistema a otro. Este es
el significado real de la palabra irreversible. El estado del Universo nunca
puede restaurarse completamente.

En mecanica, una de las razones que justifican'la introduccién de los con-
ceptos de energia, cantidad de movimiento y momento cinético es que obe-
decen a un principio de conservacion. En cambio, la entropia no se conserva,
excepto en procesos reversibles y esta propiedad no familiar o falta de
propiedad de la funcién entrépica, es una razén del por qué una cierta aura
o misterio usualmente rodea al concepto de cntropfa. Por ejemplo, cuando
se mezcla agua fria con agua caliente la cantidad de calor que fluye del
agua caliente es igual a la cantidad de calor que recibe el agua fria y la
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energia se conserva. Pero el aumento de entropia del agua fria es mayor
que la disminucién de la correspondiente al agua caliente. Y la entropia
total del sistema e¢s mayor al final del proceso que al comienzo. ¢De dénde
‘ha salido esa entropia adicional? La respuesta es que la entropia adicional
fue creada en el proceso-de mezclar agua caliente con agua fria. Por otra
‘parte, una vez que se crea, la entropia no puede destruirse mas. El Universo
debe cargar con este aumento de entropia (enunciado que implica la hipé-
tesis, que puede ser discutible, de que el Universo constituye un sistema
aislado, cerrado). «La energia no puede crearse ni destruirse», dice el primer
principio de la termodinamica. «La entropia no puede ser destruida», dice el

-segundo principio, «pero puede ser creada».

La exposicidon anterior se refiere a la definicién termodindmica de la
entropia. Los métodos estadisticos que trataremos en préximos capitulos nos
daran un significado adicional del concepto de entropia.

En la seccién 3-7 vimos que la diferencia de energia interna entre dos
estados de un sistema era igual al trabajo, cambiado de signo, de cualquier
proceso adiabatico que se realice entre dichos estados. Igualmente deciamos
entonces que no todos los estados de un sistema podian alcanzarse por via
adiabatica desde un estado inicial determinado y que siempre que un estado
final b no podia alcanzarse desde un estado inicial a por un proceso adiabé-
tico, el estado a podia alcanzarse desde el estado b mediante tal proceso.
Ahora entenderemos por qué ocurre asi.

Solo aquellos estados que poseen la misma entropia que el estado ini-
cial pueden alcanzarse a partir de este estado por un proceso adiabético
reversible, a lo largo del cual la entropia permanece constante. Para alcan-
zar cualquier estado arbitrario se puede también utilizar un proceso adia-
batico irreversible, tal como una expansion libre o un proceso de agitacidn,
como se indica en la fig. 5-1. Pero, en los procesos irreversibles, la entropia
siempre aumenta y nunca disminuye. Por tanto, los tinicos estados que pueden
alcanzarse desde un estado inicial determinado por via adiabatica son aquellos
que poseen la misma entropia o una entropia mayor que la del estado inicial.

Sin embargo, si la entropia en un estado arbitrario es menor que en el
estado inicial, en éste sera mayor que en aquél y podrd alcanzarse siempre
desde el estado arbitrario por via adiabatica.

Cuando dos cuerpos a diferente temperatura se ponen en contacto y alcan-
zan ¢l equilibrio térmico, el cambio ncto de energia del sistema es cero, ya

~que la cantidad de calor que parte de uno de cllos es igual a la que recibe

el otro. ¢De qué forma significativa han cambiado las cosas? ¢Quién cuida
de que la entropia del sistema aumente o no?

El ingeniero mecdnico se interesa, entre otras cosas, por las maquinas
térmicas, cuya energia de entrada es una cantidad de calor que recibe de
una fuente y cuya salida #til es trabajo mecanico. Al final del proceso ante-
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rior resultaba un solo sistema a una temperatura unica, mientras que al
principio tenfamos dos sistemas a temperaturas diferentes. Estos sistemas
podian haberse utilizado como fuentes de una mdquina térmica, extrayendo
calor de uno de ellos, cediendo calor al otro y sacrificando parte del calor
para producir trabajo mecdnico. Una vez el sistema completo ha alcanzado
la misma temperatura, deja de existir esta oportunidad. Asi pues, cualquier
proceso irreversible en una méquina térmica, con un incremento asociado
de entropia, reduce la cantidad de trabajo mecdnico que puede aprove-
charse de una determinada cantidad de calor que fluye de la fuente de
mayor temperatura. Lo que se ha «perdido» en el proceso irreversible no es
energia, sino oportunidad de convertir en trabajo mecénico una parte de
la energia interna de un sistema a mayor temperatura que la de su entorno.

El fisico-quimico no se interesa tanto por la magnitud del incremento
de la entropfa en un proceso irreversible como por el hecho de que se
puede producir un proceso en un sistema aislado Unicamente si aumenta la
entropia del sistema. ¢Reaccionaran quimicamente. dos sustancias o no? Si
la reaccién determina una disminucién de entropia, es imposible. Sin em-
bargo, si el cdlculo diera disminucién de la entropia de una reaccién a una
cierta temperatura y presidn, es posible que a otros valores de la tempera-
tura y de la presién correspondiera un aumento de entropia. Por lo tanto,
el conocimiento de la entropia de las sustancias en funcién de la tempera-
tura y de la presién es de la mayor importancia para determinar las posi-
bilidades de que se produzcan reacciones quimicas.

58 LOS ENUNCIADOS DE CLAUSIUS Y KELVIN'PLANCK
DEL SEGUNDO PRINCIPIO

Hemos considerado el segundo principio como un enunciado que se refiere
a los cambios posibles de entropia que tienen lugar en procesos arbitrarios.
La entropia fue definida en funcién de los intercambios de calor que tienen
lugar en un ciclo de Carnot. Existen otros dos enunciados del segundo prin-
cipio que se toman f[recuentemente como punto de partida para definir la
entropia; ambos conducen, naturalmente, al mismo resultado final, pero
por un camino mas elaborado.

Enunciado de Clausius del segundo principio:

"No es posible ningin proceso cuyo inico resultado sea la cesion de calor por
un sistema a una determinada temperatura y la absorcién de la misma can-
tidad de calor por un segundo sistema a mayor temperatura.

El enunciado de Clausius parece a primera vista trivial y obvio, ya que
el calor sélo fluye por conduccion desde una temperatura mas alta a otra
mds baja. Sin embargo, el mecanismo de conduccién del calor sc utiliza
para definir lo que se entiende por temperaturas «mads altas» y «mas bajas»;
se asignan a las temperaturas valores numéricos, de tal modo que el calor
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pasa por conduccién de la temperatura més alta a la mds baja. Pero el
enunciado de Clausius va mas alld y afirma que no es posible ningin pro-
ceso, cualquiera que sea éste, cuyo tnico resultado estd en contradiccién
con el enunciado.

El enunciado de Clausius puede considerarse como consecuencia directa
del principio de aumento de la entropia. En efecto, supongamos que el
tnico resultado de un proceso sea una cantidad de calor Q que sale del
sistema A a una temperatura 7, y una cantidad de calor de igual magnitud
que recibe un sistema B a una temperatura superior T,. Tal proceso no con-
tradiria el primer principio, ya que el trabajo del proceso seria cero y el
incremento de energia interna de B seria igual al decremento de energia
interna de A. Las variaciones de entropia del sistema serian

as = —C as, 219

rle T‘)

Pero como T, < T, se ticne que |AS, > |ASy| y el resultado neto seria una
disminucion de la entropfa del universo.

A primera vista puede parecer que el resultado de operar una maquina
frigorifica contradice el enunciado de Clausius. Por ejemplo, supongamos que
una maquina frigorifica de Carnot opera entre una fuente a temperatura T,
y otra a temperatura mas elevada T,. En cada ciclo existe una cantidad de
calor Q; que sale de la fuente de temperatura inferior T, y una cantidad
de calor Q, que pasa a la fuente de temperatura superior T,. Sin embargo,
las magnitudes de los flujos no son iguales, ya que Q,/Q, = T,/T, y T,>.T,.
Asi, aunque existe una transferencia de calor de una temperatura inferior a
otra superior, la cantidad de calor que sale de una fuente no es igual a la
que llega a la otra y los intercambios de calor no son el unico resultado
del proceso, pues debe realizarse un trabajo, igual en magnitud a |Q,} —|Qy,
para que se realice el ciclo.

Enunciado de Kelvin-Planck del segundo principio:

No es posible ningtin proceso cuyo rinico resultado sea la salida de un flujo
de calor () de una fuente a una dnica temperatura y la producciéon de un tra-
bajo W, igual en magnitud a Q.

Si este proceso tuviera lugar no violaria el primer principio, pero el
principio de aumento de la entropia lo prohibiria, ya que esta magnitud
disminuiria en la fuente en el valor |Q]/T, sin que se produjera un aumento
compensador en la entropia de otro sistema. En la operacién de toda ma-
quina térmica existe la extraccién de una cantidad de calor de una fuente
a alta temperatura y la produccién de un trabajo. Pero éste no es el unico
resultado del proceso, pues siempre se entrega parte del calor a una fuente
a menor temperatura.

N

SEARS — 11
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El enunciado de Clausius del segundo principio puede utilizarse para
demostrar que existe un limite superior en el rendimiento de toda maquina
térmica y en el coeficiente de eficiencia de una mdquina frigorifica. Sea,
pues, en la fig. 5-6(a) el circulo una méaquina de Carnot que funciona entre
dos fuentes a temperaturas T, y T;, tomando el calor |Q,] de la fuente de
mayor temperatura T, y cediendo el calor |Q)| a la fuente de menor tempe—
ratura T, y realizando el trabajo W = |Q,]—|Q,|. El rendimiento térmico
» = W/|Qy| es aproximadamente del 50 %. El rectangulo de la derec-ha del
diagrama representa una maquina supuesta con un rendimiento térmico su-
perior al de la maquina de Carnot (alrededor del 75 %). Los simbolos con
prima se refieren a la maquina supuesta de mayor rendimiento. Supongamos
que las maquinas se han construido de tal modo que cada una de ell:as
realice el mismo trabajo mecanico y, por tanto, W = W. El rendimiento tér-
mico de la méaquina supuesta es

W

N =

_w
10s 103l

Como hemos supuesto que #” > 7, resulta |Q;| <|Q,. La maquina S}lpuesta,
por tanto, toma de la fuente caliente una cantidad de calor inferlf)r a la
que toma la maquina de Carnot. Igualmente cede una menor cantidad de
calor a la fuente fria, ya que el trabajo o diferencia entre los calores ab-
sorbido y cedido, es el mismo para las dos maquinas.

Q-

12 Ty

Ty

(a) (b)

Fig. 56 En (a) el circulo representa una méqui.na_ de Carnqt y c}
rectangulo una maquina supucsta de mayor rendimiento .térn:uco’ Si
la maquina supuesta acciona la maquina de Carnot en sentido inverso,
como maquina [rigorifica, tal como se representa €n (b), cl rc.fsul?aglo
serfa una violacién del enunciado de Clausius del segundo principio.
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Como la maquina de Carnot es reversible (en ¢l sentido termodinamico)
puede también operar como maéaquina frigorifica sin variacién en las mag-
nitudes de W, |Q)| y |Q,|. Acoplemos la mdquina supuesta a la mdaquina de
Carnot, como en la fig. 5-6(b). El sistema funcionara por si mismo, ya que
el trabajo producido por la maquina supuesta es igual al trabajo requerido
para operar la mdquina frigorifica de Carnot. La maquina supuesta extrae
calor |Q,| de la fuente caliente, mientras la frigorifica de Carnot cede una
cantidad de calor superior |Q,| a esa misma fuente. Igualmente la mdquina
supuesta cede el calor |Q;] a la fuente fria, mientras que la de Carnot toma
de esa fuente una cantidad de calor superior |Q].

Resulta evidente del esquema que una parte del calor cedido a la fuente
caliente puede separarse para proporcionar el calor que absorbe la méquina
supuesta y que el calor cedido a la fuente fria es una parte del calor ex-
traido de esta fuente por la mdquina frigorifica de Carnot.

El dnico resultado de la operacion del sistema compuesto es, por tanto,
una transferencia de calor de la fuente fria a la caliente, que se representa
en la fig. 5-6(b) por la seccién del tubo a la izquierda del diagrama, lo cual
supone una violacién del enunciado de Clausius del segundo principio. Lle-
gamos a la conclusién de que la mdquina supuesta no puede existir y que
ninguna mdquina operando entre dos fuentes a temperaturas determinadas
puede tener un rendimiento térmico superior al de una mdquina de Carnot
que opera entre el mismo par de fuentes.

' Un razonamiento andlogo prueba que ninguna maquina frigorifica puede
tener un coeficiente de eficiencia superior al de una maquina frigorifica de
Carnot que opere entre las mismas fuentes.

El enunciado del segundo principio en funcién de la entropia, como se
establecié en la seccidon 5-1, se ha utilizado directamente para verificar los
enunciados de Clausius y Kelvin-Planck. El de Kelvin-Planck puede utili-
zarse para demostrar que la relacién de los intercambios de calor en un
ciclo ‘'de Carnot depende sélo de las temperaturas de las fuentes, entre las
cuales opera el ciclo. (Véase.el problema 5-33.) Esta propiedad del ciclo de
Carnot fue utilizada para definir la entropia y la temperatura termodindmica.

PROBLEMAS

5-1 Suponer una escala de temperaturas definida en funcién de una sustancia A4,
de modo que el rendimiento de una maquina de Carnot que opera entre los pun-
tos de ebullicién y fusién de esta sustancia (a la presién de 1 atm) es exacta-
mente del 50 %. Un grado de esta nueva escala es igual a dos grados de la escala
de Fahrenheit y hay 75 grados-A entre los puntos de fusién y ebullicién de la
sustancia. Determinar las temperaturas de fusién y ebullicién de la sustancia
en la escala Kelvin.

52 Analizar un ciclo de Carnot en el caso especial de una sustancia ideal para-
magnética, para demostrar que la relacién de dos temperaturas empiricas defi-
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nidas por la ley de Curie, 6; = CoH /M, es igual al cociente de las cmrrespondlen-
tes temperaturas termodinamicas. La energia interna de una' sustancia paramag-
nética ideal depende sélo de T y durante un proceso adiabatico & /6, permanece
constante.

P
27485 C 137085 C
Pyr———= b ¢
P ,..____._a d
! 0,8(5 C 548,85 C
| |
!
1 |
vy V, oy
Figura 5-7

5.3 Determinar la variacién de entropia del sistema durante los siguientes pro-
cesos: (a) 1 kg de hielo a 0°C y 1 atm de presién, funde a esta misma tempera-
tura y presién. El calor latente de fusién es 3,34 X 105 T kg-1. (b) 1 kg de vapor
de agua a 100°C y atm se condensa a esta temperatura y presién. El calor latente
de vaporizacién es 2,26 x 106 J kg-1,

54 Un sistema recorre reversiblemente el ciclo a-b-c-d-a de la fig. 5-7. Las te'rr}-
peraturas t se expresan en grados Celsius. Suponer que las capacidades calorifi-
cas son independientes de la temperaturay C, =8 J K-ty Cp =107 K- (a) Cal-
cular la cantidad de calor f d’Q en el sistema en cada porcién del ciclo. De acuer-
do con el primer principio, ¢cudl es el significado de la suma de estas c‘antldades
decalor?(b) Si V,=9x 103 mdy V,= 20 % 10-3 m3, calcular la diferencia de pre-

o .. .
sién (P,— P)). (c) Calcular el valor de f (—T—Q a lo largo de cada porcion del ciclo.

Segun el segundo principio, ¢cudl es el significado del valor de la suma de estas
integrales? (d) Supongamos que una temperatura I’ se define como la suma de la
temperatura Celsius mas un valor distinto a 273,15. ¢Seria entonces cierto que

r
d
)—? = 07 Razonar la respuesta.
T
.
5.5 Una resistencia de 50 ohm es recorrida por una corriente eléctrica constante
de 1 Ay se mantiene a la temperatura constant(e de 27°C por circulacion de agt{a
fria. En un intervalo de tiempo de 1 segundo: (a) ¢cudl es la variacion de entropia
de la resistencia?, (b) ¢cudl es la variacién de entropia del universo?

\

e e e
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5-6 Una maquina de Carnot opera con 1 kg de metano, al que consideramos como
gas ideal. La relacién entre sus calores especificos y es 1,35. Si la relacién entre
los volimenes maximo y minimo es ¢ y el coeficiente de eficiencia del ciclo es del
25 %, determinar el aumento de entropia experimentado por el metano durante

la expansién isotérmica.

|

reed o

|

T,=200K‘

Figura 5-8

5.7 El circulo de la fig. 5-8 representa una maquina reversible. Durante un nimero
entero de ciclos la maquina absorbe 1200 J de la fuente de 400 K y realiza 200 J
de trabajo mecanico. (a) Hallar las cantidades de calor intercambiadas con las
otras fuentes y establecer cudles de éstas entregan y cudles absorben calor. (b)
Hallar la variacién de entropia de cada fuente. (¢) ¢Cudl es la variacién de entro-
pia del universo?

5.8 Un kilogramo de agua se calienta mediante una resistencia eléctrica desde
20°C hasta 80°C. Calcular la variacién de entropia: (a) del agua, (b) del universo.
(Suponer que el calor especifico del agua es constante.)

5.9 Una resistencia de 50 ohm, térmicamente aislada, transporta una corriente de
1 A durante 1 s, La temperatura inicial de la resistencia es 10°C, su masa 5 g
y su calor especifico 850 J kg-! K-L (a) ¢Cudl es la variacién de entropia de ls
resistencia? (b) ¢Cudl es la variacién de entropia del universo?

5-10 EIl valor de ¢, para una cierta sustancia puede representarse por ¢, = a + bT.
(a) Hallar el calor absorbido y el aumento de entropia de una masa m de la sus
tancia cuando su temperatura aumenta a presién constante desde T, a T,. (b) Hallar
el aumento de la entropia molar del cobre cuando la temperatura aumenta a pre-
sién constante desde 500 K hasta 1200 K.

5-11 Un cuerpo de masa finita se encuentra inicialmente a la temperatura T,, la
cual es mas alta que la de una fuente térmica a temperatura T,. Una méaquina
funciona en ciclos infinitesimales entre el cuerpo y la fuente hasta que disminuye
la temperatura del cuerpo desde T, hasta T,. En este proceso se extrae del cuerpo
la cantidad de calor Q. Demostrar que el trabajo méximo que puede obtenerse
con la miquina es Q + T\(S,—S,), siendo §; —S, la disminucién de entropia del
cuerpo.

5-12 Representar en un diagrama 7-S las curvas correspondientes a los siguientes
procesos reversibles de un gas ideal partiendo siempre del mismo estado inicial:
(a) una cxpansion isotérmica, (b) una expansién adiabatica, (¢) una expansién
isécora y (d) un proceso isécoro con absorcién de calor.

513 Un sistema recorre reversiblemente el ciclo a-b-c-d-a indicado en el diagrama
T-S de la fig. 59, (a) ¢Opera el ciclo a-b-c-d-a como motor o como refrigerador?
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inar el rendimiento
(b) Calcular el calor transferido en cada pros;so. g(;:;filz(ize;m;;i S rendimiento
edios cto.
i erando como motor, por m : e como rettias
Zic?) esCte ’(r:llt(go;/a(;f el coeficiente de eficiencia de este ciclo opera
¢Cua
tacto con una
o eratura T, se pone en con
ue si un cuerpo a la temp : s Supe,
?Mnte]:) iﬁ?jﬁizraqla temperatura T,<T,, la entropiincti:l univer
ntflzi que la capacidad calorifica del cgsrpodzsl zzzlsp " dél cual e hablé en Ia sec.
acidad calorifica po. o dol cuerpo
o Supomln(; (Jl ulz-llayczl“p = 200 K. Calcular las variaciones d;ao(e):nlt;oI():l . Demostrar
010(;1 51-6 ?\slentc sit (a) le= 400 K, (b) T,=0600 K, (c) T, = .
e la : ’ ‘ - |
, cada caso la cntropia del universo aumenta (acto con una gran fuente
6 ( Un kilogramo de agua a 0°C se pone en c)con‘ O B
5.16 .(a) I1]00°C Cuando el agua ha alcanzado 1.00 C,. cclu L sido la e
P af' del "1gua9 ¢cudl la de la fuente térmica?, ‘("ydal niversor (o) o o
e entrorl) dl icra‘ Calex;tado desde 0° hasta 100°C poinen‘ 0 2’311 I})labm'a  oh sontack
con e f] U‘) te a 50°C y luego con una fuente a 100°C, Cgu:a s s doeds
it ml]a lrll([:opia del universo? (c) Explicar cémo se podria
. ; c . i i . .
uoonhuita 100°C, sin variaciéon de entropia del uinverso exclan con 2 kg de hielo
817 16 kg de a’ ua liquida a temperatura de 20°C se m ol Squilibrio,
517 10 kg dge 5°C, a 1 atm de presién, hasta que se1 o ety e
é icrr;perf;u{:mperatura 'final y la variacién de efltlrsplxaydi Tss - 10;, o]
alcular ) | 0 et vy |
-1 K-1- hielo 209 x 1 ;o  ontronie
S5 ><I(1i03 T pr(I)<ces’o Cﬁéversii)lz para demostrar explicitamente que 1
- ear un . nostr |
ilésun gas ideal aumenta durante la (:ixpansE:rllf)fgiidtamente que 1a entropfa de
:Qué dificultades existen para demos li jonte due Ta entrops
519 ¢Qué %lfg;léleaaumentar durante una compresién ac;i;_abat;?l slt T
un gas 1dea}stemas finitos idénticos de capacidad c.gllo(lrl 1;a>T. PR vy
5-20 tDa(: ifllici'xlmente a las temperaturas 7, y szi' 51.(1:111l 3(, (Z:'u'n 01t o realis
s s ' es térmicas de¢ una maquina de Co ‘ A un
ntes térmicas de : A de Smot que rodizn une
cant Sedu?ﬂ;'zailzczg?:ﬁ fllf:cln-nl):\i() d’W en cada ciclo, Demostrar que la p
cantidad infinites ]

utilizar el enunciado de Kelvin-Planck del
526 (a) En la o
una fuente fria Y se cede otra a un 2

no contradice ¢l enunciado de Clausius ¢ >

una mdquina térmica se toma el calor Q de una fuent
nico W, Explicar por qué
segundo principio,

527 Un inventor Sostiene que ha desarrollado un
temperatura de 400 K, cede 4 x 106 1
bajo mecdnico de 3,6 x 106 7.
de esta maquing? ¢Como describir
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final de cquilibrio de Jos sistemas es (T\T,)n,

ra final de los sistemas cuando se ponen en con
paredes rigidas eg (T, + T,)/2. (c) ¢Cudl de |
(d) Demostrar que la cantidad total de trab
en el apartado (a) es CP(T;/Z——T;/Z)Z
broceso del apartado (b) es cero.

521 Una masa m de un liguj >

(b) Demostrar que la temperatu-
tacto en un recinto adiabdtico de
as dos temperaturas finales es mayor?
ajo realizado por la miquina de Carnot
(e) Demostrar que el trabajo total 1itjl del

(T1 + Ty)2

2mep In
Y VT,

Y probar que es neccsariamente positivo,

322 Un mol de un gas ideal monoatdémico,

inicialmente a Ja temperatura 7T
€xXperimenta ung expansién adiabatic

i
a contra un pistén Supuesto sin masa, hasta
que su volumen se duplica. La €xpansién no es necesariamente Cuasiestatica o re-

versible, Sin embargo, puede decirse que el trabajo realizado, el cambio de ener-
gia interna ¥ la variacidn de entropia del sistema, asi como la del unjverso deben
estar dentro de ciertos limites. Evaluar los limites para estas magnitudes y des-
cribir los procesos asociados en cada limite.

523 Cuando un sisterna en un proceso isotérmico reversible entrega cierta canti-
dad de calor Ia entropia del sistema disminuye, ¢Por qué esto no viola el segundo
principio?

524 Demostrar que (3s/9T), >0 para todos los procesos €n que x es una pro-
piedad intensjva o Cxtensiva arbitraria del sistema.

525 Utilizar la fig. 5-10 para demostrar que sicmpre que up sistema realiza un
ciclo cerrado, la suma de] intercambio de calor Q; dividida por la temperatura T,
de Ta fuente en cada proceso, es igual o menor que cero; es decir,

> »f— <o0. (5-18)

Esta es Ia desigualdad de Clausius. [Sugerenciq- Hacer que Q , — Q vy Q, =

segundo principio.]
beraciéon de un refrigerador se toma cierta cantidad de calor de

a fuente caliente, Explicar por qué este proceso
b) En Ia operacidén de

€Yy se realiza unp trabajo mecs-
€ste proceso no viola el enunciado de Kelvin-Planck del

ausius del segundo principio. (

a maquina que extrae 107 J a upg
a una temperatura de 200 K y realiza up tra-
¢Seria rentable invertir dinero para la fabricacign

amos este ingenio?
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Figura 5-10 ,

28 Demostrar que si el enunciado de Kelvin-Planck del segundo principio no
1era cierto, seria posible violar el enunciado de Clausius,

29 Demostrar que si el enunciado de Clausius del segundo principio no fuera
ierto, seria posible violar el enunciado de Kelvin-Planck.

30 Suponer que una maquina tiene un rendimiento superior al de la maquina
e Carnot que opera entre el mismo par de fuentes térmicas y que en cada ciclo
mbas mdaquinas ceden la misma cantidad de calor a la fuente fria. Demostrar
ue se violaria el enunciado de Kelvin-Planck del segundo principio en un proceso
n el cual la maquina supuesta arrastrara a la de Carnot en sentido opuesto, como
1dquina frigorifica. '

b o _ v

Figura 5-11
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5-31 Demostrar que ninguna maquina frigorifica operando entre dos fuentes a
temperaturas determinadas puede tener un coeficiente de eficiencia mayor que un
refrigerador de Carnot operando entre las mismas dos fuentes.

5-32 En la fig. 5-11, abed representa un ciclo de Carnot limitado por dos adiabé-
ticas y dos isotermas a las temperaturas T, y T,, siendo T,>T,. La figura ovalada
es un ciclo reversible en el que T, y T, son respectivamente las temperaturas ma-
xima y minima. En este ciclo se absorbe calor a temperaturas menores o iguales
que T, y se entrega calor a temperaturas mayores o iguales que T,. Demostrar que
el rendimiento del segundo ciclo es menor que el del ciclo de Carnot. [Sugerencia:
aproximar el segundo ciclo por un gran nimero de pequefios ciclos de Carnot.]
5-33 Partiendo del enunciado de Kelvin-Planck o de Clausius del segundo princi-
pio, demostrar que la relacién |Q,]/|Q,| es la misma para todos los ciclos de Carnot
que operan entre el mismo par de fuentes térmicas. [Sugerencia: Hacer que pase
una cantidad de calor Q procedente de una maquina de Carnot a una fuente en
n ciclos y que la misma cantidad de calor pase a un refrigerador de Carnot ope-
rando entre las mismas fuentes en m ciclos, siendo n y m numeros enteros.]
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6-1 INTRODUCCION

En este capitulo combinaremos el primero y segundo principios para obte-
ner diversas relaciones termodinamicas de importancia. La formulacién ana-
litica del primer principio en forma diferencial es

d'Q =dU + d'W. ' (6-1)

El segundo principio establece que para un proceso reversible entre dos
estados de equilibrio,

d'Q, = TdS. (6-2)
Y también, que el trabajo en un proceso reversible para un sistema PVT es
dW = PdV. (6-3)

Se deduce pues, que en cualquier proceso reversible infinitesimal para un
sistema PVT

TdS = dU + PdV. (6-4)

Por tanto, la ecuacién (6-4) es una formulacién del primero y segundo
principios combinados para un sistema PVT. Si se trata de otros sistemas,
como un alambre tenso o una pelicula superficial, en lugar del término P dV
se pondra la expresién apropiada del trabajo.

Aunque las ecuaciones (6-2) y (6-3) solo son ciertas para un proceso re-
versible, es interesante tener en cuenta que la ecuacion (6-4) no esta res-
tringida en absoluto a un proceso, ya que simplemente expresa una relaciéon
entre las propiedades de un sistema y las diferencias entre los valores de
estas propiedades en dos estados de equilibrio préximos. Es decir, aunque
hemos utilizado un proceso reversible para deducir la relacion entre dS,
dU y dV, una vez sabido qué significa esta relacion, tiene que cumplirse para
cualquier par de estados de equilibrio proximos, cualquiera que sea la natura-
leza del proceso entre los estados e incluso si no hay lugar a ningin proceso
entre ellos. .

Supongamos que un sistema experimenta un proceso irreversible entre
dos estados de equilibrio. Tanto la ecuacién (6-1) como la (6-4) pueden apli-
carse al proceso, puesto que la primera es valida para todo proceso, rever-
sible 0 no, y la ultima es vélida para dos estados cualesquicra de equili-
brio. Sin embargo, si el proceso es irreversible, el término T dS de la ecuacién
(6-4) no puede igualarse al término d’Q de la ccuacion (6-1) y el térmi-
no P dV de la ccuacion (6-4) no puede hacerse igual al término d'W de la
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ecuacién (6-1). Como ejemplo, consideremos un proceso irreversible durante
el cual se verifica un trabajo de agitacién adiabdtica d'W sobre un sistema
que se mantiene a volumen constante. La entropia del sistema aumenta, de
modo que T dSz£0, pero d’'Q =0 por ser adiabatico el proceso. También,
por ser el proceso a volumen constante, P dV = 0, en tanto que d’W £ 0.

Seleccionando Ty v, Ty P o Py v como variables independientes, puede
deducirse un gran numero de relaciones termodindmicas. Ademds, como el
estado de una sustancia pura puede definirse por dos cualesquiera de sus
propiedades, la derivada parcial de una propiedad respecto a cualquier otra,
manteniendo constante una de las restantes, tendra, pues, significado fisico,
y es evidentemente innecesario intentar tabular todas las relaciones posibles
entre todas las derivadas. No obstante, cualquier derivada parcial puede
expresarse en funcién del coeficiente de dilatacién cubica B8 = (1/v)(0v/dT)p,
el coeficiente de compresibilidad isotérmica « = — (1/v)(9v/0P); v cp, junto
con las mismas propiedades de estado P, v y T, de modo que no necesita me-
dirse ninguna propiedad fisica de la sustancia fuera de las que ya hemos
citado. Se dice que una derivada se halla en forma normal cuando se expre-
sa en funcién de las magnitudes anteriores. ,

Una vez evaluadas las derivadas parciales, los resultados pueden reco-
gerse segiin la forma sistematica ideada por P. W. Bridgman*, de modo que
cuando se necesita una derivada determinada no es necesario calcularla a
partir de los principios fundamentales. En el apéndice A se explica el pro-
cedimiento.

A continuacién expondremos el método general de deduccién de las de-
rivadas y determinaremos algunas relaciones que necesitaremos mas ade-
lante.

62 T Y v INDEPENDIENTES

Escribamos nuestras ecuaciones en funcién de magnitudes especificas, de
modo que los resultados sean independientes de la masa del sistema parti-
cular y refirdmonos sélo al material que constituye el sistema. Del primero
y segundo principios combinados resulta

1
ds = — (du Pd
T( + P dv)

y considerando u en funcién de T y v,

au) 811)
1 = — lT — . -
o (3Tu‘ + (au Tdv , (6-5)

* Percy W. Bridgman, fisico americanc (1882-1961).
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1 au) 1[(81:) ]
= | —|dT -t — P\ do.
ds T(aT A | P Al R

Por otra parte, también podemos escribir

Por tanto,

Os 65)
= {— ==\ dv. -
ds (6T)udT + (80 T b . (6-6)

Obsérvese que no es posible realizar un procedimiento andlogo Unicamente
a partir del primer principio, el cual establece que :

d’q — du + d,W.

[P ,a_q. (?—q-) dU,
d'q = (aT)vdT Gl

porque ¢ no es funcién de Ty v y d’g no es una diferencial exacta. Si ds
puede expresarse en funcién de dT y dv, es precisamente porque se trata de

una diferencial exacta. ‘
Como dT y dv son independientes, sus coeficientes en las ecuaciones ante-

riores deben ser iguales. Por tanto,

No se puede escribir

(5= 255 e

(= 75 7] ©

Ademads, como vimos en la seccién 2-10, las derivadas segundas de s y u
respecto a T y v (las derivadas parciales de segundo orden «mixtas») son
independientes del orden de diferenciacién. Asi:

G G o o
oV\dT/vjr 1OT\dv/rle OvdT OT v

Por tanto, si a partir de las ecuaciones (6-7) y (6-8), diferenci'ando la
primera parcialmente respecto a v y la segunda respecto a T, se obtiene

2. 2
Lo et () A8 ]
ToveT TLOT dv cTh T dv/r
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y simplificando

Bt e
ovle \orh - ) (6-9)

K

La dependencia de la energia interna con el volumen, a temperatura cons-
tante, puede, por tanto, calcularse a partir de la ecuacién de estado o a
partir de los valores de 8, «, T y P.

Como (ou/0T), = c,, la ecuacién (6-5) puede escribirse en la forma:

du = ¢, dT + [T(—a—l—)) — P:‘ dv. (6-10)
0T/

Hill y Lounasmaa han medido el calor especifico a volumen constante y la
presién del He* liquido en funcién de la temperatura entre 3 y 20 K y para
diversas densidades.* Las figs. 6-1(a) y 6-1(b) muestran los datos de ¢, y P re-
presentados en funcién de la densidad reducida p, o cociente entre la densi-
dad real del He* y su densidad en el punto critico, cuyo valor es 68,8 kg m-3,
El volumen molar es, pues, 0,0582/p, m3 kilomol-1,

Por ejemplo, a temperatura de 6 K y presién de 19,7 atm, pr =22y, por
tanto, v = 2,64 x 10-2 m3 kilomol-!, La compresibilidad isotérmica del He* a
6 Ky 19,7 atm resulta ser 9,42 % 10-8 m? N-1 por medicién de la pendiente de
la isoterma 6 K a 19,7 atm y dividiendo por p, = 22. El valor del coeficiente
de dilatacidon B =535 x 10-2 K-t se calcula dividiendo la variacién relativa de
la densidad reducida a lo largo de la isébara de 19,7 atm cuando la temperatura
varfa en + 1 K por el incremento de temperatura,

Estos datos pueden utilizarse para calcular (2u/2v); en la ecuacién (6-9):

Wy T, (6)535 x 1079
wh % TP T Toax o — 970,01 X 109 = 1,42 x 1055 m,

Utilizando los valores de (ou/ov)y y c,, determinados a diversas temperaturas
y densidades, la ccuacién (6-5) puede integrarse numéricamente para obtener
valores del cambio de, energfa interna.

En la scccién 4-2, utilizando exclusivamente el primer principio, deduji-

mos la ecuacidn
Cp — ¢, == l:(?ﬁ) +p‘|(@)
Lo aole " \aT/y (6-11)

* R. W. Hill y O. V. Lounasmaa, Philosophical Transactions of the Royal Society of
London, 252A, (1960): 357. Realmente (aP/oT), fue medido también directamente,
permitiendo calcular todas las propiedades termodinamicas del Het, excepto ¢,
con una exactitud del 1%, por integracién directa numérica de los datos, que se
toman con autorizacién.
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Fig. 6-1 (a) Calor especifico a volumen constante y (b) presién del He*
en funcién de la densidad reducida a temperaturas comprendidas entre
3 v 20 X. Cada curva corresponde a la temperatura indicada en kelvin.
La densidad reducida p, es igual al cociente entre la densidad real del
He* v 68,8 kg m-3. Las lineas de trazos son las tangentes a la isoterma
de 6 K para p, =22. Los experimentos fueron realizados por Hill y
Lounasmaa. (Estas figuras se han reproducido con autorizacién del ar-
ticulo de O. V. Lounasmaa “The Thermodynamic Properties of Fluid
Helium”, Phiolosophical Transactions of the Royal Society of London,
252A, [1960]: 357 [Figs. 4 vy 71.)

-Si utilizamos la ecuacién (6-9) resulta

T(ap)
cp—c,=T|—
ol 0T/,

Asi, puede calcularse la diferencia ¢ —c¢, para cualquier sustancia a partir
de la ecuacién de estado o a partir de 8 y «. Las magnitudes T, v y « son
siempre positivas, mientras que 3 puede ser positiva, negativa o nula (para
el agua es cero a 4°C y negativa entre 0°C y 4°C), 2 cs siempre positiva o
nula. Se deduce que ¢, nunca puede ser menor que ¢,

o @
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Utilizando los datos del He! expuestos anteriormente,

(5,35 x 1079%(6)(2,64 x 107%)
N 9,42 x 1078

cp = ¢ = 4810 J kilomol-! K,

Como ¢, resulta 9950 J kilomol-! K-1a 6 K y =22,
¢cp = 14760 J kilomol-1 K-t,

Incluso a estas bajas temperaturas (¢, —c¢,)/c, = 48 por ciento.
Volvamos a las expresiones de (3s/9T), y (ds/av); de las ecuaciones (6-7)
y (6-8). Utilizando la ecuacién (6-9) y el hecho de que (9u/8T), = c,,

(%)f C? (6-13)
y
(%)f (%f) (6-14)

Por tanto, de la ecuacién (6-6), resulta

c, opP
ds = = dT —\d
N <6T)u ’

oP
Tds=c,,dT+T(——-)d. —
: aTh’" (6-15)

Para el He* liquido a 6 K y 19,7 atm,
s 9950
T, e T 1,66 x 10*) kilomol-t K—2

%) _ 535 x 107 R
) = 543 % 1o = 68 X 100 K m,

Utilizando los valores de estas magnitudes, determinados a diversas tempera-
turas y densidades, la ecuacién (6-6) o la (6-15) pueden integrarse numérica-
mente dando valores de la entropia en funcién de la temperatura y el volumen.

Finalmente, igualando las derivadas segundas parciales mixtas de s res-

pecto a v y T, tenemos
dc, 0P
(50),= (579 (6-16)

SEARS — 12
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Para una sustancia en la cual la presién seca funcién lineal de la tempera-
tura, a volumen constante, (82P/9T%), = 0 y ¢, es independiente del volumen,
aunque puede depender de la temperatura.

El valor de (dc,/dv); para el Het se calcula midiendo la pendiente de la iso-
terma 6 K en la fig. 6-1(a) para p, = 22. La pendiente, (dc,/dp,)r, Viene rela-
cionada con (2c¢,/0v)y por

de,\  [9cr\ (e _ oc, Pr 51l s
(5’—")1'— (a—f’r)T('EU—)T_ (57’;)1' 0,0582 b7 IO TR
El valor de (92P/3T?), para ¢l He! se halla calculando los valores de la varia-
cién de la presién cuando la temperatura se modifica en 1 K, manteniendo
pr constante a 2,2 y midiendo la pendiente de la curva obtenida representando
estos valores de AP/AT en funcién de T. Este proceso da un valor de T(2?P/91?)
que estd préximo a 1,7 x 105 J K- m-3, .

6-3 T Y P INDEPENDIENTES
En funcién de la entalpia & = u + Pv, el primero y segundo principios com-
binados nos dan,

1
s T( )

.y considerando # en funciéon de T y P,

8]1) (ah)
dh = |—) dT —} dP. _
1 (aT r + aP Il (6 17)
Por tanto,
ds = —1—(2—9’1) dT + 1[(ﬂ) - ] dp.
T\oT/» TL\OP/r
Por otra parte
e+ (5)
ds = (=) dT — ] dP —
’ (aT AT+ \5p) (6-18)
.y en consecuencia
' as) l(ah) (
L) = (£}, 19
(8'1‘.1' T\oT/r (6-19)

(56"11)1= ’lf[(g':"),‘ ”] (6-20)
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Igualando las derivadas parciales de segundo orden mixtas de s, resulta

ah) ( au)
—] = =T} 4+ v=—FuT + v, 6-21
(aP T oT/p o + (6-21)
que es andloga a la ecuacién (6-9). La dependencia de la entalpia con la pre-
sién a temperatura constante, puede, por tanto, calcularse a partir de la
ecuacion de estado o a partir de 8, vy T.

Como (2h/oT)p = cp, la ecuacidn (6-17) puede tener la forma,

dv
dh = cpdT — | T —) — j| dP. 6-22
‘r [ (aT P v ( : )

Utilizando la ecuacién (6-21) y el hecho de que (9k/2T), = cp, las deriva-
das parciales de s respecto a T y P son

(as) _¢p 623
or/r T’ (6-23)
as) (av)

9y (L), 6-24
(3P T oT/r ( )
Por tanto,

av)
TdS = cpdT — T{ =) dP 6-25
‘ or (aT r ( )

y . 2

(a‘l’) - —T<-a-—lf) . (6-26)

oP/r 0T r

Continuando con nuestro ejemplo del He* a 6 K y 19,7 atm
ol
(a_}l))'= (2,64 x 1073)[—(5,35 x 1072}(6) + 1] = 1,79 x 10=2m? kilomol-!.
Andlogamente

25 14760
57).= 6 = 24601 kilomol K-,

(_Z“;;) = —(5,35 x 107%)(2,64 x 1072) = —14,1 x 107*m?® kilomol-t K7
o

6-4 P Y v INDEPENDIENTES
Sc deja como ejercicio demostrar que si P y v se consideran independientes,

resulta
(?ﬁ) - &(?_T_) _ Gk
aprl, T\oP/, T B (6-27)
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as\’ CP(aT) Cp
_] = = —} = — _2
(80 p T\ove Tof (6-28)
aT) (BT)
== - d + C.y R dP- e
Tds CP( e op), (6-29)

Para el He* liquido,

os
=5 = 2,92 x 1073 m® kilomol-! K1
P/,

ds
(——> = 1,74 x 108 K1 m3
aU 42

6-5 ECUACIONES T ds
A continuacién se citan las tres expresiones T' ds deducidas en las secciones
anteriores:

Tds = ¢,dT + I(Q) dv, (6-30)
0T /v
Tds = cpdT — T(QE) dpP, (6-31)
oT/p
" BT) BT)
I'ds = cp|l—) d | =) dP. -
ds cl(@u Pcv 4+ CU(@P vc (6-32)

Las lres ccuaciones anteriores se denominan ecuaciones «I ds». Ellas nos
permiten calcular la cantidad de calor d’q, = T ds absorbido por cualquier
sustancia homogénea en un proceso reversible y diviendo por T, se obtienen
cxpresiones de ds en funcién de las diferenciales de cada par de las varia-
bles de estado. También proporcionan relaciones entre pares de variables
cn un proceso adiabético reversible, en el cual s ¢s una constante y ds = 0.

El aumento de la temperatura de un sélido o de un liquido cuando se
comprime adiabaticamente, puede deducirse de la primera ecuacién T ds.
En funcién de B y «, tenemos

Tds =0=¢,dT, + Lk

K

do,,

j
TR do,. (6-33)

Ke,
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Si el volumen disminuye, dv, es negativo y dT, es positivo cuando S es posi-
tivo, pero es negativo cuando B es negativo. Por ello, generalmente, la tem-
peratura de un sélido o de un liquido aumenta cuando su volumen dismi-
nuye adiabaticamente; por el contrario, la temperatura del agua entre 0°C
y 4°C disminuye al comprimirla adiabaticamente.

Si se especifica un aumento de presién en vez de una disminucién de
volumen, la variacién de temperaturas puede obtenerse de la segunda ecua-
cién T ds:

Tds =0 = cpdT, — fvT dP,,
pvT

dT, = — dP,. (6-34)
cp

Cuando f es positivo, la temperatura aumenta al elevar la presién. Por ello,
si se desea mantener constante la temperatura durante la aplicacién de la
presién, debe extraerse calor del sistema. La cantidad extraida puede hallarse
también de la segunda ecuacién T ds, haciendo dT =0 y T ds = d’qr. Asi,
resulta

d'qy = —poT dPy. (6-35)

La comparacién de las ecuaciones (6-34) y (6-35) muestra que para una varia-
cién dada de presién, el calor que se desarrolla en un proceso isotérmico es
igual al aumento de temperatura en un proceso adiabatico, multiplicado por
el calor especifico a presién constante.

Consideremos una compresion adiabatica de 10-3 kilomoles de He* liquido con
una disminucién en volumen del 1 %. Supondremos que para el Het, B, T, «,
¢, ¥ ¢p permanecen constantes durante la compresién. Por tanto, segtin la
ecuacion (6-33)

(5,35 x 1072)(6)(2,64 x 10~%)
(9,42 % 1079)(9,95 x 10%)

dT, = — (—0,01) =9 x 1075K.

Igualmente, si la presién que se ejerce sobre los 10-3 kilomoles de He* se incre-
menta en un 1%, segin la ecuacién (6-34)

(5,35 x 1072)(2,64 x 1075)(6)(19,7)(1,01 x 10%)(0,01)
B 1,48 x 10* -

dT, 1,1 x 105K.

El helio sélido es bastante blando, por lo cual B es grande y « pequefio. Aun
asi, los cambios de temperatura durante los procesos adiabaticos son muy
pequeiios. Para los gases, las variaciones de temperatura durante un proceso
adiabatico pueden llegar a ser significativas.
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El calor que debe extraerse de la misma muestra de He* para mantener la
temperatura constante durante un proceso isotérmico con igual variacion de
volumen es

) P\ . _ (6)(5,35 x 107%)(2,64 x1075)(0,01)
dgr =T 57)1, T =T 9,42 x 108 =

—0,9 J kilomol-1.

Para un incremento isotérmico de presién,

—(5,35 + 107%)(2,64 x 10-5)(6)(19,7)(1,_01'>< 10%)(0,01)
—0,17 J kilomol-1.

i

d'qr

La presién necesaria para disminuir el volumen de una sustancia adiaba-
ticamente se determina a partir de la tercera ecuacién T ds:

Tds=0="32ap 4+ 2y,
p pv
y por tanto,
1{ov Cp
gtk (63

cp

Recuérdese que « es el coeficiente de compresibilidad isotérmica, definido

por la ecuacién
<=3
v\oP/z’

El primer miembro de la ecuacién (6-36) define la compresibilidad adiabdtica,
que debiera escribirse «, (Para ser consccuentes, la compresibilidad isotér-
mica debiera escribirse x;; no obstante, continuarcmos escribiendo «.) Repre-
sentando la relacién cp/c, por y, la ecuacién (6-36) rcsulta

s ) (6-37)

Como ¢, es siempre mayor (o igual) que c,, y es siempre mayor (o igual)
que la unidad, incluso para un sélido o un liquido y la compresibilidad adia-
batica es siempre menor (o igual) que la isotérmica. Esto es natural, porque
un aumento de la presién produce un ascenso de la temperatura (excepto
cuando 8 =0) y la dilatacién que resulta de este ascenso de temperatura
compensa en alguna forma la contraccién producida por la presién. Asi, para
un aumento dado de presién dP, la variacién de volumen dv es menor en
una compresién adiabatica que en una compresién isotérmica y la compresi-
bilidad es, por lo tanto, mds pequeiia.
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Cuando una onda sonora atraviesa una sustancia, las compresiones y ex-
pansiones son mas bicn adiabdticas que isotérmicas. La velocidad de una
onda de compresién en un solido o en un liquido, como se sabe, es la raiz
cuadrada del reciproco del producto de la densidad y de la compresibilidad;
en este caso debe emplearse la compresibilidad adiabdtica en vez de la iso-
térmica. Inversamente, la compresibildad adiabatica puede determinarse a
partir de la medicién de la velocidad de una onda de compresién y tal me-
dida proporciona el método mas preciso para determinar la relacién cp/c,.

En nuestro ejemplo del He? liquido, y = 14760/9950 = 1,48 v p = 4/2,64 X 10-2 =
162 kg m-3. Por tanto, la velocidad del sonido viene dada por

1,48 1z R §
| =311 x 10°msL
v {162(9,43 > 10)-3] A sms

Este valor cs aproximadamente un 10 % inferior al que se obtiene por extra-
polacién de los datos de velocidad del sonido tomados a 20 atm por debajo
de 45 K.

6-6 PROPIEDADES DE UNA SUSTANCIA PURA

Las rclaciones generales deducidas en las secciones anteriores pueden utili-
zarsc para calcular la cntropia y la entalpia de una sustancia pura a partir
de sus propicdades directamente medibles, a saber, los datos P-o-T y el calor
especifico a presion constante ¢p. Como la temperatura y la presién son las
magnitudes mds faciles de controlar experimentalmente, estas son las varia-
bles que se escogen normalmente. Segan la segunda ccuacién T ds (6-31),

ds = ‘e dT — (@—) dp
T oT/p

y teniendo en cuenta la ccuacion (6-22),

- au)}
h=cpdT - — T = iP.
dh .clc i—|:u (BTPC

Llamando s, y ki, a la entropia y entalpia, rcspectivamente, para un estado
de referencia arbitrario P, v, y T, resulia

T ¢ r a
s=| Xgr — (_v)
Lo T° p\ar)E (6-38)

T r
ov
h = ) — T == :
1 fTOCI dT +L)Ol:l) F(aT)p:l dP + ho. (6—39)
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Fig. 62 Trayectorias de integracion utilizadas en la evaluacién de la
entropia.

Como s y & son propiedades de un sistema, la diferencia entre sus valores
en dos estados de equilibrio depende sélo de dichos estados y no del proceso
por el cual el sistema pasa del primer estado al segundo. Por tanto, evalue-
mos las primeras integrales de cada una de las ecuaciones anteriores a la
presién constante Py y las segundas integrales a una temperatura constante T.
En la fig. 6-2 se ilustran las trayectorias de integracién. La altura vertical
del punto a por encima del plano P-T representa la entropia s, a la presion de
referencia Py y a la temperatura de referencia 7. La curva ab es la primera
trayectoria de integracién a la presién constante P,. La primera integral de
la ecuacion (6-38) esta representada por la longitud del segmento de linea bc.
La curva bd es la segunda trayectoria de integracién a la temperatura cons-
tante T y la segunda integral estd representada por la longitud del segmento
de linea be. La altura vertical del punto d por encima del plano P-T repre-
senta la entropia s a la presién P y temperatura 7. La variacién de entropia
del sistema cuando pasa del estado a al estado d es justamente la diferen-
cia de alturas verticales de a y d por encima del plano P-T. En la préctica,
se utilizan otras trayectorias de integracién que simplifican el tratamiento
de los datos experimentales.

Al evaluar la primera integral debemos utilizar el calor especifico a la
presién de referencia P, o sea, cp. Este, naturalmente, debe expresarse en
funcién de la temperatura. El cocficiente de dP en la scgunda integral debe
expresarse en funcién de P, a la temperatura constante 7.

Con frecuencia, los datos de que se dispone de ¢p corresponden a una
presién P distinta a la de referencia P, La ecuacién (6-26) puede entonces
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utilizarse para calcular ¢ a partir de ¢p y los datos P-v-T. Integrando la ecua-
cién (6-26) a la temperatura constante 7, tenemos

P a2v
4 = Cp + Tf (__.) X
o £ P, aT2 PdP (6—40)

De este modo la entropfa y la entalpia de un sistema pueden determinarse
a partir de su ecuacién de estado y de su calor especifico en funcién de la
temperatura, pudiéndose medir ambos experimentalmente,

6-7 PROPIEDADES DE UN GAS IDEAL
Las integrales de las ecuaciones (6-38), (6-39) y (6-40) se calculan facilmente
para un gas ideal. Asi, resulta

b= RT/P, (3)dT)p = RIP,  (%/dTp = 0.

Y por tanto, segin la ecuacién (6-40), el valor de ¢, es el mismo para todas
las presiones y funcién exclusiva de la temperatura. La entropia y la entalpia
son entonces

: T P
P
§ = =~ dT — Rln— + s,
L‘u T P, 0 v(6~41)
T
h =J CP dT + h()' (6—-42)
TO

Dentro de un intervalo de temperaturas, en el cual ¢p pueda considerarse
constante, estas ecuaciones se simplifican a

T P
s=c¢pln— — Rln— 4 s,,

pln R (6-43)
h = cp(T — Tp) + hq. (6-44)

Las magnitudes s, y h, son valores arbitrarios que se asignan a s y h en el
estado de referencia T, P,

La entropia en funcién de la temperatura y del volumen o de la presién
y del volumen, puede obtenerse ahora a partir de la ccuacién de estado o
por integracién de la primera y tercera de las ecuaciones T ds. Los resultados
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dentro de un intervalo de variables en los cuales los calores especificos pue-
den considerarse constantes son:

T v
s =c¢,In— 4+ Rln— + s,
T, by |0 (6-45)
P v
s =c,In— 4+ ¢cpln— + s,.
» P, P o o (6-46)

La energia interna u en funcién de T y P es

u=h—Pv

T
=J Cl) dT + hO ol RT.

T,

Como para un gas ideal, ¢ = ¢, + R, también puede escribirse

T
u =f ¢, AT + uy, : (6-47)
TO

en donde u, es la energia interna en el estado de referencia. Esta ecuacion
podia haberse obtenido méas facilmente por integracién directa de la ecua-
cién (6-10). El método anterior fue utilizado para ilustrar cémo puede obte-
nerse u a partir de # y la ecuacién de estado. Como para un gas ideal, ¢,, (lo
mismo que ¢p), es funcidén exclusiva de la temperatura, la energia interna cs
funcién también exclusiva de la temperatura. Si ¢, se considera constantc cn
el intervalo T — T, resulta '

u=c,(T — Tg) + uy. (6-48)

Para determinar la ecuacién correspondiente en un proceso adiabdtico re-
versible, podemos hacer s = constante en cualquier cxpresiéon de la entropia.
Asi, de la ecuacién (6-46),

¢,In P + ¢pln v = constante,
In P% -+ In v°? = constante,

Py°e/%s = constante,

resultado bien conocido.

La cantidad de calor absorbida en un proceso reversible puede determi-
narse a partir de cualquiera de las ecuaciones T ds, haciendo T ds = d'g.
Asi, en un proceso isotérmico reversible, de la primera ecuacién T ds resulta,

d’qT = PdUT.
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6-3 PROPIEDADES DE UN GAS DE VAN DER WAALS

A continuacién haremos los mismos calculos de la seccién anterior, pero re-
feridos a un gas de van der Waals. Estos sirven para demostrar cémo pueden
determinarse las propiedades de un gas real si se conocen su ecuacién de
estado y su calor especifico. Se ha seleccionado un gas de van der Waals por
lIa relativa simplicidad de su ecuacién de estado,

(p + f—;)(v — b) = RT.

Las expresiones correspondientes a las propiedades de un gas de van der
Waals son mdas simples si se eligen como variables T y v, en lugar de T y P.
Dec la primera ccuaciéon T ds,

T

dc,\ . (O°P\
(E)f ‘”(a—ﬁ): 0 (6-49)

ya que P es funcién lineal de T. Es decir, ¢, es funcién exclusiva de la tem-
peratura y no varia con el volumen a temperatura constante.
De la ecuacién de estado resuita

o
aT'u U—I).

Por tanto, si s, s la entropia en cl estado de referencia Py, vy, Ty, resulta

ap
ds = 2247 + (——) dv.
T/,

De la ccuaciéon (6-16),

fTC” IT + R1 (v_b) +
5 == — n So. -
0T Y 0 (6-50)

Si se considera a ¢, constante en cl intervalo de temperatura,

§ = cv]n%—{—Rln(U — b) -+ sp.

0 Uo— b

La energia interna se obtiene de la ecuacién (6-10),
du = ¢, dT -+ [T(a—P) — PJ dv
T/

=c,dT +%dv.
v
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Si u, es la energia en el estado de referencia,

T
u =f cvdT—a(l——l—) + u,
7, v D

1 1
u=c(T — T) — a(— - —) + ug. (6-51)
Vv

y si ¢, es constante,

La energia interna de un gas de van der Waals depende, por lo tanto, de
su volumen especifico, ademds de su temperatura. Observemos que en la
ecuacién de la energfa aparece tinicamente la constante a de van der Waals.
- La razén es que esta constante da una medida de las fuerzas de atraccién
entre las moléculas o de su energia potencial mutua, que cambia con las
variaciones del volumen especifico y la separacién intermolecular crece o
decrece. La constante b, en cambio, es proporcional al volumen ocupado por
las propias moléculas y no afecta a la encrgia interna. Sin embargo, inter-
viene en la expresion de la entropia, ya que esta magnitud, para un gas,
depende del volumen en el cual se difunden las moléculas y el hecho de que
las propias moléculas al ocupar algin espacio, hacen que el volumen dispo-
nible sea menor que ¢l volumen del recinto.
La diferencia entre los calores especificos, segtin la ecuacién (6-12), es

B*Tv 1
‘PTG =TT 2a(v — b)*’
(A= 0
RTV?

El segundo término del denominador es un pequefio término correctivo, de
tal modo que en él podemos sustituir (v — &) por v y suponer que Pv = RT.
Entonces, aproximadamente,

2aP
Cp — Cv"fb"R(l +;2-2—T2) (6—52)

La constante a para el diéxido de carbono vale 366 x 103 T m? kilomol-2 y, a la
presién de 1 bar = 105 N m-2? y temperatura de 300 K,

2aP

—2
W'&!]O N

de modo que con un error del 1%, ¢p—c¢, = R.

et
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La relacién entre T y v en un proceso adiabatico reversible se obtiene
haciendo s = constante. Si suponemos que ¢, = constante, entonces, segun
la ecuacién (6-50),

¢,In T + RIn (v — b) = constante,
o sea,
T(v — b)®/® = constante. (6-53)
El calor absorbido en un proceso isotérmico reversible, segun la primera
ecuacién T ds, es
dv
v—b

4 pu—
d'qp = RT
Como el cambio en energia interna es

dv
duT=a'_2‘,
v

el trabajo d’w, segin el primer principio, es

dwp = d'qy — dup = ( RT -ﬁz) dv = P dv
v—>b v
y en un proceso finito,
= RT In + a(— - =) _
T v, — b vy U (6-54)

6-9 PROPIEDADES DE UN LIQUIDO O SOLIDO SOMETIDO A PRESION
HIDROSTATICA .
Las expresiones correspondientes a las propiedades de un liquiao o sélido

sometido a presién hidrostatica pueden obtenerse introduciendo 8, « y ¢p €n
las ecuaciones generales en funcién de 7'y P, T y v o P y v. Consideraremos,
sin embargo, solo el caso mds simple especial en que 8 y « pueden suponerse
constantes.
En primer lugar obtendremos la ecuacién de estado de un sélido o lqui-
do a presién hidrostatica. Sabemos que
v

av)
= {—3 dT — ) dP = BvdT — kvdP.
do (aT)p + (aP r p

Por tanto, . »
v=1u,+| flodT — [ wv dP,
,l'(i P

R
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en donde v, es el volumen especifico a temperatura T, y presién P, La pri-
mera integral se calcula a la presién Py y la segunda a la temperatura T.
Debido a los pequefios valores de 8 y « para solidos y liquidos, el volumen
especifico v variarda sélo muy ligeramente, incluso para variaciones grandes
de T' y P. Por tanto, sélo se cometerd un pequefio error si suponemos que v
es constante en las integrales e igual a vy Por consiguiente, si 8 y « son tam-
bién constantes, se obtiene la ecuacién de estado aproximada

oll + B(T — Tp) — (P — Py]. (6-55)

La entropia en funcién de T y P puede determinarse a partir de la se-

gunda ecuacién T ds:
T 0
s=f tr T—f ( U) dP -+ s,.
7, T

Siguiendo el procedimiento descrito en la seccidn 6-6 y fig. 6-2, calculamos
la primera integral a la presién P, (de modo que cp = ¢p) y la segunda a la

(6-56)

temperatura 7. Si ¢p se ha medido a Ia presién atmosférica P, segiin la ecua-

cién (6-40), resultara
= +J (aTZ)

A partir de la ecuacién de estado aproximada (6-55),

( av) Bv ( azv)
0 — =]

oT. ’ 0T p
Por tanto, dentro de la aproximacion en que 8 pucde considerarse conslante,
podemos suponer que. Cp, €S igual a su valor ¢p a la presiéon atmosférica y sa-
carla fuera del signo integral en la ecuacién (6-56).

Reemplazando (9v/2T), en la ecuacién (6-56) por la constante Bp, que
también podemos sacar fuera del signo integral, tenemos la expresién apro-
ximada de la entropia:

§ = cpln% — Bro(P — Pgy) + s,

0

(6-57)

La entalpfa puede calcularse a partir de la ecuacién (6-39), recmplazando
(ov/8T)p por Bu,.
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La diferencia c¢p—c, es
BT

K

CI)—C'U=

Para el cobre a 1000 K,

f =6 x 105K, v =>~T72 x 1073 m? kilomol-!
x ~10 x 10712 m2 N1
y por tanto

Cp — ¢y, =~ 4300 J kilomol-! K1

que equivale a 0,52R y concuerda bien con los graficos de ¢, v ¢, de la fig. 3-10.
A temperaturas bajas, 8 y 7" son ambos pequefios y aproximadamente por de-
bajo de 350 K, ¢, y ¢, son practicamente iguales.

6-10 EXPERIMENTOS DE JOULE Y JOULE-THOMSON
En la scccién 4-5 se describieron los experimentos de Gay-Lussac y Joule y
de Joule y Thomson, basados exclusivamente en el primer principio y se

dedujeron las ecuaciones
(o=~ (5,
dv oo/’

_ (aT) (ah)
ILL = — R
aI) h (’I’ aI)

Hemos demostrado ahora que combinando el primero y segundo principios
sc¢ pucden caleular las magnitudes (0u/9v); y (9k/2P); a partir de la ecuacién
de estado de un sistema por las ecuaciones (6-9) y (6-21):

() (2
v/ p oT
811) ( av)
—-T .
(ap r or)o '’
Para un gas de van der Waals,
(3_11) _a
ovlr v’

(@) _ RTv*h — 2av(v — b)®
oP/r  RTv* — 2a(v — b)*

i
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Por tanto, en una expansién tipo Joule de un gas de van der Waals,

,7=(§Z)=__9_

1
aU u c,v

y en un cambio finito de volumen (suprimiendo el subindice u por razones

de simplicidad),
afl 1
T2 — Ay = —(__ — __> (6—-58)

Vg Uy

Asi, para un cambio dado de volumen especifico, la variacién esperada de
temperatura es proporcional a la constante a de van der Waals, que es una
medida de la fuerza de atraccién intermolecular. Para un gas ideal, a =0
y la variacién de temperatura es cero. Como v, es necesariamente mayor que
vy, T, es menor que T, para todos los gases reales.

En una expansién tipo Joule-Thomson de un gas de van der Waals,

oT 1 RTv*b — 2av(v — b)*
=\ = — — 3 P (6-59)
dP/ ¢p RTV® — 2a(v — b)

La curva de inversion de la fig. 4-4(b) es el lugar geométrico de los puntos
en los cuales (97/2P), = 0; y la temperatura en cada punto es la tempera-
tura de inversion T,. Por tanto, haciendo (87/2P), = 0 en la ecuacién (6-59),
se obtiene la ecuacidon de la curva de inversidén de un gas de van der Waals,

2
Rv®b

La relacién entre T y la presién correspondiente P; se obtiene eliminando
v entre esta ecuacidén y la ecuacién de estado. La curva resultante tiene la
misma forma general que la observada experimentalmente en los gases reales,
aunque la concordancia numérica no es grande.

Cuando se usa el efecto Joule-Thomson para licuar un gas, éste debe en-
friarse previamente por debajo de su temperatura méaxima de inversién, lo
cual ocurre cuando la presién es pequefia y el volumen especifico grande.
Podemos entonces aproximar (v — b) en la ecuacién (6-60) por v y, en un gas
de van der Waals,

2a

Ti(max) = ~=. 6 61
RD ( )
La tabla 2-1 nos mucstra que los vidores de b (que es una medida del

tamafio molecular) son aproximadiamente los mismos para todos los gases,
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de modo que el valor maximo de 7; para un gas de van der Waals es préc-
ticamente proporcional a a. La tabla 6-1 nos ofrece los valores de 2a/Rb para
el diéxido de carbono, el hidrégeno y el helio y para su comparacién se
ofrecen también los valores observados de T;. El acuerdo es sorprendente-
mente bueno. Para que el hidrégeno se enfrie por medio de una expansién
Joule-Thomson, es preciso enfriarlo previamente a unos 200 K, lo cual se
suele realizar con ayuda de nitrégeno liquido. El helio debe enfriarse a unos
40 K, que puede hacerse con hidrégeno liquido o dejandole que realice tra-
bajo adiabatico.

Tabla 6-1 Valores calculados y observados de la temperatura maxima
de inversion.

a b
Gas | (3 m3 kilomol-2) | (m? kilomol-1) | 24/Rb | Ti(max)
| co, 366 x 10° 0,0429 2040K | ~1500 K
o\ H 24,8 0,0266 224 K 200 K
s NHe 3,44 0,0234 35K ~40 K

6-11 TEMPERATURA EMP{RICA Y TERMODINAMICA

En la seccién 5-2 se definié la temperatura termodindmica por la ecuacién

T = A(6), (6-62)

en donde A es una constante arbitraria y ¢(#) una funcién de la temperatura
empirica # medida por un termodmetro que utiliza una propiedad termomé-
trica arbitraria. La forma dc¢ la funcién ¢(f) no necesita conocerse para
determinar la temperatura 7' de un sistema, ya que de la definicién anterior
resulta que la relacién entre dos temperaturas termodinamicas es igual al co-
ciente entre las cantidades de calor absorbidas y cedidas en un ciclo de Carnot.
En principio, pues, la temperatura termodinamica de un sistema puede
determinarse midiendo estos intercambios y de hecho, se sigue a veces este
procedimiento en experiencias a muy bajas temperaturas.

A continuacién, veremos cémo la funcion ¢(¢) puede determinarse para
cualquier termémetro de gas lleno a una presién especifica P; en el punto
triple, de modo que T puede determinarse a partir de la ecuacién (6-62), sin
necesidad de extrapolar a cero la presidén Py como en la fig. 1-4. Se supone
que la ccuacién de estado del gas y su ecuacién de energia se han determi-
nado en la ecscala de temperaturas empiricas # definida por el gas, de modo

SEARS — 13
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que P y U se conocen experimentalmente como funciones de V y 6. Partire-

mos de la ecuacion (6-9),
(a_g) - T(ﬂ-’) — P
ovir oT/v

Como T es funcién exclusiva de 6, el valor constante de T implica tam-
bién el valor constante de 6 y (86/9T), = d6/dT. Por tanto, podemos escribir

()= r() 2 -
oV/e 00/v dT

dr _ _OPI%0)y__ 4 (6-63)

T P+ QU/aV),

Como el primer miembro de esta ecuacién es solo funcién de T, el se-
gundo miembro debe ser s6lo funcién de 6. Si representamos el coeficiente

de df por g(6),

__ (oP[ab)y
80 =5 Gurony,’
sera
dT
e g(0) do
y

InT =Jg(0) d0 + In A’,

T =4 exp[ f 2(0) (10}, (6-64)

en donde A’ es una constante de integracién. Comparando con la ecuacion
(6-62), resulta para la funcién $(6) el valor

40) = exp| [20)do]. (6-65)

si A= A4’. Como g(f) puede determinarse experimentalmente, la temperatura
termodinémica T, correspondiente a cualquier temperatura empirica ¢, pucde
calcularse a partir de la ecuacién (6-64).

Como ejemplo, supongamos que se trata de un gas que cumple la ley de
Boyle, es decir, que se ha comprobado cxperimentalmente que el producto
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147 es constantc a temperatura constante. Elegimos el producto PV como
propiedad termométrica X y definimos la temperatura empirica 6 del modo
siguiente:

0 =0, 22 6-66
- V3 ’
V), (669
en .dond.e (PV); es el valor del producto PV en el punto triple y 6; el valor
arbitrario asignado a @ en el punto triple. Por tanto,

0, V
y
(95) _(PV),
0y 6,V

Si, ademas, hemos deducido del experimento de Joule que la energia in-
terna del gas es independiente del volumen y funcién exclusiva de la tem-

peratura,
(5o
y oV/e
(PV); |
0) = 2 =,
80 =500, =%

Por tanto,

J 2(0) d0 = f ‘—’0(—) = no,

$(0) = exp {fg(O) dO:| = exp(In0) = 0
y finalmente
: T = A0.

En este caso, la funcién ¢(#) ®s igual a § y la temperatura termodiné-
mica T es directamente proporcional a la temperatura empirica 6. Pero un
gas que obedece a la ley de Boyle y cuya energia interna es sélo funcién de
la temperatura, es un gas ideal y la temperatura empirica 6 es la tempera-
tura del gas ideal. Esto estd de acuerdo con el resultado obtenido anterior-
mente al analizar un ciclo de Carnot realizado por un gas ideal.

Obsérvese que si la tnica condicién que se impone al gas es obedecer

daley de Boyle, la temperatura empirica definida por la ecuacién (6-66) no
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s directamente proporcional a la temperatura termodinamica, excepto cuan-
o ademas (aU/dV), = 0 y entonces g(#) se reducird a 1/6.

42 SISTEMAS MULTIVARIABLES. PRINCIPIO DE CARATHEODORY

lasta ahora hemos considerado sélo sistemas cuyo estado puede definirse
or los valores de dos variables independientes, tales como la presion Pyla
smperatura 7. El volumen V se determina entonces por la ecuacién de es-
ado y la energia interna U por la ecuacion de la energia. Para generalizar,
amemos X a la variable extensiva correspondiente al volumen V e Y a la
ariable intensiva asociada correspondiente a la presién P. El trabajo dw
n un proceso reversible infinitesimal es, por tanto, Y dX y el primer prin-
ipio establece que en este proceso

d'0, = dU + d'W =dU 4 YdX. (6-67)

Si elegimos U'y X como variables independientes que determinan el es-
ado del sistema, teniendo en cuenta la ccuacion de estado y la ccuacién de
a1 energia, podemos determinar Y en funcién de U y X y la ecuacion (6-67)
xpresa la diferencial inexacta d'Q, en funcién de U y X y sus diferenciales.

En los textos de matematicas se demuestra que toda ecuacion que ex-
yresa una diferencial inexacta en funcién de dos variables independientes y
us diferenciales, posee siempre un denominador integrante y que cuando la
.cuacién se divide por este denominador, el primer miembro se convierte
.n una diferencial exacta. Como, por otra parte, hemos demostrado que d'Q./T
s la diferencial exacta dS, resulta que en este caso el denominador inte-
rante es la temperatura termodindmica Ty

0. Y
dQ _ ys=Lau + Zax
T T T
) sea,

TdS = dU + YdX. (6-68)

Consideremos ahora el caso general de un sistema rmultivariable para el
ual son necesarias mds de dos variables independientes para especificar el
stado. Bastara considerar un sistema de 3 variables (esto es, tres variables
ndependientes). Como ejemplo, tomemos un gas paramagnético en un campo
nagnético externo #, cuyo estado puede especificarse por su volumen v,
u momento magnético M y su temperatura T. El trabajo ’W en un proceso
cversible verificado por tal sistema c¢s

AW o= P AV — A dM. (6--69)
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Sean X, y X, las dos variables extensivas (correspondientes a V y — M) e
Y, e Y, las variables intensivas asociadas (correspondientes a P y #). En
general,

AW = Y,dX, + Y,dX,

y segun el prirrier principio,
d'Q,=dU 4 d'W =dU + Y, dX, + Y,dX,. (6-70)

Si elegimos U, X; y X, como variables independientes que determinan el
estado del sistema, esta ecuaciéon expresard la diferencial inexacta d’Q, en
funcién de tres variables independientes y sus diferenciales. Al contrario rqu’e
la correspondiente ecuacidén (6-67) para un sistema de 2 variables, una ecua-
cién como la (6-70) que expresa una diferencial inexacta en funcién de las
diferenciales de fres (o mas) variables independientes no posee necesaria-
mente un denominador integrante, aunque puede tener uno y ciertamente
tiene uno si las variables son las que definen un sistema termodinamico.

Para demostrar que esto es cierto, volvamos a la afirmacién de la sec-
cién 5-2, segin la cual, cuando un sistermma cualquiera recorre un ciclo de
Carnot, la relacién [Q,|/|Q,| tiene el mismo valor para el mismo par de tem-
peraturas de las fuentes. Luego, por complejo que sea un sistema, podemos
siempre definir la temperatura termodinamica por la ecuacién

10 _
o T

.y por el mismo razonamiento que en la seccién 5-3, la variacién de entropia
de un sistema multivariable puede definirse en la forma

as = L&
T

Por Fanto, cuando la ecuacién (6-70) se divide por T, el primer miembro
se convierte en la diferencial exacta dS y la temperatura termodindmica T’
es, ent<_).nces, un denominador integrante de d’Q,, independientemente de la
complejidad del sistema. La ecuacién (6-70) se escribira
doQ 1
}J =dS = ?[dU + Y, dX, + Y, dX,],

de donde resulta

T dS = dU + Y, dX, + Y, dX,. (6-71)
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Como la entropia S es una propiedad de todo sistema, puede considerarse
como funcién de tres cualesquiera de las variables que determinan el estado
de un sistema de 3 variables. Asi, si consideramos X,, X, y la temperatura T
como variables independientes, la ecuacidn de la entropia del sistema es

S = S(T, X, X,).

Si S es constante, la ecuacién anterior es la de una superficie en un espa-
cio tridimensional T-X;-X,. Es decir, todos los procesos isoentrépicos reali-
zados por el sistema y para los cuales S tiene cierto valor constante, por
ejemplo, S, estan representados sobre una sola superficie en un diagrama
T-X-X,. Todos los procesos, para los cuales S tiene un valor constante S,,
estdn sobre una segunda superficie y asi sucesivamente. Estas superficies
isoentrépicas son una generalizacidén de las curvas isoentrdpicas de un sis-
tema de 2 variables. De igual modo, todos los procesos isotérmicos para una
temperatura determinada descansan sobre una sola superficie, que en un dia-
grama T-X;-X, es un plano perpendicular al eje de temperaturas. En general,
para un sistema definido por m variables independientes, en donde m >3,
los procesos isotérmicos e isoentropicos se mantienen sobre hipersuperfi-
cies de (m— 1) dimensiones, en un hiperespacio de m dimensiones.

Es de interés considerar la representacién geoméirica en un diagrama
I-X-X, de los posibles ciclos de Carnot que pueden realizarse por un sistema
de 3 variables. La fig. 6-3 muestra porciones de dos superficies isotérmicas

a las temperaturas T, y T, y de dos superficies isoentrépicas a las entropias

S, y §,, siendo S,> S,. :

Supongamos que iniciamos un ciclo de Carnot en un punto, en el cual
T=T,y S=S, Cualquier curva en el plano T =T, desde la interseccién
de este plano con la superficie S = §; hasta su interseccién con la superfi-
cie S = S,, representa un .proceso isotérmico a la temperatura T,, durante el
cual la entropia crece de S, a S;. El proceso podria partir de cualquicra dc los
puntos a;, a;, a;, etc. y terminar en cualquiera de los puntos by, b,, b, etic.
Incluso un proceso tal como el aiayb-by satisface las condiciones. (Cual-
quier proceso representado por la linea de interseccion de una superficic
isotérmica con otra isoentrépica, como los procesos ar-a; y by-b;, posee la in-
teresante propiedad de ser a la vez isotérmico e isoentrdpico.) Asi, en con-
traste con un sistema de 2 variables para el cual sélo es posible un proceso
isotérmico entre las entropias S; y S, para una determinada temperatura,
en un sistema de 3 variables (o en un sistema multivariable) existe un nua-
mero infinito de tales procesos.

El paso siguiente en el ciclo consistird en una curva cualquiera situada
sobre la superficie isoentrépica S = S,, desde un punto tal como el by, b,,
b,, etc., hasta un punto como el ¢, ¢, ¢, etc. El ciclo se completa por cual-
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quier proceso en ¢l plano T' = T| hasta alcanzar la superficie S =8, y un
proceso final en esta superficie hasta el punto de partida.

T

Xy

Fig. 6-3 Cualquier proceso como el arbycrdi-a; es un ciclo de Carnot
en un sistema de 3 variables.

’ O!Jsérvese que el flujo de calor Q es el mismo en todos los procesos iso-
‘tel‘ﬂllCOS reversibles a una temperatura determinada entre las superficies
isoentropicas S; y S, ya que en tales procesos Q = T(S,—S,).

Cuando cualquicra de los procesos ciclicos descritos anteriormente se re-
presenta cn el plano 7-S, su forma es exactamente la misma que en un sis-
tema de 2 variables, es decir, como se indica en la fig. 5-4, se trata de un
rectdngulo con lados paralclos a los cjes T y S.

Ya indicamos anteriormente que los tnicos estados de un sistema de 2
variables que pueden alcanzarse a partir de un estado determinado por un
proceso adjabatico son aquellos para los cuales la cntropia es igual o mayor
que la del estado inicidl. Todos los estados adiabdticamente accesibles se en-
cuentran sobre la curva isoentrépica que pasa por dicho estado o a un mismo
lado de esa curva. Lo mismo es cierto para un sistema de 3 variables, ex-
ce.:pto que los estados accesibles se encuentran sobre la superficie isoer;tré-
pica que pasa por dicho estado 0 a un mismo lado de aquella superficie, es
decir, aquel lado para el cual Ia entropia es mayor. Los estados de entrc;pl’a
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aferior a la inicial se encuentran al otro lado de la superficie y son adiabd-
icamente inaccesibles desde dicho estado.

Carathéodory* tomé la propiedad de la inaccesibilidad adiabdtica como
unto de partida del segundo principio. El principio de Caratheodory esta-
lece que en la inmediata vecindad de todo estado de equilibrio de un siste-
1a termodindmico existen otros estados que no pueden alcanzarse desde
icho estado por via adiabdtica. Carathéodory demostré asi, siguiendo un
aborioso camino matematico, que si éste es el caso, una expansién como la
cuacién (6-70) de tres (o méas) variables independientes, necesariamente
iosee un denominador integrante. El razonamiento matematico es complejo
* prescindiremos de su desarrollo.

Partiendo del principio de Carathéodory puede deducirse la existencia de
1 temperatura termodindmica v de la funcién entrépica. En este libro hemos
nvertido e} argumento y partiendo de un enunciado relacionado con las
antidades de calor absorbidas y liberadas en un ciclo de Carnot, junto con
| principio del aumento de entropia, hemos demostrado que el principio de
arathéodory es una consecuencia necesaria.

'ROBLEMAS

-1 Expresar (9u/9P); en forma normal por: (a) el wetodo utilizado para obtener
a ecuacion (6-9) y (b) el método de Bridgman. (¢) Determinar (du/oP); para
in gas ideal.

~2 (a) Hallar la diferencia ¢,-——c, del mercurio a la temperatura de 0°C y pre-
i6n de 1 atm, tomando los valores de 8 y « de la fig. 2-17. La densidad del mer-
urio es 13,6 X 103 kg m-3 y el peso atémico 200,6. (b) Determinar la relacién
cp—C,)/3R.

~3 La ecuacién de estado de cierto gas es (P + b)v = RT. (a) Determinar c,—c,.
b) Calcular la variacién de entropia en un proceso isotérmico. (c) Demostrar que
', es independiente de v.

-4 La ecuacién de energia de una sustancia viene dada por u = aT?y, en donde
' ¢s una constante. (a) ¢Qué informacién puede deducirse de la entropia de la sus-
ancia? (b) ¢Qué limitaciones tiene la ecuacién de estado de la sustancia? (c) ¢Qué
itras mediciones pueden realizarse para determinar la entropia y la ecuacién de
'stado?

-5 La ecuacién de estado de una sustancia se expresa por (P 4 b)v= RT. ¢Qué
nformacién puede deducirse respecto de la entropia, la energia interna y la en-
alpia de la sustancia? ;Qué otras mediciones experimentales deberian realizarse
»ara determinar todas las propiedades de la sustancia?

-6 Una sustancia cumple las propiedades (9u/ov); = 0 y (2h/aP); = 0. (a) Demos-
rar que la ecuacién de estado debe ser T = APv, en donde A es una ‘constante.
b) ¢Qué informacién adicional es necesaria para especificar la entropia de la sus-
ancia? :

‘ Constantin Carathéodory, matcmdtico gricgo (1873-1950).
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6-7 Expresar (9h/9v); en forma normal por: (a) el método utilizado para deducir
la ecuacion (6-21) y (b) el método deducido por Bridgman. (¢) Determinar el valor
de (9h/ov); para un gas ideal.

1= BT

oT oT v
6-9 Demostrar que ap),” \ap)= P

6-10 Deducir: (a) ecuacién (6-21), (b) ecuacién (6-27), (c) ecuacién (6-28) y (d) ecua-
cién (6-29).

611 Deducir la ecuacién (6-27) por el método de Bridgman.

612 Deducir la ecuacién (6-12) (relacién ¢p—¢,) a partir de las ecuaciones T ds.
613 Demostrar que la diferencia entre las compresibilidades isotérmica y adia-
batica es

os
- ua T —
6-8 Demostrar que (BT);;

Tp%
Cp ’

K = Kg =

6-14 Demostrar que (d9h/dv), = y/x.

6-15 ¢Puede determinarse la ecuacién de estado de una sustancia y el valor de
¢p en funcién de T si s(P, T) y h(P, T) son conocidos? Si no es asi, ¢qué informa-
cién adicional se necesita?

6-16 Hill y Lounasmaa afirman que todas las propiedades termodinimicas del
helio liquido pueden calcularse en el intervalo de temperaturas 3 a 20 K y hasta
100 atm de presién a partir de las mediciones de c¢,, (9P/3T), y P en funcién de T
para diversas densidades del helio. (a) Demostrar que son correctas, deduciendo las
expresiones de @, s y h en funcién de las magnitudes determinadas experimental-
mente. (b) ¢Cudles de las mediciones no son absolutamente necesarias para la es-
pecificacién completa de todas las propiedades del Het en el intervalo dado de tem-
peraturas y presiones dado? Razonar la respuesta.

6-17 Utilizar los datos de las figs. 6-1(a) y 6-1(b) para calcular la variacién de en-
tropfa de 10-3 kilomoles de He* que tiene lugar cuando su temperatura-y densidad
reducida varian respectivamente de 6 Ky 22 a 12 K y 2,6.

618 (a) Deducir las ecuaciones (6-45) y (6-46). (b) Deducir las expresiones de #(T, v)
v h(P, v) para un gas ideal.

6-19 Supongamos que ¢, en un gas ideal viene dado por ¢p=a+ bT, en donde a
y b son constantes. (a) ¢Cudl es la expresién de c, para este gas? (b) Utilizar la
expresion de ¢, en las ecuaciones (6-41) y (6-42) para obtener las expresiones de la
entropia y entalpia especificas de un gas ideal en funcién de los valores correspon-
dienfes a un estado de referencia. (c) Deducir una expresién para la energia interna
de un gas ideal.

620 Un kilomol de un gas ideal experimenta un proceso de expansién libre en
cl cual la presion pasa de 4 atm a 1 atm. La temperatura inicial del gas es 50°C.
(a) ¢Qu¢ trabajo hubiera realizado el gas ideal de haberse expandido reversible-
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mente hasta el mismo estado final a temperatura constante? (b) ¢Cudl es el incre-
mento d& entropia del universo como resultado del proceso de expansion libre?
6-21 Demostrar que la entalpia especifica de un gas de van der Waals viene dada
por ¢,T —2a/v— RTv/(v— b) + constante. '
622 Se aumenta la presién sobre un trozo de cobre a la temperatura de 0°C, iso-
térmica y reversiblemente, desde 1 atm a 1000 atm. Suponer que B, « y p son cons-
tantes e iguales respectivamente a 5 X 10-5 K-1, 8 X 10-12 N-! m? y 8,9 X 102 kg m—3.
Calcular: (a) el trabajo realizado sobre el cobre por kilogramo, (b) el calor de;a-
rrollado, (c) ¢qué conclusién se extrae del hecho que el calor que se desprende es
mayor que el trabajo que se le entrega?, (d) ¢cudl seria el ascenso de temperatura
del cobre, si la compresién fuera adiabatica en vez de isotérmica? Explicar las apro-
ximaciones realizadas.

623 Para un sélido cuya ecuacién de estado viene dada por la ecuacioén (6-55) y
para el cual ¢, ¥y ¢, son independientes de T, demostrar que la energia interna
especifica y la entalpia especifica se expresan por las ecuaciones

) .
u = c,(T — Tp) + [(2/3T0 +-Z—o - 1)Z - Poil(v — vg) + Uy

h = cp(T — Ty) + vo(P — Po)[l — BT, —%(P - Po):\ + .

624 En las figs. 2-16, 217, 3-10 y 3-11 se consignan datos sobre el cobrec y mer-
curio. ¢Son suficientes estos datos para determinar todas las propicdades del cobre
y del mercurio entre 500 y 1000 K? Si es asi, determinar cxpresiones para la en-
tropia y la entalpfa. Si no, especificar la informacién neccsaria.

625 La tabla siguiente da el volumen de 1 g de agua a diversas temperaturas y
presién de 1 atm.

t(°C) V(cm®) 1(°C) V(cm®)

0 1,00013 20 1,00177

2 1,00003 50 1,01207

4 1,00000 75 1,02576

6 1,00003 100 1,04343
10 1,00027

Calctlese con la mayor precision posible, la variacion de temperatura ’cgando la
presién del agua, en una prensa hidraulica, aumenta reversible y adiab.at.lc.amente
desde la presién de 1 atm a la de 1000 atm. Cuando la temperatura 1}'11012\1 sea:
(a) 2°C, (b) 4°C, (c) 50°C. Formulense hipétesis y efectiense aproximaciones razo-
nables, indicandolas. )

626 La compresibilidad isotérmica del agua es 50 X 10-6 atm~' y ¢p = 418 X 10
J kg-! K-1. Otras propiedades del agua sc dan en ¢l problema anterior. Caleular ¢l
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trabajo realizado cuando la presion de 1 g de agua en una prensa hidraulica se
incrementa reversiblemente de 1 atm a 10000 atm: (a) isotérmicamente, (b) adia-
baticamente. (c) Calcular el calor desarrollado en el proceso isotérmico.
627 Representar un ciclo de Carnot en el plano A-s para: (a) un gas ideal, (b) un
gas de van der Waals, (c¢) un soélido. Efectuar aproximaciones razonables. (Véanse
los problemas 6-21 y 6-23 para las expresiones de la entalpia especifica.)
628 Calcular 5 y p para un gas cuya ecuacién de estado viene dada por: (a)
P(v—b)=RT y (b) (P + b)v = RT, en donde b es una constante. Suponer que
¢, ¥ ¢p son constantes.
6-29 Suponer que el helio obedece a la ecuacién de estado de van der Waals y
determinar la variacién de temperatura que tiene lugar cuando un kilomol de gas
helio experimenta una expansién de Joule a 20 X a la presién atmosférica. El vo-
Jumen inicial del helio es 0,12 m3. (Consultar las tablas 2-1 y 9-1 para los datos
necesarios.) Describir las aproximaciones realizadas.
6-30 Diodxido de carbono a la presién inicial de 100 atm y temperatura de 300 K
experimenta una expansién adiabética libre hasta un volumen final que es 10 veces
el volumen inicial. Hallar la variacién de temperatura y el aumento de entropia,
suponiendo: (a) que el CO, es un gas ideal, (b) que es un gas de van der Waals.
(Utilizar las tablas 2-1 y 9-1 y realizar aquellas aproximaciones que se consideren
razonables.)
6-31 Partiendo de la ecuacidén de estado de van der Waals, deducir las ecuaciones
(6-59) y (6-60).
6-32 Suponiendo que el helio es un gas de van der Waals, calcular la presién de
modo que su temperatura de inversion sea 20 K. (Ver la tabla 6-1 .para los datos
nccesarios.)
6-33 Ll gas hclio del problema 629 experimenta un proceso de expansién libre.
Calcular ¢l cocficiente de Joule-Thomson para: (a) 20 K y (b) 150 K. (¢) Calcular
en cada proceso la vaviacion de temperatura del helio si la presién final es 1 atm,
suponicndo que u cs independiente de Py T.
6-34 Calcular la temperatura maxima de inversion del helio.
6-35 Demostrar que si £2 y ) se escogen como variables independientes, la relacién
cntre la temperatura termodindmica T y la temperatura empirica 6 en la escala
de cualquicr termometro de gas es

dr (dv/a0))

T v - (3hoP)
6-36 (a) Demostrar que en la cscala dec temperaturas empiricas § de cualquier
termdémetro de gas se cumple

o/ a0)p
ar _ P, o @l
T P — ¢ v+ pep

do.

>

en donde 5 y p son respectivamente los coeficientes de Joule y de Joule-Thomson
del gas. (b) Demostrar también que

ar ___ @pjon,

T~ (cp = e)(20]av),
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7 En una sustancia paramagnética, el trabajo especifico en un proceso rever-
sle es — H dm. (a) Considerar que el estado de la sustancia se define por el
omento magnético por unidad de volumen m y cierta temperatura empirica .
‘mostrar que

ar _ (as[a0),,
T~ = (ufom), "

) Experimentalmente se encuentra que en un cierto intervalo de variables no
:masiado grande, la relacién (J# /m) es constante a temperatura constante. (Esto
. corresponde con la ley de Boyle de un gas, segin la cual PV es constante a
mperatura constante.) Elegir la relacién (# /m) como propiedad termométrica X
definir una temperatura empirica § en la forma usual. Demostrar que la tempe-
itura termodindmica T' es directamente proporcional a 6 sélo si la energia interna
es independiente de m a temperatura constante.

18 (a) Representar en un diagrama 7-V-M dos superficies de entropia constante
ira un gas ideal que obedezca a la ley de Curie. (b) Utilizando las dos superficies
: la parte (a) junto con dos superficies isotérmicas, representar dos posibles
clos de Carnot para este sistema. (c) Deducir la relacién entre M y V para pro-
sos simultdneamente isotérmicos e isoentrdpicos. Representar el proceso en el
ano V-M.

39 Los estados a y b de la fig. 6-4 pertenecen a una linea de valores x, y.x, cons-
ntes. (a) Demostrar que ambos, a y b, no pueden alcanzarse por procesos isoen-
Opicos a partir del estado i, probando que el ciclo i-a-b-i viola ¢l enunciado de
clvin-Planck del segundo principio.

Figura 6-4
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7.4 FUNCION DE HELMHOLTZ Y FUNCION DE GIBBS

Ademas de la energia interna y la entropia de un sistema, se puede.n definir
otras magnitudes ttiles que son combinaciones de estas y las varlablgs ‘de
estado. Una de estas magnitudes, ya introducida, es la entalpia, H, definida
para un sistema PVT en la forma

H=U+ PV.

Otras dos importantes magnitudes son la funcién de Helmholtz*, F, y la fun-
cién de Gibbs**, G, que definimos a continuacién. .

Segtin el primer principio, cuando un sistema realiza un proceso, rever-
sible o irreversible, entre dos estados de equilibrio, el trabajo W del procego es

(7-1)

W= (U — U)+ @5

es decir, el trabajo lo realiza en parte el sistema, cuya energia interna 'dis-
minuye en (U, —U,) y, en parte, las fuentes térmicas con las cuales «?1 siste-
ma estad en contacto y que proporcionan un flujo de calor de magnitud Q.

Veamos ahora unas expresiones para el trabajo méximo que puede obte-
nerse cuando un sistema experimenta un proceso entre dos estados de cquili-
brio para el caso especial en que sdlo existe flujo de calor de una fucgtc a
una temperatura T y los estados inicial y final se encuentran a la misma
temperatura. Segtn el principio de aumento de entropia, la suma dc! incre-
mento de entropia del sistema, (S;,—S;), y el de la fuente, ASy, es igual o

mayor que cero:
(S, — S + ASy > 0.

La variacién de entropia de la fuente es

g ter (¢
Por tanto, Q
(Sp — 1) — P 20
y
T(S, — S = @
. e Q> VY, L)
Por consiguiente, segin el primer principio, )
Wy < (U — Up) = T(Sy — Sy)-

AN

* Herman L. F. Helmholtz, fisico aleman (1821-1894).
** Josiah Willard Gibbs, fisico americano (1839-1903).

e i,

\

(7-2) l
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Definiremos una propiedad del sistema llamada funcion de Helmholtz F,
mediante la ecuacioén

F=U~-— TS. (7-3)
Asi, para dos estados de equilibrio a la misma temperatura T,
(F1 — ) = (Uy — Uy — T(S, — )
y segiin la ecuacidn (7-2),
Wp < (FL — Iy (7-4)

Es decir, la disminucién de la funcién de Helmholtz de un sistema establece
un limite superior al trabajo en cualquier proceso que tenga lugar entre dos
estados de equilibrio a la misma temperatura, durante el cual se produzca
un flujo de calor procedente de una sola fuente a esta temperatura. Si el
proceso es reversible, la entropfa total del sistema, mas la de la fuente, es -
constante, Q = T(S;,—S)), ¥

Wp= (U, — Up) — T(S; — $,) = (5, — Fy). (7-5)
El signo dec igualdad sc aplica a la ecuacién (7-4) y el trabajo es un mdximo.
Si el proceso es irreversible, el trabajo es menor que este mdximo.

Comio su disminucién es igual a la energia maxima que puede «liberarse»
en un proceso cn forma de trabajo, la magnitud F se denomina a veces
energia libre de un sistema. Sin embargo, como el mismo término se aplica
tambi¢n a otra propicdad que definiremos enseguida, usaremos el término
«funciéon de Helmboltz» para cvitar confusiones. Sin embargo, obsérvese que
aunque la disminucion de la funcién de Helmholtz de un sistema es igual
al trabajo maximo que puecde obtenerse bajo las condiciones anteriores, la
energia convertida en trabajo procede sélo en parte del sistema y el resto
procede del calor extraido de la fuente calérica.

La ecuacién (7-2) es completamente general y se aplica a un sistema de
cualquier naturaleza. El proceso puede ser un cambio de estado o un cam-
bio de fase o una reaccidén quimica. En general, el trabajo de un proceso
elemental se expresa por P dV, mas una suma de términos tales como — & dZ
o — X dM, pero por simplicidad supondremos sélo un término adicional
que representamos por Y dX. El trabajo total en cualquier proceso finito es,
por tanto, la suma del trabajo «P dV» y del trabajo «Y dX». Si representa-
mos el primero por W’ y el segundo por A4, el trabajo en cualquier proceso
serd W’ + A y la ecuacion (7-4) se convierte en

p+ Ap S (Fy — Fy). (7-6)



208 POTENCIALES TERMODINAMICOS

En un proceso a volumen constante, el trabajo «P dV» serda W =0 y en
ese proceso,

Apy < (Fy — F). (7-7)

La disminucién de la funcién de Helmholtz establece, pues, un limite supe-
rior al trabajo «distinto del P dV» en un proceso a temperatura y volumen
constantes, Si el proceso es reversible, este trabajo es igual a la disminucion
de la funcién de Helmholtz. Si V' y X son ambos constantes, A =0y

OS(Fl'—Fz)

o sea,
F, £ Fy. : (7-8)

Es decir, en un proceso a volumen constante, para el cual A =0y T es cons-
tante, la funcién de Helmholtz puede sélo decrecer o, en el limite, perma-
necer constante. Inversamente, este proceso es sélo posible si F,<{F,.

Consideremos ahora un proceso a presion externa constante . El trabajo
W’ en dicho proceso es P(V,— V), y segtin la ecuacién (7-6),

App £ (Fy — F) + Py — V)
App £ (Uy = U) = T(S; = Sp) + P(Vy — V).
Definiremos una funcién G llamada funcién de Gibbs por la ecuacién
GC=F+PV=H—-TS=U-—1TS + PV. (7-9)
Entonces, para dos estados a la misma temperatura I’ y presiéon P,

G~ G, = (Ul_ Uz)—‘ T(Sl—S2)+P(V1_ Vz),

App < (G — Gy). (7-10)

Por tanto, la disminucién de la funcién de Gibbs establece un limite
superior al trabajo «distinto del P dV» en cualquier proceso que se verifique
entre dos estados de equilibrio a la misma temperatura y presion. Si el pro-
ceso es reversible, este trabajo es igual a la disminucién de la funcién de
Gibbs. Como su disminucién en tal proceso cs igual a la energia maxima que

puede «liberarse» y utilizarsc como (rabajo «distinto del P dV», la funcién
de Gibbs se ha Hamado también energia libre de un sistema, pero como ya
indicamos antes, utilizaremos ¢l término «funciéon de Gibbs» para cvitar
confusiones con la luncién de Helmhboltz.
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Si en un proceso la variable X es constante o si el dnico trabajo es del
tipo «P dV», sera A=0y

G; £ G (7-11)

Es decir, en tal proceso la funcién de Gibbs o permanece constante o dismi-
nuye. Inversamente, este proceso es sélo posible si G, es igual o menor que G,.

En las secciones 6-7 y 6-8 dedujimos unas expresiones para la entalpia y
entropia especificas de un gas ideal y de un gas de van der Waals. Utilizando
las ecuaciones (6-41) y (6-42), la funcién especifica de Gibbs g = u—1Ts +

+ Pv = h—Ts para un gas ideal, seleccionando T y P como variables inde-
pendientes, resulta ser '

i} Y oar P
== c dT — TJ Cp RT] h - . -
g Lo r 0P T + nPo + hy — 5,T (7-12)

Si ¢p puede considerarse constante,

o ,
g =cp(T — T, — cPTln-’Ij + RTln;?- — 5T — Tp) + g0, (7-13)
0 0

que puede escribirse de forma mas compacta

en donde ’

‘ T
RT¢ = cp(T — T) — cPTln}— — RTIn Py — so(T — Tp) + g. (7-15)

0

Obsérvese que ¢ es funcién exclusiva de T.

' Vemos que mientras s, u y % son indeterminadas con constantes arbitra-
rias So, Uy Y hy, la funcién de Gibbs es indeterminada segun una funcion arbi-
traria lineal de la temperatura, hy— s,I.

Se deja como ejercicio demostrar que la funcién especifica de Helmholtz

f=u—Ts para un gas ideal, seleccionando T y. v como variables indepen-
dientes, es '

— (T — T e T v
S=0c(T - T) — cufln,l—, = RTIn— — 5(T — Tp) + f,. (7-16)

0 ty

SEARS — 14
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Para un gas de van der Waals

f=CNT—ﬂQ—%Tm§W—%1—l>—RTm(U_

0 voY Vg —

b

) — T = T + o
(7-17)

la cual se reduce a la expresion del gas ideal cuando a = b = 0.

7-2 POTENCIALES TERMODINAMICOS

Las diferencias entre los valores de las funciones de Helmholtz y Gibbs en
dos estados préximos de equilibrio de un sistema PVT cerrado® son

dF = dU — T°dS — S dT, (7-18)
dG =dU — T dS — SdT + PdV + V dP. (7-19)
Como - N
dUu =\]:'dS — Pdv, (7-20)
.podemos eliminar dU entre las ecuaciones (7-18) y (7-19), resultando
dF = —S8dT — PdV, (7-21)
dG = —SdT + V dP. (7-22)
Por otra parte, de la definicién de la entalpia,
dH = TdS + V dP. (7-23)

Los coeficientes de las diferenciales de los segundos miembros de las
cuatro ecuaciones anteriores pueden identificarse con las derivadas parciales
de la variable situada en el primer miembro. Por ejemplo, considerando U
en funcién de S y V, tenemos

dU = (Q_(_f) dsS + (a—g) dv.
v 5

8S v (7-24)

Comparando con la ecuacién (7-20) resulta (0U/28)y = T'y (2U/oV)g = — P.
Relaciones semejantes pueden cncontrarse para dF, dG y dH. Asi resulta

‘ 6U) U
Ty = T, —) = -
(65 14 <8V)s o

* En un sistema cerrado no hay intercambio de materia con el exterior.

(7-25)

P
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BF) y (8F)
) = -8, Z) = —p, _
(aT v ovir (7-26)
ac) (ac) '
] = ——Sa A= Vs -
(6T P oP/r (7-27)
aH) 6H)
Z) =7, 22} = v. _
(55). (5), 29

Debe recordarse que la intensidad E de un campo electrostatico es, en
cada punto, igual al valor negativo del gradicnte del potencial ¢ en dicho
punto. Asi los componentes de E son

0
r——(22).
dz

ne-fl) w-(3)

. Como las propiedades P, V, T y S pueden expresarse de un modo seme-
jante en funcién de las derivadas parciales de U, F, G y H, estas magnitudes
pueden describirse como potenciales termodindmicos, aunque esta denomi-
nacién suele reservarse tnicamente a F y G. Sin embargo, para evitar con-
fusiones respecto a cual de estas magnitudes se refiere el término «potencial
termodindmico», utilizaremos F como funcién de Helmoltz y G como funcién
de Gibbs.

Aunque hay reglas mnemotécnicas para las ecuaciones (7-20) a (7-23), exis-
te cierta simetria entre -estas ecuaciones que puede utilizarse para recor-
darlas. La diferencial de cada potencial termodinamico se expresa en funcién
de las diferenciales de las «variables caracteristicas» de dicho potencial;
S y V para el potencial U; T y V para el potencial F; T y P para el poten-
cial G; y S y P para el potencial H. Ademads, dS y dP siempre aparecen con
cl signo mds y dI" y dV con cl signo menos. Por otra parte, cada uno de los
términos de las expresiones de las diferenciales posee dimensiones de energia.

Anteriormente indicamos que las propicdades de una sustancia no que-
dan completamente especificadas por su ccuacidén de estado, sino que ade-
mas se necesita conocer la ecuacién de la cnergia de la sustancia. Sin em-
bargo, supongamos que la expresion de cualquier potencial termodinamico
se conoce en funcién de sus variables caracteristicas. Es decir, supongamos
que U se conoce en funcién de Sy V o F en funcién de Ty V o G en fun-
cion de T y P o H en funcién de S y P. En este caso, todas las propiedadcs

termodindmicas pueden obtenerse por derivacién del potencial termodina-

mico y la ecuaciéon que nos expresa este potencial en funcién de sus varia-
bles caracteristicas s¢ denomina ecuacion caracteristica de la sustancia.
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Supongamos, por ejemplo, que la funcién de Helmholiz £ se conoce en
funcién de T y V. Segun la segunda de las ecuaciones (7-26), podemos calcu-
lar P en funcién de V y T, es decir, la ecuacidén de estado de la sustancia.
La entropia S puede deducirse de la primera de estas ecuaciones y de acuerdo
con la definicién de F se tiene la ecuacién de la energia. Asi resulta

- (2,
ovV/r
s=-(3).
oT/v .
oF
U=F+TS=F——T(——). _
oT/v (7-29)
Del mismo modo, si G se conoce en funcién de T' y P, entonces
v- (29,
oP/r
s =‘_<§_G_) :
oT/r
H =G+ 'TS—G——-T(—a—g)
o7 (730

Las ecuaciones (7-29) y (7-30) se llaman ecuaciones de Gibbs-Helmholtz.
Todas las ecuaciones anteriores pueden escribirse para sistemas distintos
de los PVT. Supongamos, por ejemplo, que el sistema es un alambre tenso
para el cual el trabajo en un proceso reversible elemental es — §F dL. Con-
siderando la funcién de Helmholtz F = U—TS como una funcién de T y L,

tendremos
(@f) - 7
oL/r

La funcién de Gibbs para el alambre se define por
G=U-—1TS—FL,

¢n donde el producto FL esta precedido del signo menos porque el trabajo
dW es igual a — & dL. Por tanto,

(5=
05 )
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Las ecuaciones precedentes son las andlogas a la segunda de las ecuaciones
(7-26) y (7-27).

Consideremos ahora un sistema cerrado multivariable, pero limitemos el
caso a un estado que describiremos por su temperatura T, dos variables ex-
tensivas X, y X, y las correspondientes variables intensivas Y, e Y, El tra-
bajo de un proceso reversible elemental es

dW= Y, dX, + Y,dX,
y la combinacién del primero y segundo principios nos da
dU = T dS — Y, dX, — Y, dX,. (7-31)

Como el sistema posee dos ecuaciones de estado, el estado de equilibrio del
sistema puede considerarse como funcién de T y las dos variables extensi-
vas X,y X, o las dos variables intensivas Y, e Y, o una variable extensiva X,
y otra variable intensiva Y,. Del mismo modo, estas variables podian repre-
sentarse por Y,y X,.

Considerenios en primer lugar el estado de un sistema expresado en fun-
cién de T, X, y X,. La funcién de Helmholtz F se define, lo mismo que en
el caso de un sistema descrito por dos variables independientes, por

F=U-TS§,
de modo que

dF = dU — TdS — SdT
y eliminando dU entre esta ecuacién y la (7-31), resulta
dF= —SdT"‘ Yl Xm - Y2 ng'

El coeficiente de cada diferencial del segundo miembro de esta ecuacién
es la derivada parcial correspondiente de F, mranteniendo constantes las
otras variables. Asi

813') ( c?F) 3F>
== = ~S5, (= = —-Y, {— = Y, 7-32
(BT X1, X2 aXl T,Xe ! (an T, X\ Y2 ( )

La funcién de Gibbs del sistema se define por
G=U-—-TS+ Y X+ Y.X,

Diferenciando esta expresién y eliminando dU mediante la ecuacién (7-31),
resulta :

dG = —SdT + X, dY, + X, dY,.
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Se deduce, pues,

G\ aG\) X (ac) oy
2 ==5 =) =Xy |55) =X 33
(8T>Y;,Yz 5 (a)/1 ey, 0 \ovrr. O° (7-33)

En el caso especial en que Y, es la intensidad de un campo de fuerzas
conservativas (gravitatorio, eléctrico o magnético), el sistema tiene una ener-
gia E, = Y,X,, y su energia total E es

E = U+E1,=U+ Y2X2.

Definiremos ahora una nueva funcién F* en la forma
Fr=FE TS =U—TS + Y,X,. (7-34)

La funcién F* = E —TS pucde considerarse como una funcién generalizada
de Helmholtz correspondientc a F = U—TS para un sistema cuya energia
total es igual a su encrgia interna solamente. Procediendo del mismo modo
que antes, resulta

oF* 8F*) v (aF*) - 4X
T = ~S; |z = —Y; |z = ‘ 7-35
(aT )x,.ya S ((’3X1 T.Y2 ! 0Y,/T.x1 ? ( )

Se deja como cjercicio demostrar que si X, y X, son las variables sclec-
cionadas, resulta la ccuacidn generalizada de Gibbs-Helmoltz,

oF

La entalpfa /[ se define por
H= U+ Y1X1 + Y2X2
y resulta

H=G — T(a—q) : (7-37)
oT Y1.¥2

Si Y, es la intensidad de un campo de fuerzas conservativas,

oF*
E = F* — T(——) . -
0T /x,.7v, (7-38)

Desde el punto de vista puramente termodinamico, tenemos la libertad
de considerar X, y X,, Y, e Y, 0 X, y X, como variablcs independicntes, ade-
mas de T. Posteriormente veremos que los métodos estadlsticos conducen

—— e
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directamentc a expresiones para F, G o F* en funcion de los pardmetros que
determinan la energia del sistema. Cuando una de estas propiedades termo-
dindmicas es conocida pueden calcularse las restantes.

7-3 RELACIONES DE MAXWELL ,
Teniendo en cuenta que las diferenciales de los potenciales termodinamicos
son exactas, puede deducirse una serie de ecuaciones de gran interés llama-
das relaciones de Maxwell*. En la seccién 2-10 indicamos que si

dz = M(x,y)dx + N(x, y)dy,

dz es exacta cuando

oM\ _ (ON
o= (5 -
Aplicando la ccuacién (7-39) a las ecuaciones (7-20) a (7-23), tenemos
(-2
aVls as/y’ (7-40)
(3),= (57
oV/z oT/v (7-41)
-
P/ oT/p (7-42)
y
(a_T) — (?_K) |
oP/s oS/p (7-43)

Estas ccuaciones son utiles porque proporcionan expresiones para la varia-
¢idn de entropia en funcion de P, V y T y se denominan relaciones de Maxwell,
Estas ccuaciones pueden-también deducirse del hecho de que las derivadas
parciales mixtas de U, F, G y If son independicntes del orden de derivacién.

Obsérvese que cn cada una de las relaciones de Maxwell el producto cru-
zado de las diferenciales tiene dimensiones de una energia. La variable inde-
pendiente en el denominador de uno de los miembros de una ecuacién es la
constante en el otro miembro. El signo puede justificarse teniendo en cuenta
la fisica del proceso en un caso simple. Como ejemplo, consideremos la
ecuaciéon (7-41). Durante una expansidén isotérmica de un gas ideal, debc
entregarse calor al gas para mantener constante su temperatura. Asi, el

* James Clerk Maxwell, fisico escocés (1831-1879).
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segundo miembro de la ecuacién (7-41), tiene un valor mayor que cero. A
volumen constante, el incremento de temperatura de un gas ideal incremen-
tara su presién y el primer miembro de la ecuacién (7-41) debe ser también
mayor que cero.

Las relaciones de Maxwell pueden también expresarse para sistemas que
poseen ecuaciones de estado que dependen de otras propiedades termodina-
micas distintas de Py V.

7-4 EQUILIBRIO ESTABLE E INESTABLE

Hasta aqui, se ha supuesto que el «estado de equilibrio» de un sistema implica
un estado de equilibrio estable. En ciertas circunstancias, un sistema puede
persistir durante un largo periodo de tiempo en estado de equilibrio metas-
table, pero eventualmente el sistema sc transforma espontdneamente en un
estado estable. Consideremos ahora la condicién necesaria para que un estado
se encuentre en equilibrio estable.

Nuestras primeras definiciones respecto a las propiedades de una sustan-
cia estaban restringidas a cstados de equilibrio estable exclusivamente y de
acuerdo con ellas carece de sentido hablar de entropia, funcién de Gibbs, etc.,
de un sistema en estado metastable, Sin embargo, como una sustancia puede
permanecer en estado metastable durante un largo periodo de tiempo, sus
propiedades directamente medibles, tales como la presién y la temperatura,
pueden determinarse del mismo modo que para un sistema en estado com-
pletamente estable. Simplemente supondremos que la entropia, funcién de
Gibbs, etc., cstdn relacionadas con las propiedades directamente medibles,
del mismo modo que lo estdn en un equilibrio estable. La hipétesis se justi-
fica por la correccién de las conclusiones que de ella se deducen.

La fig. 7-1 es un diagrama esquemadtico de la superficie P-V-T' que repre-
senta los estados de equilibrio estable de una sustancia pura. Supongamos
que la sustancia se encuentra originalmente en la fase vapor en el punto a
y que la temperatura disminuye a presién constante. En ausencia de ntcleos
de condensacién, tales como particulas de polvo o iones, la temperatura puede
reducirse considerablemente por debajo de la del punto b, en donde la linea
isobdrica corta a la linea de saturacién sin que aparezca la fase liquida. El
cstado del vapor se representa entonces por el punto ¢, el cual se encuentra
por encima de la superficie P-V-T. Si no existen ntcleos de condensacién pre-
sentes, permanecerd en este estade durante un largo periodo de tiempo y
estard en equilibrio metastable. Se encuentra en equilibrio mecdnico y térmi-
€O, pero no en equilibrio termodindmico completo. Si se introduce un nucleo
de condensacién y se mantienén constantes la temperatura y la presién, cl
vapor se transforma espontdneamente en liquido en el punto f. El vapor en
el punto ¢ se dice que estd sobreenfriado.

POTENCIALES TERMODINAMICOS 217

Fig. 7-1 Superficie P-V-T que representa los estados del equilibrio es-
table para una sustancia pura.

También puede producirse un vapor sobreenfriado por la expansién adia-
bitica de un vapor saturado. En tal proceso, el volumen se incrementa y la
presién y la temperatura decrecen. Si no existen nucleos de condensacion, el
estado del vapor corresponde de nuevo a un punto situado por encima de
la superficie de equilibrio. Este es el método utilizado para obtener un vapor
sobreenfriado en la camara de niebla de Wilson. Cuando una particula ioni-
zante pasa a través de la camara, los iones que se producen actiian de nucleos
de condensacién y se forman gotas de liquido a lo largo de su trayectoria.

La temperatura de un liguido también puede reducirse por debajo de la
que corresponde al equilibrio estable con el sélido y el liquido se denomina
también sobreenfriado. Asi, cuando un metal fundido en un crisol se enfria
lentamente, puede permanecer en la fase liquida a temperaturas muy infe-
riores a la del punto normal de solidificacién. La inversa no se cumple: cuan-
do Ia temperatura de un sélido se incrementa, la fusién se produce rapida-
mente en ¢l punto normal de fusién.

Si la sustancia sc¢ encuentra originalmente en la fase liquida en el punto f
de la fig. 7-1 y la temperatura se incrementa a presién constante, puede ocu-
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rrir que la fase vapor no aparezca al alcanzar el punto ¢ y el liquido puede
llevarse al estado representado por el punto d que sc encuentra por debajo
de la superficie de equilibrio. Este es también un cstado metastable y se
- dice que el liquido estd sobrecalentado*. Una ligera perturbacién iniciara el
proceso de vaporizaciéon espontdnea y si la presién y la temperatura per-
manecen constantes, el sistema se transforma en la fase vapor en el punto a.

En la cdmara de burbujas se produce un liquido sobrecalentado (normal-
mente hidrégeno liquido) a causa de la reduccién adiabética de la presién
sobre un liquido saturado. Si una particula ionizante pasa a través de la
camara, se producen iones y sobre ellos se forman pequeilas burbujas de
vapor.

+Consideremos ahora las condiciones especificas que determinan cual de
los dos posibles estados de un sistema es el estable. Si un sistema estd com-
pletamente aislado de su entorno, el proceso espontaneo de un estado a otro
s6lo podré tener lugar si la entropia del sistema crece, es decir, si la entropia
(Sy), en el segundo estado es mayor que la entropia (Sy), en el primero. El
estado final de equilibrio estable es, por tanto, aquél que corresponde a la
mayor entropfa, es decir, (Sy), > (Sy).

Sin embargo, muy a menudo, es de interés comparar dos estados de un
sistema que no estd completamente aislado. Supongamos en primer lugar
que el volumen del sistema es constante, de modo que el trabajo del proceso
es nulo y que el sistema estd en contacto con una fuente dc calor a tempe-
ratura T y deseemos comparar dos estados a esta temperatura. Segln la
ecuacién (7-8), en estas condiciones ocurrird un procecso cspontanco de un
estado a otro soélo si la funcidn de Helmboltz del sistema decrece. Ll estado
final de equilibrio es aquél para el cual la funcién de Helmholtz ¢s menor,
es decir, (Fry), < (Fry) '

Finalmente, prescindamos de la restriccién de la constancia del volumen
del sistema, pero supongamos que se encucntra somecticddo a una presién ex-
terna constante P. El sistema estd en contaclo con una fuente térmica a tem-
peratura T y su presién es P en los estados inicial y final de un proceso.
Segun la ecuacidn (7-11), un proceso espontdneo sélo tendrd lugar bajo estas
condiciones si la funcién de Gibbs disminuye. El estado de equilibric estable
es aquél para el cual la [uncién de Gibbs es menor, es decir, (Grp); < (Grp)

Como corolario de las conclusiones precedentes, si un sistema completa-

mente aislado puede existir en mas de un estado de equilibrio estable, la

entropia S serd la misma en todos ellos. Si un sistema a volumen constante y
en contacto con una sola fuente de calor puede existir en mas de un es-

* El termino “sobrecalentado”, tal como se utiliza aqui, no tiene el mismo signifi-
cado que cuando se habla de “vapor recalentado” en una mdaquina alternativa de
vapor 0 en una turbina. Véase la seccién 89.
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tado de equilibrio estable, la funcién de Helmholiz F serd la misma en todos
ellos y si un sistcma, en contacto con una sola fuente calorifica y con el
medio exterior a presion constante puede cxistir en mas de un estado estable,
la funcién de Gibbs G scra idéntica en todos cllos.

El caso anterior se referia a un sistema cuyo estado inicial era metasta-
ble. Pero admitiamos la posibilidad de asignar valores a la entropia, funcién
de Helmbholtz, etc., a pesar de que estrictamente hablando estas propiedades
se definen sélo para estados de equilibrio estable. Por la definicién de estado
con equilibrio estable, como aquel en que las propiedades del sistema no
cambian con cl tiempo, es evidente que no pucde ocurrir ningin proceso
espontdneo partiendo de un estado inicial de equilibrio estable. Y no obs-
tante, tales procesos pucden ocurrir si se modifican algunas de las restric-
ciones impuestas al sistema. Por cjemplo, supongamos un sistema encerrado
por una envoltura adiabatica rigida, formada por dos partes a distintas tempe-
raturas separadas por una pared adiabatica. Cada una de las partes alcanzara
un cstado de equilibrio estable, pero se encontraran a temperaturas diferentes.
La pared adiabatica que las separa constituye una restriccion que impide
la igualacién de las temperaturas.

Como segundo ejemplo, supongamos que un sistema estd en contacto con
una fuente a temperatura 7, pero dividida internamente por una particion.
Cada porcion del sistema contiene un gas, pero las presiones en los lados
opucstos de la particién son distintos. Ambos gases se encuentran en estado de
cquilibrio y la particién constituye una restriccién que evita la igualacién de las
presiones.

Como tercer cjemplo, supongamos que en los lados opuestos del caso an-
terior existen dos gases diferentes, ambos a la misma presién. Si se elimina
Ja particion, cada gas se difundird en el otro hasta que resulte una mezcla ho-
mogénea y la particién constituye una restriccién que evita esta mezcla.

Si se quila ahora la pared adiabdtica del primer ejemplo o la particién
de los siguientes dos cjemplos, ¢l estado que resulta inmediatamente des-
pués, no es ya de cquilibrio estable y se producird un proceso espontanco
que conducird al sistema a un nuevo cstado de equilibrio estable Durante cl
proceso, en tanto la temperatura, presion o composicién de la mezcla gaseosa
no es uniforme, el sistema no se encuentra en equilibrio. La entropia, fun-
cién de Helmholtz, etc., carecen de sentido y, por tanto, no poseen valores
definidos. Sin embargo, si comparamos el estado inicial de equilibrio estable,
antes de quitar la restriccion, con el estado final de equilibrio después dc
quitar la restriccién, podran aplicarse todos los resultados deducidos ante-
riormente en esta seccion. Asi, en el primer ejemplo, en el cual el sistema
estd completamente aislado, la entropia final es mayor que la inicial. En el sc-
gundo cjemplo, si el volumen del sistema se mantiene constante, el valor [inal
de Ta funcion de Helmhboltz es menor que su valor inicial. En el tercer ejemplo,
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si la presién permanece constante, el valor final de la funcién de Gibbs es
menor que su valor inicial.

7-5 TRANSICIONES DE FASE

Supongamos un sistema formado por las fases liquido y vapor de una sustan-
cia en equilibrio, a presién P y temperatura 7. En la fig. 7-2(a) el volumen
especifico total del sistema es v,. El nimero de moles de la fase liquida es
n’ y el nimero de moles de la fase vapor n”. El estado del sistema corres-
ponde al punto b, de la fig. 7-2(c). En la figura 7-2(b), el volumen especifico
total del sistema es v, y los niimeros moles de las fases liquido y vapor son,
respectivamente, n y n}’. El estado del sistema corresponde al punto b, de

2
la fig. 7-2(c).

S e —

¥y

1

(a) (b) (c)

Fig. 72 El equilibrio entre un liquido y su vapor para los dos vola-
menes molares distintos indicados en (a) y en (b) se representa en la
porcién del diagrama P-v en (c).

Los estados de las porciones liquido y vapor del sistema indicado en las
figs. 7-2(a) y 7-2(b) estén representados en la fig. 7-2(c) por los puntos a y ¢,
respectivamente y los estados difieren sélo en los nuimeros relativos de
moles de liquido y vapor. Si g” y g son las funciones especificas de Gibbs
de las fases liquida y vapor, las funciones de Gibbs de los dos estados son,
respectivamente,

Gy = nig" + ni'g”,
G, = nhg” + ny'g".
Como el ntmero total de moles del sistema cs constante,

ny + ny’ = ny + ny;
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y como ambos estados son estables,

G, = G,.
De estas ecuaciones resulta que-

gll - glll s (7_44)

es decir, la funcion especifica de Gibbs tiene el mismo valor en ambas fases.
El mismo resultado es valido para cualquier par de fases en equilibrio. En
el punto triple, las funciones especificas de Gibbs de las tres fases son iguales.

Fig. 7-3 Funciones especificas de Gibbs del vapor y del liquido en los
procesos a-b-c y d-e-f de la fig. T-1.

Volvamos ahora a considerar los estados estable y metastable ilustrados
en la fig. 7-1. La fig. 7-3, con los mismos simbolos de la fig. 7-1, muestra las
graficas de las funciones especificas de Gibbs del vapor y liquido en el pro-
ceso a-b-c y d-e-f de la fig. 7-1. Como

(a_g_'_”) - —s",
oT/p

en donde s es la entropia especifica de la fase vapor, la curva abc posee una
pendiente negativa, de magnitud igual a la entropia especifica s”’. Del mismo
modo, la curva def también posee una pendiente negativa, igual a la entropia
especifica s del liquido. La diferencia entre las entropias s y s” es igual
al calor latente de transformacién l,; dividido por la temperatura T

sm _ S” — @ .
T
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Como l; es positivo, s> s y la magnitud de la pendiente de la curva abc
es mayor que la de la curva def. Las curvas sc cortan en el punto b,e cn
donde g” = g". ‘

Los puntos ¢ y f representan dos cstados posibles del sistema a la misma
temperatura y presién, pero la funcién de Gibbs en el estado ¢ es mayor que
en el estado f. Ya demostraremos que en un proceso espontaneo entre dos
estados a igual temperatura y presion, la funcion de Gibbs debe decrecer.
Por tanto, es posible la transicién espontidnea del estado ¢ al estado f, mien-
tras que del estado f al estado ¢ no lo es. El estado f, es, por tanto, cl estado
de equilibrio estable, mientras que en ¢ es de equilibrio metastable.

De igual modo, los estados d y a se encuentran a igual temperatura y pre-
sién, pero la funcién de Gibbs en d es mayor que en a. El estado a es esta-
ble y el estado d es metastable.

En los puntos b y e, donde las funciones de Gibbs son iguales, el equi-
librio es nmeutro. A esta temperatura y presion, la sustancia puede existir
indefinidamente en cualquiera de las dos fases o en ambas.

Si la sustancia a que se refiere Ia fig. 7-1 pasa del estado liquido cstable
correspondiente al punto f al estado vapor estable del punto a, segin el pro-
ceso f-e-b-a, que no da lugar a un estado metastable, la curva que representa
el proceso de la fig. 7-3 consta sélo de los segmentos fe y ba. La transicién
de fase de liquido a vapor en el proceso ab se llama transicién de primer
orden, pues aunque la funcién especifica de Gibbs en si misma es continua
a través de la transicién, su primera derivada, igual a —s” o — s/, y repre-
scntada por las pedientes de las curvas fe y ba, es discontinua.

En principio, cxisten también transiciones de fasc, cn las cualces, tanto la
funcién de Gibbs como su primera derivada son continuas, pero la segunda
derivada cambia de forma discontinua. En estas transiciones el calor latente
de transformacién es cero y el volumen especifico no cambia en los sistcmas
PuT. Pero, dado que

(-85
atlv \oth T’ (7-43)

¢l valor de c¢p debe ser diferente en las dos fases. Ejemplos de estas transi-
ciones son el proceso liquido-vapor en el punto critico, la transicién de un
superconductor del estado superconductor al estado normal en campo mag-
nético nulo, las transiciones ferromagnético-paramagnético en un modelo sim-
ple, las transformaciones orden-desorden, etc. Se han realizado experimentos
muy cuidadosos, algunos con la precisién de una millonésima de grado, de la
transicién de fase y parece ser que la Unica transicion real de segundo orden
cs la de los superconductores.
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Un ejemplo de un tercer tipo de transicion llamado transicion lambda
es el que tiene lugar entre las dos fases liquidas del He*, 1llamadas helio
liquido ordinario He I y helio superfluido He II. Esta transiciéon puede tener
lugar en cualquicr punto a Jo largo de la linca que separa estas dos fases li-
quidas en la fig. 2-13. En la fig. 7-4 sc representa ¢, en funcién de T para
las dos fases y la transicién toma su nombre de la semejanza de esta curva
con la forma de la letra griega 4. El valor de ¢, no cambia discontinuamente,
pero su variacién con la temperatura es distinta en las dos fases.

50 x 10°—

40—

30~

¢p (J kilomoi ~1k™1)

Fig. 74 Transicién lambda del Het liquido.

7-6 ECUACION DE CLAUSIUS-CLAPEYRON

La ccuacion de Clausius-Clapeyron® es una importante relacion que describe
la forma cn quce la presidén cambia con la temperatura en un sistema for-
mado por dos fascs en cquilibrio.. Supongamos un liquido y su vapor en
equilibrio a una presion Py temperatura 7, de modo que en estas condiciones
g = g A una temperatura T - d7, la presion de vapor es P + dP y las fun-
ciones de Gibbs son, respectivamente, g” + dg” y g + dg”’. Sin embargo,
como ¢l liquido y el vapor estan en cequilibrio a la nueva temperatura y pre-
sion, resulta que los cambios dg” y dg™ son iguales.

Hemos demostrado que

dg = —sdT + vdP.

* Benoit-Pierre-Emile Clapeyron, quimico francés (1799-1864).
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Las variaciones de temperatura y presién son las mismas para las dos fases;
por tanto,

—5"dT 4 v"dP = —s" dT 4 v" dP
o sea,
(Sl/l — S”) &'T — (U//I — v//) (IP.

Como la diferencia de entropias especificas (s’ —s”) es igual al calor
de vaporizacién L, dividido por la temperatura T, resulta

( Q) _ oy
aT 23 T(vm _ U”) > (7"46)

que es la ecuacién de Clausius-Clapeyron del equilibrio liquido-vapor. Geomé-
tricamente hablando, expresa la pendiente de la linea de equilibrio entre las
fases liquido y vapor en un diagrama P-T, tal como el de la fig. 2-8(a), en
funcién del calor de transformacidn, la temperatura y los volimenes espe-
cificos de las fases.

Cuando el mismo razonamiento se aplica a las fases sélido y vapor o so6-
lido y liquido, se obtienen las ecuaciones correspondientes:

Bt (Bt oo
aT), T — vy’  \ath, T — o) (7-47)

Aunque el calor latente de toda transformacién varia con la temperatura,
siempre es positivo (excepto para el He® por debajo de 0,3 K), lo mismo que
la temperatura T. Ademads, el volumen especifico de la fase vapor es siempre
mayor que el de la fase liquida o sélida y las magnitudes (v'/ —v”") y (v — ")
son siempre positivas. Las pendientes de las curvas de presién de vapor y de
presién de sublimacién son, por tanto, siempre positivas. Sin embargo, el
volumen especifico de la fase sélida puede ser mayor o menor que el de la
fase liquida y, por tanto, la pendiente de la linea de equilibrio sélido-liquido
puede ser positiva o negativa. Esto nos explica por qué la superficie P-v-T de
una sustancia como el agua, que se dilata al solidificarse, difiere de la co-
rrespondiente a una sustancia que se contrae. (Véanse las figs.2-6 y 2-7.)
El término (v” —v’) es negativo para las primeras y positivo para las segun-
das. Por tanto, la superficie de equilibrio sélido-liquido o su proyeccién en
forma de linea en el plano P-T', posce una pendiente decreciente y negativa para
una sustancia como el agua que sc dilata y creciente y positiva para toda
sustancia que se contrae al solidificarse. Las proyecciones de las superficies
liquido-vapor y sdlido-vapor poscen sicmpre pendientes positivas.
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El examen de la fig. 2-10 nos muestra que el hielo I (hielo ordinario) es
la tnica forma de la fase sélida con volumen especifico superior al de la fase
liquida. Por tanto, la linea de equilibrio entre el hielo I y el agua liquida es
la tnica con pendiente decreciente negativa en un diagrama P-T; todas las
demads pendientes son crecientes positivas.

Para variaciones de temperatura y presion no demasiado grandes, los
calores de transformacién y los voltimenes especificos pueden considerarse
constantes y la pendiente de una linea de equilibrio puede aproximarse por
el cociente de las variaciones finitas de presién y de temperatura, AP/AT.
Asi, el calor latente a cualquier temperatura, puede determinarse aproxima-
damente a partir de las mediciones de las presiones de equilibrio a dos tem-
peraturas préximas si se conocen los volimenes especificos correspondientes.
Inversamente, si se conocen la presién de equilibrio y el calor latente a una
temperatura, puede determinarse la presién a una temperatura préxima. En
cdlculos de este tipo supondremos usualmente que el vapor se comporta
como un gas ideal. ‘

Para integrar la ecuacién de Clausius-Clapeyron y obtener una expresién
para la presién en funcién de la temperatura, deben conocerse los calores
de transformacién y los volimenes especificos en funcién de la temperatura,
Este es un problema importante de la quimica fisica, pero no insisteremos
en el tema; sélo mencionaremos que si las variaciones del calor latente pue-
den despreciarse y una de las fases es vapor, que consideraremos como un
gas ideal, y pueden despreciarse los volimenes especificos del liquido o sé-
lido en comparacién con los del vapor, la integracién puede realizarse facil-
mente. La expresion resultante es

(%)232 T(121273‘/P) ’

ap _lydT
P RT
lnP=— i) 4 constante, (7-48)
RT

La ecuacién de Clausius-Clapeyron nos explica también por qué la tem-
peratura del punto triple del agua T, = 273,16 K es mas alta que 'la del
punto del hielo T, = 273,15 K. Esto parece extrafio a primera vista, ya que
a ambas temperaturas el hielo y el agua estan en equilibrio.

La temperatura del punto triple 75 se define como aquella temperatura
para la cual el vapor de agua, el agua liquida y el hielo estan en equilibrio.
A cesta temperatura, la presién de vapor del agua es igual a la presién de
sublimacién del hiclo y la presién del sistema es P;, que tiene un valor de
4,58 Tor. El agua cn su punto triple se halla representada en la fig. 2-9(a).

SEARS — 15
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El punto del hielo se define como la temperatura a la cual el hielo puro
y el agua saturada de aire estdn en equilibrio bajo una presién total de
1 atm. Existe aire en el espacio por encima del sélido y del liquido, asi como
vapor de agua y el aire esta también disuelto en el agua. La presién total P
es de 1 atm y, por definicién, la temperatura es la del punto del hielo T.
Por tanto, la temperatura del punto triple y la del punto del hielo difieren
por dos razones; una es que la presién total es diferente y la otra porque en
el punto del hielo la fase liquida no es agua pura.

Si despreciamos el efecto del aire disuelto y determinamos la temperatura
de equilibrio del hielo y del agua pura al incrementar la presiéon del punto
triple al valor de 1 atm, segin la ecuacidn (7-47), tenemos para el equilibrio
liquido-sélido,

_ T(U”'— UI)

Lo

dT dP.

Las variaciones de temperatura y presién son tan pequefias que podemos
suponer que todos los términos del coeficiente de dP son constantes. Si 1%,
representa la temperatura de equilibrio del hielo y agua pura, integrando el
primer miembro ertre 75 y 17, y el segundo miembro entre P, y la presion
atmosférica P, resulta

T(" — '

T —Ty= )P — p.
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Con tres cifras significativas, T = 273 K, v/ = 1,09 X 10-? m? kg-!, v/ = 1,00 X
10-3 m3 kg, 1, =334 x10°J kg-' y P—P;=1,01 x 10° N m~-2 Por tanto,

T —T; = —0,0075 K.

Es decir, la temperatura del punto del hielo 77, es 0,0075 K por debajo de la

temperatura del punto triple.

El efecto del aire disuelto es disminuir la temperatura a la cual la fase
liquida est4 en equilibrio con el hielo puro a la presién atmosférica en 0,0023 K
por debajo de la temperatura de equilibrio del agua pura. Por tanto, la tem-
peratura del punto del hielo T, es 0,0023 K menor que la de T, o sea,
0,0023 + 0,0075 = 0,0098 K por debajo de la correspondiente al punto triple Tj;.
En resumen, la temperatura del punto triple es 0,0098 K. o sea, aproximada-
mente 0,01 K por encima de la del punto del hielo. Como a la temperatura
del punto triple se le asigna arbitrariamente el valor exacto de 273,16 K, la tem-
peratura del punto del hiclo es aproximadamente 273,15 K.

S ==

!
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-7-7 TERCER PRINCIPIO DE LA TERMODINAMICA )
El tercer principio de la termodindmica gobierna al comportamiento de lo
sistemas que estdn en equilibrio interno cuando su temperatura se aproximi
al cero absoluto. Su historia sec remonta a mas de 100 afios y tiene su origes
en los intentos de encontrar la propiedad de un sistema que determina e
sentido en que tiene lugar una reaccién quimica e igualmente importante
descubrir qué es lo, que determina que una reaccién no se produzca y e
sistema se encuentre en equilibrio quimico, asi como térmico y mecdanicc
La exposicién completa de este problema nos introduciria demasiado e
el campo de la termodindmica quimica, pero las ideas basicas son las si
guientes. Supongamos que en un recinto a presién constante tiene lugar un:
reacciéon quimica y que el recinto estd en contacto con una fuente a la tem
peratura 7. Si la temperatura del sistema crece como resultado de la reac
ci6én, habra un flujo de calor hacia la fuente hasta que la temperatura de
sistema se reduzca a su valor original 7. En un proceso a presién constante ¢
flujo de calor hacia la fuente es igual a la variacién de entalpia del sistema
Si los subindices 1 y 2 se refieren a los estados inicial y final del siste
ma, antes y después de la reaccién, entonces

AH = Hy — H, = —Q, (7-49

en donde — Q, flujo de calor cedido por el sistema, es el calor de reaccién
Los componentes y productos de la reaccién seran naturalmente sustancias
quimicas difcrentes. Asi, si la reaccién es

Ag + HCl = AgCl + LH,,

H, serd la enlalpia de la plata y del 4cido clorhidrico y H, la entalpia dc
cloruro de plata y del hidrégeno.

Antes de que se comprendicra bien el segundo principio de la termodind
mica, se suponfa que todo el calor generado en un proceso quimico a presiér
constante podria aprovecharse para realizar trabajo util. Todos los proceso:
espontaneos se verificarian en un sentido, de modo que el calor fluyera haciu
la fuente térmica y la velocidad de reaccién dependeria del calor de reaccién
Los numerosos experimentos realizados por Thomsen*® vy Berthelot** demos
traron que algunos procesos espontdneos absorben calor durante la reaccién,
Por ello, el calor de reaccién no puede utilizarse siempre para determinal
el sentido en que tiene lugar un proceso.

Partiendo del segundo principio hemos demostrado en la seccién 7-4 que
puede producirse un proceso espontédneo en un sistema mantenido a presidn

* H. P. J. Julius Thomsen, quimico danés (1826-1909).

** Picrre M. Berthelot, quimico francés (1827-1907).
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constante y en contacto con una tuente a la temperatura 7, si la funcién de
Gibbs, ¥ no la entalpia, disminuye. Ambas magnitudes estin relacionadas
por la ecuacion (7-30), ecuacién de Gibbs-Helmholtz. La variacién de la fun-
cién de Gibbs se halla relacionada con la variacién de entalpia por
o[G, — G
GQ—G1=H2“"‘H1+T(—[——£—~—I—])
oT P
o también,
0AG

AG = AH + T(——)P. (7-50) |

AT

Asi, la variacién de entalpia y la variacién de la funcién de Gibbs son iguales
s6lo cuando T(2AG/oT), se aproxima a cero.

AH

AG, AH

T

Fig. 7-5 Dependencia con la temperatura de¢ la variacién de la funcién
de Gibbs y de la entalpia en un proceso isobdrico.

Nernst*, a partir de los resultados de los experimentos de Thomsen y
Berthelot y de cuidadosos experimentos realizados con pilas galvdnicas, ob-
servé que en una reaccidén cl valor de AG generalmente se aproximaba més
al de AH al reducir la temperatura, incluso a temperaturas muy elevadas.
En 1906 Nernst propuso, como principio general, que cuando la temperatura
se aproximaba a cero, no s0lo AG y AH se hacen iguales, sino que también
sus derivadas respecto a la temperatura se aproximan a cero, Es decir,

nm(aAG) =0, lim (@_gg) ~ 0. (7-51)
-0\ 0T /p 70\ 0T /p

*  Walter H. Nernst, quimico alemdn (1864-1941).
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En términos geométricos esto significa que las graficas de AG y AH en fun-
cién de T tienen ambas la misma tangente horizontal para T = 0, como indica
la fig. 7-5.

La primera de las ecuaciones (7-51) puede escribirse en la forma

. (a(Gz — Gl)) . [(aGZ) (aGl)
lim| ——} =lim |{—) — | —
70 oT P T-0lL\OT/p oT

I-o

Teniendo en cuenta que (8G/97T), = — S, resulta
;i_rf:](& — S,) = 0. (7-52)

Este es el teorema de Nernst, que dice:
En las proximidades del cero absoluto, todas las reacciones que tienen lugar
entre sélidos o liquidos en equilibrio termodindmico se verifican sin cambio
de entropia. :

Planck, en 1911, introdujo la hipétesis complementaria de que no sélo la
diferencia de entropia se anula cuando T — 0, sino que:
La entropia de toda sustancia sélida o liquida en equilibrio termodindmico
en el cero absoluto es nula,

es decir, limS = 0. (7-53)

T-0

Esto se conoce como tercer principio de la termodindmica. Por tanto, si la
temperatura de referencia en la definicién termodindmica de entropia se
toma en T, =0, la constante arbitraria S, =0 y la funcién lineal arbitra-
ria de la temperatura que aparece en las expresiones de Gibbs y Helmholtz
de un gas ideal es cero. .

Si la sustancia se calienta reversiblemente a presién o volumen constante
desde T =0 a T =T,, su entropia a una temperatura T es
T

. . ,
dT f dT

Cy—, S, T)=| Cp—. 7-54
"r S e =59

SV, T) =f

0
Como la entropia a una temperatura 7 debe ser finita, las integrales no pue-
den diverger; y Cy y Cp deben aproximarse a cero cuando la temperatura se
aproxima a cero:

limCp =1lim Cp = 0.

7-+0 d T7-0 I (7‘55)
Dejamos como ejercicio la demostracién de que Cp/T = (8S/8T), puede real-
mente diverger cuando T se aproxima a 0 K. (Problema. 7-29.)
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El teorema de Nernst implica que la variacién de entropia es nula en todo
proceso a 0 K. Por ejemplo, ‘

lim (?E) = lim (§§_) = 0. (7-56)
7-0\OP/T r-0\OV/r
Utilizando las relaciones de Maxwell (seccidon 7-3), se obtiene
4 . dpP
lim (-———) = lim (—) = 0
7-+o\@T/p 10 \0T/y (7-57)

y como V permanece finito cuando 7' — 0, podemos decir también

il =0 (7-58)

Las figs. 3-10 y 2-16, tipicas de todos los sdlidos, muestran que, en efecto,
los calores especificos y los coeficientes de dilatacién se aproximan a cero
cuando T — 0. Los métodos estadisticos, como veremos en el capitulo 13, pre-
dicen que a muy bajas temperaturas los calores especificos tienden a cero.
También llevan a la expresion de la entropia en el cero absoluto y, en cier-
tos sistemas, la entropia se anula de acuerdo con la hipétesis de Planck.

El tercer principio también implica que es imposible reducir la tempera-
tura de un sistema al cero absoluto mediante un namero finito de operacio-
nes, como veremos a continuacién. El método mas eficaz de alcanzar el cero
absoluto es aislar el sistema del medio exterior y reducir su temperatura por
debajo de la del medio exterior mediante’ un proceso adiabético en el cual
el sistema realiza un trabajo a expensas de su energia interna. Consideremos
un proceso adiabatico reversible que lleva el sistema del estado 1 al 2 segin
una trayectoria que modifica una propiedad X y la temperatura T del siste-
ma. De la ecuacién (7-54) se deduce que

T
« Cyr
X dT

Sl(Xa» ’I:z) =f
o T

. Ty CX»
So( Xy, Tp) = ——dT.
o T

.En un proceso adiabético reversible,

SI(Xa) Ta) == S2(Xb: Tb):
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y por tanto,

Ta C Iy C
f Yo dT = X ar. (7-59)
0 T 0 T

Si el proceso continda hasta que T, = 0, como cada una de las integrales
es convergente,

T ~
s C
J e 4T = 0.
o T

Sin embargo, Cy, es mayor que cero para 7T, distinto de cero y la ecuacién
(7-59) no puede cumplirse. Por tanto, el cero absoluto de temperaturas no
puede alcanzarse. Esto se denomina a veces enunciado de inaccesibilidad del
tercer principio. Matemdticamente se expresa diciendo que

(0T[0X)g = O para T = 0 K. (7-60)

En laboratorio se han alcanzado temperaturas de 10-3 K. Se han enfriado
también ntcleos de cobre hasta casi 10-¢ K, pero el mal contacto térmico
entre el sistema de spin nuclear y la red cristalina ha impedido que ésta
alcanzara esas temperaturas tan bajas.

PROBLEMAS

7-1 Deducir las ccuaciones (7-16) y (7-17).

7-2 Dibujar cuidadosamente un ciclo de Carnot de un gas ideal en un diagrama g-s.
Sefializar cada uno de los procesos e indicar el sentido de recorrido del ciclo si
se trata de una mdquina frigorifica. Suponer que s es mayor que cp.

73 Demostrar que si F se conoce en funcién de V yT

oF oF
H=F—T{—) - v[—
(&)~ ()

G =r— (&
! v

7-_4 Utilizar la ecuacion (7-16) para deducir: (a) la ccuacion de cstado, (b) la ecua-
cién de energia, (c) la funcién de Gibbs y (d) la entalpia de un gas ideal.

7-5 A partir de la ecuacién (7-17) deducir la ecuacién de estado y la ecuacién de
energia de un gas de van der Waals.

7-6 La funcién especifica de Gibbs de un gas viene dada por

g = RTIn (P[Py)) — AP,
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en donde A es funcién exclusiva de T. (a) Deducir expresiones para la ecuacién de
estado del gas y su entropia especifica. (b) Deducir expresiones para los restantes
potenciales termodindmicos. (c) Deducir expresiones para ¢, y ¢, (d) Deducir
expresiones para el coeficiente de compresibilidad isotérmica y el coeficiente de
“dilatacién. (e) Deducir una expresién para el coeficiente Joule-Thomson.

771 La funcién especifica de Gibbs de un gas se representa por

g = —RTIn (v/vy) + B,

en donde B es funcién exclusiva de T. (a) Demostrar explicitamente que esta forma
de la funcién de Gibbs no especifica completamente las propiedades del gas. (b)
¢Qué otra informacién es necesaria para especificar completamente las propiedades
del gas?

78 ¢Representa la expresién

f = RTIn (yy/v) + CT?,

en la que C es una constante positiva, una especificacién razonable de las propie-
dades de un gas a temperaturas y presiones normales?

79 Deducir las ecuaciones (7-36), (7-37) v (7-38).

7110  Sea ¢ una propiedad de un sistema representada por la ecuacion

U+ PV

P =38 —
T

T 0P
= EI;T’

oD oM
U=TT|— o —
REREEN

oM
S =0 + T(—-) .
oT /.,

Demostrar que

7-11 La ecuacién (3-6) expresa el trabajo nccesario para alargar un alambre. (a)
Deducir las expresiones de las diferenciales de los potenciales termodindmicos.
(b) Deducir las cuatro relaciones de Maxwell de este sistema. (c¢) Deducir las ecua-
ciones T dS.

7-12 (a) Deducir los potenciales termodindmicos vy sus diferenciales exactas para
un sistema &ZT. (b) Deducir las relaciones de Maxwell y (c) las ecuaciones T dS
~del sistema. '

7-13 El trabajo d’W experimentado por un gas paramagnético en un proceso re-
versible, viene dado por la ecuacién (6-69). (a) Deducir expresiones para dE, dU,
dH, dF, dG y dF* en este sistema. (b) Utilizar las expresiones deducidas en (a)
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para obtener las relaciones de Maxwell de este sistema. (c) Escribir las ecuaciones
T dS de un gas paramagnético.

7-14 Dar un ejemplo de un cambio en la restricciéon impuesta a un sistema que
cambie sus propiedades si se encuentra: (a) completamente aislado, (b) a tempera-
tura y presién constantes, (c¢) a temperatura y volumen constantes .

7-15 Demostrar que la energia interna de un sistema a entropia y volumen cons-
tantes debe decrecer en un proceso espontaneo.

7-16 Si la funcién de Gibbs de un sistema debe decrecer durante cualquier proceso
espontdneo en el cual la temperatura y la presién permanecen constantes, demos-
trar que la entropia de un sistema aislado debe crecer. [ Sugerencia: Demostrar que
(AG); p se incrementa en cualquier proceso que incluya una etapa en la cual (AS),
disminuye.] ‘

7-17 Siguiendo el mismo método utilizado en el problema anterior, demostrar que
si la funcién de Gibbs de un sistema debe decrecer durante un proceso espontineo
a temperatura y presién constante, (a) la funcién de Helmholtz también debe de-
crecer en todo proceso espontidneo a temperatura y volumen constantes y (b) la
entalpia debe disminuir en todo proceso espontineo a presién y entropia constantes.
7-18 ¢Qué puede afirmarse respecto a la variacién de la funcién de Gibbs durante
un proceso espontdneo de un sistema completamente aislado?

7-19 Dibujar cualitativamente en un plano g-P y en un plano g-T las curvas co-
rrespondientes a las fases de una sustancia que se sublima en lugar de fundirse.
720 Dibujar cualitativamente las curvas que representan las fases solida, liquida
y vapor de agua pura: (a) en el plano g-P para T = —10°C y (b) en el plano gT
para P = 2 atm, de modo que puedan indicarse las transiciones de una fase a otra.
721 Representar las graficas de g y sus primeras y segundas derivadas en funcién
de T y P para: (a) una transicién de primer orden y (b) una transicién de segundo
orden. .

722 La funcién especifica de Gibbs de las fases solida y liquida de una sustancia
se representa en la fig. 7-6 en funcién de la temperatura a una presién constante de
10> N m~-2, A presiones mds elevadas las curvas de g en funcién de T son paralelas
a las indicadas. Los voliimenes molares del s6lido y del liquido son, respectiva-*
mente, 0,018 y 0,020 m3 kilomol-!. (a) Representar aproximadamente a escala las
curvas de g cn funcidn de P para las fases sélida y liquida. Justificar dichas curvas.
(b) Si un kilomol del liquido se sobreenfria a 280 K y luego se transforma en
s6lido isotérmica e isobdricamente a 105 N m-2, calcular AG, AS, AH, AU y AF para
el sistema y AS para el universo.

7-23 (a) Calcular la pendiente de la curva de fusién del hielo en (N m-2 K-1) en el
punto de fusién normal. El calor de fusién a esta temperatura es 3,34 x 105 J kg-!
y la variacién de volumen especifico en la fusién es de — 9,05 x10-5 m3 kg-L. (b) El
hielo a —2°C y presién atmosférica se comprime isotérmicamente. Determinar la
presién a la cual el hielo se empieza a fundir. (c) Calcular (9P/oT), para el hielo
a —2°C. (8 =157 x 10-5 K-1y « = 120 x 10-12 m? N-1) (d) El hielo a —2°C y pre-
sién atmosférica, se mantiene en un recinto a volumen constante y la temperatura
crece gradualmente. Determinar la temperatura y presién a la cual comienza a
fundirse ¢l hiclo. Representar este proceso y el de la parte (b) en un diagrama P-T
como ¢l de Ia fig. 29(a) y cn una superficie P-V-T' como la de la fig. 2-7. Suponer
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20 X 10

1,8 X 104

g (J kilomol -1)

1,6 X 10%

Temperatura (K)

que la curva de fusién y la variacién del cambio de presién con la temperatura a
volumen constante son ambas lineales. '

724 Demostrar que en €l plano P-V la pendiente de la curva de sublimacién en ¢l
punto triple es mayor que la pendiente de la curva de vaporizacién en el mismo
punto.

725 La presion de vapor de un sélido determinado y la de un liquido de la misma
sustancia vienen dadas respectivamente por las ecuaciones In P =004 —6/T y
In P = 0,03—4/T, en donde P se expresa en atmoésferas. (a) Determinar la tempera-
tura y la presién del punto triple de esta sustancia. (b) Determinar los valores de
los tres calores de transformacién en el punto triple. Realizar las aproximaciones
adecuadas.

7-26 En la fig. 7-7 se muestra un diagrama idealizado de la cntropfa de las fascs
sélida y liquida del He3 en funcién de la temperatura para la presién de fusién.
(El He? no se licua a la presién atmosférica.) El volumen molar del liquido es
superior al del sélido en 10-3 m3 kilomol-! en todo el intervalo de temperaturas.
(a) Representar detalladamente la grafica de la curva de fusién en el plano P-T.
La presion de fusién a 0,3 K es 30 atm. (b) Exponer procesos de solidificacién del
He? por debajo de 0,2 K. ' ‘ :

727 (a) El He? liquido a 0,2 K y presién ligeramente inferior a la de fusidn, se
comprime adiabaticamente hasta una presién. algo superior a la de fusién. Uti-
lizar la fig. 7-7 para calcular la variacidén de temperatura del He’. Razonar las
aproximaciones efectuadas. (b) ¢Cémo puede utilizarse este efecto como refrigera-
dor a bajas temperaturas?

728 En una transicién de fase de segundo orden s, =5, 0 v, = v, para una deter-
minada presidén y temperatura, en dondc f ¢ { representan las fases final ¢ inicial.
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Figura 7-7

Demostrar que en estos casos la ecuacién de Clausius-Clapeyron puede escribirse
en la forma

dpP Vocp,—epy dP B, — B;

dr  Tv By — B, © AT x; — x;’
respectivamente. [Sugerencia: Comenzar con una relacion T dS apropiada.]
729 Un [isico especializado en bajas temperaturas desea publicar su resultado ex
perimental, segiin ¢l cual la capacidad calorifica de un material dieléctrico no mag
nético entre 0,05 y 0,5 K varia scgln la forma ATY2 4 BT3. ¢Si usted fuera el editot
de la revista, aceptaria ¢l trabajo para su publicacién?
7-30  Demostrar que ¢l enunciado de Planck del tercer principio puede deducirsc
a partir del enunciado de inaccesibilidad del cero absoluto.
7-31 El cnunciado de Planck del tercer principio establece que una superficic
isoentrépica cubre ¢l plano 7" =0 K. Deducir la ecuacién (7-60) demostrando que
si esta superficie tuviera una rama a temperaturas mas elevadas, el calor espe-
cifico a X constante serfa negativo.
7-32 Un polimero, mantenido a tensién constante, se contrae cuando la tempera-
tura aumenta. Dibujar una curva que represente la longitud del polimero en fun-
cién de la temperatura cerca de 0 K y razonar las distintas partes del dibujo.
7-33 (a) Demostrar que la ley de Curie de una sustancia paramagnética ideal y
la .ecuacién de estado de van der Waals no pueden ser validas cerca de 0 K. (b)
Demostrar que no pueden existir transiciones de fase de primer orden a 0 K.
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81 POTENCIAL QUIMICO

En este capitulo se aplican a algunos sistemas simples los principios termo-
dindmicos desarrollados en capitulos anteriores. Comenzaremos por eliminar
la restriccién que consideraba el sistema cerrado e investigaremos coémo se
modifican las expresiones desarrolladas al admitir que la masa entra o sale
del sistema o es intercambiada por las distintas partes del mismo.

Supongamos que un recinto de volumen V se divide en dos partes por
medio de un tabique. A un lado del tabique existen n; moles de un gas ideal
y al otro lado »n, moles de un gas ideal distinto, estando ambos a la misma
temperatura T y presion P.

Al quitar el tabique, cada gas se difunde en el otro y eventualmente se
alcanza un nuevo estado de equilibrio, en el cual ambos gases ocupan el
mismo volumen total' V. Si los gases son ideales, no hay cambio en la tem-
peratura T o en la presién total P. Las presiones parciales finales de los
gases son p, y p,; cumpliéndose ademas, que p, + p, = P.

La funcién inicial de Gibbs del sistema es

G, = Mgy + Nagois

cn donde gy y gx son los valores iniciales de la funcién especifica de Gibbs
de los gases respectivos. Segin la ecuacion (7-14),

gu = RT(InP + $1), g = RT(In P + ba),

en donde ¢, v ¢, son funciones exclusivas de la temperatura.
El valor final de la funcién de Gibbs es

Gy = mgiy + Ma28oy;

y como la presion final de cada gas es su presién parcial p,

g = RT(np, + ¢1), gor = RT(Inpy + o).
Las magnitudes ¢, y ¢, tienen el mismo valor en los estados inicial y final,
pues son funciones exclusivas de la temperatura.

Las fracciones molares x; y x, de cada constituyente en el estado final s¢
definen en la forma

ny m Iy "y
Xy = o= e, Xy = ——— =, (81

iy 4 ny n ny =y n

P
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en donde n = n; + n, es el namero total de moles. Como ambos constitu-
yentes son gascs ideales y ambos ocupan el mismo volumen V a la misma
temperatura T,

Vv PV PV
ny ==, g =, n=—;
R RT RT
por tanto,
x, =8 = . (8-2)
p p

En consecuencia,

Inp, =InP 4+ In xy, Inp, =1InP + Inx,

gy = RI(InP + ¢ + Inx,), oy = RT(In P + ¢, + In xy)

El potencial quimico p de cada gas en la mezcla se define por

p=RIInP + ¢ + Inx)
= RT(Inp + ¢)
=g + RT In x, : (8-3)

en donde g e¢s la funcién especifica de Gibbs a la temperatura T y presién
total P. La funcién de Gibbs final del sistema es, por tanto,

G, = nyuy + nyps.
La variacién de la funcién de Gibbs en el proceso de mezcla es

Gy — G, = m(p; — g1) + naus — go)
= RT(ny In x; + nyln x,). (8-4)

La expresion entre paréntesis es nccesariamente megativa, ya que x; y x, son
ambas [racciones inferiores a la unidad; por tanto, la funcién de Gibbs dis-
minuye cn el proceso de mezcla irreversible, como ya demostramos que ocu-
rria en todo proceso a temperatura y presidén constantes.

Como ejemplo, consideremos un recinto de volumen V dividido en dos
partes por un tabique de separacion. Al lado izquierdo existen 2 kilomoles de
gas helio y al lado derecho 1 kilomol de gas neén. Ambos gases se hallan a la
temperatura de 300 K y presién de 1 atm. Al quitar el tabique los gases se difun-
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den entre si y se alcanza un nuevo estado de equilibrio. La fraccién molar de
cada uno de los gases de la mezcla viene dada por la ecuacién (8-1):

2
2 +1

[FSRIN )
—
—

Xye = y XNe = =73

y sus presiones parciales son

Il

Pue = 0,67 atm y Prne = 0,33 atm.

El potencial quimico de cada gas es
Hire = gue + R(B00) In 0,675 py, = gy, + R(300)In 0,33,

en donde gy, v gy, son las funciones especificas de Gibbs de cada unoc de los
gases a la misma temperatura y presion. El potencial quimico de cada consti-
tuyente del gas es funcién lineal de la temperatura y depende del logaritmo
neperiano de la fraccién molar de dicho constituyente en el gas.

La variacién de la funcién de Gibbs en el proceso de mezcla es

AG = G; — G; = RTQ1n 0,67 + 11n0,33),
= —5 x 10°7.

La variacién de entropia durante el proceso de mezcla puede calcularse a par-
tir de la primera de las ecuaciones (7-27):

(aAG

AS —5—77)1) = — R(n; Inx; + n,In x,)

= 2R
= 16,6 x 10°J K,

El concepto de potencial quimico se ha introducido a través del cjemplo
simple de una mezcla de dos gases ideales. Pero el conceplo tiene un signi-
licado mucho més amplio y es basico en muchos problemas de quimica-
fisica. Es aplicable a soluciones y a gases, a sustancias que pucden reaccio-
nar quimicamente y a sistemas donde se halla presente mas de una fase.
En la siguiente seccién demostraremos que un sistema estd en equilibrio
quimico cuando el potencial quimico de cada constituyente tiene el mismo
valor en cada fase,

La relacién general entre u y g para cualquier constituyente de cualquier
fase tiene la misma forma de la ecuacién (8-3):

w=g-+ RTIn x,

cn donde x es la“fraccién molar del constituyente:

n,
X; ==
X
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Si una fase consta de un solo constituyente, x =1, In x =0y
u=g (8-5)

En este caso el potencial quimico es igual a la funcién especifica de Gibbs,

El problema del equilibrio liquido-vapor tratado en la seccién 7-5 es un
ejemplo. En este caso existe un solo constituyente, p = g, y, como hemos
demostrado, las funciones especificas de Gibbs g” y g”” son iguales en el es-
tado de equilibrio estable.

Si se trata de un sistema formado por una sola sustancia pura el con-
cepto de potencial quimico puede obtenerse de forma distinta. La combina-
cién del primero y segundo principios para un sistema PVT cerrado nos
dice que

dU = TdS — PdV.

Si consideramos U como funcién de S y V, también podemos escribir

ou dU)
= | 2=} dS — | dv, _
v (8S)V + (aV s (8-6)
de donde resulta
8U) (8U)
—] = T, — ] = —P. 8-7
(85 v oV/s &7

La energia interna U es una propiedad extensiva proporcional al niimero
de moles incluidos en el sistema. La ecuacién (8-6) exige un sistema cerrado,
para el cual el nimero de moles n es constante. Sin embargo, si el sistema
es abierto, de tal modo que podemos afiadir o quitar materia, la energia
interna se convierte en una funcién de n, ademas de S y de V, es decir,

oU 8U) (BU)
= | =— —1 dv —1 dn. 8-8
v (aS)V.ndS + <8V S.n + on/sy (8-8)

En el caso especial en que dn = 0, esta ecuacién se reduce a la (8-7) y, por

tanto,
ouU aU)
%) =T 2Z) = —p. 8-9
(as)m ’ <8V S.n (&-9)

El subindice adicional n de las derivadas parciales simplemente pone de
manificsto explicitamente lo que se supone en las ecuaciones (8-7), a saber,

SEARS — 16
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que en- estas ecuaciones n es constante. El coeficiente de dun en la ecuacién
(8-8) se define ahora como el potencial quimico pe

=(a_v) o
M= on S,V’ (8—10)

es decir, el potencial quimico representa la variacién de energia interna por
mol de sustancia afiadido al sistema en un proceso en el que S y V son
constantes; la ecuacién (8-8) puede, por tanto, escribirse en la forma

dU = TdS — PdV + udn. (8-11)

Esta ecuacién es la forma general de la combinacién del primero y se-
gundo principios para un sistema PVT abierto. De un modo mas general,
si X representa una variable extensiva correspondiente al volumen V e Y a
la variable intensiva correspondiente a la presién P, el trabajo de un proceso
reversible diferencial es Y dX y

dU =TdS — YdX + udn. (8-12)
El potencial quimico puede también expresarse de otros modos. Si escri-
bimos la ecuacién (8-12) en la forma

1 Y
dS = —dU 4+ — dX — /idn
T T T

y consideramos S como funcién de U, X y n, resulta que las derivadas par-
ciales de S respecto a U, X y n, manteniendo las otras dos variables cons-
tantes, son iguales a los coeficientes de las diferenciales dU, dX y dit. Por
tanto,

85)
= —T{Z2 . .
# (an U.X (8-13)

La diferencia de la funcién de Helmholtz F = U —TS, entre dos estados
de equilibrio préximos, es

dF = dU — TdS — SdT

y cuando entre esta ecuacién y la ecuacién (8-12) se elimina dU, tenemos
para un sistema abierto

dF = —8dT — Y dX - udn,
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de donde resulta

_ ?.E)
r= (311 7.X (8-14)

De igual modo, la diferencia de la funcién de Gibbs G =U—T7S 4 YX,
para un sistema abierto, es

dG = —SdT + XdY + wudn (8-15)°
Yy
-9 o
w= onlr.y’ (8-16)

Esta ecuaciéon es equivalente a la definicién de p para el caso especial
expuesto anteriormente en esta seccién. Para un solo constituyente, G = ng,

y, por tanto,
-(2) -
K on/my

En resumen, tenemos las siguientes expresiones para el potencial quimico:

o), (2
¢ on/u.x onlr.x onlr.y

82 EQUILIBRIO DE FASES Y REGLA DE LAS FASES

La exposicién de la seccién anterior para un componente puede extenderse
facilmente al caso de una fase compuesta de k constituyentes. La energia
interna de la fasc es

U= U, V,ny, oo M (8-17)

en donde 1y ¢s ¢l nimero de moles del constituyente i-€simo presente en la
fase. La ccuacion (8-8) pucde cscribirse cn la forma

au) (8U> , (au) (aU)
dU = |—) dS — IV 4 == ng 4+ — dn,, (8-18
(85 V.on + ov s.nc —{ on, S,V.n'{ " on /s v o )

en donde el subindice #’ significa que el namero de moles de todos los cons-
tituyentes es constante, excepto para aquél que aparece en la derivada.
La ecuacion (8-11) puede escribirse en la forma

dU = TdS — PdV + pydny + » - + u, dny, (8-19)
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en donde

Hy = ( a—U) , etc. (8-20)

onJgs,v.n

La dltima ecuacién define el potencial quimico del constituyente i-ésimo en
la fase.

De igual modo, la diferencia de funcién de Gibbs entre dos estados a igual
temperatura y presion para un sistema abierto de k constituyentes es '

dG = dU — TdS + PdV.

Comparando con la ecuacién (8-19) resulta

dG = pydny + 4 py dn, (8-21)

y (5n)
My =1 .
a"li P AR (8_22)

Queda ahora por demostrar que el potencial quimico de un constituyente
10 fie.apende del tamafio de la fase, sino que queda determinado por la com-
‘)05101(')r1 relativa, la presién y la temperatura. Consideremos que la fase esta
‘ormada por dos partes que son iguales en todos los aspectos. Si se afiaden
"y moles de constituyente i a cada mitad de la fase sin modificar ni la pre-
iién ni la temperatura de cada una de ellas, la presidn y la temperatura y
wesidn de toda la fase no se modifican y puede escribirse para cada mitad

4y = AC
" An,
‘ara las dos mitades resulta
2AG AG
My = = .
2An;  An,

'or tanto, el potencial u es independiente del tamafio de la fase.

Suppngamos ahora que tenemos una fase a la temperatura T, presion P
funm.c’)n de Gibbs G; y afadimos cicrta cantidad de masa que se encuentra
.la‘rmsma temperatura y presién. De acuerdo con lo anterior, podemos es-
ribir ahora la ecuacién (8-21) como '

G — Gy= i, +  + e (8-23)
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Por tanto, resulta igualmente
U=TS — PV + pny + -+ pat, + Gos
H=TS + wn, + -+ wm + Go, (8-24)
= —PV 4+ i + -+ iy + G

En la seccién 7-5 se demostré que si dos fases de una sustancia pura estan
en equilibrio a temperatura y presién constantes, la funcién especifica de
Gibbs tiene el mismo valor en ambas fases. Con esta consideracién podemos
deducir la ecuacién de Clausius-Clapeyron. Supongamos ahora el equilibrio
de un sistema formado por mas de una fase.

Es evidente que sélo puede existir una fase gaseosa, pues los constitu-
yentes afiadidos a esta fase se difundirian hasta obtener una mezcla homo-
génea. Sin embargo, puede existir maés de una fase liquida, ya que la inmiscibi-
lidad de ciertos liquidos excluye su homogeneidad. De un modo general, las
mezclas de sélidos no son homogéneas, excepto en circunstancias especiales.
Por ejemplo, una mezcla de limaduras de hierro y azufre o los diferentes
tipos de hielo, deben considerarse como fases soélidas distintas. Por otra
parte, algunas aleaciones metalicas pueden considerarse como una sola fase
sélida.

Nuestra observacién previa de que la funcién especifica de Gibbs tiene
el mismo valor en cada fase del equilibrio entre fases de un solo constitu-
yente requiere modificarse cuando en el sistema estd presente mas de un
constituyente. Consideremos un sistema cerrado formado de « fases y k cons-
tituyentes en equilibrio a temperatura y presién constantes. Como antes, el
constituyente se designara por un subindice i =1, 2, 3, ..., k, y la fase por
un supraindice (j) = 1,2, 3, ..., =. Asi, el simbolo ;4‘12’ representa el potencial
quimico del constituyente 1 en la fase 2. v

La funcién de Gibbs del constituyente i en la fase j es igual al producto
del potencial quimico ! de dicho constituyente en la fase j por el numero de
moles n' del mismo en dicha fase. La funcién total de Gibbs de la fase j
cs la suma de todos cstos productos extendidos a todos los constituyen-
tes, es decir, '

KPR

&), G
> w'n.
io1

Finalmente, la funcién total de Gibbs del sistema completo es igual a la
suma de todos cstos sumatorios extendidos a todas las fases del sistema y
puede escribirse en la forma

" jm=mmi=k

. G =3 >un (8-25)

j=1i=1
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Ya hemos visto en la seccién 7-1, que la condicién necesaria para el equi-
librio estable de un sistema a temperatura y presion constantes, es que la
funcién de Gibbs del sistema pase por un minimo. Es decir, cuando compa—
ramos el estado de equilibrio con un segundo estado a igual temperatura y
presién, pero que difiera ligeramente del estado de equilibrio, la variacidn
primera de la funcién de Gibbs es cero: dG;p = 0.

En el segundo estado, los nimeros de moles n de cada constituyente en
cada fase son ligeramente distintos de sus valores de equilibrio. Por tanto,
como los potenciales quimicos son constantes a temperatura y presidon cons-
tantes, resulta de la ecuacién (8-25),

=ri=k

dGpp =3 Su dnth = 0,

j=li=1

(8-26)

en donde dn'? representa la pequefia diferencia en el nimero de moles del

constituyente i en la fase j. Desarrollando unos pocos términos en el doble
sumatorio, resulta

(1) dn(l) + M(2) dn(Z) 4o
+ [u(l) d”(l) + M(Z) dn(22) + -

+ [u(n') (1r)
.y ‘u(n) (n')
(8-27)

+ ,u(l)d”(l) 4 lu(z) dn(Z) o+ o+ /u‘l(c”) d”i«ﬂ) = 0.

Si todos los diferenciales dn' de esta larga ecuacién fueran independicn-
tes, de tal modo que se le pudiera asignar a cada uno cualquier valor arbi-
trario, la ecuacién podria satisfacerse sélo si el coeficiente P de cada uno
fuera cero. Asi, aunque determindsemos una serie de uf? tal que la suma fue-
ra cero para una eleccién arbitraria de las dnf“ esta suma no scria cero para
una eleccién arbitraria distinta. Sin embargo, la cantidad total dc cada cons-
tituyente en todas las fases debe ser constante, pues ninguno de ellos puede
ser creado, destruido o transformado. La disminucién de la cantidad de
un constituyente en una fase vienc acompafiada de un incremento de dicho
constituyente en otras fases. Asi, las diferenciales dn‘j’ no son independientes,
sino que

A 4 dnf® 4 - 4 dnf? =0,
dn{ + dn® + - 4 dnf?) = 0,
: (8-28)

dnfV - dn® g dn{™ =0,
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La solucién de la ecuacién (8-27) viene restringida por las k condiciones ex-
presadas por estas ecuaciones condicionales.

Para determinar esta solucién, el valor de dn!V obtenido de cada una de
las ecuaciones (8-28) se sustituye en la linca corrcspondlcnte de la ecuacién
(8-27). La primera linea de la ecuacién (8-27) toma la forma
- dnl?

(l)(dn(ﬁ) + d”(’}) - d”(ln)) + M(Z) dn(Z) I

que puede escribirse también del modo siguiente:

(‘u(12) l)) dn().) + (Mi:}) - /Ll”) d”(i) - 4 ({U.(”) - M;l)) dn(l").

Expresiones semejantes pueden escribirse para cada linea de la ecuacién (8-27);
pero ahora cada una de las dn'? restantes (en las cuales j 7 1) es independiente
y puede variarse arbitrariamente. A fin de que la ecuacidn (8-27) tenga solu-
cién para todas las variaciones arbitrarias de estas dn'?, sus coeficientes deben

ser iguales a cero. De la primera linea de la ecuacién (8-27), resulta

@ ., m @ ) (m) (1)
i TR A R My
es decir, el potencial quimico de este constituyente debe tener el mismo valor
en todas las fases. Si el proceso se repite para todos los constituyentes, se
obtiene como resultado que el polencial quimico de cada componente tiene
el mismo valor para todas las fases, cs decir,

) =P = =l

) = p == ",
' (8-29)

w = ==

Si este es el caso, podemos omitir los supraindices de las ecuaciones an-
teriores y llamar simplemente p,, u,, etc., a los potenciales quimicos. La pri-
mera linea de la ecuacién (8-27) toma la forma

mdn? + dnl® 4 - - dn{™)

la cual, scgtin la primera de las ecuaciones condicionales, es igual a cero.
Lo mismo ocurre con los demds componentes y la ecuacién (8-27) se satisface.
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No es obvio que las ecuaciones (8-29) sean las necesarias, asi como las sufi-
cientes. En el apéndice B se da una prueba de ello. Las ecuaciones (8-29) son
generalizaciones del resultado deducido anteriormente, segiin el cual, cuando
dos o mas fases de un solo componente estdn en equilibrio, el potencial qui-
mico tiene el mismo valor en todas las fases.

Supongamos que las fases de un sistema no estdn en equilibrio. La fun-
cién molar de Gibbs de cada componente no tendrd entonces el mismo valor
en cada fase. Por cada componente en el cual exista una diferencia en la
funcién molar de Gibbs, existe una tendencia llamada tendencia de escape
para escapar espontdneamente de aquella fase en que la funcién molar de
Gibbs es mayor hacia aquella donde esta funcién es menor, hasta alcanzar
el equilibrio entre las fases, es decir, hasta que la funcién molar de Gibbs
tiene el mismo valor en todas ellas. Inversamente, la tendencia de eséape
de todos los componentes es la misma en todas las fases cuando el sistema se
encuentra en equilibrio.

La regla de las fases, deducida por vez primera por Gibbs, es consecuencia
légica de las conclusiones deducidas anteriormente. Consideremos en primer
lugar un sistema heterogéneo en el cual estdn presentes los componentes en
todas las fases. Las ecuaciones (8-29) que determinan las condiciones del equi-
librio de fases son k(r — 1) en numero. La composicién de cada fase que
contiene k componcentes queda determinada si se conocen k—1 de ellos, ya
que la suma de las fracciones molares de todos los componentes de una f’ase
debe ser igual a la unidad. Por tanto, para = fases, existe un total de a(k —1)
variables, ademds de la temperatura y la presién, que deben especificarse.
Hay, pues, un total de =(k— 1) + 2 variables.

Si ¢l nimero de variables es igual al ntumero de ecuaciones, aunque no
podamos resolver realmente las ecuaciones, la temperatura, la presion y la
composicién de cada fase estd determinada. El sistema se llama invariante
y se dige que el nimero de variancias o grados de libertad es cero.

Si ¢l nimero de variables es mayor en una unidad al numero de ecuacio-
nes, puede asignarse un valor arbitrario a una de las variables y las demds
quedan completamente determinadas. El sistema se llama entonces mono-
variante y el niimero de variancias o grados de libertad es uno.

En general, el nimero de variancias f se define como el exceso del nime-
ro de variables respecto al numero de ecuaciones, es decir,

S=[rlk — 1) + 2] — [k(w — 1)]

o sea,
J =k — m 4 2.(Sin reacciones quimicas) (8-30)

Esta ecuacidn constituye la regla de las fases de Gibbs.

v
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Como ejemplo, consideremos el agua liquida en equilibrio con su vapor.
Hay un solo componente (H,0) y k = 1. El ndmero de fases es dos (7 =2)
y el ntimero de ecuaciones del equilibrio de fases es

k(w — 1) =1

Esta tnica ecuacién establece simplemente que, como hemos demostrado
previamente, el potencial quimico u tiene el mismo valor en ambas fases.
El ntimero de variables es :

wk — 1) +2=2. .

Estas variables son la temperatura T y la presién P, ya que en ambas fases
la fraccién molar del tinico componente debe ser igual a 1. La variancia f es,

pues,

lo cual significa que puede asignarse un valor arbitrario a la temperatura T
o a la presién P, pero no a ambos. (Naturalmente existen limitaciones a estos
valores arbitrarios, ya que deben hallarse dentro de un intervalo en el cual
el agua liquida y el vapor de agua puedan existir en equilibrio.) Asi, si espe-
cificamos la temperatura T, la presién P sera forzosamente la presién de
vapor del agua a esta temperatura y no podemos darle cualquier valor arbi-
trario. Si hacemos la presién superior a la presién de vapor, manteniendo
constante la temperatura, todo el vapor se condensaréa al estado liquido como
indica la isoterma de la fig. 2-9. Y si hacemos la presién inferior a la presién
de vapor, todo el liquido se evaporara.

En el punto triple del agua, las tres fases estan en equilibrio y = =3.
Por tanto, k(r—1) = 2 y existen dos ecuaciones de equilibrio de fases que
establecen que el potencial quimico en una de las fases es igual a su valor
en cualquiera de las gtras fases. El nimero de variables es n(k—1) + 2 =2,
es decir, igual al niumero de ecuaciones. El ntimero de grados de libertad es:

f=k—m4+2=0

y el sistema és, por tanto, invariante. No podemos asignar un valor arbitra-
rio a la temperatura ni a la presién. Cuando un sistema como la célula del
punto triple de la fig. 1-3 ha sido preparada en cualquier laboratorio, su
temperatura es necesariamente la del punto triple del agua y su presién
la de vapor a esta temperatura. Por esta razén, la temperatura del punto triple
del agua se ha clegido como el tinico punto fijo de la escala de temperaturas
termodinamicas; puede reproducirse con precision en cualquier punto y en
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cualquier momento. Naturalmente, el punto triple de cualquier otra sustan-
cia pura serviria igualmente, pero se escogidé el agua por su universal accesi-
bilidad en estado puro.

Facilmente se demuestra que si un componente falta en una fase, el nu-
mero de variables y el nimero de ecuaciones se reducen en una unidad. Por
tanto, desaparece la restriccién original de que cada componente estd pre-
sente en todas las fases y la ecuacioén (8-30) contintia siendo valida.

Si dentro del sistema tiene lugar una reaccién quimica, los componentes
no son completamente independientes. Supongamos que los cuatro constitu-
yentes A, B, C y Dgexperimentan la reacciéon

nAA + nBBﬁ ncc + nDD,

en donde las n son los nliimeros de moles de los componentes. En este caso
tenemos una ecuacién independiente adicional, de modo que el nimero total
de ecuaciones independientes es k(r-—-1) +'1. El ntimero de variables es
(k- 1) -+ 2, como antes. Por tanto, el nimero de grados de libertad es

f=0—-1)—=n+2

Sin embargo, es posible concebir un sistema en el que puedan tener lugar
cierto nimero de reacciones quimicas, en cuyo caso la regla de las fases toma
la forma mas general

f= (k—r)— 7+ 2 (con reacciones quimicas), (8-31)

en donde r es el niumero de reacciones quimicas reversibles independientes.

8-3 DEPENDENCIA DE LA PRESION DE VAPOR CON LA PRESION TOTAL
Como aplicacién de los conceptos desarrollados en las ultimas dos secciones,
consideremos la dependencia de la presién de vapor de un liquido con la
presién total. La fig. 8-1(a) representa un liquido en equilibrio con su vapor.
La presién total del sistema es la presion de vapor. Supongamos ahora que
agregamos un gas indiferente (es decir, un gas que no reacciona quimica-
mente con el liquido ni con su vapor), representado por los pequefios circu-
los de la fig. 8-1(b), en el espacio por encima del liquido, incrementando, por
tanto, la presion total. Se plantea la incégnita de si se modificard la presién
de vapor cuando este proceso se realice a temperatura constante.

Recordemos que cl potencial quimico de la sustancia original debe tener
el mismo valor cn las fases liquida y gaseosa. Como 14 fase liquida consta de
un solo componente, el potencial quimico en esta fase es igual a la funcién
especifica de Gibbs del liquido:
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La fasc gascos

podemos utilizar los resultados de la seccion 8-1:
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a puede considcrarse como una mezcla de gases 1§1qfxles ¥

\\.A“‘ A oy

u" = RT(np + $),

en donde ;. es el potencial quimico del vapor y p la presién de vapor.

Fig. 81 Liquido en equ_ilibrio
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con su vapor (a) a la presién de vapor,

ducida por la presencia de un gas inerte.
»

aflade una pequefia

cantidad adicional del gas inerte, a temperatura_constante, incrementariido
la presion total de Pa P+ dP y modificando la presion devapordepap -+ dp.

Como ¢l sistema estd también cn cquilibrio a la nueva presion,

las variacio-

nes du” y du”" deben ser iguales. Para el liguido,

du" = dg" = —s"dT + v" dP = v" dP,

ya que la temperatura ¢s constante. Ademas, como ¢ es funcion exclusiva de

la temperatura,

Por tanto,

o sea,

Llamemos p

inerte. En este caso,
la ccuacion (8-32) desde esle cstado

du” = RT dp.
p
d
o dp = RT <L
p
dp _ Y up. ‘ (8-32
p RT

, a la presién de vapor en la fig. 8-1(a) en ausencia de ga!

la presion total P es igual a p,. Integremos ahors

a un estado final en el cual la presiol



252
APLICACIONES DE LA TERMODINAMICA A LOS SISTEMAS SIMPLES

de vapor es p y la presion tot
al P. El volumen v” ;
tante, de modo que puede considerarse cons-

LIy
Po p RT Po ’
p UII
In=- = — (P —
Ps RT (P = po)- (8-33)

f’&si resulta, que cuando la presién total P aumenta, la presidn de vapor
se incrementa también. Es decir, cuanto mayor es la cantidad de gas incrtI::
que se le agrega, més liquido se evapora, al contrario de lo que podria

esperarse. Sin embargo, la presion parcial de la fase vdpor en si misma n
viene afectada por la adicién del gas inerte y sélo la fase liquida .
la presién adicional haciendo que se evapore. b e
La ~variacién experimentada por la presién de vapor Ap = p—p, es mu
pequefia, pues v”’/RT es pequefo. Para el agua, v’ == 18 x 710-3 m3 ki[;omol'l z
ﬁi)ozagr,g x 103 N n‘rl a 300 K. S% la presién total sobre el agua se incrementa a

y el gas inerte no se disuelve en agua, resulta

L 10-3
[)0 (8,315 X 103)(300)(1,01 x 107 — 3,6 X 103)
Y A
p+ap Ap
In——— == =729 x 107
7 by = P29 X107,

pues In (1 + x)=x para x < 1.

8-4 TENSION SUPERFICIAL

2 [yr3 . . . . . .
LOS [en()IIICI'IOS de tension SLlpeillClal y Caplla’ ldafl puedc]l eXphCaISe ad‘IIll'

t1e l([() que en la Su[)e]il(:le exterior del lquldO existe un [ p p
a apa su eIfIClal
del eSpeS()I de unas pOCaS I]lOIGCulaS, CuyaS [)I()pledades dlflelell de las del

s s s o z .
resto de [a masa llqulda. La [)EﬂlCula SupeIfICIal y el resto del llquldO puedell
S q ’ -
S ustancia en e ulllbt
con 1deIalSC como dOS fa es de 1':1 S 10 de un IIlOdO ana
1 g l q q -V p . asd
d ox CL an
Qgo al e LllllbIl() 11 ulico-va L d() {a fO[I“a (le una masa (lcttlnunaCla
(le Ilq‘lld() se ]ll()(l”](:a de ta] IIlOd() que aumenta su area SLIpeI [lClal se pIO"
« ?
duce una tIaIleeI‘ellCla de masa d.esde el mteriorn del llquld() hchI(l lcl [I)CIICLIIZI
o , . . . . ’ .
SupeIIIClal de] mismao IIlOdO un existe una trtlll.ﬁlﬁl cncla dL ]lquldo a Vdpol
C n q y < I 0
ua d() el VO[unle]l de un ClllIIdIO qUC C()]ltl(/n(, 1
11 LlldO vapor S¢ INcCr CII)CIlta
S h p adld old < 101 ltuIcl del siste-
(5] a com IObad() quc }) ra mantener const ””.(, ]l temp
<

ma Cua]ldO L‘U.IIIC“[(I su Ml])(:lf!C](,, d(,l)(, suminstrarse CalOI. DeflllIICIIlOS una

APLICACIONES DE LA TERMODINAMICA A LOS SISTEMAS SIMPLES 253

magnitud 4 analoga al calor latente de vaporizacién, como el calor suminis-
trado por incremento de unidad de 4rea a temperatura constante:

d'Qp = Addr. (8-34)

Si la pelicula liquida se ha formado sobre un bastidor de alambre como
en la fig. 3-6, la fuerza hacia dentro ejercida sobre el bastidor e indicada por
las flechas cortas, se origina en las capas superficiales como si estuvieran en
estado de tensién. La fuerza por unidad de longitud del contorno es la ten-
sidn superficial o y ya vimos en la seccién 3-3 que el trabajo que se realiza
cuando el alambre deslizante se desplaza una distancia corta dx, dando lugar
a un incremento dA del érea de 1a pelicula, es

d'W = —odd.

Aunque el area de la pelicula crece, la tensién superficial permanece cons-
tante si la temperatura no se modifica. Bs decir, la tension superficial o no
depende del area, sino sélo de la temperatura. La pelicula no actda, por tanto,
como una membrana de caucho, en la cual la fuerza se incrementa al aumen-
tar el area. Cuando el alambre se desliza hacia abajo, nuevas moléculas se
trasladan del seno del liquido hacia la pelicula. El proceso no consiste en
estirar una pelicula de masa constante, sino mas bien en crear un drea adi-
cional de pelicula cuyas propiedades dependen sélo de la temperatura.

En cambio, si la temperatura del sistema se modifica, la tensién super-
ficial cambia. Asi, la tensién superficial es analoga a la presion de vapor, que
permanece constante para dos fases en equilibrio si la temperatura es cons:
tante, pero que varia al modificarse la temperatura. Sin embargo, al contrario
que la presién de vapor, que crece al aumentar la temperatura, la tension su-
perficial disminuye cuando aumenta la temperatura, COmo indica la fig. 82,
y se anula al alcanzar ]Ja temperatura critica, a la cual las propiedades del
liquido y del vapor se hacen idénticas.

Consideremos un procesoe isotérmico en el cual el drea de una pelicula
superficial se incrementa en dA;. La cantidad de calor hacia la pelicula es
d'Qp = 4 dAp, €l trabajo dWy=—o dAy y la variacién de energia interna;
que en este caso €s energia superficial, es

dUT = d’QT - d’WT = (ﬂ- + U) dAT.
Por tanto,
du
dUr _ (99) )+ o (8-35)
T
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U do
I —o+i=0—T
0,15 a4~ = ar

o 0,10
=
o
O
~
s 005

273 373 473 573 T. 673

Temperatura (K)

Fig. 8-2 Tensién superficial +, “calor latente” A y energia superficial
por unidad de 4rea U/A para el agua, en funcién de la temperatura.

Como el trabajo en un proceso es —o d4, una pelicula superficial es
analoga a un sistema PVT, para el cual el trabajo sea P dV. La tensién su-
perficial o corresponde a — P y el area A al volumen V. Por tanto, podemos
escribir por analogia con la ecuacién (6-9),

(EU) do

—) =0c—-T—,

oA/ dT

en donde (90/07), ha sido reemplazado por do/dTl, ya que o es sélo funcion
de T.

De las dos ecuaciones anteriores resulta,

A=-T-=, (8-36)

que relaciona el «calor latente» A con la tensién superficial o. La fig. 8-2 tam-
bién muestra un grifico de 4 en funcién de 7. (Como o es una funcién ex-
clusiva de la temperatura, lo mismo ocurre con 4.)

Supongamos que el area de la pelicula crece isotérmicamente desde cero
hasta A, partiendo de la posicién del alambre de la fig. 3-6 en lo alto del
bastidor y empujandolo hacia abajo. Como U = 0 cuando A =0, la energia
superficial, cuando el area es A, resulta ser

U=(/1+0)A=(G—T(j—;)A; (8-37)
(
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es decir, la encrgia superficial es funcion de T y de A. Su valor por unidad
de area es
U o do

—:A- = "—F_".
Fo=o dT

En la fig. 8-2 se incluye también un grafico de U/A. Su ?rfienada para cual-
quier temperatura es la suma de las ordenadas de las graficas de 4 y o. .

Por analogia con la capacidad calorifica a volumen constante de un sis-
tema PVT, la capacidad calorifica a area constante, C, es

BU)
C,={—1}.
“ (BT 4
Segun la ecuacién (8-37),

) _ [l _pdo o] _arde

0T/ 4 dT dar* dT dT
y, por tanto, .

C, = —AT 3;2 (8-38)

El calor especifico ¢, es la capacidad calorifica por unidad de area:

Cdio

ar*’

Cq= —

Recordando que la energia interna Uy la funcién F de Helmholtz estan
relacionadas por la ccuacion

U=F— T(i’f)
. 0T/ 4

la comparacion con la ecuacién (8-37) nos dice que la funcion de Helmbholtz,
para una pelicula superficial, es

F = oA
y, por tanto,

F
= 8-39
o= (8-39)

es decir, la tension superficial es igual a la funcién de Helmholtz por unidad
de¢ arca.
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La entropia de la pelicula es

S = ~(_af) - 40
0T/ 4 T

y la entropia por unidad de drea

= 4o
AT’ (8-40)
85 PRESION DE VAPOR DE UNA GOTA LiQUIDA
Iégt ;egiéoré suplerflcial de una gota liquida hace que la presién dentro de la
eda a la presién exterior. Como vimos i6
‘ . os en la seccién 8-3 i
mento de la presién da Iu i o efocts
. gar a un incremento de la presion d
que tiene un papel importante en 1 10 o o
. a condensacion de iqui
partir de un vapor sobreenfriado. c gotas de flauido a
) Conilderemos una gota esférica de Hquido de radio r en equilibrio con su
;@p(l)r. a fig. 8-3 es la vista de una gota partida por ¢l medio. Las flechas ver-
llca es representan las fuerzas de tensién superficial sobre la mitad inferior de
a gota, siendo 2nro la fuerza total hacia arriba.

ig. 8-3 Fuerzas de tensidon superficial en una gota esférica.

Sea P, la presién i i i6 i
s en,l ) ‘ 51or} mtepor y P, la presién exterior, La fuerza resultante hacia
s RPN 3 $Y - H ( /

j a mitad inferior de la gota debida a estas presiones es L
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y para el equilibrio mecanico,
(P; — Poymr? = 2mra

O sea,
20
Pi"“Pe:—'
¥

La presion P, en el liquido excede, por tanto, a la presion exterior P, en
2¢/r. Cuanto mas pequechio es el radio de la gota, mayor es la diferencia de
presion.

En el equilibrio termodinamico completo, la presion P, debe ser igual a
la presién de vapor p. Utilicemos la ecuacién (8-33) para determinar la pre-
sién de vapor p que serd mayor que la presion de vapor p, en una superficie
plana. En la ecuacion (8-33) el simbolo P representaba la presion total del
liquido, que en el presente problema es la presi¢n P, = P, + 20/r = p + 20/,
pucs P, = p cuando ¢l sistema estd en equilibrio. Por tanto,

p v” 20’]
in = = —— - + -
L T[@ o) + =

En todos los casos de interds, la diferencia (p — py) entre la presién de
vapor real p y la presién de vapor p, en una superficie plana, es pequeiia
comparada con 2¢/r y puede despreciarse. Por tanto,

p 200"
In —_ =
po TFRT

O sea,

U :'4 (8-41)
RT L (p/py)

y una gota liquida de este radio estara en equilibrio con su vapor a una pre-
sién P, = p. Sin embargo, el equilibrio no es estable. Supongamos que por
evaporacién aleatoria de unas pocas moléculas disminuye el radio de la gota.
La presién de vapor p se incrementa y si la presién real P, del vapor no cam-
biara, la primera excederia a la segunda. El sistema no estaria en equilibrio
termodindmico y la gota continuaria evaporandose. Por otra parte, si se
condensaran unas pocas moléculas de vapor sobre la gota, su radio aumenta-
via, la presién de vapor disminuiria, la presién real del vapor excederia a la
presion de vapor y la gota continuaria creciendo.

1a distincion enire «presion de vapor p»y «presién real P, del vapor»
puede ser confusa. La segunda, P, representa ja presién real ejercida por el

SEARS — 17
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vapor que rodea a la gota. La primera, p, es el valor particular que la «presién
P, del vapor» debe poseer para alcanzar el equilibrio termodinamico.
Para el agua a 300 K, o0 == 70 x 103 N m-~1, p, =27 Tor=23,6 X 10> N m-2 y
v” =18 x 10~-3 m3 kilomol-1. Resulta que la presién P, del vapor de agua puede
incrementarse por lo menos a 5 veces la presién de vapor p, sobre una super-
ficie plana antes de que las gotas del liquido comiencen a formarse. Haciendo
p/p, =5 obtenemos de los valores anteriores que

Fe~6 x 109m ~6 x 108cm.

Una gota de este radio contienc sélo unas 12 moléculas y, por tanto, cs
discutible hablar con propiedad de ella como de una esfera con radio defi-
nido y tensiéon superficial. Sin embargo, si un grupo de este namero de mo-
léculas se formase en el vapor, seguiria creciendo una vez formado.

8-6 PILA VOLTAICA REVERSIBLE

En la seccién 3-3 vimos que cuando una carga dZ circula por una pila vol-
taica de fem &, el trabajo es

dW = —&dZ.

Si existen productos de reaccidn gaseosos, debe incluirse también en cl
trabajo P dV, pecro, en general, despreciaremos los cambios de volumen y
trataremos la pila como un sistema EZT, correspondiente a un sistema PVT.
También supondremos, lo que es practicamente cierto en muchas pilas, que
la fem es funcion exclusiva de la temperatura, de modo que

(26) - 2
oT)z dT’

Toda pila real posee una resistencia interna R, de modo quc al paso de la
corriente se realiza un trabajo disipativo dentro de la pila de valor I?R. Su-
pongamos que los terminales de una pila estidn concctados a un potencidme-
tro. Si la tensién en el potencidmetro se hace exactamente igual a la fem de
la pila, la corriente en ésta serda nula. Haciendo la tensidén ligeramente mayor
o menor que la fem, la reaccién en la pila serd en uno u otro sentido. Ademas,
como el trabajo disipativo es proporcional al cuadrado de la intensidad de la
corriente mientras que el trabajo eléctrico es proporcional a la primera po-
tencia, el primero puede hacerse despreciable haciendo la corriente muy pe-
quefia. Por tanto, la pila puede operarse como un sistema reversible en el
sentido termodinamico. :

Se ha visto, sin embargo, que incluso cuando la corriente I es muy pe-
quefia y, por tanto, el efecto calorifico 2R despreciable, sigue en la pila un
flujo de calor positivo o negalivo con su entorno en un proceso isotérmico.
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Definamos una magnitud y como cl flujo calorifico por unidad de carga, de
modo que en un proceso isotérmico,

d'Qqp = dZ p.
La variacién de energia interna es, por tanto,

dUT = d’QT - (l”WT = (l/) + é) dZT

dUT =1 (?—L—/—) = ’(/) + éa- (8—42)
(IZT aZ T

Por analogia con la ecuacién (6-9),

(QE) —e—1% (8-43)
0Z/r dT
y, por ianto, c
' p=—T ¢ . (8-44)
dT

Como & c¢s funcién exclusiva de T, lo mismo ocurre con . El flujo de calor
en un proceso isotérmico es, por tanto,

dE

(I,Q'I,' =y d’ZT = —T dZ. (8_45)

[4

Cuando la pila sc «descarga» y realiza trabajo eléctrico en el circuito al
cual estd concctada, dZ cs una magnitud negativa. Por tanto, si la fem se
incrementa con la temperatura, d&/dT es positivo, d’Qp positivo y se pro-
duce un flujo de calor hacia la pila que procede del medio exterior. Por otra
parte, si d&/dT cs negativo, también d’Qp es negativo cuando la pila se des-
carga y la pila cede calor incluso cn ausencia del calentamiento I’R.

El trabajo isotérmico cs

d'Wyp = —dUy + d'Qy.

Asi, si d’Q; es positivo, el trabajo es superior a la disminucién de energfa
interna vy si d’Qr es negativo, el trabajo es inferior a la disminucién de ener-
gia interna. En el primer caso la pila absorbe calor del medio exterior y «lo
convierte en trabajo». Naturalmente, no se viola el segundo principio, porque
éste no es el unico resultado del proceso. En el segundo caso, una parte de la
disminucién de energia interna aparece como flujo de calor hacia el medio
exterior,
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En un proceso isotérmico finito, en el que se produce un flujo de carga
AZ a través de la pila, el flujo de calor es

d& |
Op = =T AZy, (8-46)
el trabajo
Wp= —&AZp (8-47)
y la variacién de energia interna
d&
AU, = (é" - T:l—?:) AZ. (8-48)

En quimica-fisica la ecuacién (8-48) es muy util como fundamento de un
método para medir calores de reaccién. Como ejemplo especifico, la pila
Daniell* consta de un electrodo de cinc en una solucién de sulfato de cinc
y de un electrodo de cobre en una solucién de sulfato de cobre. Cuando la
pila se descarga, el cinc pasa a la solucién y el cobre se deposita sobre el
electrodo de cobre. El efecto guimico neto e¢s la desaparicion del Zn y del
Cut+ y la aparicién del Znt* y Cu, de acuerdo con la ecuacién

Zn 4 Cutt - Zntt 4 Cu.

Haciendo pasar una corriente por la pila en sentido opuesto, el proceso
puede invertirse, es decir, pasar el cobre a la solucién y depositarse el cinc.

La misma reaccién quimica puede verificarse de modo puramente quimi-
co, sin tener nada quc ver con la pila Daniell. Asi, cuando se agita polvo de
cinc en una solucién de sulfato de cobre, todo el cinc se disuelve (es decir,
se convierte en iones en la solucién) y todos los iones de cobre se convierten
cen dtomos metdlicos, siempre que las cantidades originales de las dos sus-
tancias se elijan apropiadamente. Si el proceso tiene lugar a volumen cons-
tante no se realiza trabajo y el calor liberado es igual a la variacidon de ener-
gia interna dada por la ecuacién (8-48).

Como la fem puede medirse con mucha precisién (siempre que las dos
sustancias reaccionantes puedan formar una pila voltaica), ¢l calor de reac-
cién puede determinarse a partir de mediciones de la fem, asi como su varia-
¢ién con la temperatura, con mas precision que por un experimento directo.

Por ejemplo, cuando 1 kilomol dc¢ cobre y cince reaccionan directamente a

273 K, la variacién de energin interna medida experimentalmente por métodos

calorimétricos es 232 x 100 J. Cuuando las sustancias se combinan formando una

pila voltaica a 273 K, la fcm obscervada es 1,0934 V y su variacién con la tem-

* John F. Daniell, quimico inglés (1790-1845).
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peratura es — 0453 X 10-3 V K-1. Como los jones son divalentes, la carga 'AZ
que pasa por la pila es 2 faradays* por kilomol, o sea, 2 % 9,649 x 107 C Kkilo-
mol-1. Por tanto, la variacién de energia interna resulta ser

AU = 234,8 x 106 J kilomol-!,

8.7 RADIACION DEL CUERPO NEGRO ’ .
Los principios de la termodinamica pueden aplicarsg no sélo a las sustanleas
materiales, sino también a la energia radiante incluida dentro de.un recinto
vacio. Si las paredes del recinto se encuentran a temperatura uniforme Ty
el recinto contiene al menos una pequefia cantidad de un absorbem‘e’ per-
fecto o cuerpo negro (una sustancia que absorba el 100 %, de lg energia ra-
diante incidente de cualquier longitud de onda), la energia radiante dent‘ro
del recinto.es una mezcla de ondas electromagnéticas d‘.)' fiifereptes energias
y de todas las frecuencias posibles, desde cero hasta inf1n1t0.~Sl en las pare-
des del recinto hacemos una abertura, suficientemente ppquena, para que la
encrgia radiante que escapa a su través no afecte apreciablemente a'la con-
tenida en el interior, se demuestra experimentalmente que la 'vleloc1dad .de
emision de la energia radiante por unidad de superficie es .func1on exclusiva
de la temperatura T de las paredes del recinto e independl.en'te’z de su natu-
raleza, de su volumen V o de su forma. La velocidad d’e radgcmn de la e.ner—
gia a través de la abertura es proporcional a la energia radxant’e por ‘umdad
de volumen que. existe dentro del recinto, o densidad de energid radiante 4,

donde

u =

<

Por tanto, llegamos a la conclusiéon de que la densidad de energia u es

también funcién exclusiva de la temperatura T:
u = u(T).

Por otra parte, la teoria electromagnética nos dice que s la ?nergm bra-
diante del recinto es isotrépica (la misma en todas direcciones), ejerce sO ;e
las paredes del recinto una presiéon P igual a un tercio de la densidad de
energia:

P= %u. (8-49)

* Michael Faraday, quimico-fisico inglés (1791-1867).
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La presion de radiacidn, igual como la densidad de energia, es funcién exclu-
siva de T y, por tanto, independiente del volumen V.

Experimentalmente se comprueba que la densidad de energia, la frecuen-
cia y la temperatura, estan relacionadas por una ecuacién conocida como
ley de Planck, segin la cual, la densidad de energia Au, en un intervalo de
frecuencias comprendido entre v y v + dv y a la temperatura T, se expresa
por

3
Clv

= —— Ay, -
uv exp(eyy/T) — 1 (8-50)

en donde ¢; y ¢, son constantes cuyos valores dependen sélo del sistema de
unidades empleado. La dependencia de la densidad de energia total con la
temperatura puede determinarse integrando la ecuacién de Planck para todas
las frecuencias desde cero a infinito, pero los principios termodindmicos nos
permiten calcular la forma de esta dependencia sin el conocimiento exacto
de la ecuacién de Planck. Para ello, a partir de la ecuacidén (6-9) deducida
del primero y segundo principios de la termodindmica, podemos escribir en
forma extensiva:

aU) (ap)
—| =T|—] — P.
<8V T aTly (8-51)
Como U = uV, y u es funcion exclusiva de T,
8U>
—} =u 8-52
(BV T ( )

Ademas, como P y u.son ambos funciones exclusivas de T,

() = (&) 10 .
o)y 3\arh 34T (8-53)

Por tanto, la ecuacién (8-51) se convierte en

1., du 1
u= -7 — ——u,
34T 3
du_ 4T
T
u=ol* (8-54)

en donde o e¢s una constante,
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La densidad de encrgia es, pucs, proporcional a la cuarta potencia de la
temperatura termodindmica, hecho que fue descubierto experimentalmente
por Stefan* antes de que la teoria fuese desarrollada por Planck y que fue
llamada ley de Stefan o de Stefan-Bolizmann**. El mejor valor experimental
de la constante o de Stefan-Boltzmann es

o = 7,561 x 10716] m™3 K% (8-55)

Segtn las ecuaciones (8-49) y (8-54) la ccuacioén de estado de la energia
radiante en un recinto vacio es

1 1
P=_u=-oT" 8-56
FuU=30 (8-56)

La energia total U en un volumen V es
U=uV = oVT% (8-57)

La capacidad calorifica a volumen constante V es

_ QQ) — 46V T 8-58
o =(55), (8-58)

Para determinar la entropia imaginemos que la temperatura de las pare-

des de un recinto a volumen constante crece desde T =0 hasta T = T.
Entonces

AT vy
S ——:f L CpdT =J 4oV T*dT
o T 0

y, por tanto,
oV T? (8-59)

La funcién de Helmholtz es

4
F=U=—TS=oVT* — goVT“

F = -% aVT". (8-60)

* Josef Stefan, fisico austriaco (1835-1893).
** Ludwig Boltzmann, fisico austriaco (1844-1906).
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La funcién de Gibbs es

1
G=F+ PV = -——G‘VT‘l—}—l(TVT",
y, por tanto, 3 3

G = 0. (8-61)

En la seccién 13-3 volveremos a tratar de la radiacién del cuerpo negro v
demostraremos cémo la ley de Planck y el valor de la constante de Stefan-

Boltzm’ann }?ue.den determinarse por métodos estadisticos y los principios de
la teorfa cuantica,

8-8 TERMODINAMICA DEL MAGNETISMO

AEdn la seccion 3-3 vimos que en un proceso en el cual el momento magnético
de un sistema paramagnético varia en dM, el trabajo es

dW = —F (1/"1,

en donde # es la intensidad del campo magnético exterior.

Los sistemas magnéticos de mayor interés en termodindmica son los cris-
t'ales' paramagnéticos, cuya variacién de volumen en un proceso de magne-
tizacién puede despreciarse ¥, para el cual, el trabajo «P dV» es despreciable
(t(){nparaclo con — A dM. Estos cristales poseen una energia interna U, ade-
mas de una energia potencial magnética ,

E

1

L= —AM. (8-62)

Comwo se describié en la seccion 3-13, la funcién de energia apropiada es
por tanto, la energia total E: '

E=U+FE, =U~—#M,

dE = dU — ' dM — M d. (8-63)
El primero y segundo principios combinados nos dicen que
TdS = dU + d'W = dU — 2 dM. (8-64)
Por tanto, en funcién de E,
TdS = dlI; + M dor, (8-65)

Comparando con la ecuacion (7-23),

TdS = dH — VP, (8-66)
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resulta que la energia total E es la analogia magnética de la entalpia A de
un sistema PVT, hasta el extremo de que algunos autores le llaman «entalpia
magnética» y la representan por H¥. Sin embargo, hay una diferencia im-
portante: La entalpfa H de un sistema PVT se define por

y la energia total E de un sistema magnético por
E=U- #M.

En esta ecuacidn, el término — M es la energia potencial del sistema
en un campo magnético externo conservativo, que resulta ser una propiedad
conjunta del sistema y de la fuente del campo, mientras que el producto PV
no tiene tal significado. Es decir, la correspondencia entre las ecuaciones (8-65)
y (8-66) es una analogia puramente matemadatica. Sin embargo, como las ecua-
ciones tienen la misma forma, podemos deducir todas las ecuaciones en las
que interviene la entalpia H, reemplazando H por E, V por — M y P por X.

Asi, la capacidad calorifica a & constante, correspondiente a Cp, es

con (),

La capacidad calorifica a M constante, correspondiente a Cy, es

C. = (?.l_f)
M Tt (8-68)
Las ecuaciones T dS, primera y segunda, se convierten en
a/é”)
= CpdT — T dM,
T ds M ( 3T s (8-69)
BM)
= C,pdT + T{—) dot.
T dS ,fa t <8T » (8-70)

En la scccidén 7-2 hemos definido una funcidn F* correspondiente a la fun-
cion de Helmhollz F = U—TS, en la forma

F* = E — TS. (8-71)

Por tanto,
dF* = dE — TdS — S dT,
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y utilizando la ecuacién (8-65), resulta

dF* = —SdT — M d?7. (8-72)
Es decir, '
aF*) (aF*)
— = -5, —) = —M. —
(aT o 0] (6-73)

Los métodos estadisticos, como veremos mas adelante, llevan directamen-
te a una expresién de F* en funcidén de Ty K. Asi, de la segunda de las
ecuaciones (8-73), podemos obtener M en funcién de I y #, que es la
ecuacion de estado magnética del sistema. La primera ecuaciéon nos da S en
funcién de T y #. La energia E se determina entonces por la ecuacién (8-71),

E = F* 4 TS,
y la energia interna U
U=E + #M. " (8-74)

Asi pues, todas las propicdades del sistema pueden determinarse a partir
de la expresién de F* como funcién de T'y &.

La dependencia de la cntropia con la intensidad del campo magnético puede
determinarse por ¢l mélodo utilizado para deducir las relaciones de Maxwell.
Aplicando la ccuacién (7-39) a la ecuacién (8-72) se obtiene

(éaij?)ﬁ (%4)# (8-75)

Para una sal paramagnética que cumpla la ley de Curie, (0M/oT)H <0, y la
entropia de la sal paramagnética decrece al aumentar la intensidad mag-
nética,

Al comentar en la seccidon 7-7 el tercer principio, establecimos que todos
los procesos que tienen lugar en un sistema condensado a T = 0 K, se veri-
fican sin cambio de entropia. Si estos procesos incluyen el incremento de
intensidad magnética en un cristal paramagnético, se verifica que a T =0 K,

(&) o

La fig. 8-4 es una grafica de la entropia de un sistema magnético en fun-
cién de la temperatura para valores de la intensidad aplicada & igual a cero
y a #,. La ccuacién de estas curvas se caleulard en la seecion 13-4,
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Fig. 84 Dependencia de la entropia de un sistema magnético de la
temperatura para £ =0y para X = H .

Sustituyendo la ccuacion (876) en la ecuacién (8-75) se obtiene que
(OM[0T), =0 a T = 0. Sin embargo, segiin la ley de Curie,

Codt’
T
y (0M[9T), se aproxima a infinito cuando T —0. La conclusién es que la
ley de Curic no cs vilida para T = 0 y que a temperaturas muy bajas debe
tener lugar la transicion a un cstado magnético ordenado.

La produccién de bajas temperaturas por desimanacion adiabatica de
una sal paramagnética pucde entenderse con ayuda de la fig. 8-4. Supongamos
que inicialmente la intensidad magnética es cero y que la temperatura de la
sal se ha reducido a un valor bajo T; por contacto con un bafio de helio
liquido. El estado del sistema se representa entonces por el punto a. Incre-
mentemos ahora ¢l campo magnético isotérmica y reversiblemente, en el pro-
ceso a-b, hasta un valor #,. En este proccso habra un flujo de calor de la
sal hacia el bafio de helio. La entropia del sistema disminuird, mientras que
su temperatura permanecera constante a T,. En el proceso isotérmico a-b,
en el cual dT = 0, la ecuacién (8-70) nos da

M =

8M>
d =TdS, = T|—1 dst .
r o (aT e T

Para & constante, (0M/0T),, es negativo. Luego, como # crece, d’Qr es nega-
tivo y hay transferencia de calor del sistema al exterior.
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El siguiente paso consiste en aislar térmicamente el sistema de su medio
exterior y realizar el proceso adiabatico reversible b-c, en el cual, el campo
magnético se reduce a cero, mientras la entropia permanece constante. La
temperatura final T,, segin la fig. 84, es evidentemente menor que la ini-
cial 7). En este proceso, como dS = 0, la ecuacidn (8-70) se convierte en

AT = — l(@f) Ao,
w\OT )

y como (0M[0T), y ds# g son ambos negativos, dTs es también negativo. De
esta forma se han alcanzado temperaturas proximas a 10-3 K.

Los procesos a-b y b-c de la fig. 84 son exactamente andlogos a aquéllos
en los cuales un gas se comprime primero isotérmica y reversiblemente y
después se expande hasta su volumen original, reversible y adiabédticamente.
La disminucién de temperatura en la expansiéon adiabatica corresponde al
descenso de temperatura de T, a T, en el proceso b-¢ de la fig. 8-4.

El proceso b-c de la fig. 84 sc describe cominmente como «desima-
nacién adiabdtica reversible» o como «desimanacién isoentréopica». Supon-
gamos, sin embargo, que tal proceso se realiza en un intervalo de tempera-
tura en el cual Cy, es despreciable, de modo que

oL, ] (81\1)
Cor ( oT L’ oT /o

Entonces, segin la ecuacién (8-70), en un proceso isoentrépico con dS = 0,

Jé”(QM) dTg = T(?—A—l) doF g
oT /o oT Jw

y
dTs _ dAs
(Zé) = constante. (8‘77)
T/s

La relacion & /T es, por tanto, constante en ¢l proceso isoentrépico, en el
cual el campo magnético sc reduce de &, a cero. Luego, como el momento
magnético M es funcién de Z /T, en cste proceso es constante también v la
expresiéon «desimanacidn» resulta mapropiada.

Supongamos una scrie du desimanaciones isotérmicas desde 5 = 0 hasta
K = &, representadas por las lincas verticales de la fig. 8-5, scguidas cada
una de ellas de desimanaciones adiabdticas vepresentadas por las lineas
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La fig. 8-6 es un diagrama de la superficic s-P-T para las fascs liquido y
vapor del agua. La superficie recuerda a la P-v-T. Puede dibujarse a escala,
pues la variacién relativa de entropia entre las fases liquido y vapor es mucho
menor que la variacion relativa de volumen. Las lineas sc han trazado sobre
la superficie para valores constantes de P, T y s.

°C .

TEMPERATURA

Fig. 8-7 Superficive h-s-P del agua.

: Por tanto, en la regién ligquido-vapor, en donde un proceso isobarico rever-
: sible es también isotérmico, las isébaras son lincas rectas de pendiente cons-
3 tante igual a 7. Esta pendiente crece a medida que nos aproximamos a la
} temperatura critica.

La fig. 8-8 ¢s una proyeccion de una porcién de la superficie l-s-P en el
i plano h-s y se denomina diagrama de Mollier™. Cubre el intervalo de variables
que se¢ presentan en la mayor parte de los calculos de ingenieria. La utilidad
practica del diagrama reside en el hecho de que en cualquier proceso a pre-

Fig. 8-6 Superficie s-P-T' del agua.

E'n la fig. 8-6 se consignan los valores numéricos de P, T y s. La unidad de ) X < (quid d
presion es 1 kg cm~2, la de energia 1 J y la de masa es 1 kg. Las temperatu- | sién constante, tal como la conversion de agua liquida en vapor ¢e agua

ras se’expresan en grados Celsius en el eje de temperaturas y la unidad de cn 12,‘ caldera de una miquina de vapor, el flujo de calor es igual a 1a dif,e-
entropia especifica es el JK-L rencia de entalpia % entre los puntos extremos del proceso y esta diferencia
puede leerse directamente en un diagrama de Mollier. :

En nuestras primeras cxplicaciones sobre los ciclos de Carnot, se habia su-
puesto que la sustancia que rccorria el ciclo no cxperimentaba cambios de
fase. Sin embargo, cualquier ciclo reversible formado por dos isotermas y dos
adiabaticas es un ciclo de Carnot y las 4areas sombreadas befg de las figs. 8-9
representan un ciclo de Carnot operado en la regién liquido-vapor. En la
parte (a) de la figura, el ciclo aparece sobre una superficie P-v-T y proyec-
tado sobre el plano P-v. En (b) aparece el mismo ciclo sobre la superficic

La fig. 87 esta también dibujada a escala, y es la superficie termodi-
namica que se obtiene representando verticalmente la entalpia especifica y
horizontalmente la presién y la entropia especifica. La linea de trazo grueso
sobre la superficie es el limite de la regién liquido-vapor y las lineas de trazo
fino son lineas de A, s y P constantes. Las lineas isobaricas sobre la super-
ficie tienen una pendiente en cualquier punto igual a la temperatura en dicho
punto, ya que

)
05/ . 1 * Richard Mollicr, ingenicro aleman (1863-1935).
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Fig. 8-8 Diagrama de Mollier para el agua.

s-P-T y proyectado sobre el plano 7-s; en {c) sobre la superficie s-5-P y pro-
yectado sobre el plano %-s (diagrama de Mollier).

Partiendo del liquido saturado en el punto », realicemos en cada uno de
los diagramas una expansion isotérmica reversible a la temperatura T, hasta
que el liquido se encuentre completamente vaporizado (punto ¢). Durante esta
parte del ciclo se extrae el calor g, de una fuente térmica a la temperatura T,
La expansién adiabdtica del vapor disminuye la temperatura a T, (punto f).
Si la sustancia de trabajo es agua, esta expansién adiabdtica nos lleva de
nuevo a la regién liquido-vapor. En otras palabras, parte del vapor saturado
se condensa. (No todas las sustancias sc comportan de este modo. Para algu-
nas, la pendiente de la linea adiabdtica ¢s menov que la corvespondiente a la
linea de saturacién y c¢l punto correspondicnte a [ se encuentra en la region
del vapor.) A continuacion se realiza una compresion isotdrmica a la tempe-
ratura 7, hasta ¢l estado representado por of punto g y en ella se cede el

bt

e
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TEMPERATURA —
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(c)
Fig. 89 Ciclo de Carnot befg en la regién Kquido-vapor y ciclo de Ran-
kine abcdefgh con recalentamicnto.

QFARe . 40
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calor g, a una fuente. El ciclo se completa por compresion adiabatica al
punto b, durante el cual, el resto del vapor se condensa y la temperatura se
incrementa a T, Obsérvese que en el diagrama T-s de la fig. 8-9(b) el ciclo
de Carnot se proyecta como un rectdngulo limitado por dos isotermas y dos
adiabaticas.

Como las dreas en un diagrama T-s representan el calor absorbido o libe-
rado, el drea bcjk de la fig. 8-9(b) representa el calor g, absorbido en la ex-
pansién reversible a la temperatura T,, el area gfjk el calor g, cedido a la
temperatura T; y, seguin el primer principio, el drea bcfg representa el tra-
bajo neto w realizado en el ciclo. El rendimiento térmico del ciclo es, por tanto,

w _ drea befg
g,  4rea bcjk

_G=T)s—s)_TL-T
Ty(sy — 51) T,

77:

?

.como es ldgico para fodo ciclo de Carnot que opera entre las temperaturas
T,y T,

En el diagrama de Mollier de la fig. 8-9(c), las adiabaticas reversibles se
hallan representadas por lineas verticales, y las lineas isotérmicas e isébaras
(que son las mismas en la regién liquido-vapor), por lineas rectas de pen-
diente crecicnte hacia la derecha. Como el calor que fluye al sistema en
cualquier proceso isobarico reversible es igual al incremento de entalpia del
sistema, ¢l calor g, suministrado en la expansion isotérmica-isobarica de b a ¢
es igual a h,— h,. El calor ¢, cedido en la compresién isotérmica de f a g
es hy—h,. El trabajo neto w realizado en el ciclo es igual a la difercncia entre
las magnitudes de g, y g,. El rendimiento térmico es, por tanto,

__wi_hc—-hb-—h,—kh,, 678
n—%_— he = h, . (8-78)

La ventaja del diagrama de Mollier es que el calor, el trabajo y el rendi-
miento pueden determinarse a partir de las ordenadas de los puntos del ciclo,
lo cual es, evidentemente, mds cémodo que medir el drea que debe realizarse
en un diagrama 7T-s. Naturalmente, para mayor precisién, los valores de % en
los puntos b, ¢, f v g deben tomarse de tablas en lugar de leerlos en un dia-
grama.

Tanto en la mdquina alternativa de vapor como ecn la turbing, cl agua
liquida y el vapor dc agua pasan csencialmente por la misma sccuencia de
estados. La caldera de la fig. 810 recibe calor de una fuente manter ' o
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Tuente caliente

Recalentador’

Caldera

Mdquina alterna
tiva o turbina

Condensador

91

Fuente fria

Fig. 8-10 Diagrama esquemético de los procesos que tienen lugar en
una maquina alternativa de vapor o en una turbina.

clevada temperatura por la combustién de un combustible f6sil o por un
reactor nuclear. En la caldera, el liquido saturado se convierte en vapor sa-
turado a una temperatura determinada por la presion en esta parte del siste-
ma. Esta temperatura ¢s muy inferior a la de la fuente calorifica. Por ejem-
plo, si la presion en la caldera es de 6,9 X 10° N m-2, la temperatura es dc
558 K (285°C), micntras que la temperatura de la llama en un mechero quc
quema combustible pucde ser del orden de 2200 K (~ 1930°C). El vapor dc
agua saturado pasa de la caldera al recalentador, donde recibe mds calor de
la fuente y aumenta su temperatura. El recalentador estd conectado directa-
mente a la caldcra, de tal modo que la presién del vapor recalentado no su-
pera la presion de la caldera. En principio, la temperatura del vapor reca-
lentado podria incrementarse hasta que alcanzase la que posee la fuente tér-
mica, pero existe un limite proximo a los 53%°C (~ 811 K), llamado limite
metaliirgico, debido al hecho de que por encima de esta temperatura los ma-
teriales utilizados en la conduccién del vapor no son suficientemente resis-
tentes para soportar la alta presién correspondiente. ‘
El vapor recalentado pasa entonces a la maquina alternativa o turbina,
donde realiza trabajo mecénico y, al mismo tiempo, experimenta un descenso
de temperatura y presién. Una porcién se suele condensar en esta parle
del ciclo. La mezcla de liquido y vapor saturado pasa entonces al condensa-
dor, donde sc licua cl resto de vapor y cede el calor de la condensacién a la
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fuente fria, que puede ser la atmésfera o agua de refrigeracién de un rio
o del océano. La presién en esta parte del sistema viene determinada por la

temperatura de la fuente fria. El liquido condensado Pasa entonces a la cal-
dera impulsado por una bomba, completandose asi el ciclo.

La méquina alternativa y la turbina sélo difieren en la forma en que toman
del vapor de agua la energia interna o la convierten en energia mecanica. Fn
la primera, una masa de vapor de agua dentro de un cilindro se expande
contra un pistén. En la segunda, el vapor de agua fluye a través de las
toberas, como indica la fig. 3-14 y adquiere energia cinética en el proceso
El vapor de agua, moviéndose rapidamente, choca contra los alabes del rotor.
de la turbina y cede su energia cinética. El proceso es aproximadamente
adiabético en ambos dispositivos, pero no es completamente reversible y, por
tanto, no es isoentrépico. P

Obsé'rvese que en cuanto se refiere al propio ciclo del vapor de agua, la
secuencia de estados es la misma tanto si la fuente térmica es un h
el que se quema un combustible, como si es un reactor nuclear.

. El ciclo de Rankine es un ciclo reversible que se aproxima més que ¢l
ciclo de Carnot a la secuencia de estados verificada por el liquido y el vapor,
€n una maquina alternativa de vapor o en una turbina. Consideremos pri-
mero un ciclo en el cual el vapor de agua no esta recalentado. Partiendo del
punto b de la fig. 8-9(c), que corresponde a la caldera de la fig. 8-10, el liquido
satu%‘ado se convierte reversiblemente en vapor saturado a temper’atura T,y
presién P, (punto c¢). El vapor se expande entonces reversible y adiabatica-
mente hasta la presién P, y temperatura 7, (punto f). Esta ctapa corresponde
al paso del vapor de agua a través de la mdquina o turbina. La mezcla de
vapor y de liquido se condensa ahora completamente a la temperatura T,
c’orr‘espondiendo al proceso en el condensador de la fig. 810 (punto h). El'
liquido es finalmente comprimido reversible y adiabaticamente a la presion
de la caldera P, (punto a). Esta operacién la realiza la bomba de la fig. 8-10.
Como he.mos visto, la temperatura de un liquido aumenta muy poco en una
compr.em'c’)n adiabatica, de modo que es necesario entregarle calor al liquido
comprimido; trgnsformacién ab en la fig. 8-9(c) para clevar su lemperatura
hasta .Tz. En la fig. 8-10 este calentamiento ticne hugar después que ¢l liquido
se ha }nyectado dentro de la caldera. En cambio, para que el ciclo pueda ser
reversible, el calor debiera ser suministrado por una scrie de fuentes térmi-
cas que comprendan temperaturas desde la correspondiente al punto a (lige-
ramente mayor que 7)) hasta 7). La temperatura media a la cual se le entrega
calor es, por lo tanto, menor que T, de modo que el ciclo de Rankine, aunque

r’e\{ers,lble, tiene un rendimiento menor que el de Carnot, que toma calor
unicamente a la temperatura 7.

ogar en

' El rendimiento del ciclo de Rankine puede determinarse directamente del
diagrama de Mollier, fig. 8-9(c), por ¢l mismo método empleado para el ciclo
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de Carnot. El calor g, se suministra a lo largo de la trayectoria a-b-c y el
calor g, se cede a lo largo de la trayectoria f-#. Aunque el proceso a-b-c no es
isotérmico, sino isobarico [véase fig. 8-9(a)] y el calor g, suministrado es
igual a la diferencia de entalpia k4, — h,. El calor g, cedido es hy— Iy, y el tra-
bajo neto w igual a la diferencia entre ¢, y g;. El rendimiento es, por tanto,

w he — h, — h, + h,

- o (8-79)

Observamos que, aunque el rendimiento, cuando se expresa como diferen-
cia de entalpias, es el mismo que en el ciclo de Carnot (excepto diferencias en
las indicaciones de los diagramas), l1a ecuacién (8-79) no se reduce a (T,—T)/
T,. Como indicamos anteriormente, el rendimiento de un ciclo de Rankine es
menor que el de un ciclo de Carnot que opera entre las temperaturas 7,y 7.

Como se sefialé en la seccidn 5-8, al tratar el tema general de entropia e
irreversibilidad, las transformaciones irreversibles en una maquina térmica,
producen disminucién del rendimiento. Podemos ver ahora cémo la irrever-
sibilidad afecta al rendimiento de un ciclo de Rankine., Si la expansién del
vapor de agua en una maquina alternativa o turbina es reversible y adiaba-
tica, serd también isoentrépica y el proceso c¢-f de la fig. 8-9(b) es una linea
vertical de entropia constante. Si la expansién es irreversible, la entropia
crece y al final de la expansién el estado del sistema viene representado por
un punto a la derecha del punto f. La disminucién de entalpia en el proceso,
segun la fig. 8-9(c), es, por tanto, menor en la expansién irreversible que en
la reversible. Apliquemos ahora la ecuacién de energia del flujo estacionario
a una turbina. Los niveles de entrada y salida pueden considerarse iguales,
asi como las velocidades de entrada y salida- y el proceso es practicamente
adiabdtico, aunque no isoentrépico. El trabajo al eje es, por tanto, igual a la
diferencia de entalpia entre la entrada y la salida y el rendimiento del ciclo
irreversible es menor que cl del reversible, ya que la turbina realiza menos
trabajo mecdnico para la misma absorcién de calor.

Practicamente, en todos los ciclos de vapor de agua, el vapor se recalienta
a una temperatura T3 mayor que la del vapor saturado 7T, antes de expan-
dirse adiabaticamente (véase fig. 8-10). El ciclo de Rankine correspondiente
estad entonces representado por el proceso b-c-d-e-h-a-b de la fig. 8-9(c). La etapa
de recalentamiento estd representada por el segmento ¢-d de esta figura. Hay
dos razones para efectuar el recalentamiento. Una es que la temperatura me-
dia a la cual se absorbe calor aumenta por encima de la temperatura de
vaporizacién con el consiguiente aumento de rendimiento. La otra, que en
realidad es de mayor importantia, puede deducirse de la observacién de la
fig. 8-9(c). Si la expansién adiabatica parte del estado de vapor saturado,
punto ¢, el estado del vapor al final de la expansién estd representado por
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el punto f. Si la expansién parte del punto d, el estado del vapor al final
de la expansién corresponde al punto e. El «contenido de humedad» del va-
por de agua, es decir, la proporcién relativa de la fase liquida, es mayor en
el punto f que en el punto e. Si el contenido de humedad es demasiado
grande, el desgaste mecanico sobre los alabes de la turbina resulta excesivo.
Por tanto, el recalentamiento debe realizarse a una temperatura suficiente-
mente elevada para mantener el contenido de humedad dentro de méargencs
de seguridad.

En la fig. 8-9(c) el calor g, se absorbe a lo largo de la trayectoria a-b-c-d,
y como ésta es isobérica, tenemos g, = h;— h,. Puesto que q, = h,— hy, el
rendimiento es

w hy — h, —h, + h,
p=—==" L, (8-80)
da hd — ha

PROBLEMAS

8-1 Un volumen V se halla dividido en dos partes por un tabique diatérmico sin
rozamiento. Existen #n, moles de un gas ideal A a un lado del tabique y n, moles
de un gas ideal B al otro lado. (a) Calcular la variaciéon de entropia del sistema
que tiene lugar cuando se quita el tabique. (b) Cuando las propiedades del gas A
se aproximan a las del gas B, la entropia de la mezcla parece permanecer invaria-
ble. Con todo, sabemos que si el gas A y el gas B son idénticos no puede haber
variacién de entropia cuando se quita el tabique. Esta es la paradoja de Gibbs.
¢Sabria explicarla?

82 Un recinto de volumen V se halla dividido mediante dos tabiques cn tres
partes que contienen un kilomol de gas helio, dos kilomoles de gas neon y tres
kilomoles de gas argon, respectivamente. La temperatura de cada gas es inicial-
mente 300 K y la presion de 2 atm. Se quitan los tabiques y los gases se difunden
entre si. Calcular: (a) la fraccién molar y (b) la presién parcial de cada gas en la
mezcla. (c) Calcular la variacién de la funcién de Gibbs y (d) la entropia del sis-
tema en el proceso de mezcla.

8-3 Para un sistema abierto de dos componentes dU = T dS— P dV + y, dn, + y, dn,
(a) deducir una expresién semejante para dG y (b), de ella, las relaciones de
Maxwell de este sistema.

8-4 (a) Demostrar que

—~SdT + VdP — zni du; = 0. (8- 81)

Esta es la ecuacion de Gibbs-Duhem®*. (b) En un sistema de dos componentes uti-
lizar la ecuacién de Gibbs-Duhem para demostrar uc

N 2 TP .?’41.':) -0 -
x Jp ps % f (8-82)

* Pierre M. M. Duhein, {isico rancés (1861-1916),
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en donde x = n,/(n, +m,). Esta ccuacién expresa la variacién del potencial qul-
mico con la composicién. [Sugerencia: Expresar p en funcién de P, T y x vy obser-
var que (d,/ 3P}y, = v, ctc.] o

8.5 Consideremos una mezcla de alcohol y agua en cquilibrio con sus vapores.
(a) Determinar el ntimero de grados de libertad para el sistema y el estado en que
se encuentran. (b) Demosirar que para cada componente

”

au”

op; " " MacH "

—5; dT + v dP + (57) dx’ = "5:‘” dT + v; dP + (ax”/> dx”,
X /r.p 7,P

en donde x” es la fraccién molar de uno de los componentes en el liquido y x’”. }a
fraccién molar del mismo componente en la fase vapor. (¢) Utilizando la ecuaciéon
de la parte (b) y la ecuacién (8-82) demostrar que

(aP) x/l!(s:;’l _ s";) + (l o x///)(sgl — S;’)

5’7—122 = xu/(vgl _ l):;) + 1 = x/l/)(vgr — l)',; 3

en donde x” se mantiene artificialmente constante.
8-6 FEl sentido en que ticne lugar upa reaccién quimica depende del valor de la
constante de equilibrio termodinamico K que puede definirse por

AG p(reaccién)= AG(reaccion)+ RT In Kp,

en donde AG; es la variacion de la funcién de Gibbs para la reaccidon y que debe
ser igual a cero en el equilibrio y AGUT es la variacion de la funcién de Gibbs para

la reaccion que tienc lugar a una atmoslera y a terperatura constante. (a) Para la
reaccion de los gases ideales

A 4+ npB 2= ngC + npD,

en donde n,A significa 1, moles de A, etc.,, demostrar que

(P * P1)

= n n
(Pl x pyf

K,) »

en donde p, cs la presion parcial de A cn la mezcla, ete. (b) Demostrar que en lu
reaccion 3N, -+ $H, = NHjy se cumple que K = 0,0128 si la presion total es 50 atl}w
y la fraccién molar del NH, es 0,151 de la mezcla de equilibrio. (¢) ¢Cémo varfa K|

con la presién y la temperatura? y
87 Para preparar bicarbonato sédico (NaHCO,) se satura upa solucién acuosi

concentrada de Na,CO, con CO,. La reaccion viene dada por

2Nat + CO3 + HyO + CO, = 2NaHCO;,
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Los iones Nat, CO3=, el H,0, el CO, y el NaHCO, estdn presentes en cantidades
arbitrarias, considerando que todos los iones Na+ y CO? proceden del Na,CO,. De-
terminar el ntimero de grados de libertad de este sistema.

400 —
- Solucién liquida Cd + Bi
321°C
300
o
=
Solucién liquida
201 soiucion y Cd sélido
liquida y
| Bi s¢lido *c 144°C
D
100~ Cd sélido + Bi s6lido E
[ ]
| | [ | |
20 40 60 80 100
Peso % Cd
Figura 8-11

8-8 Un diagrama de fases es un diagrama temperatura-composicién para un sis-
tema de dos componentes en distintas fases. En la fig. 8-11 se indica un diagrama
de fases idealizado para el sistema cadmio-bismuto, para P = | atm. (a) Determi-
nar el niimero de grados de libertad del sistema en los puntos marcados con letras
y especificar su estado. (b) Dibujar una curva de temperatura en funcién del
tiempo de enfriamiento del sistema con un 80 por ciento en peso de Cd desde 350°C
hasta la temperatura ambiente. (¢) El punto de congelacién de un solvente dismi-
nuyce afiadiéndole soluto de acuerdo con la relacién AT, = km, en donde k es la
constante crioscépica y m el nimero de kilomoles de soluto por kilogramo de
solvente. Calcular la constante crioscépica del bismuto.

89 (a) Demostrar que para un liquido que contiene un soluto no voldtil en cqui-
librio con su vapor a una temperatura determinada 7 y presion P

g =n" =g¢"+ RTIn (I —Xx)

en donde x es la fraccién molar del soluto. S¢ admite que ¢l soluto y ¢l solvente
se mezclan como gases ideales. (b) Demaostrar que para una sustancia pura a pre-

sién constante
’ {
d(:j,) .y {/(7,) .
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(c) Utilizar la parte (b) para demostrar que en el caso de un pequefio cambio en x
a presion constante la parte (a) se reduce a
1
" — " 51(7,) =RdIn(1 — x).

(d) En el limite de x pequeriio

en donde I,; es el calor latente de vaporizacién. Esto demuestra que la tempera-
tura de ebullicién se eleva, si se afade un soluto al liquido. (e) Indicar cémo
puede utilizarse el resultado de la parte (d) para determinar los pesos molecula-
res de solutos. :

8-10 (a) La presién de vapor del agua a 20°C cuando la presién total es igual a
la presién de vapor, es 17,5 Tor. Determinar el cambio de presién de vapor que se
experimenta cuando el agua se encuentra a la presién atmosférica. Despreciar
cualquier efecto del aire disuelto. (b) Determinar la presién requerida para incre-
mentar la presién del vapor de agua en 1 Tor.

811 Si se incrementa la presién total de un sélido en equilibrio con su vapor,
demostrar que la presién de.vapor del sélido crece.

812 La ecuacién de estado de una pelicula superficial puede expresarse en la
forma ¢ = oo(1 —T/T,)*, en donde n = 122 y ¢, es una constante. (a) Suponer que
esta ecuacién es valida para el agua y utilizar los datos de la fig. 8-2 para deter-
minar o, (b) Determinar los valores de A, ¢, v s para T = 373 K. (¢} Calcular la
variacién de temperatura que tiene lugar cuando la superficie de la pelicula se
incrementa adiabaticamente de 0 a 2 x 10-3 m2.

8-13 Supongamos una pelicula jabonosa que realiza un ciclo de Carnot consistente
en un incremento isotérmico de drea a temperatura T, un incremento infinitesimal
adiabitico de area, en el cual la temperatura disminuye a T —d7T y vuelta al
estado inicial por disminucién infinitesimal isotérmica y adiabéatica del 4rea, como
se indica en la fig. 8-12. (a) Calcular el trabajo realizado por la pelicula durante
el ciclo. (b) Calcular ¢l calor absorbido por la pelicula en el ciclo. (c) Deducir la

7

Figura 8-12
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ecuacién (8-36) considerando el rendimiento del ciclo. (d) Representar el ciclo en
un diagrama 7-S.

8-14 Suponer que por debajo de una temperatura critica T, la funcién de Helmholtz
de una pelicula tiecne que expresarse por

T\»
F = AB|1l — —
(i -7)

c

en donde B, T, y n son constantes que dependen de la pelicula y A es el 4rea de la
misma. (a) ¢Qué informacidn experimental determinard los valores B, T, y #n?
(b) ¢Se tiene informacién suficiente para espccificar todas las propicdades de la
pelicula? (c) ¢Es razonable la especificacién en cuanto a lo que de ella se deduce?
8-15 Consideremos una cinta de caucho como sistema undimensional. (a) Deducir
una expresién para la diferencia entre el calor especifico a tensién constante ¢z
y el correspondiente a longitud constante ¢, (b) Determinar cg/c,. (c) Cuando una
cinta de caucho a tensién constante se calienta, se produce un acortamiento. Usar
este hecho para demostrar que si la tensién de un banda de caucho se afloja adia-
baticamente, su temperatura disminuye. (Esto puede comprobarse experimental-
mente poniendo en contacto con los labios una cinta de caucho que inicialmente
estd tensa y luego se afloja; la variacidén de temperatura se aprecia sensiblemente.)
816 Demostrar que la presidén P, interior de una burbuja de radio r en un liquido
que esta bajo la presién externa P, viene dada por P,— P, = 2¢-/r.

8-17 La dependencia de la fem & con la temperatura de una pila reversible viene
dada por la expresién & = 3,2 + 0,007¢, en donde t es la temperatura Celsius de la
pila. Esta pila descarga 200 mA durante 30 s cuando ¢t = 27°C. Calcular: (a) la
variacién de entropia, (b) el calor absorbido, (c) el trabajo realizado, (d) la varia-
cién de energia interna de la pila durante el proceso.

818 Decmostrar que cuando a través de una pila voltaica de fem & a temperatura
y presién constantes pasa reversiblemente una carga AZ se verifica: (a) AG = & AZ,
y (b) AH = AZ d(&/T)/d(1/T). (c) Calcular AG y AH para la pila que experimenta
el proceso descrito en el problema anterior y comparar los resultados con las res-
puestas a las partes (b) v (d) de aquel problema.

8-19 Calcular el trabajo total realizado en la electrélisis de agua acidulada para
producir 1 kilomol de H, y 1/2 kilomol de O, a 1 atm y 300 K. La fem utilizada
es 1,2 V. Suponer que los gases son ideales.

820 Supongamos que la energia radiante de un cilindro verifica un ciclo de Carnot,
semejante al de la fig. 8-12, consistente en una expansién isotérmica a la tempe-
ratura T, una expansién adiabatica infinitesimal en la cual la temperatura des-
ciende a T —dT y vuelta al estado original por compresién isotérmica seguida de
compresion adiabdtica infinitesimal. Suponer P = u/3, en donde u es funcién ex-
clusiva de T. (a) Representar el ciclo en el plano P-V. (b) Calcular el trabajo reali-
zado por el sistema durante el ciclo. (c) Calcular la cantidad de calor que fluye
al sistema durante el ciclo. (d) Demostrar que u es proporcional a 7% considerando
el rendimiento del ciclo.

8-21 Demostrar que ¢l calor adicionado durante una expansion isotérmica de la
radiacién del cuerpo negro es cuatro veces mayor que ¢l correspondiente al calor

’

APLICACIONES DE LA TERMODINAMICA A LOS SISTEMAS SIMPLES . 283

adicionado durante la cxpansién de un gas ideal de [otones que cumple la misma
ecuacién de estado. El factor cuatro es debido a que el nimero de fotones no se
conserva, sino que crcce proporcionalmente al volumen durante una expansion
isotérmica. .

822 Las paredes de un recinto aislado vacio estdn en equilibrio con la energie
radiante de su interior. El volumen del recinto se modifica sibitamente de 100 &
50 cmd. Si la temperatura inicial de las paredes es 300 K, calcular: (a) la tempera
tura final de las paredes, (b) Ia presidén inicial y final ejercida sobre las paredes
por la energia radiante y (c) la variacién de entropia de la energia radiante.

8-23 Demostrar que la energia interna U de una sustancia paramagnética ideal et
funcién exclusiva dc la temperatura.

824 En un cierto intervalo de temperaturas T ¢ intensidad magnética & la fun
cién F* de una sustancia magndética viene dada por

F* = —aT — =
aTl T

en donde a y b son constantes. (a) Obtener la ecuacién de estado y represental
la magnetizacidén en funcién de la temperatura a intensidad magnética constantc
(b) Si la intensidad magndtica crece adiabdticamente, decir si la temperatura d
la sustancia aumentard o disminuira.

8-25 EI refrigerador de un experimento de desmagnetizacion adiabdtica esta for
mado por 40 g de alumbre de potasio y cromo [CrK(S0O,), - 12H,0] que posee las
siguientes propiedades: peso molecular, 499,4 g mol-1; densidad, 1,83 g cm-3; cons
tante de Curic por gramo, 3,73 x 10-3 K g-!; calor especifico de red, 4,95 X 10-4 RT3
(a) Admitiendo que la sal cumple la ley de Curie, calcular el flujo calorifico du
rante un proceso de magnetizacion isotérmica a 0,5 K y 10* Oe utilizando un refri
gerador de Hed y un iman superconductor. (b) Calcular la variaciéon de E,, E, L
y F* durante el proceso de la parte (a). (¢) Cuando se anula la intensidad magné
tica aplicada, la desmagnetizacién adiabatica no da lugar a los 0 K por causa cle
los campos magnéticos locales efectivos del material. Calcular la magnitud de esto:
campos si la sal se desmagneliza adiabdticamente a 0,005 K. (d) Calcular la relacidr
existente entre C, del sistema magnético y el calor especifico de red de la sa
a 05 K.

826 Demostrar que si el grafico para & =0 dc la fjg. 85 corta al eje vertica
en un punto situado por encima de X = &, s¢ violarfa el enunciado de inaccu
sibilidad del tercer principio.

827 Como la induccién magnética B es nula en el interior de un superconductor
en una muestra cilindrica alargada la magnetizacién M/ygV es igual al valor nega
tivo de la intensidad del campo magnético aplicado # para valores de K inle
riores al valor critico J, Para Z# mayor que &, el superconductor se conviert
en un mectal normal y M = 0. (a) Representar graficamente la magnetizacion ci
funcién de la intensidad aplicada. Demostrar que en la transicién del estado super
conductor al estado normal, (b), ¢l calor de transformacién ! viene dado pol
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— Tue (AT o/dT) . .
y (c) la diferencia ent v o -
conductor y normal viene expresada por re los calores especificos del metal super-
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Figura 8-13
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(a) Demostrar que en el proceso a-b,

= 1, — =
Gav 13 /'(u Wy = /P[} — [)” -1, + 1,

(b) Demostrar que cn ¢l proceso b-¢
s

Toe = 0,

Wye = 1, — o,

|
i
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(c) Demostrar ‘que en el proceso c-d,
Gea = ha — Hes Weg = hg — he — Ug + Ue

(d) Demostrar que €n el proceso d-a,

Waq = Ug — Hg-

Qda = Oa

amos que ¥, y X, representen la fraccién de la masa del sistema en la

(e) Supong
[ase vapor en los puntos ¢ y d, respectivamente. Demostrar que
Sp — Se © S, — S
Xo = , Xy = ——
S — Se Sr Se

(f) Demostrar que
t, = U, + xoltty — i), h, = h, + xx(ty = h),
hy = hy, + xy(hy — h,).

i

uy =ty + x iy = ITA N
o largo del camino a-b-c.

{g) Calcular en joule el “trabajo de expansion” del ciclo a1
del camino c¢-d-a y hallar

(h) Calcular en joule €l “trabajo de compresion” a lo largo
la razén del trabajo de expansién at trabajo de compresion. .

(i) Calcular a partir de (g) v (h) el trabajo total realizado por el ciclo.

(j) Calcular a partir de (1) v (a) el rendimniento del ciclo y demostrar que es igual
a (Ty,—T /T, _

(x) En una mdquina real cualquiera hay una pérdida inevitable por rozamiento.
Para estimar su efecto, suponer que en la etapa de expansién se pierde el'5%
del trabajo realizado por el sistema y que en la etapa de compresién se debe
entregar un 5% de trabajo mas que el calculado en la parte (h). Calcular el tra-
bajo total realizado por el ciclo ¥ el rendimiento. .
829 Una turbina de vapor realiza un ciclo de Rankine reversible. Entra vapor
recalentado a una presion de 7 kg cm~? y temperatura de 427°C. La presion del
vapor de escape ¢s 1 kg cm-2 () Determinar mediante la fig. 88 el trabajo reali-
zado por kilogramo de vapor. (b) Si como resultado de procesos irreversibles la
entropia especifica del vapor de escape es 8373 J kg-t °C-'ala presion de salida
de 1 kg cm-2, ¢cudnto trabajo se¢ realiza por kilogramo de vapor?

8.30 La fig. 814 representa un ciclo frigorifico en que la etapa de compresion
adiabatica, cd, se produce en la regién del vapor. La etapa de expansion desde
d a a es isobdrica y la expansion irreversible desde a a b se produce a través de
una valvula de expansion. (a) Trazar esquematicamente el ciclo en el diagrama h-s.
(b) Demostrar que el rendimiento del ciclo es

e — ha

RSB

c = .
he — It
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Capitulo 9

Teoria cinética

L

Figura 8-14

(c) En un ciclo tipico empleando Freon-12 como sustancia, la entalpia especifica en
los puntos d, ¢ y a son, respectivamente, 21 x 104, 20 x 104, 8 x 103 J kg-L. La efi-
ciencia del ciclo medido fue 2,4. Compdarese con el valor que se obtiene de la ecua- !

cién anterior, la cual supone que todas las transformaciones, con excepcion de la
transformacion a-b, son.reversibles.

INTRODUCCION
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COLISIONES CON UNA PARED MOVIL
PRINCIPIO DE EQUIPARTICION DE LA ENERGIA
TEORIA CLASICA DE LOS CALORES ESPECIFICOS
CALOR ESPECIFICO DE UN SOLIDO
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9-1 INTRODUCCION

La termodindmica se ocupa de las conclusiones que se obtienen a partir de
ciertas leyes experimentales y de la aplicacién de estas conclusiones a las re-
laciones entre propiedades de las sustancias, tales como calores especificos,
coeficientes de dilatacion, compresibilidades, etc. No formula hipétesis acerca
de la constitucién de la materia Y €s una ciencia puramente empirica.

En tanto los principios de la termodindmica pueden predecir muchas rela-
ciones entre las propiedades de la materia, tales como diferencia entre los
calores especificos ¢, Y ¢ 0 la variacién de estas cantidades con la presién,
no es posible deducir sélo por consideraciones termodinamicas el valor ab-
soluto de los calores especificos o la ecuacién de estado de una sustancia.

Podemos salvar las limitaciones de la termodindmica pura solamente
haciendo hipétesis acerca de la estructura de la materia y la mas provechosa
de tales hipdétesis, asi como una de las mds viejas, es 1a que supone que la
materia no es continua en su estructura, sino que estd compuesta por parti-
culas llamadas moléculas. En particular, la teoria molecular de los gases se
ha desarrollado completamente, porque los problemas que debe resolver son
mucho mds simples que los que se presentan estudiando lquidos o sélidos.

Las propiedades macroscépicas de la materia pucden predecirse, a partir
de la teoria molecular, mediante dos caminos diferentes, aunque relaciona-
dos. El primero, llamado teoria cindtica o dindmica, aplica las leyes de la
mecanica (imaginariamente) a cada una de las moléculas de un sistema y de
estas leyes deduce, por ejemplo, expresiones de la presion, energia interna y
calores especificos del gas. El otro camino es el de la termodindmica estadis-
tica, que es algo mas general, ignora las caracteristicas de las moléculas in-
dividuales y aplica consideraciones de probabilidad al enorme ntimero de
moléculas que constituyen cualquier porcién de materia, Veremos luego que
el concepto de entropia y el principio del aumento de entropia tienen una
elegante y simple interpretaciéon desde el punto de vista de la termodindmica
estadistica. ,

En un principio, la teorfa cinética y la termodindmica estadistica se de-
sarrollaron formulando 1a hipdtesis de que las leyes de la mecdnica, deduci-
das del comportamiento macroscopico de la materia, eran aplicables, sin mo-
dificacién, a particulas, como moléculas y electrones. A medida que la cien-
cia progresé, resulté evidente que en algunos aspectos esta hipétesis no era
correcta, es decir, que las conclusiones obtenidas a partir de éstas por razo-
namientos légicos, no estaban de acuerdo con los hechos experimentales.
El hecho de que los sisicmas en pequeiia escala no obedezean las mismas

leyes que los sistemas macroscopicos condujo al desarrollo de la teoria y
mecanica cudntica y la termodinamica estadistica estid estrechamente vin-
culada con las ideas cudnticas.
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En este capitulo y el siguiente se trataran l‘os.aspectos, c.inétlcos de Iei
teoria molecular y en los posteriores la termodindmica estaf:hstlca. Durante e
desarrollo haremos frecuentes referencias a concepto§ y féormulas que y?. se
han visto en los capitulos precedentes de termodindmica y ve:remo? colml?
pueden profundizarse muchos conceptos con ayuda de la teoria molecular.

- STESIS BASICAS 3
SI’Ji t?rllr)n?)(finémica, la ecuacidén de estado de un sistema expre§aj1 la relamgn
entre sus propiedades macroscdpicas conmensural?les.. L’a.ecuacmn ’dcle. es.:ado
mas simple es la de un gas ideal y, aunque ‘la teoria cinética no estd 1gm ada
ni en concepto, ni en aplicacién a los gases ideales, comenzaremos lIzorl exglose-
trar que la ecuacién de estado de un gas 1dea} Puecfle deducirse sobre la bas
de un modelo molecular con las siguientes hlpote'51s’: ]
1. Todo volumen macroscépico de gas estd constituido por un gran numero
de moléculas. Esta hipétesis estd justificada por nUMErosos hechqs experi-
mentales. El namero de Avogadre* N, (niimero de moléculas en un kllogramo
mol) es 6,03 x 10%, Los métodos experimentales. I_Jara obtener este El'llmen;
se expondran en capitulos posteriores. En condlc{o‘nes normales, 1h ilomo
de un gas ideal ocupa 22,4 m?. Por lo tanto, en C(?n?hcmnes ncgmales ay aPro-
ximadamente 3 X 10% moléculas en un metro cubico, 3 X 10¥ en un centime-
tro cubico y 3 X 10% en un milimetro ctbico. ' ‘
2. Las moléculas se encuentran separadas por dlstanmas g.randes, compara-
das con sus propias dimensiones y estin en estado de continuo mov1rmento’.
El didmetro de una molécula, considerada esférica, e.:s' alrededor de 2 6
3 X 10~ m, Si imaginamos un volumen molar en COl:ldlClOl’leS normales des-
compuesto en celdas cuibicas que contienen una molécula ca.da una, el v91u—
men de cada celda es aproximadamente 30 x 10-27 m?3. Le} .longltud de 1?1 arlsFa
de una celda es alrededor de 3 X 10-° m, lo que significa que .la distancia
entre moléculas es de este orden de magnitud, alrededor de diez veces el
ia o molecular.
?,Iagit;’loléculas no ejercen fuerzas entre si, excepto cuando chocan. .Pf)r lo
tanto, entre los choques con otras moléculas o con }as paredes del recipiente
y en ausencia de fuerzas externas, se mueven en linea recta.
4, Los choques de moléculas entre si y con las pared.es son perfectamente
eldsticos. Las paredes de un recipiente pueden congderarse perfectamen—
te lisas y, por lo tanto, no hay cambio en la velocidad tangencial en un
: 1e conlra las paredes. '
.‘Li.hof?l:mulls(;)cnciz\ de ]l'ucrzus externas, las moldéculas CStél:l distribuidas un1fox:-
memente por lodo el recipiente. Si N representa el ntiimero total de molé-

* Conde Amadeo Avogadro, fisico italiano (1776-1856).

SEARS — 19



290 TEORIA CINETICA

culas en un recipiente de volumen V, el numero medio de moléculas por
unidad de volumen, n, es

n= NV.

La hipétesis de la distribucién uniforme implica que en cualquier ele-
mento de volumen AV, el namero de moléculas AN es

AN = nAV.

Evidentemente, la ecuacién anterior no es cierta si AV es demasiado pequeiio,
puesto que el numero de moléculas N, aunque grande, es finito y podemos
imaginar un elemento de volumen finito tan pequefio que no contenga molécu-
las, en contradicciéon con la ecuacidén anterior, Sin embargo, es posible di-
vidir un recipiente en elementos de volumen suficientemente grandes como
para que el nimero de moléculas por unidad de volumen dentro de ellos no
difiera apreciablemente del valor medio; y a}l mismo tiempo suficientemente
pequefio comparado con las dimensiones de los aparatos fisicos, de modo que
puedan ser tratados como infinitesimales en el sentido matematico y se les
puedan aplicar los métodos del cdlculo infinitesimal. Por ejemplo, un cubo
de 1/1000 mm de arista es ciertamente pequeflo comparado con el volumen de
la mayor parte de los aparatos de laboratorio y, sin embargo, en condiciones
normales contiene aproximadamente 30 millones de moléculas.

6. Se supone que todas las direcciones de las velocidades molccularcs son
igualmente probables. Para expresar esta hipétesis en forma analitica, supon-
gamos unido a cada molécula un vector que represente la magnitud (moédulo)
y sentido de su velocidad. Llevemos todos estos vectores a un origen comuin
y construyamos una esfera de radio arbitrario r con centro en cste origen.
Los vectores velocidad, prolongados si fuera nccesario, .cortan a la superficic
esférica en tantos puntos como moléculas hay y la hipdtesis de distribucion
uniforme de direcciones significa que los puntos estan uniformemente distri-
buidos sobre la superficie de la esfera. El valor medio del niimero de estos
puntos por unidad de superficie es

N

2
47r®
y el ntmero en cualquier elemento de superficie AA es

N
4rr?

AN =

A4,

cualquiera que sea la situacién del clemento. Como cn el parrafo anterior, la
superficie debe ser lo suficientemente grande (es decir, debe incluir un inter-

|
|
!
!
!
,%
!
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valo de dirccciones suficientemente grande) como para que la densidad super-
ficial de sus puntos no difiera apreciablemente del valor medio. Debido al
gran numero de moléculas, el intervalo de direcciones puede hacerse muy
pequefio y aun asi continia con un gran nimero de puntos.

Avancemos un paso mas en la descripcién de las direcciones de velocida-
des. Cualquier direccién arbitraria en el espacio puede especificarse referida
a un sistema de coordenadas polares por los angulos 6 y ¢ como en la
fig. 9-1. El 4rea AA de un elemento pequefio situado sobre la superficie de
una esfera de radio r, es muy aproximadamente

AA = (rsen0 AD)(r Ad) = r*senl AG Ad.

El ntmero de puntos contenidos en esta superficie, es decir, el ntmero
de moléculas ANy que tienen velocidades comprendidas entre las direcciones
0y o+a0,dy ¢+ A, es

ANgy = 1 rsen0 A0 Ap = X seng A0 AG,
4ar® 4m

Cuando los dos miembros dc esta ecuacién se dividen por el volumen V, se
obtiene

n
Ang, = —senf AGA
00 = 2 (9-1)
en la cual, Ang cs ¢l nimero de moléculas por unidad de volumen con velo-

cidades que ticnen sus direcciones comprendidas entre 6 yO+A y by
$ + Adp.

rsenfl rsenl A¢

Fig. 91 Coordenadas polares.
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Consideremos, finalmente, los mddulos de las velocidades moleculares.
Para ser breves llamaremos velocidad al moddulo del vector velocidad. Es
claro que no todas’las moléculas tiene la misma velocidad, aunque a menudo
se hace esta hipdtesis en las exposiciones elementales. Aun si inicialmente
ocurriera esto, los choques intermoleculares rapidamente producirian dife-
rencias de velocidad. Mostraremos en la seccién 12-2 cémo se calcula el na-
mero de las que tienen su velocidad en cualquier intervalo determinado, pero
por ahora supondremos unicamente que la velocidad puede tener un valor
cualquiera comprendido entre cero e infinito* y representaremos por AN, el
ntmero de moléculas con velocidades comprendidas entre v y v -+ Av. Geomé-
tricamente, este nimero es igual al nimero de vectores velocidad que termi-
nan en una delgada capa de la fig. 9-1, comprendida entre las esferas de
radios #, =v vy r,= v + Av. A causa de los choques, la velocidad de una
molécula cualquiera cambia continuamente, pero supondremos que en estado
de equilibrio el mimero de moléculas con velocidades en un intervalo deter-
minado cualquiera permanece constante.

9-3 FLUJO MOLECULAR

Debido al movimiento aleatorio continuo de las moléculas de un gas, éstas
llegan continuamente a cualquier porcidon de las paredes del recinto, asi
como a los dos lados de cualquier superficie que imaginemos dentro del gas.
Sea AN el ntmero total de moléculas procedentes de todas las direcciones
y con todas las velocidades que inciden sobre un lado de un clemento de
superficie AA durante un intervalo de tiempo Af. El flujo molecular ¢ en la su-
perficie se define mediante el nimero total de moléculas que llegan a la
superficie por unidad de &rea y por unidad de tiempo. Asi,

b == (9-2)

Si se trata de una superficie imaginaria dentro del gas, todas las molé-
culas que inciden sobre la misma, procedentes de ambos lados, la cruzaran
y si no existe movimiento neto del gas como conjunto, los flujos molecula-
res a ambos lados de la superficie son iguales y de sentidos opuestos.

Si la superficie pertenece a la pared del recinto, las moléculas que inciden
sobre la misma no la cruzan, sino que rebotan. Por tanto, en dicha superficie

* Serfa mejor decir entre cero y la velocidad de la luz. Sin embargo, como veremos
mas adelante, el nimero de moléculas con velocidades superiores a una pequefia
fraccién de la velocidad de la luz es tan cscaso en los gases ordinarios que por
simplicidad matematica podemos hacer la hipdtesis anterior.

R
L

=254

PR—
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también hay dos flujos moleculares: uno formado por moléculas que llegan
a la superficie y otro formado por moléculas que rebotan en la misma.

En la fig. 9-2 el area sombreada AA representa un pequefio elemento de
superficie situado en el interior del gas o en una pared. Tracemos la normal
al elemento y un plano de referencia que contenga a la normal. Preguntemos
primero, ¢cudntas moléculas alcanzan la superficie durante el tiempo Af,
moviéndose en una direccién 6, ¢, con velocidad v? A este tipo de choque le
lHamaremos choque 6¢v. (Para abreviar el lenguaje, pues asi queremos indi-
car que la direccién del vector velocidad estd comprendida entre ¢ y 6 + Af,
éy ¢ + Ad y su velocidad entre vy v + Av.)

Construyamos el cilindro oblicuo que se indica en la fig. 9-2 con el eje
en la direccién 6, ¢ y longitud v Af, exactamente igual a la distancia que re-
corre una molécula de velocidad v en el tiempo At. Entonces, el niimero de mo-
léculas 8¢pv que llegan a AA en el tiempo At serd, pues, igual al nimero de
moléculas 6$v en este cilindro. Al decir moléculas §¢v queremos indicar
moléculas que tienen velocidad v y se mueven en la direccién 6¢.

Para demostrar que lo anterior es cierto, veremos primero que todas las mo-
léculas ¢¢pv en el cilindro pueden alcanzar la superficie en el tiempo Af.
(Ignoramos toda colisién que pueda tener lugar con otras moléculas en el
camino hacia la superficie, lo cual equivale a considerar las moléculas como

Normal

Fig. 92 Solo las moléculas f¢v del cilindro alcanzaran el area AA en
el tiempo At.
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puntos geométricos. En la seccién 10-3 veremos cémo se pueden tener en
cuenta tales colisiones.) Existen, naturalmente, otros muchos tipos de molé-
culas en el cilindro. Algunas de esas otras moléculas del cilindro chocan con
el elemento AA en el tiempo At y otras no. Estas tiltimas o no se mueven
hacia AA (es decir, no son moléculas f#¢) o no se mueven suficientemente
deprisa para alcanzarlo en el tiempo At¢ (es decir, se mueven con velocidad
inferior a' v). Las moléculas del cilindro que chocan con la superficie son
necesariamente moléculas 6¢, pero a menos que tengan la velocidad v no
son moléculas f¢v.

Muchas otras moléculas fuera del cilindro chocaran contra el elemento
en el tiempo At. Algunas de éstas tienen velocidad v, pero evidentemente no
son moléculas f¢, puesto que vienen de otras direcciones. Por lo tanto, todas
las moléculas 6¢v del cilindro y unicamente estas moléculas alcanzardn la
superficie en el tiempo At, recorriendo la direccién ¢ con velocidad v.

Sea An, la densidad numérica de moléculas con velocidades comprendi-
das entre v y v+ Av. Segun la ecuacién (9-1), la densidad numérica de mo-
Iéculas f¢v es

Anlpgy = —- An,send A0 Ag. (9-3)
4
El volumen del cilindro oblicuo de la fig. 9-2 es

AV = (AA cos 0)(v At).

El nduficro de moléculas 8¢ v en el cilindro es, por tanto,

ANgg, = ;11; v An,senf cos 0 A0 Ad A4 At,

y ¢l [lujo Ady, de moléculas v es

1
= . v An,sent cos 0 A0 A, (9-4)

El flujo A®y, de moléculas que llegan bajo un angulo # con velocidad v,
pero incluyendo todos los angulos ¢, se determina reemplazando A¢ por
d¢ e integrando para todos los valores de ¢ desde 0 a 2. El resultado es

1
AD,, = 50 An,sen ) cos 0 AQ. (9-5)
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El flujo A®, dc moléculas que llegan bajo un dngulo ¢, incluyendo todos
los angulos ¢ y todas las velocidades v, se determina sumando la expresion
de Adg, para todos los valores de v. Asi,

AD, = %sen() cos 6 A 3 v An,. (9-6)

El flujo A®, de moléculas con velocidad v, incluyendo todos los angulos
#y ¢, se determina reemplazando Af por df en la ecuacién (9-5) e integrando
para todos los valores de # desde cero a n/2. Asi, resulta

1
AD, = v An,. 9-7)

Finalmente, el flujo total ¢, incluyendo todas las velocidades y todos los
angulos, se obtiene sumando A®, para todos los valores de v, o bien, reem-
plazando Af por df en la ecuacién (9-6) e integrando sobre 6 desde cero a n/2.
El resultado es

1
O = i > vAn, (9-8)

Expresemos este resultado en funcién de la velocidad media (media arit-
mdtica) D. Este valor se obticne sumando las velocidades de todas las molé-
culas y dividiendo por el ntumero total de éstas. Es decir,

o2

5= =

N

en donde la suma se extiende a todas las moléculas. Pero si hay AN; molécu-

las con la misma velocidad v;, AN, moléculas con la misma velocidad v,, etc,,

la suma de¢ las velocidades puede también hallarse multiplicando la veloci-

dad v, por ¢l namero de moléculas AN, que tienen dicha velocidad, v, por el

numero de moléculas AN, que tienen velocidad v,, etc., y luego sumando estos

productos. Es decir, la velocidad media es la suma de todos estos productos
dividida por el nimero total de moléculas, o sea,

3

AN ANy + -+ I
5o el + U]“V 2 = NZ v AN, (9-9)

en donde la suma se extiende ahora a todas las velocidades. Dividiendo nu-
merador y denominador por el volumen V, se tiene

i ==3vhn,

i
n
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Asi, resulta

Z v An, = 0in, (9-10)
y, por tanto, segtin la ecuacién (9-8) el flujo molecular ®, incluyendo todas

lés mgléculas que llegan a un lado del elemento procedentes de todas las
direcciones y con todas las velocidades, es

(I) = on. (9~—11)

Bl o—

Co.mo ejemplo numérico, el nimero de moléculas por metro cibico, n, es
aproximadamente 3 x 102 moléculas m-3 en condiciones normales. Més’ ta’rde
v?remos que la velocidad media de una molécula de oxigeno a 300 K es apro-
ximadamente 450 ms-!. El flujo molecular del oxigeno en condiciones norma-
les es, por tanto,

D =-nfa - %3 x 10%® x 450 ~ 3,3 x 10**moléculas m™2sL,

-
o

A menudo es util expresar la ecuacidén (9-4) en la siguiente forma. Consi-
deremos el adrea AA de la fig. 9-2 colocada en el origen de la 9-1 y en el
plano x-y. Las moléculas que chocan contra el drea en la direccién determi-
nada por los dngulos 6 y ¢ son las que llegan dentro del pequefio cono de
la fig. 9-1, cuya base es el areca sombreada AA situada sobre la superficie
esférica de dicho diagrama. Esta drea es

AA = risenl A0 Ag,

y el angulo sélido del cono Aw €s
AA
Aw = == sen 0 A0 Ad. (9-12)

Por an Iz i : j ibi
R tanto, segun la ecuacién (9-4), ¢l [lujo Ady, pucde escribirse en la

A(])O:f’u = :114 4 An,, COSs () Aw = A(l)u)n;
m

y el flujo por unidad de¢ dngulo sélido, de moléculas con velocidad v, es
wo !

A
o= v An, cos 0. (9-13)
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El flujo total por unidad de angulo sélido, incluyendo todas las velocidades, es

é_qz‘_" = i 7n cos 0
Ny dm on . (9-14)

Si consideramos un cierto numero de pequeflos conos de igual angulo
solido con los vértices en el drea AA de la fig. 9-1, el mayor nuimero de molécu-
las es el que llega a esta drea con direccién dentro del cono, cuyo eje coincide
con la normal, puesto que cos ¢ tiene su valor maximo en este cono y el
nimero disminuye a cero en los conos tangentes a A4, cuando 8 = 90°.

Si el area AA fuera un agujero en la pared del recipiente de paredes del-
gadas que contiene el gas, suficientemente pequefio como para que el escape
de gas por el agujero no afectase apreciablemente a su equilibrio, cada mo-
lécula que alcanzara el orificio escaparia a través de él. La distribucién de
direcciones de las moléculas que emergen del orificio se expresa también
por la ecuacién (9-14).El numero de moléculas que salen por unidad de dngulo
s6lido es maximo en la direccién normal al plano del orificio y disminuye
hasta anularse en la direccién tangencial.

9.4 ECUACION DE ESTADO DE UN GAS IDEAL .

La fig. 9-3 muestra una molécula 6¢v antes y después de un choque con la
pared de un recipiente que contiene un gas. Con nuestra hipdtesis de elas-
ticidad perfecta, el mddulo de la velocidad v es el mismo antes y después
del choque y por la hipétesis de que la pared es perfectamente lisa, la com-
ponentc tangencial de Ia velocidad permanece también inalterada por el
choque. Se deduce que cl angulo de reflexién, 6, es igual al de incidencia
y la componente normal de la velocidad se invierte por efecto del choque,

pasando de v cos 6 a — v COs 0. .
La fucrza que cjerce una molécula sobre la pared en un choque es una

fuerza impulsiva de corta duracién. Los detalles de su variacién con el tiempo
se desconocen, pero no es necesario conocerlos, pues segin la segunda ley
de Newton, podemos igualar la fuerza media por unidad de &drea ejercida
sobre la superficie (presién media) con la variacién media de cantidad de
movimiento por unidad de drea.

Si m es la masa de una molécula que choca, la variacién de la compo-
nente normal de la cantidad de movimiento es en un choque 6¢v,

mv cos 0 — (—mp cos 0) = 2mv cos 0. (9-15)

La variacién de cantidad de movimiento depende de 6 y v, pero no del
angulo ¢. Por tanto, necesitamos conocer el numero de moléculas fv que



298 TEORIA CINETICA

Fig. 93 Cambio de velocidad en un choque eldstico.

llegan a la superficie por unidad de 4rea y por unidad de tiempo, o sea, el
flujo Ady, dado por la ecuacién (9-5).

La variacién de la cantidad de movimiento por unidad de drea y unidad
de tiempo debida a todas las moléculas que llegan bajo un angulo 6 con
velocidad v o presion AP, es igual al producto de Ad, por la variacién de
cantidad de movimiento de una molécula 6o:

APy, = (4v An,sen 0 cos 6 AG)(2mo cos 0) = mv? An,send cos? § Af.

Para determinar la presién AP, debida a las moléculas‘ de velocidad v proce-
dentes de todos los valores ‘de. 6, integraremos sobre § desde 0 a 7/2. Asi,
se obtiene

]

AP, = - mp* An,.

W
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Finalmente, sumando para todos los valores de v, tcnemos para la presién
total P,
| S
P = M > v*An, (9-16)

El mismo razonamiento anterior puede aplicarse a cualquier superficie
imaginaria en el interior del gas. El flujo molecular Ady, es el mismo para
todas las superficies, cualquiera que sea su posicién. Las moléculas que se
aproximan a una superficie interna procedentes de un lado de ésta pasan a
su través sin rebotar, pero el flujo que atraviesa la misma superficie proce-
dente del otro lado transporta la misma cantidad de movimiento, alejandose
de la superficie igual como las moléculas que rebotan en una pared del
recinto. Es decir, por cada molécula f$v que cruza la superficie procedente
de un lado habra otra molécula v que cruza desde el otro lado y la fig. 9-3 se
puede aplicar a cualquier superficie dentro del gas, con la excepcién de que
los circulos negros de esta figura no representan la misma molécula.

Por tanto, el flujo neto de cantidad de movimiento, en direccién normal
a cualquier superficie, es el mismo que en la pared limite; si consideramos la
presién como el flujo de cantidad de movimiento, la presién posee el mismo
valor en todos los puntos, tanto dentro del gas como en su superficie.

Es mejor expresar la ecuacidn (9-16) del siguiente modo: EIl valor medio de
los cuadrados de las velocidades de todas las moléculas se determina ele-
vando al cuadrado todas las velocidades, sumando estas cantidades y dividien-
do ¢l resultado por ¢l nimero total de moléculas:

—_ 2
: 20
0=
N
Lo mismo que cn el cdlculo de la velocidad media, podemos obtener Y,u?
mdas convenicntemente multiplicando vi por AN1’ vi por AN:’ etc. y sumando

cstos productos. Es decir,

- — 2
= S *AN, o s o v An,
p = V=
N n
Por tanto,
S v* An, = nv?
y

9-17)

P = - nmv®.
3

Como la energia cinética media de una molécula es 1/2mv?, el segundo miem-
bro de la ccuacion (9-17) ¢s igual a los dos tercios de la energia cinética total
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por unidad de volumen o dos tercios de la densidad de energia cinética; por
tanto, la ecuacién (9-17) expresa la presién en funcién de la densidad de
energia cinética.
En la seccién 12-2 veremos que el valor medio del cuadrado de la velo-
cidad, 7%, es siempre mayor que el cuadrado de la velocidad media, (D).
Como n representa el namero de moléculas por unidad de volumen, N/V,
la ecuacién anterior puede escribirse en la forma

| R
PV = — Nmp2,
3
Expresién que se asemeja a la ecuacién de estado de un gas ideal,
PV = pRT,

en donde n representa el ntimero de kilomoles, igual al namero total de mo-
léculas dividido por el ntimero de moléculas por kilomol o nimero de Avo-

gadro N,. Podemos, por tanto, escribir la ecuacién de estado de un gas ideal
en la forma

PV=N—B—T.

A

El cociente R/N, aparece frecuentemente en la teoria cinética. Se deno-
mina constante universal de los gases por molécula o constante de Boltzmann
Yy se representa por k:

kE—&,
Ny

(9-18)

Como R y N, son constantes universales, k es también una constante uni-
versal. Es decir, su valor depende solamente del sistema e unidades em-
pleados. En el sistema MKS,

R 8314 x 10°

k = =
Ny 6,022 x 10*

= L3810 x 10" J molécula-1 11,

En funcién de la constante de Boltzmann, la ccuacion de estado de un
gas ideal resulta ser :

PV = NKT.

TEORIA CINETICA 301

Esta ecuacién concordara con la ecuacién (9-17), deducida por la teoria ciné-
tica si hacemos

NkT = § Nmv®

O s€a,

o= 3T (9-19)
m

xal

La teorfa nos ha llevado a un resultado que no nos habiamos pro-
puesto buscar deliberadamente, es decir, nos ha dado una interpretacién
molecular del concepto de temperatura absoluta T, como de magnitud pro-
porcional al valor medio del cuadrado de la velocidad de las moléculas dcl
gas. Es auin mads significativo escribir la ecuacion (9-19) asi,

(9-20)

El producto de la mitad de la masa de una molécula por ¢l valor medio del
cuadrado de la velocidad es igual a la energia cinética media de traslacidn y
vemos por la ecuacion precedente que ia chéigia cinetica media dc traslacion
de una molécula de gas es proporcional a la temperatura absoluta. Ademas,
como el factor 3k/2 es igual para todos los gases, la energia cinética media
depende solamente de la temperatura y no de la presién o volumen o clase
de molécula. Esto es, la energia cinética media de las moléculas de H,, He,
0,, Hg, etc., son todas iguales a la misma temperatura, a pesar de sus dife-
rentes masas.

Con la ecuacién (9-20) podemos calcular cuanto vale esta energia a cual-
quicr temperatura. Supongamos T = 300 K. En este caso,

gk.T:% x 1.38 x 1072 x 300 = 621 x 107 ]

Si las moléculas son de oxigeno, la masa m es 5,31 x 10-% kg y el valor
medio del cuadrado de la velocidad es

e ryrali 23.4 x 104 n12 S—Z-
v 530 x [0

La raiz cuadrada de este valor o velocidad cuadrdtica media es

Vym = A/DE =482 m s-! = 1735 km h-!.
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Para comparar, recordemos que la velocidad del sonido cn el aire en condi-
ciones normales es, aproximadamente, 350 m s—! y la velocidad de una bala de
rifle del calibre 30 es, aproximadamente, 850 m s-1,

La velocidad de una onda de compresion en un [luido es

o= V1K,p

la cual, para un gas ideal, es equivalente a

v o= \/ykT/m,
en la cual ¥ = cp/c,. Como la velocidad cuadratica media de una molécula es
Vo = \/3kT/m,

vemos que las dos son aproximadamente iguales, pero la velocidad de una
onda sonora es algo mas pequefia que la velocidad cuadratica media molecu-
lar, como debia esperarse.

Cuando se aceleran electrones e iones en un campo eléctrico, es conve-
niente expresar sus energias en electronvolt (abreviado eV), que por defini-
cién es :

. lelectronvolt = [,602 x 1010 ], (9-21)

Un clectronvolt ¢s la energia que adquiere una particula de carga e = 1,602 X
10-¥ C cuando sc acelera por una diferencia de potencial de 1 V.
A la temperatura de 300 K,

ng = 6,20 x 10-21J ~ 0,04 ¢cV.

O sea,

kT = 0,026 eV ~ ‘,;?(,' eV.

Por lo tanto, a 300 K la energia cinética media de una molécula gaseosa cs
de sélo unas centésimas de electronvolt.

9-5 COLISIONES CON UNA PARED MOVIL

Examinemos ahora la naturaleza del mecanismo mediante el cual un gas
que se expande efectia trabajo contra un émbolo mévil y demostremos que
si el proceso es adiabdatico el trabajo se realiza a expensas de la energia ciné-
tica de las moléculas (es decir, la energia interna del gas) y que la tempera-
tura del gas disminuye. La fig. 94 representa un gas en un cilindro provisto
de un émbolo. Supongamos que ¢l émbolo se mueve hacia arriba con veloci-
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dad u, pequeiia comparada con tas velocidades moleculares y suficientemente
pequefia para que cl gas permanczca, practicamente, en estado de equilibrio.
Desde el punto de vista termodinamico el proceso es, por lo tanto, reversible.

Cuando una molécula choca cldsticamente con una pared estacionaria, €l
valor de la componente normal de la velocidad no varfa. Si la pared es movil,
se mantiene constante el valor de la velocidad relativa.

% ‘“ Z

%Mﬁ

Fig. 944 Choques contra una pared movil.

Para tomar un cjemplo numdérico simple, supongamos que una particula se
aproxima a una parcd cstacionaria normalmente y con una v?locidad de 15 m
s-1, referida a un sistema de coordenadas fijo al laboratorio y que re})ota
con una velocidad de 15 m s—1. Si la pared sc mueve alejandose de la particula
a una velocidad de 5 m s-U y la particula tienc una velocidad de 20 m s},
ambas relativas al sistema de coordenadas del laboratorio, la particula se apro-
xima nuevamente a la pared con un velocidd relativa de 15 m s-1. Después del
choque, la velocidad de la particula relativa a la pared serd nuevamente 15 m
s-1, pero como la particula se mueve ahora en sentido opuesto al de la pared,
su velocidad en cl sistema de coordenadas del laboratorio es solamente 10 m s~

En gencral, si la C(;mponcntc normal de la velocidad antes del choque es
v cos 6, en la cual, 0 es cl dngulo formado por vy la normal a la pared, la
componente de velocidad despucs del choque, v’ cos ¢, es igual a v cOs 6 —2u.
La pérdida de energfa cinética en cl choque es

1 ‘
% (v cos 0)F — im(u cos 0 — 2u)? == 2muu cos 0,

porque por hipétesis u € v. La energia cinética de la molécula puede dis-
minuir incluso si el choque es perfectamente eldstico, porque en el proceso
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de choque la molécula ejerce una fuerza contra una pared modvil y, por lo
tanto, le entrega trabajo a la pared.

La pérdida de energia cinética depende del angulo 6 y de v pero no de ¢
Por Ja ecuacién (9-5) el niumero de choques #v con una pared, por unidad de
drea y unidad de tiempo, es

ADy, = - v An,send cos 0 AD.

Nt —

Multiplicando por la pérdida de energia cinética en el choque, obtenemos
para la pérdida de energia cinética por unidad de area y por unidad de tiem-
PO, para moléculas que efectian choques 6y,

muv* An, senf cos? 6 Af.

Ahora, integrando 6 entre 0 y #/2 y sumando para todos los valores de v,
resulta ‘
1

=
= Wty
3

para la pérdida total de energia cinética molecular por unidad de 4rea y por
unidad de tiempo. Pero inmi? es igual a la presion P y si el drca del émbolo
movil es A, la disminucién de energia cindtica molecular por unidad de
tiempo es

PAu = Fu. (9-22)

El producto Fu (fuerza por velocidad) da la velocidad con que se le en-
trega trabajo mecédnico al émbolo o Ia potencia de expansion del gas y
hemos visto que es exactamente igual a la velocidad de disminucion de la
¢nergia cinética molecular. Si las moléculas no reciben encrgia de ninguna
otra fuente, su energia cinética ¥, por lo tanto, la temperatura del gas, dis-
minuye. Observemos que no es correclo decir que disminuye la temperatura
de una molécula. Desde el punto de vista molecular, la temperatura es atri-
buto de una agrupacién de moléeulas como conjunto, ¢s decir, una magni-
tud proporcional a la energia cinética media. Una molécula individual puede
tener mas o menos cnergia cinélica, Pero no mayor o menor temperatura.

La deduccién anterior se basé en la hipdtesis de que la velocidad del ém-
bolo u es mucho menor que las velocidades moleculares y no es vélida si el
émbolo se mucve rapidamente. Iin particular, si la velocidad del émbolo
es mucho mayor que las velocidades moleculares, ninguna molécula (o muy
pocas) pueden alcanzar ¢l émbolo y chocar con él. En este caso no hay pér-
dida de energia cinética, ni disminucién de temperatura si se desprecian las

e S
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fuerzas intermoleculares. Este proceso es equivalente a una expansién en el

vacio, como la experiencia de Joule, en la cual hemos demostrado termodina-
micamente que el trabajo y la variacién de energia interna son nulas,

9-6 PRINCIPIO DE EQUIPARTICION DE LA ENERGI’A. N
Supongamos tener una mezcla de gases que no reaccionan qulmlca{nente entre
si y que la temperatura y la densidad sean tales que se aproximen en su
comportamiento al de un gas ideal. Se encuentra experlmentalmente_que l’a
presion total de la mezcla de gases es la suma de las presiones que ejerceria
cada gas solo, si una masa de cada uno, igual a la masa Qe cad}a gas de la
mezcla, ocupara todo el volumen de ésta. La presién que ejerceria cad.a\ gas,
si estuviera solo, se llama presion parcial y la ley experm}er}tal anterior es
la ley de Dalton de las presiones parciales. Si los gases se distinguen por sub-
indices, podemos escribir
pV = NkT, p.V = NkT, etc,
en los cuales, py, p,, etc., son las presiones parciales de los componentes de la
mezcla; N,, N,, etc,, los nimeros de moléculas de cada uno y V y T el volu-
Ta t dos los gases. -

men y la temperatura comunes a to ‘ .

SeZm my, m,, etc, las masas de las moléculas de los componentes: y v}, 2,
etcétera, los respectivos valores medios de los cuadrados de las ve1001fiades.
Con los métodos de la seccién 94, considerando los choques de cada tipo de
molécula contra las paredes y calculando la presiéon ejercida por cada uno,

se obtiene

= 1
pV = %lenluf, PV = 5 Nymyk, etc.

Igualando las expresiones correspondientes de p,V, p,V, etc., se obtiene

= 3 1o

lzmlvf = EkT’ S mabs = kT, etc.

N Tw

Los primeros miembros de las ecuaciones preceden.tes son las energias
cinéticas medias de traslacién de las moléculas de los dlve¥sczs' gases y saca-
mos en conclusién que en una mezcla de gases las energias cinéticas medla}s d’e
las moléculas de cada gas son iguales. O sea, que en una ’mezcla dc? hidré-
geno y de vapor de mercurio, aunque las masas de 1al‘s’ moléculas es’ten en la
razén de 2 a 200, la energia cinética media de traslz}cmn de las moléculas de
hidrégeno es igual a la de las moléculas de mercurio,

SEARS — 20
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El ejemplo anterior ilustra el privcipio de equiparticién de la energia.
Sabemos ahora que este principio no es una ley universal de la naturaleza,
sino mas bien un caso limite bajo ciertas condiciones especiales. Sin embar-
go, ha sido un fructifero principio en el desarrollo de las teorias moleculares.

Veamos otro ejemplo. La energia cinética de traslacién asociada con las
componente x de la velocidad de una molécula de masa m es %mvi, con

expresiones correspondientes para las componentes y y z. El valor medio
de los cuadrados de las velocidades de un grupo de moléculas es

2o, 2o 2
v, + v, + v

U2
Como las direcciones x, ¥y y z son todas equivalentes, los valores medios de

los cuadrados de las componentes de la velocidad deben ser iguales, de
modo que

-

La energia cinética media por molécula, asociada a cualquier componente
de velocidad, por ejemplo, a v, es, por tanto,

! myy, = -l-rn_l;é = 1kT.
6 2

Como la energia cinética de traslacién total por molécula es 3k7T/2, resulta
que la energia cinética de traslacién asociada a cada componente de velo-
cidad es justamente un tercio del total.

Cada variable independiente que es necesario especificar para determinar
la energia de una molécula, se llama un grado de libertad. Como la energia
cinética de traslacién de una molécula se determina mediante las tres com-
ponentes de velocidad de su centro de masa, tiene tres grados de libertad y
vemos que la energfa cinética de traslacién se divide por igual entre ellos.
En otras palabras, tencmos una equi-particién de la energia entre los tres
grados de libertad de traslacion.

Las moléculas, sin embargo, no son puntos geométricos, sino que tienen
tamafio finito. Tienen momentos de inercia, lo mismo que masa, y pueden,
por lo tanto, tener energia cinética de rotacién, ademas de traslacién. Por
otra parte, debemos esperar que se produzcan rotaciones a causa de los
choques al azar con otras moléculas y contra las paredes. Como el vectf)r
velocidad angular de una molécula que gira puede tener componentcs segun
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los tres ejes de coordenadas, es presumible que una molécula tenga tres

grados de libertad de rotacion y si el cuerpo es rigido, en total seis grados
de libertad. Sin embargo, las moléculas no son estructuras perfectamente ri-
gidas y podemos esperar también que oscilen o vibren a causa de los choques
con otras moléculas, dando lugar aun a mas grados de libertad. (Puede men-
cionarse aqui que las rotaciones y las vibraciones de las moléculas son, hechos
tan bien establecidos como la mayor parte de las otras propiedades mole-
culares. El mejor método experimental de estudio de las rotaciones y vibra-
ciones es el analisis espectroscépico de la luz emitida o absorbida por molé-
culas en ¢l infrarrojo.) Sin indicar ningin numero deierminado, diremos
que, en general, una molécula tiene f grados de libertad, de los cuales tnica-
mente 3 son de traslacion, cualquiera ue sea la complejidad molecular.

Demostraremos en la seccion 12-5, basandonos en la estadistica de Boltz-
mann, que si la energia asociada con cualquier grado de libertad es una
funcién cuadratica de la variable que se requiere para especificar dicho grado
de libertad, el valor medio de la energia correspondiente es igual a 4kT'. Por
ejemplo, la energia cinética asociada con la componente de velocidad v, es
una funcién cuadratica de v, y,como se indicé antes, el valor medio es 3kT.
Andlogamente para las rotaciones en que la energia cinética es 4lo?, la energia
cinética media de rotacién es 1kT y, para un oscilador arménico, cuya ener-
gia potencial es 1Kx? (siendo K la constante de fuerza), la energia potencial
media es 1kT. Por lo tanto, todos los grados de libertad para los cuales la
energia cs una funcién cuadritica, llevan asociados, por término medio, can-
tidades iguales de cnergia y si todos los grados de libertad son de esta natu-
ralcza, la cnergia total estd repartida por igual entre ellos. Este es el enun-
ciado general del principio-de equiparticidén de la energia. La energia media
total de una molécula con f grados de libertad, suponiendo que se cumpla
el principio, es, por lo tanto,

é = ]—; kT (9-23)
¥ la energia total de N moléculas sera
Né = g NkT = é nRT, (9-24)

en la cual, 7 es el niumero de moles y R la constante universal de los gases.

9-7 TEORIA CLASICA DE LOS CALORES ESPECIFICOS
En termodinamica, la variacién de energia interna U de un sistema entre dos
estados de equilibrio se define mediante la ecuacion

Utl - l/b = I/Vu(la
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en donde W, es el trabajo de cualquier proceso adiabatico que tiene lugar
entre dichos estados. Solo se definen las variaciones de energia interna,

Considerando el modelo molecular de un sistema, podemos identificar la
energia interna con la suma de las energias de cada una de las moléculas.
En la seccién precedente hemos deducido una expresién tedrica para la ener-
gia total asociada a los f grados de libertad de cada una de las N moléculas
de un gas. Podemos, pues, igualarla con la energia interna U:

f /
U==NkT =% nRT. _
5 2 (9-25)
La energia interna especcifica por mol es

RT. (9-26)

¢Coémo podemos comprobar la validez de las hipétesis que se han hecho
en la deduccién anterior? El camino mds directo es a partir de mediciones
de calores especificos. El calor molar, a volumen constante, es

(au)
¢, = |{—.
0T/
Por lo tanto, si la hipotesis anterior es correcta, tendremos

- ) 4o

Sabemos también, por razonamientos termodindmicos, que para un gas ideal

cp = ¢, + R.
Por lo tanto,
2
cp=£R+R=f+“R (9-28)
2 2
y
[z
p=ro 2 [+2 (9-29)
¢, / f
2

i
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Tabla 9-1 Calores molares de algunos gases, 3
temperaturas préximas a la ambiente. Las can-
tidades medidas experimentalmente son ¢p y y.
La primera se determina mediante el calorime-
tro de flujo continuo y la segunda se obtiene a
partir de mediciones de la velocidad del sonido
en los gases.

Cp — Cy
Gas ¥ eplR ¢/ R R
He 1,66 2,50 1,506 0,991
Ne 1,64 2,50 1,52 0,975
A 1,67 2,51 1,507 1,005
Kr 1,69 2,49 1,48 1,01
Xe 1,67 2,50 1,50 1,00
H, 1,40 3,47 247 1,00
0, 1,40 3,53 2,52 1,01
N, 1,40 3,50 2,51 1,00
CO 1,42 3,50 2,50 1,00
NO 1,43 3,59 2,52 1,07
Cl, 1,36 4,07 3,00 1,07
CO, 1,29 4,47 3,47 1,00
NH, 1,33 4,41 3,32 1,10
CH, 1,30 | 430 | 3,30 1,00
Aire 1,40 3,50 2,50 1,00

7

z

Fig. 9-5 Molécula tipo “dumbbell”.,

309
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Asi, en tanto los principios de la termodindamica nos dan dnicamente una
expresién para la diferencia entre los calores especificos a presién constante
y a volumen constante, la teoria molecular, junto con el principio de equi-
particion, predice el valor real de los calores especificos y su relacion y, en
funcién del nimero de grados de libertad f y de la constante universal R,
determinada experimentalmente. Observemos que, de acuerdo con la teoria,
¢, Ccp y y son todos constantes, independientes de la temperatura.

Consideremos en primer lugar un gas cuyos atomos sean monoatomicos y
para los cuales la energia sea totalmente energia cinética de traslaciéon. Como
hay tres grados de libertad de traslacién, f = 3, debemos esperar que

c,,=J:R=§R= 1,5R,

2 2

2
cP=—t—R=§R=2,5R
2 2
¢ 5

y=L=2= 6.

Cy 3

Estos valores concuerdan satisfactoriamente con los valores de ¢, ¢cp v v de
los gases monoatémicos consignados en la tabla 9-1. Ademds, los calores
especificos de estos gases son préicticamente independientes de la tempera-
tura, en concordancia con la teoria.

Consideremos ahora una molécula diatémica de estructura «dumbbell», es
decir, de doble pesa unida por una barra (como se usa en los gimnasios), tal
como se muestra en-la fig. 9-5. Sus momentos de inercia respecto a los ejes
%y z son mucho mayores que respecto al eje y. Y si este Gltimo puede des-
preciarse, la molécula tiene dos grados de libertad de rotacién y las dos can-
tidades que especifican la energfa cinética de rotacién son componentes de
la velocidad angular alrededor de los ejes x y z. Ademads, como los enlaces
atémicos no son perfectamente rigidos, los 4dtomos pueden vibrar segin la
linea que los une. Esto introduce dos grados de libertad vibracionales, porque
la energia de vibracién es en parte cinética y en parte potencial y esta deter-
minada por la velocidad y por la separacién de los dtomos. Podemos esperar,
pues, siete grados de libertad para una molécula diatémica (3 de traslacidn,
2 de rotacién y 2 de vibracién). Para f= 7, la teoria predice

C

9
5R, y=g= 1,29.
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Estos valores no concuerdan bien con los observados para los gases diato-

micos, consignados en la tabla 9-1. En cambio, si hacemos f = 5, obtenemos

5 7
= — = 2, , = - = 1,40
& =3 R SR Y=z

Estos valores son casi exactamente iguales a los valores medios de ¢, v v
para moléculas diatémicas consignados en la segunda parte de la tabla (el
Cl, es una excepcion interesante). Por lo tanto, a temperaturas préximas a la
ambiente, estas moléculas se comportan como si la energia molecular total
se distribuyera entre los grados de libertad de traslacién y ademas entre los
de rotacién o de vibracién, pero no en ambos de éstos a la vez.

A medida que crece el nimero de dtomos en una molécula, puede espe-
rarse que también aumente el niimero de grados de libertad y la teoria prevé
un decrecimiento en la razdon de los calores especificos, lo cual concuerda,
en general, con la experiencia.

Las principales caracteristicas de la teoria estan bastante bien comproba-
das. Predicen que y nunca es mayor que 1,67 ni menor que 1 y esto esta
de acuerdo con la experiencia. No obstante, si introducimos en la ecuacién
(9-29) los valores experimentales de y y despejamos f, el resultado no es, en
general, exactamente un ntmero entero. Ahora bien, una molécula tiene un
grado de libertad o no lo tiene. Los grados de libertad se cuentan, no se pesan.
Carece de sentido hablar de una fraccién de grado de libertad y el simple
concepto de equiparticién no lo es todo.

Cuando examinamos la variacién de los calores especificos con la tempe-
ratura, las divergencias entre la cxpericncia y la sencilla teoria anterior, re-
sulta mdas cvidente. Excepto para gases cuyos atomos sean monoatdémicos,
los calores especificos de todos los gases awmentan al crecer la temperatura
y disminuyen cuando la temperatura baja. En efecto, a temperatura de 20 K,
el calor especifico del hidrdgeno (el tnico gas diatémico que se conserva
como gas a muy bajas temperaturas) decrece a 2R, valor previsto por la
teorfa para un gas monoatémico. Asi, a esta baja temperatura, los grados de
libertad de rotacién y los de vibracién de la molécula de hidrégeno parecen
no tener ninguna participacion en la variacion de la energia interna, asociada
a un cambijo de temperatura. Todas las dificultades anteriores se eliminan,
no obstante, cuando se toman en consideracién los principios de la mecanica
cuadntica y de estadistica. Estos principios se expondrdn en la seccién 12-7.

La presién de un gas depende de su energia cinética de traslacién y pres-
cindiendo de su complejidad molecular, una molécula tiene sélo tres grados
de libertad de traslacién y una energia cinética de traslacién, igual a 3kT/2.
Asi, si U, representa esta porcion de la energia interna,

U, = 2 NKT
tr = 5 vh
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La presién P es igual a NkT/V vy, por tanto,
2U, 2

P=--—= - Uy,
3V 3
en donde u, es la energia de traslaciéon por unidad de volumen o densidad
de energia y como ya indicamos anteriormente, la presion cs igual a los dos
tercios de la densidad de energia de traslacion.

(9-30)

9-8 CALOR ESPECIFICO DE UN SOLIDO

Las moléculas de un sélido, a diferencia de las de un gas, estdn obligadas a
oscilar alrededor de puntos fijos por fuerzas relativamente grandes ejercidas
por otras moléculas sobre ellas. Supongamos que cada molécula realice un
movimiento arménico simple. Cada una de ellas tiene tres grados de libertad,
considerada como punto material, pero la energia potencial asociada con su
movimiento, que puede despreciarse cuando las moléculas se hallan muy se-
paradas, como es el caso para los gases, en los sélidos es en promedio exac-
tamente igual a la energia cinética, si el movimiento es armoénico simple.
Por lo tanto, si es valido el principio de equiparticién en los sélidos, debe-
mos asignar una energia k7' a cada grado de libertad (1T para la energia
cinética, 1kT para la energia potencial), en vez de }kT, como para las molécu-
las de un gas. La energia total de N moléculas es, por lo tanto,

U = 3NKT, (9-31)
y el calor especifico molar a volumen constante, segtin la teoria, es
¢, = 3R =3 x 8§31 x 10% =249 x 103 kilomol-! K1, (9-32)

Esto estd de acuerdo con la ley empirica de Dulong y Petit, la cual esta-
blece que a temperaturas que no son demasiado bajas, el ‘calor especifico
molar a volumen constante de todas las sustancias puras en el estado sélido
es muy-aproximado a 3R vy nuevamente se obtiene un buen acuerdo con la
experiencia a temperaturas altas. A bajas temperaturas no se obtiene tal
acuerdo, ya que como hemos visto, los calores especific.s de todas las
sustancias tienden a cero, al tender a cero la temperatura absoluta. Este es
otro problema para el cual la teorfa clasica no da una respuesta satisfactoria,
debiendo emplearse entonces los métodos de la mecanica cudantica.

Puntualizaremos otra discrepancia entre la teoria simple y la experiencia.
Hay buenas razones para pensar que en los metales, buenos conductores eléc-
tricos, cada &tomo participa con uno o mas de sus electrones exteriores y
que estos electrones forman una especie de nube electrénica o gas electrénico,
que ocupa e! volumen del metal y que estda constrenido por fuerzas eléctricas
a la superficie del metal, de Ia misma manera que los gases ordinarios ocupan
un recipiente. Este gas de clectrones tiene grados de libertad de trasla-
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cién que son independientes totalmente de los iones metélicos que forman la
red cristalina y debe tener un calor especifico molar igual al de cualquier otro
gas monoatémico, es decir, 3R/2. O sea, a medida que la temperatura del
metal crece, debe entregarse energia para hacer mover mas rapidamente a los
electrones, asi como aumentar la amplitud de las vibraciones de los iones
metélicos. Los ultimos deben poseer un calor especifico de 3R, de modo que
el calor especifico total del metal deberia ser por lo menos 3R + 3R/2 = 9R/2.
En realidad, los metales cumplen la ley de Dulong-Petit igual que los no
conductores, de modo que aparentemente los electrones no participan de la
energfa térmica. Este problema fue un verdadero acertijo durante muchos
afios, pero nuevamente se obtuvo la explicacién satisfactoria cuando se usa-
ron los métodos cuénticos.

PROBLEMAS

9.1 (a) Calcular el nimero de moléculas por unidad de volumen en un gas a 300 K
cuando la presién es 10-3 Tor, (b) ¢Cuintas moléculas hay en un cubo de 1 mm de
arista en estas condiciones? '

92 El modelo utilizado en este capitulo supone que las moléculas estan distribui-
das uniformemente en todo el recinto. ¢Cual debe ser el tamafio de un elemento
ciibico de volumen en el recinto para que el namero de particulas en cada elemento de
volumen varfe en un 0,1 % cuando el gas se encuentra en condiciones normales?
(Mediante un estudio estadistico puede comprobarse que la desviacién probable del
nimero de particulas en cada elemento de volumen respecto al valor medio, N,
viene dada por N!2.)

9-3 (a) En la fig. 9-1, sea ¢ =45°, A¢ = 0,01 radianes, § = 60° y Al = 0,01 radianes.
¢Qué fraccién del niimero total de moléculas de un gas tiene vectores velocidad
comprendidos en un esirecho cono que intercepte el area sombreada AA? (b) Con-
siderar un segundo cono que intercepte la misma drea en la superficie esférica,
pero con ¢ = 90° y 6 = 0. Esquematizar este cono y comparar el ntmero de vec-
tores velocidad incluidos en ¢l con el del cono de la parte (a).

9.4 (a) Aproximadamente, ¢qué fraccién de las moléculas de un gas tiene veloci-
dades para las cuales el dngulo ¢ de la fig. 9-1 se halla entre 29,5° y 305°y 6
entre 44,5° y 45,5°? (b) ¢Qué fraccién tiene velocidades con ¢ entre 29,5° y 30,5°
para cualquier valor de §? [Nota: Los angulos deben expresarse en radjanes.]
9.5 Supongamos que el numero de moléculas de un gas con velocidades compren-
didas entre v y v 4+ Ar viene dado por AN, =N Av/v, para vy> v>0y AN, =0
para v > r, (a) Determinar la fraccién de moléculas con velocidades comprendi-
das entre 0,50 v, y 0,51 ¢, (b) Calcular la fraccién de moléculas que con las velo-
cidades especificadas en la parte (a) posee las direcciones descritas en las partes
(a) y (b) del problema anterior. (c) Determinar el flujo de moléculas descritas en
la parte (b) de este problema que llegan a una superficie, si el gas se encuentra
en condiciones normales. .

96 Calcular ¢ y v, para las siguientes distribuciones de seis particulas: (a) todas
ellas poseen velocidades de 20 m s-!; (b) tres tienen vé¢locidades de 5 m s-! y tres
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de 20 m s-'; (c) cuatro tienen velocidades de 5 m s-! y dos de 20 m s-%; (d) tres
estdn en reposo y tres tienen velocidades de 20 m s-!; (e) una tiene velocidad de
5m s-1, dos de 7 m s-!, dos de 15 m s—! y una de 20 m s-%

97 La funcién de distribucién de velocidades de un grupo de N particulas se ex-
presa por AN, = kv Av para v,> v >0y AN, = 0 para v > v,. (a) Trazar un grafico
de la funcién de distribucién. (b) Demostrar que la constante k = 2N/v§. (c) Cal-

cular la velocidad media de las particulas. (d) Calcular la velocidad cuadratica
media de las particulas.

9-8 (a) Deducir la ecuacidn (9-7) a partir de la ecuacién (9-4). (b) Para un gas en
condiciones normales, determinar A®, para las moléculas que, cumpliendo la ley de
distribucién de velocidades del problema anterior, poseen velocidades comprendi-
das entre 0,50 v, y 0,51 v,. (c¢) Determinar & para las moléculas que poseen la misma
distribucién de velocidades. /

9-9 ¢Qué forma tomara la ecuacién (9-7) si se hallan presentes en el gas varias
clases de moléculas? ¢Concuerda la respuesta con la ley de Dalton?

9-10 Deducir una expresién equivalente a la ecuacién (9-17) para un gas bidimen-
sional, es decir, un gas cuyas moléculas puedan moverse solamente en un plano.
(E1 concepto correspondiente a presiéon o fuerza por unidad de area, se convierte
en fuerza por unidad de longitud.)

9-11 (a) Calcular la velocidad cuadrdtica media de un gas de dtomos de helio a
300 K. (b) ¢A qué temperatura las moléculas de oxigeno tendran la misma veloci-
dad cuadratica media? ¢Con qué diferencia de potencial debe acelerarse una molé-
cula de oxigeno simplemente ionizada para tener la misma velocidad?

9-12 (a) ¢Cuantos impactos moleculares recibe por segundo un centimetro cuadrado
de superficie expuesta al aire a presién atmosférica a 300 K? El peso molecular
medio del aire es 29. (b) ¢Cudl serd la altura de un cilindro de 1 cm? de base que
contiene el numero de moléculas a 1 atm y 300 K que chocan con una superficic
de 1 cm? en un segundo?

9-13 Una caja cabica de 0,1 m de arista contiene 3 X 102 moléculas de O, a 300 K.
(a) ¢Cudantas colisiones por término medio realiza cada molécula contra las pave-
des de la caja en un segundo? ¢Qué presidén ejerce ¢l oxigeno sobre las paredes
de la caja?

9-14 Un vaso cerrado contienc agua liquida en cquilibrio con su vapor a 100°C y
1 atm. Un gramo de vapor de agua a csta temperatura y presién ocupa un volumen
de 1670 cm3. El calor de vaporizacion a esta temperatura es 2250 J g-1. (a) ¢Cudntas
moléculas hay en un cm® de vapor? (b) ¢Cuantas moléculas de vapor alcanzan cada
cm? de superficie de liguido por segundo? (c) Si cada molécula de vapor que choca
contra la superficic sc incorpora al liquido, ¢cudntas se evaporan en cada cm? por
segundo? (d) Comparar la energia cinética media de una molécula de vapor con
la energia que se necesita para transferir una molécula del liquido a la fase vapor.
9-15 Cuando un liquido y su vapor estdn en equilibrio, Ia velocidad de evaporacién
del liquido y la de condensacién del vapor son iguales. Suponer que cada molécula
del vapor que alcanza la superficie del liquido se “condensa” y suponer que la
velocidad de evaporacién es la misma cuando ¢l vapor se cxtrac rapidamente de
la superficie que cuando el liquido y su vapor estidn cn cquilibrio. La presion
de vapor dcl mercurio a 0°C ¢s 185 X 10-6 Tor y ¢l calor latente de vaporizacion es
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340 J g-1. Calcular la velocidad de cvaporacion del mercurio en el vacio, en g cm~?
s—1: (a) a la temperatura de 0°C, (b) a 20°C.

9.-16 Un vaso dec parcdes delgadas de volumen V contiene N particulas que escapan
lentamente por un pequefio orificio de drea A, A través del orificio no penetra nin-
guna particula en el vaso. Determinar el tiempo necesario para que el namero de
particulas disminuya al valor N/2. Expresar la respuesta en funcién de A, V y .
9-17 La presién en un sistema de vacio es 10-3 Tor. La presién exterior es 1 atm y
T = 300 K. Hay un pequefio orificio en la pared del sistema de 4rea, 10-10 cm?. Supo-
ner que cada molécula que “alcanza” el orificio lo atraviesa. (a) ¢Cuantas moléculas
entran en el sistema en 1 hora? (b) Si el volumen del sistema es de 2 litros, ¢qué
aumento de presiéon experimentara el sistema? (c) Demostrar que el numero de
moléculas que escapan es despreciable.

9-18 Un vaso de volumen 2V se divide en compartimientos de igual volumen me-
diante un delgado tabique. El lado izquierdo contiene inicialmente un gas ideal
a la presién P, y el lado derecho esta inicialmente evacuado. Se practica en el
tabique un pequeiio orificio de drea A. Deducir una expresién de la presiéon P; del
lado izquierdo en funcién del tiempo y suponer que la temperatura permanece
constante y es la misma a ambos lados del tabique.

9-19 Una cdmara aislada que contiene helio liquido en equilibrio con su vapor se
manticne a 1,2 K. Esta separada de una segunda camara aislada mantenida a 300 K
por un tabique dclgado aislante que posee un pequeflo orificio. Ambas camaras
se llenan de vapor de helio. Si la presién de vapor del helio a 1,2 K es P;, demostrar
que la presién P cn la otra cdmara es P v/300/1,2. (El cociente P/P, se denomina
coeficiente de presion termomolecular y ticne interés en la termometria de presién
de vapor cuando la presiéon es tan baja que las particulas no experimentan ningin
choque en distancias grandes comparadas con las dimensiones lineales del aparato.)
9-20 Un gas monoatomico idecal estd confinado en un cilindro aislado dotado de un
émbolo también aislado. (a) Considerando los choques de las moléculas del gas con
el émbolo cuasicstaticamente movil, demostrar que PVS3 = constante. (b) Determi-
nar la dependencia con la presidn de la velocidad cuadratica media de las molé-
culas en una compresién o cxpansion adiabatica.

9-21 Una molécula ¢std constituida por cuatro dtomos en los vértices de un te-
tracdro. (a) ¢Cudl c¢s cl nimero de grados de libertad para traslacion, rotacién y
vibracién de esta molécula? (b) Basandose en ¢l principio de equiparticidén, ¢qué
valores tienen ¢, y y ¢n un gas compuesto de cstas moléculas?

922 Bajo la accién de una radiacion apropiada, una molécula diatémica se divide
en dos d4tomos. La relacién entre el nimero de moléculas disociadas y el numero
total de moléculas es «. Determinar ¢(= ¢p/c,) en funcién de « a una temperatura
para la cual estan excitados los modos de vibracién de la molécula diatémica.

9-23 Determinar la energia cinética total de traslacidén y la velocidad cuadratica
media de las moléculas de 10 litros de gas helio a una presién de equilibrio dc
105 N m-2.

9-24 (a) Determinar el calor especifico a volumen constante de un gas de moléculas
H, y H,0. (b) ¢(Cémo se modifican los calores especificos si el gas se licua o sc
solidifica?
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10-1 FUERZAS INTERMOLECULARES

En el capftulo anterior se trataron las moléculas de un gas como puntos geo-
métricos que no ejercian fuerzas entre si. En este capitulo tendremos en cuen-
ta tales fuerzas.

La fuerza ejercida entre un par de moléculas es de origen eléctrico y
debido a la complicada estructura de un atomo o molécula, no puede expre-
sarse mediante una ley simple. En general, para separaciones relativamente
grandes, la fuerza es atractiva, disminuye rapidamente con la separacién y
se denomina fuerza de van der Waals. Cuando dos moléculas se aproximan
lo suficiente como para que se superpongan sus nubes electrénicas, la fuerza
se convierte en repulsiva y crece muy rapidamente cuando la separacién se
hace mas pequefia. Asi, la fuerza intermolecular debe tener la forma general
de la curva de trazo continuo de la fig. 10-1.

Fig. 10-1 Fuerzas intermoleculares.

La aproximacién més simple a esta ley consiste en tratar las moléculas
como esferas rigidas elasticas, para las que la fuerza de repulsién se hace
infinita cuando sus superficies se ponen en contacto. Si incluimos una fucrza
de atraccién cuando las moléculas no estdn en contacto, la ley de fuerzas
tiene la forma de la linea discontinua de la [ig. 10-1.

10-2 ECUACION DE ESTADO DE VAN DER WAALS
En los primeros capitulos hemos hecho amplio uso de la ccuacién de estado
de van der Waals y no porque esta ccuacion describa con gran cxactitud las
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propiedades dc los gases, sino porque demuestra en forma general, mediante
la constante g, como dependen estas propiedades de las fuerzas intermolecu-
lares de atracciéon y cémo con la constante b dependen de los tamafios mo-
leculares.

La ultima correccidon de la ecuacién de estado de un gas ideal fue introdu-
cida por primera vez por Clausius. Este indicé que en la deduccién de la
seccién 9-4 se debe usar como volumen, no el volumen real V del recipiente,
sino el volumen disponible para una molécula, el cual es menor que V debido
al volumen ocupado por las restantes moléculas. Si llamamos b al volumen
«inasequible» por mol, en un gas formado por n moles, este volumen seria nb
y escribiriamos

P(V — nb) = nRT,

o dividiendo ambo. miembros por »

P(v — b) = RT. (10-1)

Esta ecuacién fue formulada por vez primera por Hirn*. (Aqui, la letra v
represenia el volumen especifico molar, no la velocidad molecular.)

-

~ i

Fig. 102 El radio de la esfera de exclusién es igual al didmetro mole-
cular d.

Si las moléculas se consideran como esferas rigidas de didmetro d, la
distancia minima enlre los centros de dos moléculas, como se indica en la
fig. 10-2, ¢cs igual a d. En cfecto, ¢l centro de cada molécula viene excluido
del de otra por una esfera de radio d llamada «esfera de exclusién». El volu-
men de esta csfera ¢s 4nd?/3 y para no contar dos veces cada par, tomare-
mos como valor total inasequible para un sistema dc N moléculas

lN><4 d®

* Gustavo A. Hirn, ingenicro francés (1815-1890).
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El numero de moléculas N es igual al producto del ntimero de moles n
por el ntimero de Avogadro, N,, de modo que el volumen inasequible por mol
o constante b es

2
b= 5 Nymd®. (10-2)

Este valor es cuatro veces superior al volumen real molecular por mol:
! 3
3 Nymd®. (10-3)

Van der Waals, en 1873, incluyé un segundo término de correccién en la
ecuacidon de estado para tener en cuenta la fuerza de atraccidon intermolecular.
Supongamos que estas fuerzas disminuyen tan riapidamente con la distancia
(por ejemplo, en la forma 1/r%) que sélo son apreciables entre una molécula
y sus vecinas mas proximas. Las moléculas que se encuentran en el seno del
gas estdn por término medio igualmente atraidas cn todas las direcciones,
pero aquellas que se encucntran en las capas mds externas experimentan una
fuerza neta hacia dentro. Una molécula que se aproxima a la pared del re-
cinto sera, por tanto, frenada y la fuerza media ejercida sobre la pared, es
decir, la presién observada, resulta ser algo menor de lo que corresponderia
en ausencia de fuerzas atractivas.

La reduccién de presién sera proporcional al nimero de moléculas por
unidad de volumen en la capa exterior, n = N/V, y al nimero por unidad de
volumen en la capa préxima siguiente inferior, cuyas moléculas estin ejer-
ciendo fuerzas atractivas. Por tanto, la presién se reducird en una cantidad
proporcional a n? o igual a on?, en donde « es un factor que depende de la
intensidad de la fuerza atractiva. Como el numero de moléculas N es igual
a uN,, siendo n el nimero de moles, resulta

(53

. NV ., n?  aN%  a
N Y (104

V= v” v

donde hemos reemplazado el producto oN? por a. Por tanto, la presién P dada
por la ecuacién de Hirn,

debe reducirse en a/v?, es decir,
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y, por tanto,
a —
(P i }ﬁ)(” - D= (10-5)

que es la ecuacién de estado de van der Waals.
Como el volumen critico especifico molar de un gas de van der Waals, v,,
es igual a 3b, resulta de la ecuacién (10-2) que

be = 3b = 2N ywd", (10-6)

es igual a 12 veces el volumen total molecular. El valor de & para un gas de
van der Waals proporciona, por tanto, un medio de estimar los didmetros
moleculares, ya que

3b "
d = (277NA) . (10-7)

Asi, en el caso del helio, para el cual b = 23,4'>< 10-? m? kilomol-!, tenemos

3 x 234 x 107 )’/3
d == kd ~ —10 —_ 9 —8
(2 X 3,14 x 6,02 x 108 = 20X 107m =26 x 10" cm,
En la seccién 10-4 se describirdn otros métodos de estimar los didmetros
moleculares. En la tabla 2-1 se consignan los valores de a y b para distintos
gases,

10-3 SECCION EFICAZ DE CHOQUE. RECORRIDO LIBRE MEDIO

Al deducir la ecuacién de la presién ejercida por un gas, se consideraron las
moléculas como puntos gecométricos que podian desplazarse libremente desde
una pared a otra de un recinto sin chocar con otras moléculas. Una de las
objeciones que surgidé a los primeros desarrollos de la teoria cinética era
que si las moléculas actuaran de este modo, una pequefia cantidad de gas
dejada libremente en una gran habitacién se extenderia casi instantaneamente
por toda ella y la verdad es que si destapamos un frasco de perfume trans-
curre un tiempo. considerable antes de que el aroma se perciba en un punto
situado a unos metros de distancia, en ausencia de corrientes de aire. Pronto
s¢ comprobé que esta difusidn relativamente lenta de un gas en otro era
debida a colisiones moleculares como las representadas en la fig. 10-3, que
dan lugar a que la molécula se mueva en una trayectoria irregular en zig-zag.

SEARS — 21
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Fig. 10-3 Recorridos libres moleculares.

Supongamos de nuevo que una molécula es una esfera rigida. A una de
las moléculas que verifican el choque le llamaremos molécula «blanco» y a
la otra molécula «proyectil». Cuando tiene lugar un choque, la distancia entre
los centros de las moléculas se hace igual al didmetro molecular d, como se
ve en la fig. 10-2.

Como el choque viene determinado sdlo por la distancia entre los centros,
no importa si el blanco es pequefio y el ,proyectil grande o viceversa. Pode-
mos, por tanto, considerar que la molécula proyectil se reduce a un punto
en su centro y la molécula blanco ocupa la esfcra total de exclusion, de
radio d. ,

Consideremos ahora una capa delgada dec gas de dimensiones L, L y Ax,
como en la fig. 10-4. Esta capa contiene moléculas «blancos» (cquivalentes)
representadas por los circulos sombreados. Imaginemos ahora que un ni-
mero muy grande N de moléculas «proyectiles», representadas por los puntos
negros, se proyecta contra la cara superficial de la capa —como perdigones
de una escopeta—, de tal forma quc su distribucion es completamente alca-
toria. Si el espesor de la capa c¢s tan pequedio que ninguna molécula «blanco»
puede ocultarse tras otra, la capa presenta a las moléeulas proyectiles cl
aspecto de la fig. 10-4.

La mayor parte de las molcéculas proyectiles pasaran a través de la capa,
pero algunas chocaran con las moléculas blanco. La relacién entre el nimero
de colisiones, AN, y ¢l nimero total de moléculas proyectiles, N, es igual al
cociente entre cl drca presentada por las moléculas blancos y el area total
ofrecida por la capa:

A_N __4rea blanco
"N 4rea total

E
|
i
;
i
|
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Ax
/

P—

-

Fig. 10-4 ) Una delgada capa de gas de moléculas “blanco” bombardeada
por moléculas “proyectiles”.

El 4rea blanco o de una molécula simple (equivalente) es igual al area

de un circulo de radio d o radio de exclusion:
. 2

o = md® (10-8)

Esta drea sc denomina seccidn eficaz de choque microscopica de una molé-

cula (equivalente). El area blanco total es igual al producto de esta seccién

elicaz por el nimero de moléculas blancos de la capa. Si existen n moléculas

blancos por unidad de volumen, este niimero es nl?2 Ax, de modo que el area
blanco total cs

nol? Ax.

El 4rea total de la capa es 12, de modo quc

AN n(rl.,”'Ax — oA
N e —.ll()' X.

(10-9)

La magnitud no se denomina seccion eficaz de choque macroscépica de
las moléculas (equivalentes). Como la densidad numéricah cn el sistema MKS
es el namero de moléculas por metro cuadrado y la seccidén eficaz de cho-
que o es el numero de metros cuadrados por molécula, la unidad del pro-
ducto no es 1 metro cuadrado por metro ciibico (I m* m-*=1 m-). De un
modo general, en cualquier sistema, la unidad de seccién eficaz de choque
macroscopica es la reciproca de una longitud y no una superficie.
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En cada una de las AN colisiones se separa una molécula de su trayec-
toria original, o sea, se dispersa del haz disminuyendo el nimero de las que
permanecen en éste. Interpretaremos, pues, AN, no como un «numero de
choques», sino como la disminucién en el numero N y escribiremos

AN = —Nno Ax

O sea, 4
AN
N

= —no Ax.

En realidnd, N disminuye a saltes a me ida que van chocando las dis-
tintas mi2lée . as, pero si N es muy grande po.lemos considerarlo una funcién
cotinua de x y escribir :

dN
V = —n7dx.
Por tantc,
In N = —nux 4 constante
.y si N =N, cuando a =0,

N = N4 exp(--~nox). (10-10)

que se conoce como ecuacion de supervivencia y representa el numero de
moléculas N procedentes d¢ un numero inicial N, que todavia no han reali-
zado ningan choque después de recorrer una distancia x.

Introduciendo 'a cxpresidon de N en la ecuacidén (10-9), resulta

AN = Ngno exp(—nox) Ax. : (10-11)

n esta ecuacic¢n, AN es el nime. + ‘e moldculas gue realizan su primer choque
después de haber recorrido wna 1i ‘ancia coinprendida cnire x y x + Ax.
Calcnlenios ahorz ' Aistanciz ¢ 'ia recoreida por un grapo de Ny molé-
culas antes Go gue rzalicen su nritne hoaue. Esta distancia .iedia se conoce
con el nombre de r:cos ido liv,+ mediy {0 Para su cdleulo, multiplicar smos x
por el nimero de orit clas AN cac reeceren In distancia xoantes de chocar,
sumaremos 3s1us  .oductos pars woedes 1o valores de x y dividiremos por el
ndmerce .ot & N, Reemplazands 1o sma pooo anaintegral, se obliene

]

5 x AN :
[ iz &—— = nu | X oXp{ - a0x)dy.
N I
o 0
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La integral definida es igual a 1/n%?, de tal modo que

| =—, (10-12)

y el rccorrido libre medio es inversamente proporcional a la seccidn eficaz de
choque macroscépica. Como la unidad de no es la inversa de la unidad de
longitud, la unidad de recorrido libre medio es la unidad de longitud. Obsér-
vese que el recorrido libre medio no di pende de la velocidad molecular.

"El concepto de recorrido libre medi> puede entenderse mejor imaginando
un hombre que dispara balas al azai contra un bosque muy espeso. Todas
las balas llegardn a chocar contra a.gin arbol, pero unas recorreran mayo-
res distancias que otras. Es facil ver que la distancia media recorrida esta
en razon inversa a la densidad del bnsque (n) y al tamarfio de los arboles (o).

Una técnica experimental comian, consiste en proyectar en un gas un haz
de particulas (neutras o con carga eléctrica) y medir la cantidad Ny y el
nimero N que permanecen en el haz después dé recorrer una distancia x.
Se verifica que la disminucion exponencial prevista por la ecuacién (10-10) se
cumple perfectamente y podemos invertir ahora el razonamiento que per-
mitié deducir esta ecuacién. Es decir, como Ny, N y x pueden medirse expe-
rimentalmente, la ecuacién (10-10) puede resolverse para no o [ y podemos
considerar estas magnitudes definidas por esta ecuacién, independientemente
de cualquier teoria de colisiones moleculares.

Aunque las ecuaciones anteriores se han deducido considerando un haz
de moléculas proyectadas en un gas, ¢l recorrido libre medio es ¢l mismo si
se considera que el grupo cstd formado por moléculas de un gas que se mue-
ven al azar entre las restantes moléculas, chocando contra ellas. EI movi-
miento de una sola molécula es una trayectoria en zig-zag, como la indicada
en la fig. 10-3 y esto explica por qué una molécula se aparta con relativa
lentitud de un lugar dado, aunque su velocidad media sea muy grande.

Como ejemplo, supongamos que el didmetro molecular d es igual a
2 x 10~ m. En condiciones normales, existen 3 X 105 moléculas m~3 en un
gas. La scccion clicaz de choque macroscopico cs, por tanto,

2

no = umd* a3 x 105 x 3,14 x 4 X 10720~ 40 x 10°m™!,

y ¢l recorrido libre medio

1

| =~ a 2,5 X 107" m,
ne

que es menor que la longitud de onda de la luz visible. La separacién inter-
molecular media en condiciones normales es aproximadamente 3 x 10— m,
L
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lo cual significa que el recorrido libre medio es mucho mayor que la sepa-
racién intermolecular media y la fig. 10-3 no se ajusta pues a la realidad.

Como el nimero de moléculas por unidad de volumen, n, es inversa-
mente proporcional a la presidn, el recorrido libre medio crece a medida que
la presién disminuye. Un sistema de «vacio» relativamente bueno reduce la
presidn a 10-3 Tor o sea, aproximadamente 10-¢ atm. El recorrido libre medio
es entonces un millén de veces superior que a la presién atmosférica o sea, del
orden de 25 cm.

La teoria mas completa del recorrido libre medio toma en cuenta el movi-
miento relativo de todas las moléculas de un gas, es decir, que tanto las
moléculas «blancos» como las «proyectiles» estdn en movimiento. El tnico
cambio en el resultado final es una modificacién del coeficiente numérico
del segundo miembro de la ecuacién (10-12). La dependencia inversa del
nimero de moléculas por unidad de volumen y de la seccién eficaz de choque,
permanece inalterada. En particular, si se supone que todas las moléculas
tienen la misma velocidad,

31 075

4 no no

>

resultado obtenido por Clausius. Con la hipédtesis de una distribucién max-
welliana de velocidades (véase seccidon 12-2),

No obstante, continuaremos_utilizando el resultado mds simple de la ecua-
cidn (10-12).

En la exposicién anterior, tanto las moléculas blancos como las molécu-
las proycctiles se consideraban esferas rigidas idénticas, de didmetro d. A
menudo, se quiere conocer el recorrido libre de un electrén que se mueve entre
las moléculas neutras o ionizadas de un gas en un plasma o entre los iones
fijos de un conductor metalico. El «didmetro» de un electrén es tan pequeilo
comparado con el de una molécula, que puede considerarse como puntual
y la distancia de centro a centro en un choque (véase fig, 10-2) resulta d/2
en vez de d, siendo d el didmetro molecular. Ademads, las velocidades de los
clectrones son tan grandes comparadas con las velocidades de las moléculas,
que éstas pueden suponerse en reposo y no necesita hacerse la correccién
por velocidad relativa de los electrones. De las consideraciones anteriores, re-
sulta para el recorrido libre medio electrénico 1, el valor

o = 4
no

(10-13)
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en donde n cs la densidad numérica de las moléculas 'y no la seccion eficaz
de choque macroscépica de los electrones contra las moléculas o iones.
En funcion del recorrido libre medio, la ccuaciéon de supervivencia toma la

forma

N = Ngyexp (—nox) = Nyexp (—x/1). (10-14)

La fig. 10-5 es la representacién grafica de esta ecuacién, en la cual se ex-
presa la relacién sin dimensiones N/N, en funcién de x/I. La ordenada de la
curva es la fraccion de moléculas con caminos libres mas largos que cual-
quier fraccién del recorrido libre medio. Obsérvese que la fraccidén con reco-
rridos libres mayores que el valor medio es exp (— 1), o sea, el 37 %, en tanto
que el nimero con recorridos libres menores que el medio es del 63 %.

Un interesante aspecto de la teoria de la distribucién de recorridos libres
es que cada una de las N; moléculas consideradas originalmente no tienen
porque estar iniciando un camino libre, tras haber efectuado un choque.
Solamente separamos al azar una porcién arbitraria de un gran ntmero de
moléculas en un instante cualquiera e inquirimos sobre su futuro sin ave-
riguar su pasado. No obstante, a menudo interesa el pasado en vez del futuro.
Es decir, podemos fijar nuestra atencién en un grupo de moléculas en un
instante dado y en vez de preguntar, como hicimos antes, qué distancia
recor reran por término medio antes de hacer su choque prdximo, averiguar
cuanto han recorrido, por término medio, desde su #ltimo choque. El mismo
razonamiento usado antes muestra que esta distancia media es también el
recorrido libre medio [y que la distribucién de los recorridos libres «anterio-
res» ¢s la misma que la distribucion de los caminos «futuros». Por eso, cuando
consideramos un gran niumero de moléculas de un gas en un instante cual-
quiera, la distancia media que deben recorrer antes del choque siguiente es
igual a la distancia media que han recorrido desde su choque inmediatamente
anterior y ambas distancias son iguales al recorrido libre medio I. En la sec-

NiNg

0,374 — = e —

|
|
IL x/1

Fig. 10-5 Rcpresentacion grafica de la ecuacién de supervivencia.
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cién siguiente utilizaremos este hecho para calcular la distancia media por
encima o por debajo de un plano en el cual las moléculas realizan su Gltima
colisién antes de cruzarlo.

Este resultado sugiere la siguiente interesante pregunta: Si la distancia
media recorrida por las moléculas del grupo antes de considerarlo es [ y la
distancia media después es también [, ¢por qué el recorrido libre medio no
es 2! en vez de I?

Otro importante concepto es el de frecuencia de colisién z o ntmero me-
dio de colisiones por unidad de tiempo que una molécula realiza con otras
moléculas. En un intervalo de tiempo At, una molécula recorre una distancia
media © At a lo largo de su trayectoria en zigzag. El nimero medio de coli-
siones que realiza en cste tiecmpo es o A/l y, por tanto, la frecuencia de co-
lisién es

(10-15)

I

= 0no.

— i

A partir de los valores de v, n y ¢ para las moléculas de oxigeno a la tem-
peratura ambiente, resulta

z ~ 5,5 x 10 colisiones s

El tiempo libre medio ¢ o tiempo medio entre colisiones es igual al valor
reciproco de la frecuencia de colisién z y, por tanto,

1
= e (10-16)

!
v

"‘
f
By |

Para las moléculas de oxigeno a temperatura ambientc,

1

T A ——— 2 1,8 X 1075,
5,5 x 10°

Los resultados anteriores constituyen la base de la teoria de la conduc-
cién metdlica desarrollada por Drude* en 1900. S¢ supone que los clectrones
libres en un conductor metdlico pucden considerarse como un gas ideal y
su velocidad media aleateria © es la misma que la de las moléeulas de un gas
de la misma masa a igual temperatura. (En cl capitulo 13 veremos que esta
hipétesis no es realmente buena.) Si la intensidad del campo-eléetrico en el
conductor es E, la fucrza I' que actiia sobre cada clectrdon de carga negativa e

* Paul K. L. Drude, fisico aleman (1863-1906).

e rpasr i -

:
i
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es F = eE. Como resultado de esta fuerza los electrones poseen una acelera-
cién a opuesta a la direccién del campo de magnitud

Sin embargo, los electrones no se aceleran indefinidamente debido a los
choques con los iones metélicos fijos. Se admite que en cada choque un elec-
trén queda en reposo y verifica una salida nueva, habiendo perdido toda memo-
ria de su velocidad anterior. En el tiempo libre medio r entre colisiones, un
electron adquiere una velocidad opuesta al campo igual a ar y su velocidad
media entre colisiones o velocidad de desplazamiento u, es

1 I(eE)l0
Uu=-ar =-{—|—.
2 2\m/v 5

Esta velocidad de desplazamiento se superpone a la velocidad «térmica» alea-
toria, ¥, pero en un conductor real es muy pequefla comparada con esta
tltima. Obsérvese que en la expresién para el recorrido libre medio I, debe-
mos usar la ecuacién (10-13).

La densidad de corriente J en el metal (intensidad de corriente por unidad
de seccién transversal) es igual al producto de la densidad numérica n, de
los electrones por su carga e y por su velocidad de desplazamiento u:

J = peeu = (__me [(')E.
2mn :

La resistividad. p del metal se define por el cociente de la intensidad de
campo I por la densidad de corriente J: p = E/J. Por tanto,

2mv

p = (10-17)

n.e’l,

En un metal determinado a una temperatura dada, todas las magnitudes
del segundo miembro de la ecuacién anterior son constantes, de modo que
la teoria de Drude predice que bajo estas condiciones la resistividad de un
conductor metilico es una constante independiente de E. En otras palabras,
que la densidad de corriente J es directamente proporcional a la intensidad de
campo eléctrico E y el metal, de acuerdo con la experiencia, cumple la ley
de Ohm.

Un enunciado mas familiar de la ley de Ohm es que, a una temperatura
determinada, la diferencia de potencial V entre dos puntos de un hilo con-
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ductor es directamente proporcional a la corriente I que circula por el hilo,
es decir, V = IR, en donde R es una constante independiente de I. La corriente
total I en un conductor de area transversal constante A es I = JA. Si la longi-
tud del conductor es L, la diferencia de potencial V entre sus extremos es
V = EL, de modo que la ecuacién pJ= E puede escribirse en la forma

©
N~

I
~l<

0 sea,

en donde la resistencia R = pL/A.

En el capitulo 12 demostraremos que la velocidad media v aleatoria en
un gas es proporcional a T"? y, por tanto, la teorfa predice que la resistivi-
dad p se incrementa con la raiz cuadrada de la temperatura. Sin embargo, la
experiencia nos dice que la resistencia de los conductores metalicos crece
linealmente con la tempcratura creciente, por lo que la teoria de Drude dista
mucho de ser perfecta. SO

10-4 COEFICIENTE DE VISCOSIDAD

En las tres secciones siguientes daremos un tratamiento elemental de tres
propicdades de un gas descritas con el nombre genérico de fendmenos de
transporte. Tales son la viscosidad, la conductividad térmica y cl coeficiente
de difusion y pucden explicarse en funcidn del transporte a través de una
superficie imaginaria dentro del gas, de la cantidad de movimiento, de la
energfa y de la masa, respectivamente. Consideremos en primer lugar el coe-
ficiente de viscosidad.

Fig. 106 Flujo viscoso entre una placa inferior en reposo y una placa
superior moévil.

A primera vista resulla contradictorio que un gas formado por moléculas
ampliamente separadas que chocan clisticamente entre si, presente ¢l feno-
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meno de la viscosidad o friccidon interna. Sin cmbargo, todo gas real es vis-
coso y, como demostraremos, esta propiedad es otra consecuencia necesaria
de nuestro modelo simple y no requiere la asignacién de nuevas propiedades
a las moléculas.

La fig. 10-6 representa una porcién de dos grandes platas separadas por
una capa de gas de espesor L. Debido a la viscosidad del gas, debe ejercerse
una fuerza F sobre la placa superior para arrastrarla hacia la derecha a velo-
cidad constante respecto a la placa inferior en reposo. (Una fuerza igual y
opuesta debe ejercerse sobre la placa inferior para mantenerla en reposo.)
Las moléculas de la capa de gas poseen una componente de la velocidad hacia
delante u que crece uniformemente con la distancia y por encima de la placa
inferior. El coeficiente de viscosidad del gas 5 estd definido por la ecuacién
F_ du

Rk (10-18)

en donde A es el drea de una cualquiera de las placas y du/dy es el gradiente
de velocidad en angulo recto con las placas.

En el sistema MKS la unidad de F/A es el newton por metro cuadrado y la
unidad del gradiente de velocidad du/dy es el metro por segundo, por metro. Por
tanto, la unidad del coeficiente de viscosidad 7 es el newton por metro cua-
drado, por metro y por segundo por metro, lo cual se reduce a 1 N s m-2. La uni-
dad cgs correspondiente es 1 dina s cm~% y se denomina 1 poise en honor
de Poiseuille*. (1 poise = 10 N s m~2)

La vclocidad hacia delante u de las moléculas se superpone a sus grandes
velocidades aleatorias, de modo que el gas no estd en equilibrio termodina-
mico. Sin embargo, en la mayor parte de los problemas précticos las veloci-
dades aleatorias son mucho mads grandes que cualquier velocidad asociada al
movimiento de la masa, de modo que podemos emplear los resultados pre-
viamente deducidos para un estado de equilibrio.

La linea dc trazos S-S de la fig. 10-6 representa una superficie imaginaria
dentro del gas a una altura arbitraria y por encima de la placa inferior. De-
bido a los movimientos aleatorios existe un flujo molecular & a través de
la superficie indicada por la linea de trazos, tanto desde arriba como desde
abajo. Supondremos que en su dltimo choque, antes de cruzar la superficie,
cada molécula adquiere una velocidad de flujo, hacia la derecha, correspon-
diente a la altura a que se efectud el choque. Como la velocidad de flujo, por
encima de la superficie de trazos, es mayor que debajo de ella, las moléculas
que la cruzan procedentes de arriba transpdrtan una cantidad de movimiento
mayor (hacia la derecha) a través de la superficie, que las moléculas que la

* Jean-Louis M. Poiscuille, fisico francés (1799-1869).
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cruzan procedentes de abajo. Resulta, pues, un cierto transporte de canti-
dad de movimiento a través de la superficie y por el segundo principio de
Newton de la dinamica, podemos igualar la cantidad de movimiento trans-
portada en unidad de tiempo, por unidad de superficie, con la fuerza viscosa,
por unidad de superficie.

Asi, pues, la viscosidad de un gas no se debe a fuerzas de «rozamiento»
entre sus moléculas, sino a que transportan cantidad de movimientos a través
de una superficie como consecuencia de su movimiento térmico desordenado.
El proceso es andlogo al de dos vagones abiertos cargados de carbén que se
mueven en el mismo sentido, en vias paralelas, a velocidades ligeramente dife-
rentes, habiendo en cada vagdén una cuadrilla de obreros, cada uno de los
cuales lanza paladas de carbdén de un vagén a otro. Los vagones del tren maés
lento son golpeados por trozos de carbén que cruzan algo mdés rapidos
que el vagdn, lo que da como resultado una fuerza en el tren, hacia adelante.
Inversamente resulta una fuerza hacia atras sobre el tren mas rapido y el
efecto es el mismo que si los vagones estuvieran rozandose y ejerciendo fuerza
a través de un mecanismo de rozamiento por deslizamiento.

AA
S /

Fig. 107 El ultimo recorrido libre antes de que la molécula cruce la
superficie comenzé a una distancia ¥ = ! cos # de la superficie.

Calculemos primero la altura media 7 por encima (o por debajo) de la
superficie a la cual una molécula realiza ¢l altimo choque antes de cruzar.
En la seccién 9-3 se suponia que las moléculas cran puntos geoméiricos y
que todas las moléculas f¢pv del cilindro oblicuo de la [lig. 9-2 alcanzaban el
drea AA sin haber realizado una sola colision. Esto no pucede ser correcto,
pues, por término medio, cada molécula recorre sélo una distancia [ sin
chocar con otra molécula. Estas colisiones moleculares no afectan al flujo
total de moléculas #Hv que llegan a la superficie, pues por cada colisién que
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.separa una molécula 6o del nimero originalmente existente en el cilindro,

se producira otra colisién que da lugar a una molécula ¢¢v esencialmente en
el mismo punto. Sin embargo, como se explicé en la seccién anterior, las
moléculas que llegan a la superficie, por término medio habran iniciado sus
ultimos recorridos libres antes de alcanzar la superficie a una distancia [ de ella.
La distancia perpendicular y desde la superficie, para cualquier molécula 8
(véase fig. 10-7) es y = [ cos . El valor medio de y, o 7, se determina multi-
plicando I cos 8 por el flujo A®y, sumando para todos los valores de 6 y divi-
diendo por el flujo total . Si en la ecuacién (9-6) reemplazamos ) vn, por on,

Ay = -~ onsenl cos 0 AD;

BT —

y segun la ecuacién (9-11),

D = - n.

N

Por tanto, reemplazando Af por d#f ¢ integrando respecto a § desde cero a /2,

1 o en
5 onlf7%sen 0 cos? 0 do

y

I

[FSIRY Y

I (10-19)

EER
=i
=

Es decir, por término medio, una molécula que cruza la superficie realiza
su ultima colisién antes del cruce a una distancia igual a dos tercios de un
recorrido libre medio por encima (o por debajo) de la superficie.

Sra u; la velocidad de la masa del gas hacia adelante en el plano S-S.
A una distancia 2I/3 por encima de la superficie, esta velocidad sera

2 . du
U=ty +-1—,
! dy

va que cl gradiente de velocidad du/dy puede considerarse constante en una
distancia del orden de un recorrido libre. La cantidad de moviminto hacie
adelante de una molécula con esta velocidad es

mu = m(u“ + 2lili).
3 dy

Pos lo tanto, la cantidad de movimiento total GJ en =l sentido de circula-
cion, transpeitado a través de la superficie, por unidad de superficie y por
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unidad de tiempo, por las moléculas que cruzan la superficie desde arriba,
es el producto de la cantidad de movimiento u por el flujo total &:

= ) 2 . du
G|l = =nmvlu +-l———).
b= ( T3 dy
Andlogamente, la cantidad de movimiento total transporgada a través de la
superficie por las moléculas que la cruzan de abajo a arriba, es

_ 2 du)
nvm(uo — =1—.

o1 = 3 dy

El transporte total de cantidad de movimiento por unidad de superficie y
por unidad de tiempo, es la diferencia entre los dos valores anteriores o sea,

1 _.d
= nmpl £ (10-20)
3 dy

G =

700 —

10 15 2 25 30 35
\/fv (K”Z)

Fig. 10-8 La viscosidad del helio, argon y ncon es casi una funcion
lineal de /T.
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‘Tabla 10-1 Valores del camino libre medio y diametros mole-
culares de algunos gases, determinados a partir de mediciones
de la viscosidad. Los valores de [ v d dec esta tabla se calcula-
ron utilizando la ecuacién (10-13) para L

7 (15°C) [(15°C, 1 atm) d
Gas (Nsm™®) . (m) (m)
He 19,4 x 107 18,6 x 1078 2,18 x 10710
Ne 31,0 13,2 2,60
A 22,0 6,66 3,64
H, 8,71 11,8 2,74
N, 17.3 6,28 3,76
0, 20,0 6,79 3,60
CO, 14,5 4,19 4,60
NH, 97 4,51 4,44
CH, 10,8 5,16 4,14

y, por el segundo principio de la dindmica de Newton, esta cantidad es igual
a la fuerza viscosa por unidad de superficie. Por lo tanto, comparando con la
definicién del coeficiente de viscosidad de la ecuacién (10-18), obtenemos:

= “Inmﬁl — Ime
Ui 5 3 (10-21)
Una inesperada conclusiéon de este resultado es que la viscosidad de un
gas es independiente de la presion o de la densidad y es funcién exclusiva
de la temperatura, por la dependencia de © con 7. La experiencia, por otra
parte, comprueba este resultado, excepto a muy bajas presiones, cuando el
recorrido libre medio es del orden de las dimensiones del aparato. No debe
esperarse que la teoria anterior se cumpla en estas condiciones en que una
molécula rebota de una pared a otra sin efectuar un gran namero de choques
en ¢l camino.
En la scccion 12-2 veremos que la velocidad media v viene dada por

_ A/8 kT
V= [=——,
T m

3o IN g o

de modo que

(10-22)
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Asi, para las moléculas de una determinada especie, la teoria predice que g
es proporcional a ¥T y para distintas especies a una temperatura determi-
nada, es proporcional a ¥m/o.

La fig. 10-8 muestra algunos valores experimentales de las viscosidades
del helio, neon y argon, representados en funcién de /7. Las graficas son
~lineas casi rectas, pero medidas precisas muestran que se curvan ligeramente
hacia arriba, indicando que la viscosidad crece con la temperatura a un titmo
algo superior al previsto por la teoria de las «esferas rigidas». Esto pue-
de aplicarse considerando que las esferas que representan las moléculas
no son verdaderamente rigidas y que una «colisién» se asemeja mads al choque
entre dos pelotas blandas de tenis que al equivalente entre dos bolas de billar.
Cuanto mas elevada es la temperatura, mayor es la energia cinética molecu-
lar media y mas se «aplastan» las moléculas en una colisién. Asi, la distancia
centro a centro en un choque y la correspondiente seccién eficaz de choque o,
seran tanto menores cuanto mas alta sea la temperatura, con el correspon-
diente incremento de 7. '

Dada la dependencia de la viscosidad con la seccidon eficaz ¢, la ecua-
cién (10-22) es realmentiec una de las relaciones utilizadas para «medir» las
secciones eficaces de colisién y los didmetros d de las esferas rigidas corres-
pondientes. En la tabla 10-1 se consignan algunos valores de d calculados por
mediciones de la viscosidad.

10-5 CONDUCTIVIDAD TERMICA

La conductividad térmica de un gas puede estudiarse de igual mancra que la
viscosidad. Supongamos que las placas superior e inferior de la fig. 10-6 se
encuentran en reposo pero a diferentes temperaturas, de modo que existe
cn el gas un gradiente de temperatura en vez de un gradiente de velocidad.
(Es dificil evitar que el flujo de calor conductivo cn un gas no se desvirtie
por corrientes de conveccién. La capa de gas debe ser delgada y la placa
superior ha de estar a una temperatura mas alta que la inferior.) Si d7'/dy
es el gradiente de temperatura normal a una superficic dentro del gas, la
conductividad térmica 1 se define por la ccuacion

=24 (10-23)
dy

en donde H es ¢l flujo o corviente de calor por unidad de arca y por unidad
de tiempo a través de la superficie. El signo negativo sc debe a que si dT/dy
es positivo, el flujo de calor se dirige hacia abajo y es negativo.

En el sistema MKS la unidad de H es 1 joule por metro cuadrado y por
segundo y la unidad del gradiente de temperatura d1'/dy es 1 kelvin por metro.
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La unidad de conductividad térmica 1 es, por tz1to, 1 joule por metro cua-
drado por segundo, por metiv poui Uclvin, cuy. expresidon se reduce a 1 J
m-! s~ K-1,

Desde el punto de vista molecular consideramos la conductividad térmica
de un gas como el resultado del flujo neto de energia ri-4tica molecular a
través de una superficie. La energia cinética fotal por ol de las moléculas
de un gas ideal, es simplemente su energia interna u, que a su vez es igual
a ¢,T. La energia cinética media de una sola molécula es, por tanto, ¢, T divi-
dido por el niimero de Avogadro, N,, y si definimos una «capacidad calorifica
molecular» ¢¥ como ¢¥ = ¢,/N,, la energfa cinética molecular media es c*7.

Supongamos, como antes, que cada molécula que cruza la superficie rea-
liz6 su ultima colision a una distancia 2I/3 por encima o por debajo de la
misma y que su energia cindtica corresponde a la temperatura a dicha dis-
tancia. Si T, es la temperatura vo la superficie S-S, la energia cinética de una
molécula a una distancia 2{/3 Lor debajo de la superficie es

2,4
ET = ('3‘(7‘0-— "/{T->.
o3 dy

)

(

La energia transportada en direccion hacia arriba nor unidad de édrea y
por unidad de tic.cpo es igual al producto de esta magnitud por el flujo mo-

lecular @:
1« 2 dT)
poe= —noed| Ty — 11—
Hi =g ( "7 3 dy

Del mismo mwdo, la energia transportada por las moléctias que cruzan desde
arriba hacia abajo cs

1 _ . 2 .dT
1) = Zlnuc';"(l“o + Slﬂ)

El transporte neto por unidad de drea y de tiempo que identificamos con la
corriente calorifica H, es
1 _ 4, dT

H=— gnvcvl ;i? (10-24)

.y por comparacién con la ecuacién (10-23) resulta para la conductividad tér-

mica 4 cl valor
nocy ! = - -2 (10-25)

SEARS — 22
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Asi pues, la conductividad térmica, igual que la viscosidad, tiene que ser
independiente de la densidad. Este resultado estd también de acuerdo con los
experimentos realizados a presiones tan bajas que ¢l recorrido libre medio se
hace del mismo orden de magnitud que las dimensiones del recinto.

El cociente entre la conductividad térmica y la viscosidad es

€y

. S Y
I
3%
I

3

>

b
e

M _ (10-26)

en donde M es el peso molecular del gas. Por tanto, la teoria predice que para
todos los gases esta combinacién de propiedades experimentales debe ser
igual a la unidad. En la tabla 10-2 se dan algunos valores para su compara-
cién. El cociente tiene el orden correcto de magnitud, pero vemos de nuevo
que el modelo de esfera rigida para las moléculas es inadecuado.

Tabla 10-2 Valores de la conductividad térmica %, peso molecular M, viscosidad 5
y calor especifico ¢, de algunos gases, asi como del cociente de la ecuacion (10-26).

A(0°C) M 7(0°C) Cy M
Gas | U ms71 K| (kg kilomol-1) (N’s\,m”2) (J kilomol-1 K=} | ¢
He 0,141 4,003 18,6 x 10°¢ 12,5 x 103 2,43
Ne 0,0464 20,18 29,7 - 12,7 2,48
A 0,163 39,95 21,3 12,5 | 2,45
H, 0,168 2,016 8,41 20,1 2,00
N, 0,241 , 28,02 16,6 20,9 1,95
O, 0,245 32,00 19,2 21,0 1,94
Co, 0,145 44,01 13,7 28,8 1,02
NH, 0,218 17,03 9,2 27,6 [,46
-CHy 0,305 16,03 10,3 27.4 1,73
Aire 0,241 29, 17,2 20,9 1,94
106 DIFUSIGN
El recipiente de la fig. 109 esta dividido por un tabique que separa dos gases

diferentes A y B a la misma temperatura y presién, de modo que el niimero
de moléculas por unidad de volumen es el mismo a ambos lados. Si se re-
tira el tabique no hay movimiento de masa del gas en ninguna direccion,
pero tras haber transcurrido un tiempo suficiente se encucntra que ambos
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gases estan uniformemente distribuidos por todo el volumen. Este fenémeno,
que trae como resultado la mutua penetracién de los gases, se llama difusicn.
No estd restringido a gases; se produce también con liquidos y sdlidos. La
difusién es una consecuencia del movimiento molecular desordenado y se
produce cada vez que existe un gradiente de concentracion de cualquier espe-
cie molecular, es decir, cuando el ntmero de particulas por unidad de volu-
men es diferente a ambos lados de una superficie. Puede describirse el feno-
meno como un transporte de materia (es decir, de moléculas) a través de la
superficie.

Fig. 109 Recipiente que contiene dos gases distintos separados por un
tabique.

El fenémeno de la difusién puede complicarse por el hecho de que cuando
hay mds de un tipo de moléeulas, las velocidades de difusiéon de uno en otro
gas no son iguales. Podemos simplificar cl problema y extraer las ideas esen-
ciales considerando la difusién de moléculas de una tnica especie en otras
de la misma cspecie, fenémeno conocido como autodifusion.

Si todas las moléculas fucran exactamente iguales, cualquier calculo de
autodifusion entre cllos sélo tendria interés teérico, puesto que no hay ningtn
método experimental que permita distinguir las moléculas que se difunden
de las otras. Sin embargo, moléculas cuyos dtomos son isétopos del mismo
elemento o moléculas cuyos nuclcos son radiactivos, difieren sélo en su es-
tructura nuclear y son esencialmente idénticos cn lo que se refiere a su
seccion eficaz de choque. (Sus energias cinéticas medias difieren ligeramente
debido a la diferencia de masa.) Es, pues, posible «marcar» ciertas moléculas,
de modo que puedan distinguirse de las demds y tratar en cambio el pro-
blema de la difusién como si las moléculas fueran todas iguales.

Consideremos una superficie imaginaria horizontal S-S dentro del reci-
piente de la fig. 10-9 en cierta etapa del proceso de difusién. El recipiente
conticne una mezcla de moléculas por unidad de volumen, igual en todos los
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puntos, de modo que la presién es uniforme. Supongamos que también la
temperatura es uniforme y que n* sea el niimero de moléculas marcadas, por
unidad de volumen, en cualquier punto. Haremos la hipétesis de que n* es
sélo funcién de y, siendo el eje y normal a la superficie S-S. Si dn*/dy es
positivo, el flujo hacia abajo de las moléculas marcadas a través de la super-
ficie es superior al flujo hacia arriba. Si I’ representa el flujo neto de las
moléculas marcadas a través de la superficie por unidad de tiempo y por
unidad de 4rea, el coeficiente de autodifusion D se define por la ecuacién

*
dn® (10-27)

I'=-~D .
dy

El signo negativo se debe a que si dn*/dy es positivo, el flujo neto I' es
hacia abajo y negativo.

En el sistema MKS la unidad de I' es 1 molécula por metro cuadrado
por segundo y la unidad del gradiente de concentracién dn*/dy es 1 molé-
cula por metro cubico por metro. La unidad del cocficiente de difusién D es,
por tanto, 1 molécula por metro cuadrado por segundo, dividido por 1 mo-
1écula por metro ciibico por metro, lo cual se reduce a 1 m? s-1

Supongamos como anteriormente que cada molécula realiza su ultima
colisién antes de cruzar la superficie a una distancia normal a ésta e igual
a 21/3. Si n;‘ es el namero de moléculas marcadas por unidad de volumen
en la superficie S-S, el nimero que existe por unidad de volumen a una dis-
tancia 2I/3 por debajo de la superficie es

. « 2 ,dn*

= ng — = —

dy

En la expresién deducida previamente para el flujo @, debemos reempla-
zar n por n* y el flujo hacia arriba I'} es entonces

n

De igual forma, el flujo hacia abajo es

*
5<n5* + gldi).
3 dy

El flujo neto es la diferencia entre ambos o sea,

*
D= Lyt

30 (10-28)
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Comparando con la ecuacién (10-24), resulta

D=-pl=-2Y

) (10-29)

I 1=
W | =

n

Q

en donde n es el nimero total de moléculas por unidad de volumen.

El fenémeno de la difusién a través de poros capilares de un material ce-
ramico es uno de los métodos empleados para separar los isétopos UZ5 y
UZ8. El uranio natural se convierte primero en el gas hexafluoruro de uranio,
F¢U, y la mezcla de isétopos fluye por difusién a través de una barrera porosa.
El fenémeno es més complicado que el caso simple descrito aqui, porque el
camino libre ya no es pequefio frente a las dimensiones de los capilares y
los choques con las paredes resultan un factor importante. Sin embargo,
podemos ver cualitativamente que, debido a la masa algo menor de U5,
comparada con la de U2, Ja velocidad media © de las moléculas de hexa-
fluoruro que contienen U5 debe ser ligeramente mayor que en las otras. El
coeficiente de difusién es también un poco mayor, de modo que este com-
ponente estd ligeramente enriquecido en el gas que se ha difundido a través
de los poros.

El funcionamiento de un reactor nuclear depende también del fenémeno
de la difusién. Los neutrones en un reactor se comportan como un gas que
se genera continuamente en el mismo por el proceso de fisién y que se
difunde a su través y eventualmente escapa por la superficie. Para que el re-
actor funcione satisfactoriamente, se requiere que la generacién de neutrones
sea por lo menos tan grande como su pérdida por difusién, mas las pérdidas
debidas a los choques en que se absorban neutrones.

10-7 RESUMEN
Cqmparemos los tres resultados obtenidos en las secciones precedentes. Es-
cribamos las ecuaciones (10-20), (10-24) v (10-28) en la forma ’

c— (é nBl) d(mu) ,

dy
*
H = ——(lm—)l) AT
3 dy
r = _(1 nw) d(n®/m)
3 dy

La tultima ecuacién sc obticne multiplicando numerador y denominador de
la ccuacién (10-26) por n.
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El producto (mu) de la primera ecuacién es la cantidad de movimiento
de una molécula de gas; el producto (¢*T) de la segunda es la energia ciné-
tica de una molécula y el cociente (n*/n) de la tercera es la concentracion
de moléculas marcadas.

Las expresiones correspondientes para los coeficientes de viscosidad, de
conductividad térmica y de autodifusién son:

N = 1—nmﬁl—£2'2
3 30
prgt
b= Lnerpr = Lo
3 Jo
p=lyg=12
3 Ino

PROBLEMAS

10-1 ¢Cémo se modifican las hipétesis de la teoria cinética expresada en la sec-
cién 92 al desarrollar la ecuacién de estado de Hirn y la de van der Waals?

102 La temperatura critica del CO, es 31,1°C y la presién critica 73 atm. Supo-
niendo que el CO, cumple la ecuacién de van der Waals: (a) demostrar que la den-
sidad critica del CO, es 0,34 g cm~3; (b) demostrar que el didmetro de una molé-
cula de CO, es 3,2 X 10-10 m. ,

103 Utilizando los datos del problema anterior: (a) determinar la seccién eficaz
de colisién microscépica de una molécula de CO,) (b) Si un kilomol de CO, ocupa
10 m3, determinar el recorrido libre medio de las moléculas de CO,. (¢) Si la vcloci-
dad media de las moléculas de CO, es 500 m s-!, determinar el nimero medio de
colisiones realizadas por molécula en un segundo.

104 Determinar la dependencia con la presién a temperatura constante del re-
corrido libre medio y de la frecuencia de colision.

105 Un haz de moléculas de radio 2 X 10-1 m choca contra un gas formado por
moléculas de radio 3 X 10-1° m. Existen 102 moléculas de gas por m®. Determinar:
(a) el radio de exclusién; (b) la seccidn eficaz de colisién microscoépica; (c) la sec-
cion eficaz de colisién macroscépica; (d) la fraccién del haz dispersa por unidad
de distancia recorrida en el gas; (e) la cantidad de moléculas que quedan cn cl
haz una vez ha recorrido éste 10-6 m en el gas; (f) la distancia que ¢l haz recorre
en el gas antes de que desaparezcan de ¢l la milad de las moléeulas; (g) et reco-
rrido libre medio del haz en ¢l gas.

10-6 Un grupo de moléculas de oxfgeno inician sus caminos libres simultanea-
mente. La presién es tal que ¢l recorrido libre medio cs 3 cm. ¢Después de cuanto
tiempo quedar4d adn la mitad del grupo, es decir, la mitad del grupo no habra efec-
tuado atn ningin choque? Suponer que lodas las moléculas tienen velocidad igual
a la velocidad cuadritica media y que la temperatura es 300 K.

107 Unos bolos con digimetro cficaz de 10 cm se colocan al azar en una pista con
una densidad medin de 10 holos por metro cuadrado. Contra ellos se lanza un gran
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nimero de bolas de 10 cm de didmetro. (a) ¢Qué relacion existe entre el recorrido
libre medio de una bola y la distancia media entre bolos? (b) ¢Qué fraccién de las
bolas recorren por lo menos 3 metros sin chocar contra un bolo?

10-8 El recorrido libre medio de cierto gas es 5 cm. Consideremos 10 000 caminos
libres medios. ¢Cudntos son mas largos que: (a) 5 cm, (b) 10 em (c) 20 cm? (d)
¢Cuadntos son mas largos que 3 cm, pero menores que 5 cm? (e) ¢Cudntos estan
comprendidos entre 4,5 y 5,5 cm de longitud? (f) ¢Cuantos estdn entre 49 y 5,1 cm
de longitud? (g) ¢Cudntos tienen exactamente 5 cm de longitud?

1099 Se efecttia un gran ndmero de tiradas con un solo dado. (a) ¢Cual es el na-
mero medio de tiradas entre dos salidas del seis? En cualquier momento del pro-
ceso, ¢cudl es el numero medio de tiradas (b) antes de la siguiente aparicién de un
seis?, (¢) ¢desde la ultima apariciéon de un seis? (d) ¢Cémo responderiamos a la
cuestion planteada en la seccién 10-3, es decir, por qué el recorrido libre medio es [
y no 2?

10-10 E! recorrido libre medio de un atomo de helio en gas helio en condiciones
normales es 20 X 10~ m. ¢Cudl es el radio de un 4tomo de helio?

10-11 Se proyecta un haz de electrones desde un cafién electrénico a un gas a
una presién P y el niimero que queda en el haz a la distancia x del cafién se deter-
mina haciendo chocar el haz contra una placa colectora y midiendo la corriente de
la placa. La corriente de electrones emitida por el cafién tiene una intensidad
de 100 uA y la corriente del colector cuando x = 10 cm y P = 100 N m-2 (alrededor
de 1 Tor) tiene 37 uA. (a) ¢Cudl es el recorrido libre medio de los electrones? (b)
¢Qué intensidad de corriente se obtendria en el colector si la presién se redujera
a 50 N m-??

10-12 Una molécula de oxigeno simplemente ionizada inicia un camino libre en
una direccién normal a un campo cléctrico de intensidad 104 V m-!. La presién es
de una atmoésfera y la temperatura de 300 K. (a) Calcular la distancia recorrida
en la direccién del campo en un tiempo igual al que se precisa para recorrer el
camino libre medio. (b) ¢Cudl es la razén del recorrido libre medio a esa distancia?
(¢) ¢Cudl es la velocidad media en la direccién del campo? (d) ¢Cudl es la razén
de la velocidad cuadratica media a esa velocidad? (e) ¢Cual es la razén de la
energia de agitacion térmica a la energia entregada por el campo en un camino
libre medio?

10-13  La resistencia de un alambre de cobre de 2 m de longitud y 0,01 cm de
didmetro cs de 3 Q. La densidad del cobre cs 8,9 x 103 kg m—3 y su peso atémico 64.
(a) Determinar el recorrido libre medio ¢ entre los choques de los electrones con los
nucleos idnicos de cobre. (b) Determinar ¢l recorrido libre medio de los electrones
suponicndo que para un clectrén, v viene dada por (8kT/zxm)V2 ¢A cuantas distan-
cias atémicas equivale este resultado, suponicndo que ¢l cobre es cibico? (c) Deter-
minar la relacién entre el didmetro de los nuclecos idnicos de cobre y la distancia
atémica. [Las partes (b) y (¢) no dan respuestas correctas porque las velocidades elec-
trénicas son aproximadamente 103 veces mayores que las obtenidas por (8kT/a#1)l/2,
seccién 13-6.] (d) Determinar el tiempo medio que tarda un electrén en recorrer
la longitud del alambre cuando la corriente que le atraviesa es de 0,333 A.

10-14 Los satélites se mueven en una regiéon donde el recorrido libre medio de las
particulas es muy superior al tamafio propio del cuerpo. Demostrar que la fuerza
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por unii:.d de drea de un satélite a causa dc este gas enrarecido es 4nmv?/3, en
donde n es la densidad numérica de particulas en la atmdsfera, m su masa y v la
velocidad del <atélite. [Sugerencia: Como la velocidad del satélite es muy superior
a la velocidad del sonido, suponer que el satélite se¢ mueve a través de una nube
estacionaria - : narticulas.]

10-'5  Calr o' - 2l coeficiente de friccidon de un disco que se desliza por un colchén
de aire @ I©  :locidad de 1 m s-! El didmetro del disco es 0,1 m y su masa 0,3 kg.
Supone~ g« se desliza lu=* m por encima del colchén. El didmetro de una molé-
cula dr nit oy .0 @3, aproximadamente, 4 x 10-10 m,

10-i6 "n la taola s guiente se dan Ins valores i la viscosidad del diéxido de car-
bono a varvias teinperaturas. (a) Ceu. . lu vazén /4T a cada temperatura y (b)
determinar el didmetro de la molécula de CO,. (c) Comparar ese didmetro con el
de lus ga s Ay Ne tomados de la fig. 10-8.

’ T ~21 0 100 182 302
meu Gsnr 12,9 14,0 18,6 22.2 26.8

10-v. (a) D¢ luciy una expresion para la dependencia de la temperatura de la con-
ductividad térmica de un gas ideal. (b) Calcular la conductividad térmica del helio
(considerado como gas ideal) a 300 K.

10-18 (a) A partir de los datos de la tabla 10-2 determinar el coeficiente de auto-
difusién del helie en condiciones normales por dos caminos distintos. (b) ¢Cémo
depende el coeficiente de autodifusion de la presion a temperatura constante, de
la temperatura a presién constante y de la masa de la particula que se difunde?
10-12 Un tubo de 2 m de longitud y 10-* m? de seccién transversal contiene CO, a
presién atmosférica y a temperatura de 300 K. La mitad de las moléculas de CO,
contienen el isétopo radiactivo del carbono CH¥. En el instante r =0, todas las
moléculas del extremo izquierdo del tubo contienen el isétopo radiactivo y el nu-
mero de tales moléculas por unidad de volumen decrece uniformemente hasta el
valor cero en cl otro extremo del tubo. (a) ¢Cudl es el gradiente de concentracion
inicial de las moléculas radiactivas? (b) Inicialmente, ¢cudntas moléculas radiacti-
vas cruzan, por segundo, una seccidén recta del tubo en su punto medio, de izquier-
da a derecha? (c) ¢Cudntas la atravesardn de derecha a izquicrda? (d) ¢Cudl es la
velocidad de difusidn inicial de moléculas radiactivas a través de la scccidon recta
expresada en moléculas por segundo y en microgramos por segundo?

10-20 Teniendo en cuenta que en condiciones normales la densidad del aire es
129 kg m-3, v =460 ms-! y =64 % 10-% m, determinar los coeficientes de:
(a) viscosidad, (b) difusién y (¢) conductividad térmica. Suponer que el aire es un
gas ideal diatémico.

1021 En un gas ideal a temperatura constante existe un pequefio gradiente de
presién uniforme, dec modo que se produce un flujo de masa en la direccién del
gradiente. Utilizando ¢l concepto del recorrido libre medio, demostrar que el flujo
de masa por unidad de tiempo en la direccién del gradiente de presion por unidad
de area y por unidad de gradiente de presion es mol/3kT.
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346 TERMODINAMICA ESTADISTICA

11-1 INTRODUCCION

Los métodos de la termodindmica estadistica fueron desarrollados durante
el final del siglo pasado, principalmente por Boltzmann en Alemania y Gibbs
en los Estados Unidos. Con el advenimiento de la teoria cudntica en los pri-
meros afios del presente siglo, Bose® y Einstein** y, Fermi*** y Dirac****,
introdujeron ciertas modificaciones a las ideas originales de Boltzmann y
consiguieron aclarar con éxito algunas de las caracteristicas poco satisfac-
torias de la estadistica de Boltzmann.

El enfoque estadistico estd intimamente relacionado con la termodiné-
mica y la teoria cinética. Para aquellos sistemas de particulas, en los cuales
puede determinarse la energia de las particulas, es posible deducir por me-
dios estadisticos la ecuacién de estado de una sustancia y su ecuacién de
energia. La termodindmica estadistica proporciona una interpretaciéon adicio-
nal del concepto de entropia.

La termodinamica estadistica (también llamada mecanica estadistica) al
contrario que la teoria cinética, no se ocupa de la consideracién detallada
de conceptos, tales como choques de moléculas entre si o contra una su-
perficie. En lugar de ello, aprovecha la circunstancia de que el nimero de
moléculas es muy grande y pueden predecirse las propiedades medias de un
conjunto de moléculas, aun en ausencia de cualquier informacién sobre los
elementos individuales, de la misma manera como un actuario de una com-
pafifa de seguros de vida puede predecir, con gran precision, la vida media
de todas las personas de un pais que han nacido cn un determinado afio, sin
conocer el estado de salud de ninguna de ellas.

Los métodos estadisticos pueden aplicarse, no sélo a las molcéculas, sino
también a los fotones, a las ondas eldsticas en un sdlido y a las entidades
mas abstractas de la mecanica cudntica llamadas [lunciones de onda. Para
cualquiera de estos casos utilizaremos cl término ncutro de «particula».

11-2 ESTADOS DE ENERGIA Y NIVELES DE ENERGIA

Los principios de la mecéanica cldsica o mecénica newtoniana, describen co-
rrectamente el comportamiento de la materia en su conjunto, ¢s decir, de los
sistemas macroscdpicos. A escala molecular o microscdpica, la mecénica clé-
sica no se puede aplicar y decbe sustituirse por la mecdnica cudnlica, Los
principios de la mecdnica cudntica conducen al resultado de que la encrgfa
de una particula, sobre la cual no actda ningiin campo de fuerzas conscrva-
tivas como el gravitalorvio, cléctrico o magndético, no puede tomar cualquicr

* Satyendranath Bose, [fsico indio (1894-1974).
** Albert Einstein, fisico alemdan (1879-1955).
*** Enrico Fermi, [fsico ilaliano (1901-1954).

wE% Paul A, M. Dirac, [isico inglés (1902- ).
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valor arbitrario ni cambiar de modo continuo. Por el contrario, la particula
puede existir sélo en cierto nimero de estados con energias especificas. Se
dice que la cnergia estd cuantificada. .

Para el estudio de este texto no es necesario el conocimiento de la meca-
nica cuantica. Trataremos de hacer plausibles algunas de sus predicciones;
otras seran simplemente enunciadas y el lector tendra que confiar en su
veracidad o acudir a los textos sobre el tema. De todos modos, en lo que se

refiere a los métodos estadisticos, basta con saber que existen los estados
de energia cuantificados.

'If{g. 11-1 Tres de las posibles ondas estacionarias en una cuerda tensa
fija por ambos extremos. '

En mecanica cudntica, también llamada mecdnica de ondas, el método
general de abordar un problema consiste en establecer y resolver (si es posi-
ble) una ccuacién llamada ecuacion de Schrédinger*. En muchos problemas
csta ccuacién es exactamente andloga a la ecuacién de ondas que describe
la propagacién de ondas transversales en una cuerda tensa, fija por ambos
cxtl:cmos. Como c¢s sabido, la cucrda puede vibrar en estado estacionario
segun una cualquicra colre cierto ndmero de ondas estacionarias, tres de
las cuales se indican en la fig. 11-1. Lis deeir, pucde formarse un nodo N en
cada extremo y un vientre A en ¢l centro o un nodo en el centro y en los ex-
tre'mos y vientres entre los nodos, cte. El resultado de interds cs que siempre.
existe un numero entero de vientres en los modos estacionarios; un vientre
en el diagrama superior, dos en el siguiente, ctc. La distancia entre nodos

* Erwin Schrédinger, fisico austriaco (1887-1961).



348 TERMODINAMICA ESTADISTICA

(o entre vientres) es media longitud de onda, de modo que si L es la lon-
gitud de la cuerda, las longitudes de onda de jas posibles ondas estacio-
narias son

}-1 = 2L, 22 .

en general,

en donde 7; es un ntimero entero igual al nimero de vientres y puede tener
alguno de los valores

n; =1,2,3,....

Una onda estacionaria es cquivalente a dos ondas que propagandose en
sentidos opuestos se reflejan constantemente en los extremos de la cuerda.
Este movimiento es andlogo al de una particula que se mueve libremente
adelante y atrds a lo largo de una linca recta y realiza colisiones elasticas
en dos puntos separados por la distancia L. De acuerdo con la mecinica cudn-
tica una onda estacionaria de Schrédinger es, en realidad, cquivalente a dicha
particula y la longitud de onda A de la onda estacionaria csta relacionada
con la cantidad de movimiento p de la particula por medio de la relacién

o h
p=7 (11-1)

en donde % es una constante universal Hamada constante de Plunck. En el
sistema MKS,

= 606262 X 1077 5.

Por tanto, la cantidad de movimiento de la particula sélo puede tener un
valor que corresponda a la serie

Py = ”,--!L
3= (11-2)

Si una particula es libre de moverse en cualquier direccion dentro de
una caja cibica de arista L, cuyos lados scan paralclos a los ejes x, y y 2
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de un sistema de coordenadas rectangulares, las componentes x, y y z de su
cantidad de movimiento sélo tienen permitidos los valores

h h h
: =n

en donde n,, n, y n, son nimeros enteros llamados ntimeros cudnticos, cada
uno de los cuales puzde tener uno de los valores 1, 2, 3, etc. Cada serie de
niimeros cudnticos, corresponde, por tanto, a una cierta direccion de la can-
tidad de movimiento. Si p; es la cantidad de movimiento resultante corres-
pondiente a una serie de nimeros cuanticos n,, n,, #, resulta

h2
pi= Pt py o+ p= () s

si hacemos (ni'—}— nfl -+ nf) = nf_,

h2
2
=

La energia cinética ¢ de una particula de masa m, velocidad v y cantidad
de movimiento p = mv es

2
s=—1mvg—£—

2 2m
La cnergia ¢ correspondiente a la cantidad de movimiento p; es, por tanto,

_P_ e P
2m "8ml?

(11-3)

Los valores de n,, n,, n, se dice que definen el esiado de una particula y
las energias correspondientes a los diferentes valores posibles de n]? son los
posibles niveles de energia, que dependen sélo de esos valores de nf y no de
los individuales de n,, »n,, n.. Dicho de otro modo, la energia depende sdélo de la
magnitud de la cantidad de movimiento p; y no de su direccién, lo mismo
que en la mecénica clasica. En general, un nimero de estados diferentes (co-
rrespondientes a las distintas direcciones de la cantidad de movimiento) posee-
r4n la misma energia. Se dice entonces que el nivel de energia estd degene-
rado y utilizaremos ¢l simbolo g; para designar la degeneracién del nivel j,
es decir, ¢! mimero de estados que poseen la misma energia e;.
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El volumen V de una caja cibica de arista L es L3 de modo que L? = V23,

y la ecuacién (11-3), en el caso de una particula libre en una caja cibica,
toma la forma ‘

2

¢; = nt g% V3, (11-4)

El mismo resultado se aplica a un recipiente de cualquier forma, cuyas di-

mensiones sean grandes comparadas con la longitud de onda de las ondas

de Schrédinger. La energia del nivel j, por tanto, depende del nuamero

cudntico #; y del volumen V. Si el volumen disminuye, el valor de un deter-

minado ¢; aumenta.
Como ejemplo, consideremos un volumen de 1 litro de gas helio. Cuando
en la ecuacién (11-4) se ponen los valores numéricos de h, m y V, resulta que

12
V23 ~8 x 10790J =5 x 107 eV.

8m

Ya hemos demostrado que a la temperatura ambiente la energia cinética

media de una molécula gaseosa es 1/40 eV, o sea, 2,5 X 10-2 eV. Por tanto,

para una molécula con esta energia cinética,

, 2,5 x 107 .
s om S X 105,

ny ~22 x 10°,

As{, para la gran mayoria de las moléculas de un gas a temperaturas ordi-

narias, los niimeros cudnticos #; son ciertamente muy grandes.

El nivel de energia mas bajo (j = 1) es el que corresponde a n, = n, =
H, = 1. Entonces ni =3y

€ = ;122 V—2/3'
8m
lixiste un solo estado (una serie de ntmeros cuanticos n,, n, ‘#,) que posee
¢sta cnergia. El nivel mas bajo es, por tanto, no degenerado y gy = 1. Las
componentes x, y, z de la cantidad de movimiento correspondiente p; son
todas iguales y cada una de ellas vale h/2L.
En el nivel siguiente (j = 2). podemos tener uno cualquiera de los siguien-
tes estados:

n, n, n, ]
2 1 1
1 2 1
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cantidad de movimiento son

_211 _ll__ h
= Lopy Pw T oy PeTop

En cada estado, n§ = (n2 + ni +n?) =6 y en este nivel,

€ = @E V———2/3
2 8m

Como tres estados diferentes poseen la misma energia, el orden de degene-
racién es g, = 3.

La exposicién precedente de los niveles de energia y 6rdenes de degene-
racién de una particula libre en una caja es solo un ejemplo de cuantifica-
cién energética. Posteriormente trataremos de otras restricciones que tam-
bién conducen a la cuantificacién de la energia.

(N (2) (3) () (3)

L.J LJ ,_l:;;-; ) th B L_J Ga=S N =2

Lo L] [

l_:._:J g, = 1 (No degenerado), N, = 5

g2=3 Ny =4

Fig. 112 Representacién esquemadtica de una serie de niveles de ener-
gla ¢;, sus ordenes de degeneracién g; y sus nimeros de ocupacién Nj.

La fig. 11-2 representa en forma esquematica los conceptos de los esta-
dos de energia, niveles de energia y degeneracién de un nivel. Los niveles
de energia pueden imaginarse como una serie de estantes a diferentes altu-
ras, mientras que los estados corresponden a una serie de cajas en cada
estante. El orden de degeneracidn g; del nivel j es el nimero de cajas sobre
el estante correspondiente. Si cierto nimero de bolas se distribuyen entre
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las distintas cajas, el nimero en cualquier caja es el niimero en un esiado
particular. Las bolas en las cajas de un estante cualquiera se encuentran
en estados diferentes, pero todas tiecnen la misma energia. E1 ntimero total
de bolas en las cajas a cualquier nivel j se denomina nimero de ocupacio'n
N; de dicho nivel.

Evidentemente, la suma de los niimeros de ocupacién N; extendida a todos
los niveles, es igual al ntimero total de particulas N:

;NJ- = N. (11-5)

Ademads, como las particulas de aquellos estados incluidos en cualquier
nivel j poseen todas la misma energia ¢, la energia total de las particulas
en el nivel j es ¢N;, v la energia total E del sistema es

2N, = E ‘ (11-6)

3

Si el sistema se encuentra en un campo de fuerzas conservativas exterior,
tal como el gravitatorio, eléctrico o magnético, la energia total E consistira
en parte de la energia potencial E, del sistema. Si la energia potencial es cero,
la energia total E es igual entonces a la energia interna U y

2 &N, = U. (11-7)

J

11-3 MACROESTADOS Y MICROESTADOS

Un nimero N de entidades iaénticas constituye un conjunto. Las entidades
pucden ser simples particulas o conjuntos idénticos de particulas, en cuyo
caso tenemos un conjunto de conjuntos. En la mayor parte de los casos con-
sideraremos sélo conjuntos de particulas simples y nos referiremos a ellos
como a un conjunto o simplemente como a un sistema,

Conociendo la distribucién de las particulas del sistema entre sus csta-
dos de energia, se pueden decterminar las propiedades macroscépicas del
sistema. Asi pues, el problema fundamental de la mecdnica estadistica, es
determinar las posibles distribucioncs de las particulas entre los distintos
niveles y estados de encrgia.

La descripcion de un conjunto de particulas simples depende de que las
que Jo constituyen scan discernibles o indiscernibles. Supongamos que el
conjunto sea una muestra de gas y las moléculas como entes individuales
sean las particulas. Como no hay forma. de marcar las moléculas, las parti-
culas son indiscernibles. Por otra parte, si el conjunto es un cristal, las mo-
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léculas pueden marcarse de acuerdo con las posiciones que ocupan en la red
y considerarse como discernibles.

Sean o no discernibles, se dice que una especificacién del niimero de par-
ticulas N, en cada nivel de energia define un macroestado del conjunto. Por
ejemplo, el macroestado del conjunto de la fig. 11-2 se especifica por la serie
de los numeros de ocupacién N, =35, N, =4, N; =3, N, = 2.

Si las particulas son indiscernibles, se dice que una especificacién del
namero total de particulas en cada estado de energia define un microestado
del conjunto. Asi, si los estados de energia en cada nivel de la fig. 11-2 se
numeran (1), (2), (3), etc., hasta el nimero de estados g; en el nivel y si las
particulas son indiscernibles, el microestado del conjunto se especifica di-
ciendo que en el nivel 4 hay una particula en cada uno de los estados (3)
v (5) y no hay ninguna particula en los estados (1), (2) y (4); en el nivel 3
hay una particula en los estados (1), (3) y (4) y ninguna en el estado (2);
en el nivel 2 hay dos particulas en el estado (1) y una en cada uno de los
estados (2) y (3) y en el nivel 1 hay cinco particulas en el tnico estado
del nivel.

Si una o las dos particulas del nivel 4 estuvieran en estados distintos
al (3) y al (5), el microestado seria diferente, pero el macroestado continua-
ria siendo el mismo, ya que seguiria teniendo N, = 2. Evidentemente, un ma-
croestado determinado puede tener muchos microestados diferentes.

Si las particulas son discernibles, se dice que una especificacion del es-
tado de energia de cada particula define un microestado del conjunto. Es
decir, debemos especificar, no sélo cudntas particulas hay en cada estado,
sino cudles son. Asi, por ejemplo, supongamos que las particulas de la fig. 11-2
son discernibles y las llamamos a, b, ¢, etc., de tal modo que en el nivel 4
la particula a estid en el estado (3) y la b en el estado (5); en el nivel 3, la
particula ¢ esta en el estado (1) y las particulas d y e en los estados (3) y (4),
respectivamente y asi sucesivamente. La especificacién anterior, incluyendo
todos los niveles, describe el microestado del conjunto. En contraste con un
conjunto de particulas indiscernibles, en el cual el microestado seria el mismo
cualesquiera que fueran las particulas que ocupasen los estados (3) y (5) del
nivel 4, el microestado se considera ahora distinto si las particulas a y b se
intercambian entre estos estados. El microestado seria también diferente si,
por ejemplo, las particulas ¢ y d del nivel 3 se intercambiasen con a y b del
nivel 4. En cada uno de tales intercambios tenemos una especificacién dis-
tinta de los estados de energia de las particulas y, por tanto, un microestado
diferente; en cambio, el macroestado no cambia porque los ntmeros de
ocupacién de los niveles son los mismos. -

Si existe m4s de una particula en un estado de energia determinado, un
intercambio del orden en que se escriben las letras que designan las parti-
culas no modifica el microestado. Supongamos, por ejemplo, que en el esta-

SEARS — 23
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do (1) las dos particulas del nivel 2 se llaman p y q. El microestado se con-
sidera que es el mismo, aunque las letras se escriban en el orden pg o qp.
El nimero de microestados que se consideran diferentes para una serie
determinada de mimeros de ocupacidn, es evidentemente mucho mayor si las
particulas son discernibles que si son indiscernibles. . ’

Los posibles macroestados y microestados de un conjunto de partlcu.las son
analogos a unas tablas de edades de unos grupos de individuos. (.Zomc? ejemplo,
tomemos el nimero de nifios de cada grado de una escuela primaria con un
nimero total de 368 nifios.

Grado K 1 2 3 4 5

Nifios 60 70 62 | 6l 62 53

Los grados corresponden a los niveles de energia del sistema y la especifica-
cién del ndmero de nifos en cada grado define el macroestado del sistema.
Un macroestado diferente con el mismo ntmero total de nifios seria

Grado K 1 2 3 4 ‘ 5

62 | 64

Nifios . 52 57 60 73

El cambio de distribucién puede tener distintas consecuencias macroscoépicas:
“1a necesidad de nimeros distintos de profesores, equipo distinto, nimero dife-
rente de libros de texto, etc. ‘

Los grados pueden a su vez subdividirse en clases, es decir, en el primer
macroestado descrito puede haber tres clases de primer grado y dos clases
de scgundo grado. Estas clases corresponderian a los estados de energia‘ dege-
nerndos de cada nivel. Es decir, habria 3 estados degenerados en el nivel 1,
cicélera. )

Si los nifios se considerasen como particulas indiscernibles (una mala prac-
tica pedagégica), un microestado del sistema seria

Clase K 1(a) 1(b) 1(c) 2(a) 2(b) .
, etc.
Nifios 60 ‘22 25 23 30 32
Un microestado diferente del mismo macroestado del sistema seria
Clase K EEECERECHECEESE e
Nifios 60 20 25 25 30 32
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Aunque el niimero de nifios de cada clase se ha modificado, el niimero de nifios
de cada grado permanece constante.
Sin embargo, la distribucién

Clase ( K ‘ I (a) 1(b) 1) ’ 2(a) ‘ 2(b)

o

corresponderia a un macroestado diferente, ya que el ntimero de nifios de
cada grado se ha modificado, aunque el numero total de nifios en la escuela
permanezca constante.

Cuando los nifios se consideran particulas discernibles, el microestado es
distinto si Pedro estd en 1(a) y Juan en 1(b), o viceversa, o si ambos estan en
1(b). Sin embargo, en el tltimo caso, el microestado es el mismo tanto si el
nombre de Juan aparece en la lista de clase antes o después que el de Pedro.

, etc.

Nifos ‘ 60 } 22 27 { 23 ‘ 30 )

11-4 PROBABILIDAD TERMODINAMICA

En la seccién anterior no se ha impuesto ninguna restriccién a las formas
posibles en que las particulas de un conjunto pueden distribuirse entre los
estados de energfa. En un sistema cerrado y aislado, sin embargo, la ener-
gia E y el ntmero total de particulas N son magnitudes constantes. Por
tanto, los Gnicos microestados posibles de tal sistema son aquellos que sa-
tisfacen estas condiciones.

A medida que el tiempo transcurre, las interacciones que tienen lugar
entre las particulas de un sistema cerrado y aislado dardn lugar a cambios
en el nimero de particulas que ocupan los estados de energia y si son dis-
cernibles, se produciran cambios en el estado de energfa de cada una. Estas
interacciones pueden ser choques entre si de las moléculas de un gas o contra
las paredes del recipiente o intercambios de energia entre las moléculas osci-
lantes de un cristal. Cada uno de estos intercambios da lugar a una variacién
en el microestado del conjunto, pero todo microestado posible debe satis-
facer las condiciones de N y E constantes.

El postulado fundamental de la termodindmica cstadistica afirma que
todos los microestados posibles de un conjunto aislado son igualmente pro-
bables. El postulado puede interpretarse de dos formas distintas. Considere-
mos un intervalo de tiempo ¢ suficientemente grande para que cada microes-
tado posible de un sistema cerrado y aislado se presente un gran nimero de
veces. Sea At el tiempo total durante el cual el sistema se encuentra en alguno
de sus posibles microestados. El postulado asegura, pues, que el intervalo
de tiempo At es ¢l mismo para todos los microestados,
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Alternativamente se puede considerar un nuamero muy grande 4" de ré-
plicas de un determinado conjunto (o conjunto de conjuntos). En cualquier
instante, sea A4 el nimero de réplicas que se encuentran en alguno de los
posibles microestados. El postulado asegura entonces quc el nidmero AN es
el mismo para todos los microestados. El postulado no se deduce de otro
principio mas fundamental y naturalmente no puede comprobarse por la
experiencia. Su justificacién reside en la correccién de las conclusiones que
de él se deducen. .

Volviendo al ejemplo de la seccién anterior, si todos los microestados fueran
igual:nente: probables y el niimero de nifios de la escuela se limitara exacta-
menie a 368, considerando un gran ntimero de afios, cualquier distribucién de
nifios entre las clases tendria la misma probabilidad de ocurrencia. Alternati-
vamente, si en un afio determinado se considerasen muchas escuelas elemen-
tales con una poblacién escolar de 368 nifios, cada una de las distintas distri-
buciones de nifios entre las clases se presentarfa con igual frecuencia. En cada
caso, los ejemplos dados en la seccién precedente se presentarian el mismo
ntmero de veces. :

El nimero de microestados igualmente probables que corresponde a un
determinado macroestado k se denomina probabilidad termodindmica W, del
macroestado. (El simbolo ¥ procede de la palabra alemana Wahrschein-
lichkeit que significa probabilidad. Con frecuencia se utilizan otros simbolos
y la magnitud se llama también recuento estadistico.) Para la mayoria de
los macroestados de un conjunto de un gran namero de partfculas, la proba-
bilidad termodindmica es un nimero muy grande. El ntmero total Q de posi-
bles microestados de un conjunto o probabilidad termodindamica del conjunto
es igual a la suma extendida a todos los macroestados de la probabilidad
termodindmica de cada macroestado:

Los principios de la mecdnica cudntica permiten deducir expresiones de
las diferentes formas posibles en que pueden distribuirse las particulas entre
los estados de energia de un simple conjunto en un instante determinado de
tiempo. Dicho de otro modo, la mecénica cuantica determina el microestado
en cada instante para un sélo conjunto o de cada una de las muchas réplicas
de un conjunto en un instante. En las secciones 11-5, 11-6 y 11-7 se desarro-
llan los célculos de ¥, para tres casos difcrenies.

Las propiedades observables de un sistema macroscopico dependen de los
valores medios en ¢l ticimpo de sus propicdades microscopicas. Asf, la pre-
sién de un gas depende del valor medio en el tiempo del transporte de
cantidad de movimiento por unidad de ticmpo a través de una superficie.

AP,
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Segun el postulado fundamental, las propiedades observables de un sistema
macrosc.épico dependerdn también del valor medio de las propiedades mi-
?roscép1cas de un gran nimero de réplicas de un conjunto tomadas en un
instante determinado.

Asi, el objetivo primario de una teoria estadistica es deducir una expre-
sion del ntimero medio de particulas N; en cada uno de los niveles permiti-
dos j del conjunto. La expresién a deducir se llama nimero de ocupacion
del nivel j. ,

Sfea Ny el nimero de ocupacién del nivel j en el macroestado k. El valor
medio en el grupo del nimero de ocupacién del nivel j, Nf, se determina
multiplicando ., por el ntimero de réplicas en el macroestado k, sumando
los resultados para todos los macroestados y dividiendo por el ntimero total
dei réplicas, 4. El numero total de réplicas de un determinado conjunto que
existe en el macroestado k es igual al producto del ntmero de réplicas A V"
que existen en un microestado por el nimero de microestados ¥, incluidos
en el macroestado. Por tanto,

— 1

NI = — > N W, AN
, ‘/V% L
Sin embargo,

N =S W AN
kK

" .
y como A4"es el mismo para todos los macroestados, podemos eliminarlo
del numerador y denominador. La media del grupo es

z Ni]\",Y//‘k -
V! - = = z lec"///k'

o _ kT (11-8)
’ ﬂ/ 3 B
O

I.g’ualmentc podeinos calcular la media en el tiempo del nimero de ocu-
pacién del nivel j, N!{. Como explicamos anteriormente, el postulado de que

todos los microestados son igualmente probables significa que tomando un
pcriqclo d‘f tiempo suficientemente grande, cada microestado existe durante
¢l mismo intervalo de tiempo At. El tiempo total que el conjunto se encuen-
tra cn el macrocstado k es jgual al producto del intervalo de tiempo At por
el nimero #°, de microestados en el macroestado k. La suma de estos ppro-
ductos extendida a todos los macroestados es igual al tiempo total ¢;

k
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El valor medio en el tiempo del nimero de ocupacion del nivel j, N¢, se

determina multiplicando el nimero de ocupacién Ny, del nivel j en el ma-
croestado k por el tiempo ¥ At que el conjunto pasa en el macroestado k,
sumando estos productos para todos los macroestados y dividiendo por el
tiempo total f. La media en el tiempo es, por tanto,

> N W At
k

1
N, =~
t

SN W At =2
% e S W, At
k

Como At es igual para todos los microestados, podemos eliminarlo del nume-
rador y denominador, quedando

zk: NuH s .
% N W

ot

1
N = — _
TUsw, T Q (11-9)
ke

La comparacion de las ecuaciones (11-8) y (11-9) nos dice que si todos los
microestados son igualmente probables, la media en el tiempo de un nimero
de ocupacién es igual a la media del grupo y cualquiera de ellas puede re-
presentarse por N,.

En las siguicntes tres sccciones se calculan los nameros de ocupacién me-
dios de los niveles de cnergia para diferentes casos. Las expresiones gene-
rales para las funciones de distribucién N, en cada caso, se deducen en las
scecciones 1159 a 11-12.

11-5 ESTADISTICA DE BOSE-EINSTEIN A

la probabilidad termodindmica %7, de un macroestado de un conjunto de-
pende de la estadistica particular que cumple el conjunto. Consideraremos
en primer lugar la estadistica desarrollada por Bose y Einstein, que por
brevedad llamaremos estadistica B-E. En esta estadistica las particulas se
consideran indiscernibles y no hay restriccion en el nimero de ellas que
pucden ocupar cualquier estado de energia. Sin embargo, estos estados si
son discernibles. Llamemos 4, b, ¢, etc,, a las particulas. (Aunque son indis-
cernibles, les asignaremos letras temporalmente como ayuda para cxplicar
cémo se determina la probabilidad termodindmica.) En una de las disposi-
ciones de las particulas en un nivel arbitrario j podemos tener las particulas
ay b en el estado (1) de dicho nivel, la particula ¢ en ¢l estado (2), ninguna
en el estado (3), las particulas d, ¢, f en ¢l estado (4), cte. Esta distribucion

i ad e ocs s NIRRT
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de particulas entre estados puede representarse por la siguiente sucesién
mixta de ndmeros y letras:

[(Dab] [(2)e] [3)] [(@def] - - - (11-10)
en la que en cada grupo encerrado entre corchetes, las letras que siguen al
numero designan las particulas en el estado correspondiente al niéimero.

Si los nameros y las letras se distribuyen en todos los dérdenes posibles,
cada sucesién representa una distribucidén posible de particulas entre los
estados, siempre que comience con un nimero. Existen, por tanto, g; formas
de comenzar las sucesiones, una para cada uno de los estados g; y en cada
una de estas sucesiones los (g;4+ N; — 1) nameros y letras restantes pueden
distribuirse en cualquier orden.

‘ El ndmero de sucesiones diferentes en que pueden distribuirse N objetos
d1§cernibles es N! (factorial de N). Hay N posibilidades para el primer tér-
mino de una sucesién. En cada una de ellas existen (N - 1) posibilidades
para el segundo, (N —2) posibilidades para el tercero y asi sucesivamente
hasta el dltimo término, al cual corresponde una sola posibilidad. El nu-
mero total de posibles sucesiones es, por tanto,

NN — D)(N —2)-+-1 = N!

Como ejemplo, las tres letras a, b y ¢ pucden distribuirse en los siguientes
6rdenes:

abé, ach, bca, bac, cha, cab.,

Vemos que existen seis posibles sucesiones, o sea, 3!.

. Si utilizamos el ejemplo de la seccién anterior, el nimero %  de sucesiones
diferentes en las cuales pueden distribuirse los 70 nifios del primer grado es
70!, En el apéndice C se demuestra que la aproximacién de Stirling* para el
logaritmo neperiano del factorial de un ntimero x muy grande es

Inx! =xlnx — x.
Por tanto,
In70! = 70In70 — 70 = 245

logye 70! = 245/2,303 = 106
701 = 10196,

It

* James Stirling, matematico escocés (1696-1770).
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El niimero de sucesiones posibles diferentes de los (g; + N;— 1) name-
ros y letras es, por tanto, (g; + N;— 1)! y el ntumero total de sucesiones posi-
bles de g; ndmeros y N; letras es

gil(gs + N; — D (11-11)

Aunque cada una de estas sucesiones representa una distribucién posible
de particulas entre los estados de energia, muchas de ellas representan la
misma distribucién. Por ejemplo, una de las posibles seria la siguiente:

(3] [(Dab] [(Hdef ] [(2)e] - -

Esta distribucién es la misma que la (11-10), ya que los mismos estados
contienen las mismas particulas y sélo difiere de aquélla en que los grupos
entre corchetes aparecen en un orden distinto. Existen, por tanto, g; grupos
en la sucesién, uno para cada estado, de modo que el namero de sucesiones
distintas de grupos es g;! y debemos dividir (11-11) por g! para no contar
la misma distribucién mas de una vez.

Ademés, como las particulas son rcalmente indiscernibles, una sucesién
distinta de lefras, tal como

[(Deal [(2)e] [O)] [(DbdSf] - - -

representa también la misma distribucién que la (11-10), ya que cualquier
estado contiene el mismo nudmero de particulas. Las N; letras pueden orde-
narse en sucesiones de N;! formas distintas, de modo que la ecuacién (11-11)
debe también dividirse por N;!. Por tanto, el nimero de distribuciones dife-
rentes para el nivel j es

- g;l(g; + N; — D]
g;! N;!

P27

7 3

que puede escribirse mdas convenientemente en la forma

o BNy =
= SN (11-12)
ya que

gl = g(g; — DL
Como cjemplo sencillo, supongamos que un nivel de energia j incluye 3

estados (g, = 3) y 2 particulas (N; = 2). Las distribuciones posibles de las par-
ticulas entre los estados se indican en la [lig. 11-3, en la cual, como las parti-
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culas son indiscernibles, se representan por puntos y no por letras. El ndmero
de distribuciones posibles, segiin la ecuacién (11-12), es

3 +2-nD! 4!
g = e = e = O,

G - DR T o2n
que concuerda con la fig. 11-3.

Estado (1) (2) (3)

Fig. 11-3 Posibles distribuciones de dos particulas indiscernibles entre
tres estados de energia, sin restriccién en el nimero de particulas en
cada estado.

Si un nivel es no degenerado, es decir,.si hay un solo estado en el nivel
y g = 1, existe una sola forma posible en que pueden distribuirse las parti-
culas en el nivel y, por tanto, «; = 1. Pero si g,. = 1, la ecuacién (11-12) se
convierte en

N,!
;= ———— =]
0I'N,!
Esto cxige que 0! = 1, lo cual puede considerarse como un convenio necesa-

rio para obtener la respuesta correcta. En el apéndice C pueden verse mas
propiedades de los factoriales.
También, si un nivel j no estd ocupado y N; =0,

(g; — D! —
(g; — DI(O)!

o =

ye;= 1 para dicho nivel,
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Para cada una de las posibles distribuciones de un nivel, podemos tener
una cualquiera de las posibles distribuciones en cada uno de los restantes
niveles, de modo que el ntmero total de distribuciones posibles o probabi-
lidad termodinamica ¥y 4, de un macroestado en la estadistica B-E es el
producto extendido a todos los niveles de los valores de «; para cada nivel,
o sea,

) . o 1)!
V/B-E = ,y/k = H Wy = H (_&'i‘u s (11—‘13)
i i (g, — DIN,

en donde el simbolo []; significa el producto de todos los términos que le
siguen, para todos los valores del subindice j. Corresponde al simbolo )
para la suma de una serie de términos.

Si un conjunto incluye dos niveles p y g, con g, =3y N, =2, como en el
ejemplo anterior, y con g,=2, N, =1, la probabilidad termodindmica del
macroestado N, =2, N, =1, es

2120 111

y existen 12 formas distintas en las cuales tres particulas indiscernibles pueden
distribuirse entre los estados de energia del conjunto.

A continuacién calcularemos las probabilidades termodindmicas de aque-
ltos macroestados accesibles a un sistema determinado y los numeros de
ocupacién medios de los niveles de energia permitidos. Aunque todos los mi-
croestados de un sistema cerrado y aislado son igualmente probables, los
unicos posibles son aquéllos en los cuales el ntimero total de particulas es
igual al nldimero N de particulas del sistema y la energia total de las par-
ticulas igual a la energia U del sistema. Como ejemplo, supongamos un sis-
tema de scis particulas exactamente, con los niveles de energia permitidos
igualmente espaciados y tres estados de energia en cada nivel, de modo que
4, = 3. Tomaremos como nivel de referencia de energia el del nivel mads bajo,
de modo que ¢ =0, ¢, = ¢, ¢; = 2¢, etc. Se supone también que la energia
total U del sistema es igual a 6e.

Si las particulas son indiscernibles y el sistema cumple la estadistica de
B-E, los tnicos posibles macroestados compatibles con las condiciones N = 6,
U = 6¢ son los indicados en las columnas de la fig. 11-4. Cada fila corresponde
a un nivel de energia (los tres estados de cada nivel no se indican en la figura).
Los puntos representan el ntimero de particulas en cada nivel. Las columnas
pueden representar los macroestados de un solo sistema en tiempos diferen-
tes o los macroestados de un niimero de réplicas del sistema en un instante
determinado. Si consideramos que la figura representa estas réplicas, enton-
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ces, aparte de un gran namero 7 de réplicas, existiria un ndmero A" en
cada macrocstado, pero como todos cstos nimeros AoV serian iguales, pode-
mos considcrar que cada macroestado ocurre justamente una vez.

k=1 2 34 5 6 7 8 9 10 1l N; N=6
€€ =6 ! 0,041 U = 6e
5 . iv S e 0,088 Q= 1532
4 . . B ‘ 0,205 ¢ =3
3 ! ' o ol { . 0,410
2 . . e e ol o 0,830

e slvee

* e 0|0 e . - . . . -
0 . U PR I P IR 283
. LERJ LA ) L] L]

%, = 63 135 135 180 90 270 180 100 216 135 28

Fig. 11-4 Los once posibles macroestados de un conjunto de 6 particu-
las que cumplen la estadistica de Bose-Einstein. Los niveles de energia
estan igualmente espaciados y poscen un orden de degeneracién g; = 3
en cada nivel. La encrgia total del sistema es U = 6¢. La probabilidad
termodindamica de cada macroestado se expresa cn la parte inferior del
cuadro y el namero de ocupacién medio de cada nivel a la derecha
del mismo.

El diagrama puede construirse en la forma siguiente. El macroestado re-
presentado por la primera columna se obtiene colocando en primer lugar
una particula en el nivel 6 con energia 6e. Las restantes cinco particulas deben
situarse en el nivel mas bajo con energia cero, de modo que la energia total
del sistema sca 6¢. Evidentemecnte, no pueden existir particulas en niveles
superiores al sexto. En la segunda columna se sitlia una particula en el
nivel 5, otra cn ¢l nivel 1 y las cuatro restantes en el nivel mdas bajo y asi
sucesivamente.

La probabilidad termodindmica 7", de cada macroestado, calcylada por
la ecuacion (11-13), estd expresada bajo la columna correspondiente.|Asi, para
el macroestado k = 1, como g; = 3 en todos los niveles y todos los| numeros
de ocupacién son cero excepto en el nivel 6, en donde Ny =1, y en ¢l nivel 0,
en donde N, =5,

_B+1=D BG+5-1!

e
2011 2151

3 x 21 = 63.
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Es decir, la particula tinica del nivel 6 podia estar en cualquiera de los tres
estados y,en el nivel mas bajo,las restantes cinco particulas podfan haberse
distribuido de 21 formas diferentes entre los tres estados, dando lugar a 63
distribuciones posibles diferentes.

El ndmero total de microestados posibles del sistema o probabilidad ter-
modinadmica del sistema es

Q =3, = 1532

X

Los niimeros de ocupacién medios de cada nivel, calculados a partir de la
ecuacion (11-8) estan indicados a la derecha del nivel correspondiente. En
el nivel 2, por ejemplo, vemos que el macroestado 3 incluye 135 microestados,
en cada uno de los cuales existe una particula en el nivel 2. El macro-
estado 6 incluye 270 microestados, en cada uno de los cuales existe también
una particula en el nivel 2 y asi sucesivamente. El nimero medio de ocu-
pacién del nivel 2 es, por tanto, ‘

_ 1272
Ny=—=S Ny, ¥, = == = 0383,
Q;z ETET 53

En aquellos macroestados k en los cuales el nivel 2 esta desocupado, el
valor correspondiente de N, es cero y nulo el producto N,. %" para dicho
nivel. Obsérvese que aunque el niimero de ocupacién real de un nivel en un
macroestado debe ser-un nimero entero o cero, el nimero medio de ocupa-
cién no es necesariamente un nlmero entero.

El macroestado mds probable ‘de la fig. 11-4, es decir, el que posee el
mayor numero de microestados (270), es el sexto. El nimero de ocupacion
de cada nivel en este macroestado es aproximadamente el mismo que el
namero de ocupacién medio del conjunto. Puede demostrarse (apéndice D),
que cuando el nimero de particulas en un conjunto es muy grande, los nd-
meros de ocupacién en el estado mds probable son muy aproximadamente
los mismos que los nimeros de ocupacién medios.

11-6 ESTADISTICA DE FERMI-DIRAC

La estadistica desarrollada por Fermi y Dirac, que por brevedad Hamaremos
estadistica F-D, se aplica a particulas indiscernibles que cumplen el principio
de exclusidn de Pauli*, segim ¢l cual no puede haber mas que una particula
en cada estado de cenergin permitido. (Cada particula s¢ comporta como si

* Wolfgang Pauli, lisico austriaco (1900-1958).

ya que (8; — N!
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conociera la situacién de todos los estados y pudiera tomar sélo un estado de-
socupado por cualquier otra particula.) Asi, las distribuciones de las tres filas
superiores de la fig. 11-3, con dos particulas en cada estado, no estdn permi-
tidas por la estadistica de Fermi-Dirac. Evidentemente, el nimero de parti-
culas N; en cualquier nivel no puede exceder al nimero de estados g; en
dicho nivel, '

Para calcular la probabilidad termodindmica de un macroestado, volvere-
mos a asignar temporalmente nimeros a los estados de energia de un nivel
y letras a las particulas y representaremos una distribucién posible de las
particulas en un nivel por una sucesién mixta de nimeros y letras. Una dis-
tribucién posible podria ser la siguiente:

[(Da] [()b] [T [(#)e] [~~~ S (11-14)

significando que los estados (1), (2), (3),... estén ocupados con su cuota de
una particula cada uno, mientras que los estados (3), (5), ...estdn vacios.
Para una sucesién determinada de nimeros, seleccionemos en primer lugar
un orden arbitrario de letras. Existen g; lugares posibles para la primera
letra que sigue a cualquiera de los g; nimeros. Por tanto, quedan sélo (g;— 1)
lugares posibles para la segunda letra, (g;—2) para la tercera y asi hasta
[gi— (N;— 1)] o (g;— N; + 1) lugares para la tltima letra. Como para cada
lugar de una letra tenemos cualquiera de los posibles lugares de las restan-
tes, el namero total de formas en que una sucesion determinada de N; letras
puede asignarse a los g; estados es

88— (g, — 2 (g, — N, + 1) = — &1 (11-15)

8! = g(g; — D(g; = 2) -+ (g; — N, + I)(g; — N)L

Como las particulas son indiscernibles, un estado estd ocupado prescindiendo
de la letra particular que sigue al nimero que representa el estado y como
existen N;! sucesiones diferentes en que pueden escribirse las N; letras, de-
bemos dividir la ecuacién (11-15) por N;! Igualmente, aunque los estados son
discernibles, una sucesion diferente de estados no modifica la distribucién.
Por tanto, no necesitamos considerar otras sucesiones de letras y para el
nivel j,

(11-16)
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8j un nivel j incluye 3 estados (g, = 3) y dos particulas (N, = 2), resulta

3t 31
Cj = e = e =

(3 =212t 112¢

En la fig. 11-5 se indican las posibles distribuciones que corresponden a las
tres filas inferiores de la fig. 11-3, de la que se han excluido las tres superiores.

Estado (1) (2) (3)

.Fig. 11-5 Distribuciones posibles de dos particulas indiscernibles en
tres estados de energia, con un maximo de una particula en cada estado.

k= 1 "2 3 4 5 N N=6
le= 4] o 0,23 U =6e
3 o | . 0,494 Q=173
2 . T le @ilI5 g =)
e o » .0. e o []1,73
0 .o' .o. o ‘-. . . 2,5]
#,= 6 219 1 21

Fig. 116 Los cinco posibles macroestados de un conjunto de 6 partf-
culas que cumplen la estadfstica de Fermi-Dirac. Los niveles de ener-
gia estan igualmente espaciados y poscen una degencracion de g, =3
cada uno. La energfa total del sistema es U = 6e. La probabilidad ter-
modinamica de cada macroestado viene en la parie inferior del cuadro,
y el nimero de ocupacién medio a la derecha del mismo.

Finalmente, como para cada distribucién en cualquier nivel podemos tener
cualquiera de las posibles distribuciones en los otros niveles, la probabilidad
termodindmica % )., de¢ un macrocstado en la estadistica F-D es

I 8! (11-17)

W =Wy = =]]—
o * Ifij i (g — NpIN;!
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La fig. 11-6 muestra los posibles macroestados de un sistema de seis par-
ticulas que cumple la estadistica F-D, en el cual, como en la fig. 114, los
niveles de energia estdn igualmente espaciados y el orden de degeneracién
de cada nivel cs g, = 3. En comparacién con la fig. 114, los macroestados
1, 2, 3, 5, 10 y 11 quedan excluidos, ya que no pueden existir mas de tres
particulas en cada nivel. Por tanto, hay sélo cinco posibles macroestados con
energia 6e¢ cada uno. La probabilidad termodindmica de cada macroestado,
calculada a partir de la ecuacién (11-17), estd expresada debajo de la columna
correspondiente. Asi, en el macroestado 1,

3l 31 3!
(B =D 3=2121 (3~ 3)13!

=3X3x1=09

1
Es decir, existen tres lugares posibles de la particula aislada en el nivel 4
(en cualquiera de los tres estados), tres posibilidades segin las cuales las
dos particulas del nivel 1 pueden distribuirse entre los tres estados (como
en la fig. 11-5) y sélo una posibilidad en que las tres particulas del nivel

cero pueden distribuirse entre los tres estados (una en cada estado).
El ntmero total de macroestados posibles es

Q=3W,=1T3.
k

Estado (1) (2) (3)

Hw |
1 ab
I11 ab
V| « b
A I) a
Vi u 7 b.
vi 5| |
VHI a b
IX b a

Fig. 11-7 Posibles distribuciones de dos particulas discernibles a y b
entre tres estados de energia sin ninguna restriccién en el ntimero de
particulas por estado.
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Los ntimeros de ocupacién medios de cada nivel, calculados a partir de
la ecuacién 11-8 vienen indicados a la derecha del nivel correspondiente.
Estos valores pueden compararse con los nimeros de ocupacién de la fig. 11-4.

11-7 ESTADISTICA DE MAXWELL-BOLTZMANN

En la estadistica de Maxwell-Boltzmann, que por brevedad llamaremos esta-
distica M-B, las particulas de un conjunto se consideran discernibles, pero
lo mismo que en la estadistica B-E, no hay restriccién alguna respecto al nu-
mero de particulas que pueden ocupar el mismo estado de energia. Consi-
deremos un conjunto de N particulas y un macroestado determinado por los
ntmeros de ocupacién N, N,, ..., N; ... Los dérdenes de degeneracién de los
niveles son, respectivamente, gy, g, ..., g, ... Como las particulas son discer-
nibles, se consideran diferentes dos distribuciones si un nivel contiene par-
ticulas diferentes, aunque el numero de ocupacién del nivel sea el mismo.
Es decir, una distribucién en la cual las particulas de un nivel son g, b y ¢,
es distinta de otra en la que las particulas son a, b y d o p, ¢ y 1.
Consideremos en primer lugar un nivel j, que incluye g; estados y una serie
especifica de N; particulas. La primera particula puede situarse en cualquiera
de los g; estados. Sin embargo, como no hay restriccién en el niumero de par-
ticulas por estado, la scgunda particula puede también situarse en cualquiera
de los gy estados, dando un total de g? posibles lugares para las dos primeras

particulas. Como existen N; particulas en el nivel, el namero total de distri-
buciones posibles en el mismo es

W= gy (11-18)

Por ejemplo, si el nivel j incluye tres estados (g; = 3) y las dos particulas
ay b (N;=2), las posibles distribuciones de las particulas se indican en la
fig. 11-7 y vemos que en total son nueve. Una permutacién de las letras a
y b entre estados diferenies, como en las distribuciones IV y V, VI y VII,
VIII y IX, se considera quec da lugar a un microestado diferente, ya que las
particulas @ y b se encuentran en estados diferentes. Por otra parte, un cam-
bio en el orden de las letras dentro de un estado determinado no modifica el
microestado, pues las particulas contindan en el mismo estado. Es decir, en
las distribuciones I, IT y III podiamos igualmente designar las particulas en la
forma ba o en la forma ab. Obsérvese que si las particulas son indiscernibles y
se representan por puntos y no por letras, las distribuciones IV y V correspon-
den a los mismos microestados, lo mismo que las distribuciones VI y VIl y
VIII y IX, quedando sdélo seis distribuciones distintas como cn la fig, 11-3,
Segin la ecuacién (11-18), el namero de distribuciones dilerentes es

X:I'\'/ = 3% ‘),

que concucrda con la lig. 1.7,

tgm ey
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Como para cada distribucién de particulas en un nivel podemos tener
cualquiera de las posibles distribuciones en cada uno de los restantes', el ni-
mero total de distribuciones, incluyendo todos los niveles, con una serie espe-
cifica de particulas en cada nivel es

Il =TT 8"
F) J

Sin embargo, 1T,wj no esigual a %", como en las otras estadisticas, ya que
un intercambio de particulas entre niveles (asi como un intercambio de es-
tados en el mismo nivel) dara también lugar a un microestado diferente.
(Si las particulas son indiscernibles, un intercambio entre niveles no da lugar
a un microestado diferente.) Asi, por ejemplo, si la particula b de la fig. 11-7
se intercambia con la particula ¢ de algin otro nivel, de modo que las dos
particulas del nivel j fueran a y ¢ en lugar de a y b, tendriamos otras nueve
distribuciones distintas de particulas en ese nivel. La cuestién que se plantea
entonces es: saber de cudntas formas diferentes pueden distribuirse un
total de N particulas entre los niveles de energia, con niameros dados de par-
ticutas N,, N,, N,, etc., cn los distintos niveles.

Imaginemos que las N letras que representan las particulas se escriben
en todos los érdenes posibles. Hemos demostrado que hay N! sucesiones.
Llamemos N, a las primeras letras que representan en cada sucesion las par-
ticulas del nivel 1, N, a las siguientes letras correspondientes al nivel 2 y
asi sucesivamente. De las N! posibles sucesiones, existiran bastantes en las
cuales las mismas letras aparezcan en los N, primeros lugares, pero en orden
distinto. Cualquiera que sea el orden en que aparczcan las letras, se asignan
las mismas particulas al nivel 1 y, por tanto, debemos dividir N! por el
nimero de sucesiones distintas en que aparecen las mismas letras en los
primeros N, lugares, o sea, N,!. Del mismo modo, dividiremos también por
N,!, Nj!, etc. y, por tanto, el nimero total de formas, en las cuales N par-
ticulas pueden distribuirse entre los niveles, con N; particulas en el nivel 1,
N, particulas en el nivel 2, etc,, es

(11-19)

N1 N!
NNyt -+ TIN;U
j

(11-20)

El nimero total de distribuciones diferentes o probabilidad termodina-
mica ¥ de un macroestado en la estadistica M-B es, por tanto, el pro-
ducto de (11-19) por (11-20):

1 N
Wy = —L H gﬁ\’ = NI L7
H N i Nyt

J

(11-21)

SEARS — 24
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Ck= | 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Nj N=6
€ile =6/ 0,013 U =6¢
5 . 0065  Q=1386 x 3°
4 . . 0,195 g;=3
3 S 0,455
5 . . ceele of o 0910
1 . e o . .o. . e e elees 1’64
cecfe efe o o« o .
Q ., o, e o .| . 2,73
¢ ale ejs o " e

Wi/3*= 18 90 90 180 45 360 180 60 270 90 3

Fig. 11-8 Los once posibles macroestados de un conjunto de 6 parti-
culas que cumplen la estadistica de Maxwell-Boltzmann. Los mniveles
de energia estan igualmente espaciados y poseen un orden de degene-
racién g; = 3 cada uno. La energia total del sistema es U = 6¢. La proba-
bilidad termodindamica de cada macroestado se halla al pie del cua-
dro y el ntimero de ocupacién medio de cada nivel a la derecha del
mismo.

La fig. 11-8 muestra los posibles macroestados de un conjunto de 6 par-
ticulas que cumplen la estadistica M-B. Como indican las figs. 11-4 y 11-6,
los niveles de cnergia se suponen igualmente espaciados y el orden de dege
neraciéon de cada nivel es g;= 3. Aunque a cada particula se le podia haber
asign‘ado una letra, los puntos representan soélo los nimeros de ocupacién N;
de los niveles respectivos. La figura es idéntica a la 11-4 para la estadistica
B-E, pero representa un nimero mucho mayor de microestados a causa de
los posibles intercambios de particulas entre los estados de un nivel deter-
minado y centre distintos niveles. La probabilidad termodindmica de cada
macroestado, calculada por la ecuacién (11-21), figura debajo de la columna
correspondiente. Los valores de #7, se han dividido por 3% Asi, para el ma-
croestado k =1, en el cual sélo estan ocupados los niveles cero y seis,

5 11

W, =6l =18 x ¥,
St
W, 3° = 18.
El mimero total de microestados posibles es

Q=739 = 1386 x 3° = 3,37 x 10"

k
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El ntmero de ocupacion medio de cada nivel se indica a la derecha de la
fila correspondiente.

11-8 INTERPRETACION ESTADISTICA DE LA ENTROPIA

En las tres secciones anteriores se calcularon los nimeros de ocupacién me-
dios de los niveles de energia de un sistema para particulas que cumplian
las estadisticas de Bose-Einstein, Fermi-Dirac y Maxwell-Boltzmann. En la
seccidon 11-4 se establecié que las variables termodindmicas de un sistema esta-
ban relacionadas con los nimeros de ocupacién medios de sus niveles de ener-
gla, En esta seccién deduciremos la relacién, comenzando por buscar la propie-
dad de un modelo estadistico de un sistema asociada a su entropia.

Para dos estados de equilibrio de un sistema abierto PVT en el cual son
iguales la temperatura, la presién y el potencial quimico, pero la energia, el
volumen y el nimero de particulas son distintos, los principios de la ter-
modindmica nos conducen al resultado de que la diferencia de entropia
entre los estados viene dada por

TAS = AU + PAV = u AN. (11-22)

.Desde el punto de vista estadistico, los cambios de energia de un conjunto,

de su volumen y del nimero de particulas dan lugar a cambios del ntimero
total de posibles microestados en que puede existir el sistema. Por ejemplo,
si la energia U del sistcma de la fig. 11-4 sc incrementa de 6e a 7e el niumero
de posibles microestados se incrementa de 1532 a 2340 y los numeros de
ocupacion medios de cada nivel se modifican. (Véase el problema 11-9.)

Sin embargo, la entropia es una propiedad extensiva y la entropia total S
de dos sistemas independientes es igual a la suma de las entropias S; y S, de
los sistemas por separado:

S =5 + S

Por otra parte, si Q y Q, son las probabilidades termodindmicas de los sis-
temas y teniendo en cuenta que para cada microestado de uno de los siste-
mas, el otro puede estar en cualquiera de sus posibles microestados, el nu-
mero Q de microestados posibles de los dos sistemas es el producto de
por Q,:

Q = Q. (11-23)

:
Asi resulta que la entropia no puede ser simplemente proporcional a la pro-
babilidad termodindmica y para determinar la forma de la relacién fun-
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cional entre S y Q, de modo que las condiciones anteriores sean satisfechas,
supongamos que S es alguna funcién desconocida de Q, es decir, S = J(Q).
Por tanto, como S =S, + S,y @ =90,

J(Ql) + J(€) = J(Q, Q).

”Tomemos ahora las derivadas parciales de ambos miembros de la ecua-
cién, primero respecto a Q; con Q, constante v luego respecto a @, con Q
constante. Como J(Q,) es una funcién exclusiva de &, su derivada parcial
respecto a @ es igual a su derivada total:

9J(Q) _ dJ(Q)
2Q,  dOQ,

La derivada parcial de J(Q,) respecto a Q, es cero, ya que Q, permanece cons-
tante.

. En el segundo miembro la derivada parcial de J(QQ,) respecto a Q es
igual a la derivada total de J(Q,Q,) respecto a su argumento (2,2)), multipli-
cada por la derivada parcial de su argumento respeclo a Q, que es simple-
mente la constante Q, Por tanto, si representamos por J/(Q,9,) la derivada
de J(©9Q,) respecto a su argumento, tenemos

dJ(Q) N
—— = 0,700,
40, SR
Del mismo modo,
dJ(Qy)
= Q.J(Q,Q,
dQ, W (Enl)

De estas ecuaciones resulta que

dJ(Q) dJ(€y)
=0,
([‘g)‘l dg-)az

Q,

y como @ y , son independientes, la ecuacién sélo puede satisfacerse si
c:ada mlemb‘ro es igual a la misma constante k,. Por tanto, para cualquier
sistema arbitrario,
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por consiguiente,

S = kyln Q. (11-24)
Es decir, la tinica funcién de Q que satisface las condiciones de que las en-
tropias son aditivas, mientras que las probabilidades termodinamicas son
multiplicativas, es la funcién logaritmica.

Esta ecuacién es el eslabén de enlace entre la termodindmica estadis-
tica y la clasica. El valor numérico de la constante de proporcionalidad kg
debe elegirse de modo que los valores clasico y estadistico de la entropia
coincidan. En la seccién 11-15 veremos como kg resulta ser igual a la cons-
tante de Boltzmann, k = R/N,. _

Desde un punto de vista estadistico, la entropia de un sistema formado
por un nimero muy grande de particulas, es proporcional al logaritmo ne-
periano del numero total de microestados accesibles al sistema. Si pudié-
ramos preparar un conjunto tal que energéticamente sdlo tuviera un mi-
croestado accesible, seria @ = 1, In Q = 0 y la entropia seria cero. Este sistema
estd perfectamente ordenado, ya que el estado de cada particula estd uni-
vocamente especificado. Si existen mas estados de energia accesibles al sis-
tema, Q se hace mayor que la unidad y la entropia es superior a cero. En
este caso no es posible especificar univocamente el estado de cada parti-
cula, ya que su estado puede ser diferente cuando el sistema se encuentre
en diferentes microestados. Asi, el sistema se hace mas desordenado en cuanto
mdas micrgestados hay disponibles. La entropia del sistema puede conside-
rarse como una medida del desorden del sistema.

Esta interpretacién estadistica de la entropia aporta un aspecto adicio-
nal al signjficado del cero absoluto de temperatura. De acuerdo con el enun-
ciado de Planck del tercer principio (seccién 7-7), la entropia de un sistema
en equilibrio interno se aproxima a cero cuando la temperatura tiende a
cero. Por tanto, los sistemas en equilibrio interno deben estar perfectamente
ordenados en el cero absoluto. , ‘

¢Posce la magnitud ky In Q@ las otras propiedades de la entropia? A conti-
nuacién ofrecemos algunas respuestas cualitativas.

1. §i existe un flujo reversible de calor d’Q, en un sistema a una tempera-
tura T, la entropia de éste se incrementa en dS = d’Q,/T. Si el sistema estd
a volumen constante, de modo que el trabajo en el proceso es nulo, el incre-
mento dU de energia interna del sistema es igual a d’Q,. Sin embargo, para
un conjunto de particulas no interactivas, los valores de los niveles de ener-
gia dependen del volumen y si el volumen es constante, estos valores no
cambian. Si la energia de un conjunto crece, se hacen accesibles a sus par-
ticulas mayor numero de niveles de energia mas elevados, con el correspon-
diente incremento del numero de microestados o probabilidad termodina-
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mica Q. Por tanto, S y In Q crecen cuando se incrementa la energia del sis-
tema.

2. La entropia de un gas ideal crece en una expansion libre irreversible desde
el volumen V, al volumen V,. No hay cambio de energia interna en el pro-
ceso y no se realiza ningun trabajo, pero los niveles permitidos de energia se
hacen mas apretados debido al incremento de volumen. Para una energia
total constante, el numero de microestados accesibles crece cuando el espa-
ciado de los niveles de energia disminuye y de nuevo S y In Q crecen en la
expansidén libre irreversible.

.3. En una expansidn adiabdtica reversible de un gas ideal, la entropia S per-
manece constante. No hay flujo de calor en el gas y el trabajo de expan-
sién se realiza a expensas de la energia interna, la cual disminuye en el pro-
ceso. Si el espaciado de los niveles de energia no se modificara, una reduc-
cién en la energia interna daria lugar a un ntmero mas pequefio de microes-
tados accesibles con una disminucién correspondiente de In @, pero debido
al incremento de volumen los niveles de energia disminuyen su espaciado y
el incremento consiguiente de In @ compensa justamente la disminucién que
resulta del decremento de energia interna. El resultado es .que In Q, igual
como S, permanece constante,

Podrian citarse muchos otros ejemplos y en todos los casos resulta que
el completo acuerdo entre la termodindmica y la estadistica descansa en la
hipétesis de que la entropia S, cuyo cambio dS se define en termodindmica
por la relacién

ds = d' Qr

2

ticne su contrapartida estadistica en el logaritmo de la probabilidad termo-
dindmica Q de un conjunto de un gran namero de particulas o en el loga-
ritmo del nimero total de microestados accesibles al conjunto. Asi, si S = kg
In 4, la diferencia de entropia entre dos estados préximos de un conjunto
es dS = ky d(ln Q). .

Un conocimiento més profundo de la conexién entre la termodindmica cla-
sica y la estadistica puede obtenerse considerando dos estados préximos de un
sistema cerrado, en el cual los valores de la energia interna U, los niveles de
energfa ¢ y los nimeros de ocupacién medios N; son ligeramente distintos,
Como la energia U viene dada por }); ¢N,, la diferencia de energia entre los
cstados es

dU=;€dej +szj[[€]-; (”25)
es decir, la diferencia de cnergia resulta, en parte, de las diferencias N, de
los nameros de ocupacién medios y, en parte, de las diferencias dey de los
niveles de encrgia.
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Si los valores de los niveles de energia son funciones de cierto parametro
extensivo X, tal como el volumen V, entonces

le,
de; = Z{—}(IX (11-26)

. _ de;
}_;deej = sz,-ﬁ dX.
Definiremos una magnitud Y, de tal modo que

Yy=-3N de; (11-27)
i

Tdx
Por tanto,

> Njde; = =Y dX. (11-28)
7

Si, por ejemplo, el pardmetro X es el volumen V, la magnitud Y es la presién P
y, por tanto,

YdX = PdV.

La diferencia de energia dU resulta ser

dU =Y ¢;dN; — Y dX.
)

Para dos cstados en que cl pardmetro X es el mismo, dX = 0y

. ({U‘\‘ = z fdej.
7
Los principios de la termodindmica conducen al resultado de que, cuando X
es constante,
dUy =TdS

y, por tanto,
Z e, dN; = T'dS. (11-29)
Asi, 1a ccuaciéon ’
dU =3 ¢;dN; + 2 N;de;
7 7
es la forma estadistica de la combinacion del primero y segundo principios
de la termodindmica en un sistema cerrado:

dU = TdS — YdX.
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Si el sistema pasa de un estado a otro seglin un proceso reversible,

TdS =d'Q, y Ydx =d'w.,.

Por tanto, en ese proceso
dU = (I’Q,, — d’Wl,

,Z e dN; =d'Q,, ]ZN,. de; = —d'W,. (11-30)

A veces se supone que Y € dN; es siempre igual al flujo de calor d’Q que
recibe el sistema y que Y N; de; es siempre igual al trabajo con signo nega-
tivo —d'W. Como veremos, esto es cierto sélo en procesos reversibles y sélo
en estos procesos podemos identificar las sumas de la ecuacidn (11-25) con el
flujo de calor y el trabajo.

119 FUNCION DE DISTRIBUCIGN DE BOSE-EINSTEIN

Si un sistema consta de un ndimero relativamente pequeno de particulas,
como en la fig. 11-4, los valores medios de los nameros de ocupacién de los
niveles de energia pueden calcularse sin mucha dificultad cuando el namero
total de particulas y la energia total tienen valores fijos. Si el nimero es muy
grande, como en el modelo estadistico de un sistema macroscoépico, los calcu-
los directos son imposibles. A continuacién deduciremos una expresién gene-
ral para el cdlculo de los ndmeros de ocupacién medios en el caso de que el
namero total de particulas sea muy grande. Tal expresién se denomina fun-
cion de distribucion. El procedimiento consiste en deducir primero una rela-
cién general para los valores relativos de In Q para dos sistemas que posean
la misma serie de niveles de energia, pero de tal modo que en el segundo
sistema e} nimero de particulas es menor que en el primero, difiriendo en
un ndmero pequefio #, siendo n <€ N, y en el cual la energia es menor que
en el primero, con una diferencia ne,, en donde €, es la energia de cierto
nivel arbitrario r. Asi, si los simbolos sin prima se refieren al primer sis-
tema y los simbolos con prima al segundo,

N' =N —n, U'= U — ne,. (L1-31)
Estas condiciones pueden cumplirse siempre, ya que podemos controlar inde-
peudientemence el numero de particulas del sistema y su energia. La diferen-
cia de valores de #y In Q se iguala entonces a la diferencia de entropia entre
los sistemas por medio de 'a ecuacién (11-24).

La tinica forma por la cual las ecuaciones (11-31) se pueden satisfacer es
que en cada macroestado del sistema con prima los ntimeros de ocupacion

!

K
¥
3
i
t
¥
i
5
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de todos los niveles, con excepcién del nivel r, sean los mismos en ambos .sis-
temas, mientras que el nimero de ocupacién del nivel r en el s.istema con prima
es menor que en el sistema sin prima, siendo n la diferencia. Es decir, para
satisfacer las ecuaciones (11-31) debemos tener en cada macroestado k,

N;=N;(j#r, N =N, —n (11-32)
k=1 2 3 4 S 6 7 8 9 10 11 K N=6
ele=6] e [ 0,041 U = 6e
5 . } 0,088 Q=1532
4 o« | . 0,205 g;=3
3 o e . [ 0’410
2 . . eeeie o - 0,830
T - ; LR AN )
]1 . . . . ..‘ e I 1,60
1A I R T et (L A DS LN P I 283
. a0 e|le L] * L2 . * IS S
¥,= 63 135 135 180 90 270 180 100 216 135 28
(a)
k= 1.2 3 4. 5 .6 1 8 9 40 11 N N=5
ejle=4 . ! 0,129 U = de
3 . l 0,258 Q) = 348
2 o s el 0,655 g; =13
R Te @ '
1 . LI 1,40
L] . —_—
0 v . 2,56
hd . [ e
Wy = 45 90 45

Fig. 1119 (a) Los posibles macroestados de un conjunto de 6 par‘ticu-
las que cumplen la estadistica de B-E cuando U = 6e. (b) Los pos'xbles
macroestados cuando se extrae una particula del nivel 2 del conjunto
de la parte (a), La probabilidad termodindmica de cada macrp’estado
se halla en la parte inferior del cuadro y ¢l ndmero de ocupaciéon me-
dio de cada nivel a la derecha del mismo.
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El resultado es equivalente a extraer n particulas del nivel r en el sistema sin
primas, sin que por ello cambien los niimeros de ocupacién de los otros ni-
veles.

Consideremos primero un sistema que cumpla la estadistica de Bose-
Einstein e ilustremos la relacién que existe entre los macroestados corres-
pondientes, tomando como ejemplo del sistema sin prima, el de la fig. 11-4,
que aparece de nuevo en la parte (a) de la fig. 11-9. El ntimero de particulas
es N =6, la energia U = 6¢ y consideremos que n tiene su valor mas pe-
quefio posible, n = 1. El nimero de particulas en el sistema con prima es
N =N-—1=75 vy seleccionamos el nivel 2 como nivel arbitrario 7, de modo
que la energia del sistema con prima es U’ = U —2¢ = 4e.

Los tnicos macroestados posibles del sistema con prima se indican en
la parte (b) de la fig. 11-9. Evidentemente, no pueden existir macroestados
del sistema con prima que correspondan a un macroestado del sistema sin
prima, en el cual el nivel 2 esté desocupado. Asi pues, existen sélo cinco
posibles macroestados y, como veremos, en cada uno de estos el numero de
ocupacion del nivel 2 es uno menos que en el correspondiente macroestado
del sistema sin prima, siendo iguales en ambos sistemas los numeros de ocu-
pacién de los restantes niveles.

La probabilidad termodindmica #7, del macroestado k del sistema sin
prima es

(g; + Ny — D!
Wy =] ————. -~
5 (g — DIN! (11-33)
En el sistema con prima
‘ (g; + Nj — D!
W =[] ——"——. (11-34)

i (8 — DINg!

El doble subindice rk significa que ¥/ es la probabilidad termodinamica
del macroestado k en el sistema con prima y que el nivel » se ha seleccionado
como nivel arbitrario, del cual se ha extraido una particula. El doble sub-
indice jk significa que N w Y N’j , son, respectivamente, los numeros de ocu-
- pacién del nivel j en el macroestado k en los sistemas sin prima y con prima.
El hecho de que no existan macroestados en el sistema con prima, corres-
pondientes a los estados del sistema sin prima, en el cual el nivel r esta
desocupado, es equivalente a establecer que para tales macroestados la pro-
babilidad termodinamica W , €S cero. Pero siN = 0, entonces N:k =0—1=

—1 y en la ecuacién (11-34) el término de orden r del producto se con-
vierte en

(& — 2! _ [ |
(g — DI (=D (g = D(=H!
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Por tanto, con el fin de que %"/ sea cero y siempre que g, > 1, debemos
adoptar el convenio de que (— 1)! = oc. Para una mayor explicacion, véase
el apéndice C.

La relacion entre las probabilidades termodindmicas es

L _ H(g;‘ + Nj— DINg!
W, i (g; 4+ Njp— DING!

En todos los niveles, excepto el r, N;k = Njk, de modo que todos los tér-

minos del producto anterior se anularan entre el numerador y el denomi-
nador, con la excepcién del nivel r, en el cual N’r . = N —— 1. Por tanto, como

erc! = Nrk(Nrk - 1)' =NrkNr,k'

(& + Ny — DV = (g, + N)! = (g + N)g, + Ny — DY,
resulta que
Wl Ny

O s¢a,

Ny e = (g + N o
y sumando para todos los macroestados,
gNrky//k = gr% "///;k + %N;k e
Teniendo en cuenta la ecuacion (11-8), el primer miembro resulta ser igual

a N,Q. En el segundo miembro, el término g, Zk W, es igual a 8@y el
dltimo término igual a N:Qr . Por consiguiente,

k

F.Q = (g + NDQ,

r

(11-35)

En un sistema macroscépico con numeros de ocupacién muy grandes, la
extraccién de una particula de un nivel dara lugar solamente a un cambio
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relativamente pequefio en el nimero de ocupacién medio del nivel y sinerror
apreciable, podemos hacer N; = N,, de modo que

N o (11-36)
g+ N Q
Tomando logaritmos neperianos en ambos miembros, resulta

N, o
————:=In——-.
g + N, Q

In

Pero

n Q. —InQ
Q

y como, segun la ecuacion (11-24), S = kg In Q,

N, S"—S AS
In ——— = =
g, + N, ky Ky

(11-37)

De acuerdo con los principios termodinamicos la diferencia de entropia
AS entre dos estados de un sistema abierto, no aislado, en el cual el volumen
(o la variable extensiva apropiada) es constante, estd relacionada con la
diferencia de energia AU, la diferencia del nimero de particulas AN y la tem-
peratura T por la ecuacién (8-11):

TAS = AU — u AN,

en donde p es ahora el potencial quimico por particula. Para los dos estados
que estamos considerando

, por tanto,
P AS = LT
S -

Teniendo en cuenta la ccuacion (11-37), como ¢l nivel r se tomoé arbitra-
riamente y podia haber sido cualquier nivel j,
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M _
gj+Ni=&+1=eXp€i—lLL
que puede escribirse en la forma
N; _ 1
8 exp (e,» - #) 1 (11-38)
kB

Esta ecuacidn es la funcidn de distribucion de Bose-Einstein. Expresa el
nimero de ocupacién medio por estado en cualquier nivel j, N;/g, en funcién
de la energia ¢; del estado, el potencial quimico p, la constante universal kg
y la temperatura T. Naturalmente, para aplicar la ecuacién a un sistema con-
creto, debemos conocer la expresién de las energias ¢; de los niveles permi-
tidos de energia y del potencial quimico u. En el apéndice D puede verse otra
deduccién de la ecuacién (11-38).

11-10 FUNCION DE DISTRIBUCION DE FERMI-DIRAC

Para deducir la funcién de distribucién en la estadistica F-D, consideremos
otra vez dos conjuntos en los cuales los ntimeros de particulas son, respec-
tivamente, N y N =N -—1. En cualquier par de macroestados correspon-
dientes, N’ﬂ‘ = Nm en todos los niveles, excepto un nivel arbitrario r; en el

nivel r, N/ = N_ —1. Las energias correspondientes son U y U’ = U —e¢,.

La parte (a) de la fig. 11-10 es igual que la fig. 11-6 y muestra los posibles
macroestados de un conjunto de N = 6 particulas y U = 6¢ para un conjunto
que cumple la estadistica F-D y en el cual, los niveles de energia estin igual-
mente espaciados y g; = 3 en cada nivel. La parte (b) es el diagrama corres-
pondiente a un conjunto de N’ = 5 particulas, en el que se ha escogido como
nivel arbitrario r el nivel 2, de modo que U’ = U — 2¢ = 4¢. De nuevo resulta
que en cada par de macroestados correspondientes los nimeros de ocupa-
cién son los mismos en todos los niveles, excepto en el nivel 2 y que en este
nivel N;k =N, —1

Las probabilidades termodinamicas de los macroestados correspondientes
en los conjuntos sin prima y con prima son

g;!
Wy =] —2— |
t i (8 — Ny Ny!

N

Wl =TI Ik

i (g — N;'k)!N;Iik! .
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k=1 2 3 4 b N, N=¢6 k= 1 2 3 ‘4'5 N, N =5
1 | ' . : '
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i s e d e b . 4 A
3 . . 10,494 Q=73 3 oo . i 0,231 Q=29
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Fig. 11-10 (a) Los posibles macroestados de un conjunto de 6 particulas
que cumplen Jla estadistica F-D cuando U = 6¢. (b) Los posibles ma-
croestados cuando se extrae una particula del nivel 2 del conjunto de
la parte (a). La probabilidad termodindmica de cada macroestado se
halla al pie del cuadro y el nimero de ocupacién medio de cada nivel
a la derecha del mismo.

Por tanto,

W, (g, — Ny)! M

rh
= H !’ t 4
/" i (g5 — Ni)! Nj!

que despudés de simplificar, resulta

7/;15 _ Nrk
"//,C 8, — N;Ic

0 sea,

7

ercyfk = (gr - N;lc)yfrlc'
Sumando para todos los valores de k, tenemos

2Nk = & % W — ]2 NuH
k d

N _ & (11-39)

TERMODINAMICA ESTADISTICA 383

Aqui podemos hacer N, = N, ya que si los estados estdn suficientemente de-
generados, N_y N’ pueden ser mucho mayores que la unidad. Por el mismo
razonamicnio quc en la estadistica B-E

N, i

& exp (el - u) 41 (11-40)
knT

que es la funcion de distribucidn de Fermi-Dirac. Difiere de la distribucion
B-E en el término + 1 del denominador en lugar de — 1.

11-11 FUNCION DE DISTRIBUCION CLASICA

En muchos sistemas de particulas indiscernibles, ‘el niimero medio de par-
ticulas N; en un nivel es mucho menor que €l numero de estados g; en dicho
nivel, de tal modo que el ndmero medio de particulas por estado, N,/g; es
muy pequefio. El denominador de las ecuaciones (11-38) y (11-40) debe ser
entonces muy grande; el 1 puede despreciarse y las funciones de distribu-
ciéon de B-E y F-D se reducen ambas a

Ni M — €
— = exp
g; kyT

, (11-41)
que es la funcidén de distribucion cldsica.

1112 COMPARACION DE LAS FUNCIONES DE DISTRIBUCION

PARA PARTICULAS INDISCERNIBLES
Las funciones de distribucién para particulas indiscernibles pueden estar
todas representadas por la ecuacion

N, 1
8 exp <___€j — ,u) +a (11-42)
kyT
en donde @ = — 1 en la estadistica B-E, a = + 1 en la estadistica F-D ya=20

en la estadistica clasica.

Las curvas de la fig. 11-11 son graficas del niimero medio de particulas
por estado, N;/g; a una temperatura determinada, para las estadisticas B-E
y F-D, representadas como funciones de la magnitud sin dimensiones (¢;— )/
kyT. (La cnergia, por tanto, crece hacia la derecha.) Légicamente, las orde-
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nadas de las curvas tienen significado sdlo para aquellas abscisas que co-
rresponden a la energia ¢; en alguno de sus valores permitidos. Cuando N,/g;
es muy pequefo, las distribuciones B-E y F-D coinciden muy aproximada-
mente y ambas se reducen a la distribucién clasica.

Obsérvese que cuando ¢ = u, el valor de N,/g; en la estadistica B-E se
hace infinito y para aquellos niveles en los cuales ¢; es menor que g, se hace
negativo y, por tanto, carece de significado. Es decir, en esta estadistica, el
potencial quimico debe ser menor que la energia del nivel de energia mas
bajo admisible. Las particulas «prefieren» concentrarse en niveles para los
cuales ¢; es solo ligeramente mayor que p.

Clisica

(¢ —4)
kT
Fig. 11-11 Graficos de las funciones de distribuciéon de Bose-Einstein,
de Fermi-Dirac y clésica.

En la estadistica F-D, por otra parte, todos los niveles, hasta el mas bajo,
estan poblados y cuando ¢; disminuye, N;/g; se aproxima a 1. Es decir, los
niveles de baja energia estdn poblados casi uniformemente con una particula
por estado.

La curva correspondiente a la estadistica clasica carece de significado,
excepto para valores grandes de (¢ — u)/kT. Esta dibujada en la fig. 11-11
sélo a efectos de comparacién. Si la ordenada de la fig. 11-11 representa Nj/Ng;
en lugar de N,/g;, esta curva es la funcién de distribucion para la estadistica
M-B que se desarrolla en la secccidon siguicnte.

1113 FUNCION DE DISTRIBUCION DE MAXWELL-BOLTZMANN
La funcién de distribucion en la estadistica M-B se deduce del mismo modo
que en las estadisticas B-E y T-D. La parte (a) de la fig. 11-12 ¢s igual que
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la fig. 11-8, en la cual los puntos representan los niuimeros de ocupacién de
un conjunto de N = 6 particulas y de energia U = 6e. La parte (b) muestra
los posibles macroestados de un conjunto de NN =N—1=75 particulas y
en este conjunto se ha elegido el nivel 2 como nivel arbitrario r, de modo
que U’ = U-—2¢ = 4e. Los unicos macroestados posibles del conjunto con
prima son aquellos en los cuales el nivel 2 estd ocupado en el conjunto
sin prima. En cualquier par de macroestados correspondientes, los niimeros
de ocupacién son los mismos en todos los niveles, excepto en el nivel 2, en
que N} =N, —1.

Las probabilidades termodindmicas de los macroestados correspondien-
tes en los conjuntos sin prima y con prima son, respectivamente

g5
W, = NIT[ 2=,
" HN,J
N;
I= /' 57 "
W= NI

IR

Por tanto,

W g N
"‘:N' 8 * Ny !

1/70 N' P g?]’kN;’J’

que se simplifica a

W;k Nrk

Wk Ngr

O sea,
Nrkn//k = NgTW

’
rk*

Sumando para todos los macroestados, tenemos

N _ 9
Nz =0 (11-43)
,
y por el mismo procedimiento que antes,
N,IN H—¢
—— = ex
g, p nT (11-44)

que es la funcidn de distribucion de Maxwell-Boltzmann. Difiere de la fun-
cién de distribucién clasica (que a veces se denomina funcién «corregida»

SEARS ~- 25
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Flg. 11-12 (a) Los posibles macroestados de un conjunto de 6 particu-
las que cumplen la estadistica M-B cuando U = 6¢. (b) Los posibles ma-
croestados cuando una particula del conjunto anterior se extrae del
nivel 2. La probabilidad termodindmica de cada macroestado se halla
al pie del cuadro y el nimero de ocupacién medio de cada nivel a la

derecha del mismo.

*

de Boltzmann) en que el numerador del primer miembro es el nimero frac-
cional medio de particulas en el nivel j, N;/N, de tal modo que el primer
miembro representa el numero fraccional dc particulas por estado en un

nivel.
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11-14 FUNCION DE PARTICION
La funcién de distribucién de la estadistica de Maxwell-Boltzmann puede es-
cribirse en la forma

N; = N(cxp

—57

; ex .
)gl P kT

kT
Como 3; N; = N y el potencial quimico # no depende de j, resulta que

— Iu —_—c,
ZN‘=N=N(exp———) Cex L,
J ! knT ; g] p knT

La suma del primer término se denomina funcidn de particion o suma
de estados y se representa por Z (del alemdn Zustandssumme, suma de esta-
dos), aunque a veces se representa por otros simbolos.

—e.
Z =Yg ex .
JZgJ P (11-45)

La funcién de particién depende sélo de la temperatura T y de los para-
metros que determinan los niveles de energfa. De las dos ecuaciones ante-
riores resulta que en la estadistica M-B

w1
exXp kBT - 7 ’ (11—46)

¥, por tanto, la funcién de distribucién M-B toma la forma

N, N €
—= = — X .
e Z PT (11-47)

Asi, para un sistema determinado, el nimero de particulas medio por estado
en cualquier nivel disminuye exponencialmente con la energia ¢ de dicho
nivel y cuanto menor es la temperatura T, méas rapida es la velocidad de
decrecimiento.

La funcién de distribucién clasica puede escribirse en la forma

—c,

kT’

= 2
N; = lex ——-——) . ex
’ ( P it/ P
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y sumando para todos los valores de j, tenemos

I B
I U
2N, =N= (exp kBT) 28T

Asi pues, si la funcién de particién Z se define de la misma forma que
en la estadistica M-B, resulta

exp o= -j\l (11-48)
kyT 2
y la funcién de distribucién clasica puede expresarse como
v N e
Mo ep (11-49)
gj Z I\'HT

que tiene la misma forma que la distribucién M-B. o

A causa de la forma de las funciones de distribucion BE y T-D éstas 1110
pueden expresarse con dependencia de la funcién de particion de una sola
particula y se considerardn mas adelante.

11-15 PROPIEDADES TERMODINAMICAS DE UN SI.STENIA ‘
La importancia de la funcién de particién Z 1‘051{.10 en ¢l hecho de .qucden
la estadistica de Maxwell-Boltzmann y en la clasica, toda.s) las propiedades
termodinamicas de un sistema pueden expresarse cn fllnC}on de In Z’y sus
derivadas parciales. Asi, el primer paso al aplicar los I}’lCtOdOS estadisticos
a dicho sistema, es evaluar la funcién de particion del 51§tema. .

Debe recordarse que todas las propiedades termod.ir)lamxcas de’ur.l siste-
ma estan completamente deierminadas por su ecuaclon carfactertstzca, es
decir, la funcién de Helmholtz expresada en funcién de X y T o la funmpn
de Gibbs expresada en funcion de Yy T. Aqui, X eY representz}r'l cualquier
par de variables relacionadas, tal como el volumen V y la presion P. .

Comencemos por deducir las expresiones de las func1on.e§ de Gibbs y de
Helmholtz en funcién de In Z. Como se demostré en la seccion 8-1,.<'astas fun-
ciones estan relacionadas con el potencial quimico j por la ccuacion

_ a() _ ((7’) “
e (DN i NNy (11-50)
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Para un sistema que cumpla la estadistica M-B, el potencial quimico del sis-
tema viene relacionado con la funcién de particidon por la ecuacién (11-46):

u = —ksTInZ. (11-51)

En estadistica cldsica, el potencial quimico se expresa por la ecuacién (11-48):

= —lkyT(InZ — In N). (11-52)
La funcién de particién Z = 3 g; exp (— ¢;/kgT) es una funcién de la tempe-
ratura del sistema y de los pardmetros que determinan los niveles de energia
del sistema (como el volumen V o la intensidad del campo magnético &).
Asi, las ecuaciones (11-51) y (11-52) expresan x en funcién de X o Y.

Consideremos en primer lugar un sistema de particulas indiscernibles que
cumple la estadistica clasica y en el cual los niveles de energia son funcio-
nes de un pardmetro extensivo X. La funcién de particién es entonces una
funcién de X y T y como éstas son las variables «naturales» de la funcién F
de Helmholtz, resulta de las ecuaciones (11-50) y (11-52),

(QI:—) = —kyT(Iln Z — In N).
T.X

N (11-53)

El segundo miembro de esta ecuacién es constante cuando lo son X y T. Inte-
grando para X y 7T constantes, resulta

F=—NkgT(InZ —InN + 1), (11-54)
ya que (N In N dN = N In N—N. La ecuacién (11-53) se satisface si se
suma al segundo miembro de la ecuacién (11-54), cualquier funcién f (T, X),
pero como F debe ser cero para N = 0, resulta que f (T, X) = 0. La ecua-
cién (11-54) es una expresidén de F en funcién de N, T y X; por tanto, todas

las propiedades termodinidmicas del sistema pueden determinarse por los
métodos de la seccién 7-2.

La entropia S viene expresada por S = — (9F/0T)yy, de modo que
dlnZ
»S = NkBT( - )x+ Nky(lnZ —In N + 1). (11-55)
Como U = F + TS, la energia interna es
olnZ
T 1 AL
U = N/\UT( 87‘ )‘\‘ (11-—56)
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La expresién de la entropia puede escribirse ahora en la forma
S = % 4 Nky(InZ —1a N + 1). (11-57)

La variable intensiva Y asociada con la variable extensiva X se expresa
en la forma Y = — (2F/2X)yr, de modo que

Y = NkBT(aln Z) ’
X /r

(11-58)

que es la ecuacién de estado del sistema, que expresa Y en funcién de N,
T y X. Asi, todas las propiedades termodindmicas de este sistema pueden
determinarse si se conoce Z en funcién de X y T.
Para un sistema de un componente, la funcién de Gibbs es G = uN, de
modo que, segin la ecuacion (11-52),
= —NkiT(InZ — In N). (11-59)

Pero, en general, para las variables X e Y,
G=U-TS—YX=F+4+YX
G—F=7YX
Segun las ecuaciones (11-54) y (11-59),

G — F = NkyT,

de modo que para cualquier sistema que cumpla la estadistica clasica y en
¢l cual los niveles de energia sean funciones de un solo parametro extensivo X,

YX = NkgT. (11-60)

En el caso especial de due el pardmetro X sea el volumen V e Y la presion,

PV = NICBT.

Esta es la ecuacién de estado de un gas ideal, como se dedujo por la teoria
cinética, siempre que la constante universal kg introducida anteriormente
s6lo como constante de proporcionalidad de la ecuacién S=kyz In Q, sea
igual a la constante de Boltzmann k = R/N,. Como kg es una constante uni-
versal, que en este caso especial es igual a R/N,, valdra sicmpre R/N,, cual-

il
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quiera que sea la naturaleza de un conjunto. En el futuro, para mayor sim-
plicidad, suprimiremos el subindice B y escribiremos simplemente S = k In Q.

A primera vista es sorprendente que obtengamos sélo la ecuacion de es-
tado del gas ideal. Sin embargo, la funcién de particién puede expresarse
sélo por la suma de estados de particulas aisladas que no interaccionan. Esta
es la misma condicién necesaria para deducir la ley de los gases ideales a
partir de la teoria cinética.

Con esta notacion las expresiones de las propiedades termodinamicas de
un sistema que cumple la estadistica cldsica y cuyos niveles de energia estan
determinados por el pardmetro extensivo X son las siguientes:

F= —NkT(InZ —In N + 1), (11-61)
2 all] Z .

U= NkT“( ) , -

aT v (11-62)
S = g-}— Nk(InZ —In N + 1)
T k (11-63)
Y olnZ

Y = NkT( 1 ) : _

ox (11-64)

Se deja como e¢jercicio (problema 11-30) demostrar que para un sistema
de particulas discernibles que siguen la estadistica M-B y en el cual los nive-
les de energia se hallan determinados por un pardmetro extensivo X, las
expresiones de U e Y no se modifican, pero las de F y S son

F = —NkTInZ (11—65)

U

S - + Nkin Z. (11-66)
Estas expresiones difieren de las correspondientes a las particulas indiscer-
nibles en un término proporcional a N In N— N. (Véase problema 11-31.)

Como segundo ejemplo, consideremos un sistema de particulas discerni-
bles que siguen la estadistica M-B y para el cual los niveles de energia son
funciones de un parametro intensivo Y. Entonces Z es funcién de ¥ y T
y como éstas son las vdriables «naturales» de la funcién de Gibbs, tenemos,
segin las ecuaciones (11-50) y (11-51),

(?g) = —kT In Z.
Y%

N (11-67)
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El segundo miembro de esta ecuacién es constante cuando lo son T e Y.
Integrando a T e Y constantes, resulta

G = —NkTInZ. (11-68)
La funcién arbitraria g(7, Y) que deberia sumarse al segundo miembro de la
ecuacion (11-68) es de nuevo cero, ya que G = 0 cuando N = 0. Esta ecua-
cién parece contradecir a primera vista la ecuacién (11-65), ya que F#G.
Sin embargo, la ecuacién (11-65) esti deducida para un sistema en el cual
los niveles de energfa son funciones de un pardmetro extensivo X, mientras
que la ecuacién (11-68) se aplica a un sistema en el cual los niveles de ener-
gia dependen de un parametro intensivo Y.

La entropia viene ahora dada por S = — (8G/9T)yy y, por tanto,
S = N/;T(a“f ‘) + NklnZ. (11-69)
v ‘
.La entropia H es igual a G + TS, de modo que
L(01InZ
H = NkT“( ) 11-70
oT /vy ( )
y la ecuacién (11-69) toma la forma
S = L 4+ NkinZ
T : (11-71)
La ecuacién de estado viene dada por
8G> (8 In Z)
X = {— = —NkT . 7
(aT N.T oY /v (11-72)

Si el parametro Y es la intensidad de un campo de fuerzas conservativas,
la unica energia de la particula es su energia potencial (gravitatoria, magné-
tica o eléctrica). La energia interna del sistema es, por tanto, cero y su ener-
gia total E es exclusivamente su energia potencial E,. Si X representa la
variable extensiva asociada con la variable intensiva Y, la energia potencial
E,=YX. Por tanto, como la entalpia H viene definida por H=U +YX y
U = 0, resulta

1:= 1'/‘ = II?

Il
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y las ecuaciones (11-70) y (11-71) pueden escribirse en la forma

dlnZ
E = NkTZ(-——————) -
7). (11-73)
y
E
S == 4 Nkln2Z. (11-74)

T

Se ha supuesto hasta ahora en esta seccién que los niveles de energia
eran funciones de una sola variable extensiva X o de una sola variable in-
tensiva Y. Consideremos a continuacién el caso méas general de un sistema
multivariable, en el cual los niveles son funciones de mas de una variable
independiente. Limitaremos el caso a sistemas cuyos niveles de energia sean
funciones de sdélo dos variables, una de las cuales sea una variable exten-
siva X, y la otra una variable intensiva Y, que consideraremos como la in-
tensidad de un campo de fuerzas conservativas.

Si el sistema se describe por la estadistica de Maxwell-Boltzmann o por
la cldsica, podemos continuar definiendo la funcion de particién como

—c.
7 = ex 3.
‘?:g’ p(kT)

La unica diferencia es que las ¢; son ahora funciones tanto de X, como de Y,
y la funcioén de particién es una funcién de T, X, e Y,. Como el sistema tiene
energia interna U y energia potencial E, = Y,X,, su energia total E es

E=U-+E,=U+ Y,X,

y, por tanto, utilizaremos la funcién generalizada de Helmholtz F*, definida
por ia ecuacién (7-34) en la forma

F*=E—TS=U — TS + Y,X,.

El potencial quimico es ahora

/OF*
#= \GN)T,.\'LY;

Si el sistema cumple la estadistica clésica,

= —kT(InZ — In N)



394 TERMODINAMICA ESTADISTICA.
e integrando para valores constantes de T, X, Y,, resulta
F* = —NkT(InZ — In N 4 1), (11-75)

haciendo como antes la funcién arbitraria de X,, Y, y T igual a cero.
Las variables Y, y X, asociadas con las variables X, e Y, vienen dadas por

8F*) (81n Z)
Y, = — %2 = NKT , 11-76
! (3X1 NT Y, oX, /'r.v, ( )
aF*) (aln Z)
x, = (2= — —NkT . 11-77
? (»3Y2 N.T,X, oY, /1.x, ( )

El sistema posee, pues, dos ecuaciones de estado, expresando Y y X, en fun-
cibnde N, T, X, e Y,
La entropia S es

' *
S = _@E_) — NkT(aln Z) 4 Nk(InZ —In N + 1), (11-78)
oT /n.x,.v, oT /x,v, :

La energia total E es igual a F* 4 T'S, de modo que

E = NkTﬂ(a;“TZ) (11-79)
y, por tanto, Tl
S = —g + Nk(InZ-—1n N + 1). (11-80)

Si ¢l sistema sigue la estadistica de Maxwell-Boltzmann,

u=—kTInZ

y por un razonamiento semejante,

F* = —NkTIn Z. (11-81)

Las variables Y, y X, se hallan de nuevo determinadas por las ecuaciones (11-75)
y (11-76). La entropia es

S = NlcT(aln Z) + Nkln Z. (11-82)
oT /x,.v

]
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La energia total es

dinZ
E = el &
mert(T2E) a1y

1" 2

de modo que puede escribirse también
E .
S = P -+ Nkin Z. (11-84)

En cualquier estadistica, la energia potencial E, = Y,X, y la energia interna
Ues :

U=FE—E,=E— X, (11-85)

En los préximos dos capitulos trataremos ejemplos concretos de las rela-
ciones generales deducidas en esta seccién.

PROBLEMAS

11-1 Utilizando la mecénica cuéntica, demostrar que los niveles de energia de un
pozo cuadrado infinito unidimensional de anchura L se expresan también por la
ecuacién (11-3).

112 (a) Tabular los valores de los nimeros cuénticos n, n, n, para los doce
niveles de cnergia mas bajos de una particula libre en un recipiente de volumen V.
(b) ¢Cudl cs el orden de degeneracién g de cada nivel? (¢) Determinar la energia
de cada nivel en unidades de h?2/8mV23, (d) ¢Estdn los niveles de energia igual-
mente espaciados? ‘

11-3 Calcular el valor de #; en el cual un 4tomo de oxigeno confinado en una caja
cubica de 1 cm de lado posec la misma energia que el nivel mas bajo accesible
a un 4dtomo de helio confinado en una caja cubica de 2 X 10-1" m de arista.
11-4 Cinco particulas indiscernibles han de distribuirse entre los cuatro niveles
de energia igualmente espaciados que se indican en la fig. 11-2 sin restriccién en
el nimero de particulas en cada estado de energia. Si la energia total es 12¢;:
(a) especificar el nimero de ocupacién de cada nivel para cada macroestado y (b)
determinar el nimero de microestados de cada macroestado, conocidos los estados
de energia representados en la fig. 11-2.

115 (a) Determinar el ntumero de macroestados de un conjunto de cuatro parti-
culas distribuidas entre dos niveles de energia, uno de los cuales posee una
degeneracién doble. (b} Determinar la probabilidad termodindmica de cada ma-
croestado si no existe restriccién en el nimero de particulas de cada estado de
energia y las particulas son indiscernibles, (¢) discernibles. (d) Calcular la proba-
bilidad termodindmica del conjunto en las partes (b) y (c).

11-6 En una variante del poker se reparten siete cartas a cada jugador. Gana el
que obticne mejor mano de cinco de estas cartas. Las cartas se mezclan bien des-
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pués de cada partida. (a) ¢Cuantas manos diferentes de siete cartas pueden hacerse
de una baraja de 52 cartas? (b) Si existen cuatro jugadores, ¢de cuantas formas
diferentes pueden distribuirse las cartas si los jugadores son discernibles? (c)
¢Cuantas jugadas distintas de cinco cartas pueden obtenerse de una mano de
siete cartas?

11.7 En el ejemplo ilustrado en la fig. 11-4 determinar: (a) la probabilidad termo-
dindmica %, de cada macroestado, (b) el niimero total de microestados del con-
junto ©, (c) el ntiimero de ocupacién medio de cada nivel y (d) la suma de los
ntimeros de ocupacién medios.

11-8 Resolver el problema 11-7 para un sistema de siete particulas indiscernibles
que siguen la estadistica B-E y que tiene una energia total U = 6e¢.

1199 (a) Construir un diagrama similar a la fig. 11-6, pero con ocho niveles de
energia. Determinar los posibles macroestados del sistema si la energia es U =7¢
para seis particulas indiscernibles, siguiendo la estadistica B-E. (b) Calcular la pro-
babilidad termodinamica de cada macroestado y (¢) demostrar que el ndmero
total de microestados posibles es Q = 2340. (d) Determinar el namero de ocupa-
cién medio de cada nivel.

11-10 (a) Suponer que en la estadistica F-D el nivel j incluye tres estados (1), (2),
(3) y dos particulas a y b. Si seleccionamos la sucesién particular de nimeros
(1), (2), (3), escribir las posibles sucesiones distintas de letras y nitmeros y demos-
trar que esto concuerda con la ecuacidén (11-15). (b) ¢Cudntas sucesiones distintas
de nimeros son posibles? (c¢) ¢Cudl es el nimero total de sucesiones posibles dife-
rentes de letras y numeros?

11-11 Demostrar que en la estadistica de Fermi-Dirac, si el nivel j estd totalmente
ocupado con una particula por estado, 7, =1, y que existe una sola forma de
distribuir las particulas entre los estados de energia de dicho nivel.

1112 Resolver el problema 11-9 para seis particulas indiscernibles que siguen
la estadistica F-D. En este caso Q = 162.

11-13 Resolver el problema 119 para seis particulas discernibles que siguen la
estadistica M-B. En este caso Q = 5,77 x 105.

11-14 Tenemos 30 particulas discernibles distribuidas entre tres niveles de energia
no degenerados denominados 1, 2, 3, tales que N, = N, = N, = 10. Las energias de
los niveles son ¢, =2 eV, ¢, = 4 eV, €3 =6 eV, (a) Si el cambio en el namero de ocu-
pacién del nivel 2 es 6N, = —2, determinar 8N, y 8N, de modo que $E = 0. (b) De-
terminar la probabilidad termodindmica del macroestado antes y después del
cambio.

11-15 Seis particulas discernibles estdn distribuidas entre tres niveles de energia
no degenerados. El nivel 1 se encuentra a energia cero; el nivel 2 posee una ener-
gia €; y el nivel 3 posee una energia 2e. (a) Calcular el nimero total de microes-
tados del sistema. (b) Calcular el ntimero de microestados para el caso en que
existen tres particulas en el nivel 1, dos en el nivel 2 y una en el nivel 3. (¢c) Deter-
minar la energia de la distribucién que corresponde al valor maximo de #,. (d)
Calcular el niimero total de microestados si la energia total de las seis particulas
es 5e.

11-16 Cinco particulas estdan distribuidas entre los estados de los cuatro niveles
de energia igualmente espaciados que se indican en la fig. 112, de tal modo que la
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energia total es 12¢,. Calcular la probabilidad termodindmica de cada macroestado
y el ntimero de ocupacién medio de cada nivel si las particulas cumplen: (a) la
estadistica B-E, (b) la estadistica F-D, (c) la estadistica M-B.

11-17 Calcular la variacién de entropia de cada uno de los sistemas-ilustrados en
las figs. 114, 11-6 y 11-8 cuando existe un nivel de energia adicional accesible a las
particulas y la energia total se incrementa a 7e. [Véanse los problemas 11-9, 11-12
y 11-13.] :

1118 La energia interna de las seis particulas indiscernibles de la fig. 114 se in-
crementa reversiblemente de 6€ a 7e sin realizar trabajo, pero sélo pueden ocu-
parse hasta el nivel niimero 6. (a) Mostrar explicitamente que d’'Q, = 3}}; ¢ dﬁj y
(b) determinar el incremento de entropia del sistema.

1119 (a) Construir un diagrama semejante a la parte (b) de la fig. 11-9, pero selec-. -
cionando el nivel 3 como nivel arbitrario r, de modo que U’ = 6€ — 3¢ = 3¢. Obsér-
vese que todo posible macroestado del sistema con prima corresponde a un ma-
croestado del sistema sin prima y que, con excepcién del nivel 3, los ntimeros de
ocupacién de todos los niveles son los mismos en cada par de macroestados corres-
pondientes. (b) ¢Cudntos macroestados posibles existen en el sistema con prima?
(c) ¢Cusntos microestados? (d) Calcular el nimero de ocupacién medio de los nive-
les del sistema con prima. (e) Utilizar la ecuacién (11-35) para calcular el nimero
de ocupacién medio del nivel 3 del sistema con prima. (f) Calcular la variacién de
entropia del sistema sin prima que se produce al extraer una particula del nivel 3.
1120 Completar los pasos de la deduccién de: (a) la ecuacién (11-39) y (b) la
ecuacion (11-40).

1121 (a) Construir un diagrama semejante a la parte (b) de la fig. 11-10 pero
seleccionando el nivel 3 como nivel arbitrario r, de modo que U’ = 3e. (b) Calcular
el namero de microestados accesibles al sistema con prima. (¢} Determinar el nd-
mero de ocupacién medio de los niveles del sistema con prima. (d) Utilizar la
ecuacién (11-39) para calcular el nimero de ocupacién medio del nivel 3 del siste-
ma con prima. (e) Calcular la variacién de entropia del sistema sin prima des-
pués de extraer una particula del nivel 3.

1122 Demostrar que la ecuacion (11-13) para # 5 y la ecuacién (11-17) para ¥y
se reducen ambas a

g
"//fc. = H}ﬁ (11-86)
en el limite en que g;>» N;. Esta es la probabilidad termodindmica de un sistema
que cumple la estadistica clésica.
1123 Por un método semejante al expuesto en la seccién 11-9, demostrar que la
ecuacién (11-86) del problema anterior conduce a la funcién de distribucién de
la ecuacién (11-41).
1124 Demostrar que la ecuacién (11-13) para # g, la ecuacién {11-17) para # gp
y la ecuacién (11-86) (problema 11-22) para la estadistica,cldsica pueden estar todas
ellas representadas por

g5 = g5 = 2a) - Ig; = (N; — Dl
7/f=];Igg g s V4 ’

en donde a posee los valores dados en la seccién 11-12.
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1125 Completar las etapas de la deduccién de la funcién de distribucién de
Maxwell-Boltzmann efectuada en la seccién 11-13.

1126 Deducir la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann por el método de
la seccién 11-13, pero suponiendo que se extraen n particulas del nivel r del sistcma
sin prima, en donde n < N.

1127 (a) Construir un diagrama semejante a la parte (b) de la fig. 11-12, pero
seleccionando el nivel 3 como nivel arbitrario r, de modo que U’ = 3¢. (b) Calcular
el ntimero de microestados accesibles al sistema con prima. (c) Calcular el ntimero
de ocupacién medio de los niveles del sistema con prima. (d) Calcular la varia-
cién de entropia del sistema sin prima al extraer una particula del nivel 3.

1128 Sustituir la funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann en la ecuacién
(11-29), expresién de la variacién de entropia de un sistema en un proceso rever-

sible, para obtener

- . N;
§=—kY Njin=>".
7 &i

1129 Siete particulas discernibles se distribuyen en dos niveles de energia. El
nivel superior es no degenerado y posee una energia de 10-3 eV superior a la
del nivel inferior, que es dos veces degenerado. (a) Calcular la energia interna y
la entropia del sistema si est4 preparado para tener dos particulas en el nivel su-
perior. (b) Si no hay cambio en el sistema al ponerlo en contacto con un recinto
a una temperatura T, determinar la temperatura del recinto. (¢) Escribir la funcion
de particién de este sistema. (d) Repetir las partes (a), (b) y (c) para el caso en
que el nivel degenerado posea una energia 10-3 eV superior a la que posee el nivel
no degenerado.

1130 (a) Deducir las ecuaciones (11-65) y (11-66) para un sistema que cumple la
estadistica M-B y en el cual los niveles de cnergia estdn determinados por un
parametro extensivo X. (b) Demostrar que las cxpresioncs de la energia interna U
y el pardmetro intensivo Y para este sistema siguen expresandose por las ecua-
ciones (11-62) y (11-64).

1131 (a) Utilizando las ecuaciones (11-21) y (11-86) (problema 11-22) para la pro-
babilidad termodinamica de un macroestado de un sistema de N particulas que
sigue respectivamente las estadisticas M-B y clasica, demostrar que Qg = N!Q,.
(b) Utilizar el resultado anterior para demostrar que las entropias de los dos
sistemas estan relacionadas por la ccuacién Syp =S, + Nkg(ln N—1) y que las
funciones de Helmholtz cumplen la relacién Fyp = F, + NkgI'(ln N —1).

1132 Demostrar que para un sistema de N particulas que cumplen la estadistica
M-B o la clasica, el namero medio de particulas en el nivel j viene dado por

Ny = Ny (22
PTG

(11-87)

1133 (a) Deducir una cxpresion para la entalpia de un sistema si la funcién de
particién depende de X y 7. (b) Deducir una expresién para la energia interna de
un sistema si la [uncién de particién depende de ¥ y T.

: ,%@}f v
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11-34  Considerar un sistema de N particulas discernibles distribuidas en dos ni-
veles no degencrados separados por una energia € y en equilibrio con un recinto
a temperatura 7. Calcular: (a) la funcién de particién; (b) la fraccién N/N y N,/N
de particulas en cada estado; (¢) la cnergia interna U del sistema; (d) la entropia
S del sistema; (e) el calor especifico ¢, del sistema. (f) Representar graficamente los
valores de N;/N, N,/N, U, Sy c, en funcién de T.
11-35 Considerar un sistema de N particulas discernibles, cada una con un mo-
mento magnético y, distribuidas en dos niveles no degenerados de energias uJ /2
v — pH /2, cuando la intensidad del campo magnético es ;. Las particulas del
nivel superior poseen sus momentos magnéticos antiparalelos al campo y las
del nivel inferior estan alineadas paralelamente al campo. El sistema estd prepa-
rado para tener un tercio de todas las particulas en el nivel superior y esta aislado.
(a) Determinar la energia y el momento magnético neto del sistema. (b) Calcular la
variacién de energia y la variaciéon del momento magnético neto del sistema ais-
lado que se produce cuando la intensidad del campo magnético se ‘reduce re.
versiblemente a #,/2. (c) Calcular la variacién del momento magnético neto del
sistema cuando la intensidad del campo magnético se reduce reversiblemente a
F,/2, pero permanece constante la energia del sistema.
11-36 FEl sistema del problema anterior se encuentra en equilibrio térmico con
un recinto a temperatura 7. (a) Demostrar que la funcidén de particién viene dada
por
1%

Z =2cosh W, T
(b) Deducir expresiones para U, E. S, F* y M para este sistema y representar gra-
ficamente las curvas de estas propiedades en funcién de T para un valor fijo de
# o (c) Utilizar la ccuacién (11-87) (problema 11-32) para determinar como varia
con X,y T el nimero de particulas de cada nivel.
11-37 Las estadisticas M-B y F-D pueden desarrollarse calculando las probabili-
dades de colisién para choques eldsticos entre dos particulas. Si dos particulas
que siguen la estadistica M-B poseen inicialmente las energias €, y ¢, y después del
choque ¢; y €, resulta

€3 + €4 = (e; — 9) + (e + 0).

El nimero de colisiones por unidad de tiempo F es proporcional a la probabilidad
f(e;) de que cada estado inicial esté ocupado:

Fi o = cf(e)f(ey).

Del mismo modo, Fy, = cf(€,)f(¢,). En ¢l cquilibrio, F,, = F,, (a) Demostrar que
f(e) = e=«/*T resuclve la ccuacién. (b) Utilizar un razonamiento semejante para
deducir la cstadfstica F-D. En este caso, sin embargo, los estados iniciales de-
ben estar llenos y los finales vacios. Por tanto, el niimero de colisiones por unidad
de tiempo es

Fiq = ('f(el)f(62)[1 ‘“f(es)][l —f(€4)]‘
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Demostrar que la ecuacién F,, = F;, puede resolverse mediante

1 —f(ei) — Ceei/kT

f(Ei)

que da lugar a una ecuacién de la forma de la ecuacién (11-40).
11-38 Otra forma de deducir las funciones de distribucién consiste en definir una
funcion de particion grande Y

AW = gexp [,-—w-—l(ﬂk; E)}

21:=0

>y calcular los valores de n:

1 1 (e — €)
0= — Hexp ————- .,
& 'go P=%r

(a) Demostrar que
{
o= — < In.

(e — 1)
kT

¢

(b) Demostrar que H =1 da la funcién de distribucion de Fermi-Dirac. (¢) Demos-
trar que para H = \ se obtienc la funcién de distribucion de Bose-Einstein.

g

12-1
12-2
12-3

12-4
12-5
12-6
12-7
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12-1 GAS IDEAL MONOATOMICO

A continuacidn aplicaremos las relaciones generales deducidas en ¢l capitulo
anterior al caso especial de un gas ideal monoatémico formado por N molécu-
las idénticas, cada una de masa . Las moléculas son indiscernibles y como
veremos después, el nimero medio de moléculas en cada uno de los posibles
estados de energia, excepto a muy bajas temperaturas, a las que todos los ga-
ses se licuan, es extraordinariamente pequeifio. La apropiada es, por tanto, la
estadistica cldsica (seccion 11-11).

La primera etapa consiste en calcular la funcién de particién,

Z = exp —
‘?g’ Poer

Esto requiere el conocimiento de la energia ¢; y el orden de degeneracion g;
de cada nivel. Se supone que las moléculas no ejercen acciones entre si
mismas, excepto en el instante de un choque, de modo que cada una es esen-
cialmente una particula independiente y posee la misma serie de niveles de
energia que una particula aislada en una caja. Anteriormente se demostré
que los principios de la mecdnica cudntica conducen al resultado de que los
niveles de energia de tal particula se expresan por la ecuacién (11-4).

nshPy 23
€, == —————

12-1
8m ( )

en donde ng = n? -+ nfj -+ ni y #g R, 1, son nimeros cnteros, cada uno de los
cuales puede valer 1, 2, 3, ..., etc.

El grado de degeneraciéon g; de un nivel o nimero de estados de energia
que hay en el nivel, puede calcularse facilmente cuando los ntmeros-cuan-
ticos son pequefios, como ocurre en el ejemplo de la seccién 11-2. Sin em-
bargo, en muchos casos, los niveles de energia de un conjunto estdn muy
préximos con relacién al valor de la propia energia. Podemos entonces subdi-
vidir los niveles de energia en grupos de ancho Ag;, incluyendo aquellos nive-
les de energia comprendida entre ¢ y ¢ + Ag;. Nos referiremos a cada uno
de estos grupos como a un macronivel. Llamemos &, al ndmcro total de es-
tados posibles en todos los niveles de cnergia hasta la enecrgfa ¢ incluida.
El nimero de estados posibles A%, dentro del macronivel es igual al ndmero
de estados en todos los niveles incluidos en ¢l macronivel. Bs decir, A%, es el
orden de degeneracién del macronivel, pero surge en parle del agrupamien-
to de un gran ntmero de niveles, micntras que los numeros g; quedan deter-
minados por la naturaleza del conjunto.

Imagincmos que los nmeros cuanticos n,, 1, n, se representan en tres
ejes perpendiculares entre sf, como sugicre ¢l diagrama bidimensional de
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la fig. 12-1. Cada triada de valores enteros de #,, n,, n, determina un punto
en lo que puede llamarse «espacio-n» y cada uno de estos puntos corresponde
a un estado posible, siempre que los nimeros cudnticos sean positivos. Pode-
mos imaginar que cada punto esta localizado en el centro de una celda cubica,
cuyos lados en todas ellas son de longitud unidad y cuyos volimenes son,
por tanto, la unidad.

El numero cuantico #; corresponde a un vector en el espacio-n dirigido
desde el origen a cualquier punto, ya que nf, = ni+ nfl + #2. En un sistema
de un volumen determinado, la energia depende sélo de n;, de modo que todos
los estados de igual energia se encuentran sobre una superficie esférica de
radio »;, con centro en el origen. Como n,, n, y n, son todos positivos y existe
un punto por unidad de volumen de espacio-n, el numero total ¥, de estados
posibles en todos los niveles, hasta la energia ¢ inclusive, es igual al volu-
men de un octante de una esfera de radio n;. Es decir,

1 4
G, = s gvrnff = gn? (12-2)

La superficie esférica cortara naturalmente algunas de las celdas unitarias,
y no es seguro si un punto que representa un estado de energia se encuentra
dentro o fuera de la superficie. No obstante, cuando #n; es un nimero grande,
como ocurre en la inmensa mayoria de las moléculas de un gas a tempera-
turas ordinarias, la incertidumbre se hace despreciable por su pequefiez.

El ntmero de estados en el macronivel, comprendido entre ¢; y ¢ + Ag;
u orden de degencracidén A%, del macronivel, cs

AG, = g x 3niAn; = 2311'5» An;. (12-3)

Geométricamente e¢sto correcsponde al nimero de puntos de una delgada capa
esférica de radio n; y espesor Am;. El orden de degeneracién, por tanto, se
incrementa con ¢l cuadrado del niumero cuantico n; para valores iguales
de Any.

La funcién de particién Z para este sistema se escribe en la forma

—y
= A(/)~CX ——]
z 23: 71 CXP kT

y sustituyendo A%,y ¢; por sus expresiones (12-3) y (12-1),

hZV—Z/3
7 =23 ntex <~—————-— 2)A
2 ; s gmkT ) (12-4)
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Fig. 12-1 Estados cuantificados en el espacio-n.

Esta suma puede interpretarse griaficamente del modo siguiente. Represen-
temos los valores de »; en un cje horizontal y para simplificar llamemos f (n;)
al coeficiente de An; de la ccuacién (12-4). Para cada valor de n; tracemos una
linea vertical de longitud f (1;) como en la fig. 12-2. Cada producto f (rn;) An,
corresponde al drca de un rectangulo, tal como ¢l sombreado en la fig. 122
y el valor de Z corresponde a la suma de todas estas areas para los valores
de n; comprendidos desde j =1 a j =2, ya que no existe limite superior
a los valores permisibles de n;. Con una aproximacion suficientemente buena,
esta suma es igual al drea comprendida bajo una curva continua que pasa

f(nj) f("j)

e

J..A,,J.,

el n
" Hyvy

Fig. 122 La funcidn de particion Z cs igual al drea total que existe
bajo la funcidn escalonada y es muy proxima al drea comprendida bajo
Ia curva continua.
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por los extremos superiores de las lineas verticales y que se extiende entre

los limites de 0 e co, de modo que

© 21/—2/3
= gf n® exp (— WY nf) dn;. (12-5)
0

8mkT

El valor de la integral definida puede hallarse de la tabla 12-1, resultando

finalmente,

3/2
zZ = V(z”':fT> - (12-6)

La funcién de particién depende, por tanto, de la temperatura T y .QCI volu-
men V, que corresponde a la variable general extensiva X de la seccion 11-15.
La funcién de Helmholtz F se expresa mediante la ecuacién (11-63), en la

forma

F = —NkT(InZ — InN 4 1),

fee)

Tabla 12-1 f(n) = f X% [y
0
" AW, n fn
0 1 :r ) 1
2\ a 2a
1 : 3 1
? 4 @ 24%
4 3 [x s 1
8\ & pe
6 15 [= . 3
6\ @ -
o

" Si n es par, f xte=a% dx = 2f ().

-~

+c0
. . _ard
Sines 1mpar,f xte 4 dx = 0.
— o0
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y la presién P, que corresponde a la variable intensiva Y, es

P = NkT(aln Z) .
[y

PY% (12-7)
Como segin la ecuaciéon (12-6),
3 27mkT
InZ=InV + Eln ( r ), (12-8)
resulta que
dln Z) _1
v v v’ (12-9)
En consecuencia,
P = NkT _ nRT
T v oy (12-10)

.que es justamente la ecuacién de estado de un gas ideal, tal como se dedujo
por la teoria cinética.
La energia interna U es

dln Z 3 3
— L] Il R = =
U = NkT ( aT )V—- 2NkT = anT, (12-11)
que concuerda también con los resultados de la teoria cinética para un gas
monoatémico con tres grados de libertad.
La capacidad calorifica a volumen constante es

8U> 3 3
Cyp=|=) ==Nk==nR 12-12
Y (aT v 2 2" (12-12)
y el calor molar
C 3
¢, = — = =R, (12-13)
n 2
La entropia vale ’
S=—¥+Nk(an-—lnN+ 1)

y sustituyendo In Z y U por sus expresiones

3/2
S = NkE + In M}

NP (12-14)

APLICACIONES DE LA ESTADISTICA A LOS GASES 407

Los principios de la termodindmica definen sélo diferencias de entropia;
la expresién de la propia entropia contiene una constante indeterminada. En
cambio, la ccuacion (12-14) no conticne constantes indeterminadas; por lo
tanto, los métodos estadisticos conducen a una expresién para la entropia
absoluta.

Utilizando la ecuacién (12-13), la entropia molar puede escribirse en la
forma

3/2
s=c¢,InT + RlnV + R[InM + é}
N 2

(12-15)
Esto concuerda con la expresiéon termodinamica de s en su dependencia
de V y T y no contiene constantes indeterminadas. La ecuacién (12-15) se
denomina ecuacion de Sackur*Tetrode** y expresa la entropia absoluta de
un gas ideal monoatdémico. i

12-2 DISTRIBUCION DE VELOCIDADES MOLECULARES

Al describir en capitulos anteriores la teoria cinética de gases se obtuvo
una serie de resultados relacionados con la velocidad media y cuadrética
media de las moléculas, pero nada se pudo decir entonces respecto a como se
distribuian las magnitudes de las velocidades moleculares alrededor de estos
valores medios. En cambio, los métodos estadisticos conducen directamen-
te a la expresién de los nimeros de ocupacién de los niveles de energia y
de ésta a la distribucién de velocidades. La primera expresiéon de la distri-
bucién fue deducida por Maxwell antes del desarrollo de los métodos esta-
disticos y posteriormente por Boltzmann; por cllo, suele denominarse distri-

bucion de Maxwell-Boltzmann.
Como en la seccién anterior, expresaremos la distribucién en funcién del

ntimero medio de ocupacién de un macronivel, incluyendo un intervalo de
energia entre ¢; v ¢; + A¢;. Sea A el nimero total de moléculas con energias
hasta ¢; inclusive. El nimero medio de moléculas incluidas en el macronivel
o el nimero de ocupacién medio del macronivel es, por tanto, A4 Las mag-
nitudes A4} y A%; se corresponden con el nimero de ocupacién N; y el orden
de degeneracién g; de un solo nivel de energia, y tanto la funcién de distri-
bucién M-B, asi como la clasica, pueden escribirse en la forma

A./V-:N

s =709 e (—;—;—) (12-16)

* Otto Sackur, quimico alemén (1880-1914).
** Hugo M. Tetrode, fisico holandés (1895-1931).
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Como se trata de obtener la distribucién de velocidades y no de energias,
expresaremos el orden de degeneracién A¥;en funcidén de la velocidad v; en
lugar del nimero cudntico n;. De las ecuaciones (12-1) y (12-3), resulta

n2hPvt
& = = —mv
8m 2
T
@ . M2
A%, = ~niAn,
De estas ecuaciones se obtiene
drm?V
AY, = E Av, (12-17)
1

Por simplicidad, hemos climinado ¢l subindice j de v y hemos escrito
A9, para indicar que el orden de degeneracion se expresa en funcién de v,
Finalmente, considerando la expresién de Z dada por la ecuaciéon (12-6), resulta

3/2 2
AN, = f—/]\i(%) v exp (- ;_,;UT) Av. (12-18)
s < 9

La magnitud 4, representa el ndmero total medio de moldculas con todas
las velocidades hasta v inclusive y A4, el nimero medio con velocidades com-
prendidas entre v y v + Av.

Es util considerar la distribucién en funcién del «espacio de velocidades».
Imaginemos que en cierto instante a cada molécula asociamos un vector v
que represente su velocidad en magnitud y sentido y que todos estos vectores
se trasladan a un origen comuan. La velocidad de cada molécula se halla re-
presentada por el punto extremo del correspondiente vector velocidad. La
fig. 12-3 muestra un octante de este espacio de velocidades. Geométricamente
hablando, la magnitud 4, representa el nimero total medio de los puntos
representativos dentro de una esfera de radio v, y A}, el niimero compren-
dido dentro de una capa esférica de radio v y espesor Av.

El coeficiente de Av en la ecuacién (12-18), igual a la relacién A.1,/Av,
depende sélo de la magnitud de v. Se denomina funcion de distribucion de
velocidades de Maxwell-Boltzmann y se representa en funcion de v en la fig. 12-4.
El ntmero de vectores velocidad A/¥, que terminan entre v y v -+ Av estd
representado en este grafico por ¢l drea de una banda vertical estrecha, tal
como la sombreada, ya que Ja altura de la banda es AY,/Av y su ancho Av.
(Obsérvese que la ordenada de la fancion de distribucion de velocidades no
representa A4,) Lo funcidn de distribucion es cero cuando v = 0, ya que
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Fig. 123 Diagrama del espacio de velocidades vectoriales.

AL,
Av

Fig. 124 Grifica de 1
Maxwell-Boltzmann.
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2 =0 y el término exponencial es igual a la unidad. Esto significa que no
existen moléculas (0 muy pocas) en reposo. La funcién crece hasta un ma-
ximo y después disminuye, porque el término exponencial decrece con mas
rapidez que la de crecimiento de v

Si el espacio de velocidades se subdivide en capas esféricas de igual espe-
sor, la velocidad v,, a la cual la funcién de distribucién es un maximo, es
el radio de aquella capa esférica que incluye el mayor ndmero de puntos
representativos. La velocidad »,, se llama la velocidad mds probable. Para
determinar su valor, tomaremos la primera derivada de la funcién de dis-
tribucién respecto a v y la igualaremos a cero. Despreciando los términos
constantes de la ecuacién (12-18), esta operacién nos da:

— 2
Lo 5]
dv 2kT

Se deja como ejercicio demostrar que

v = /2kT[m. (12-19)

La funcién de distribucién puede expresarse ahora de un modo mas orde-
nado en funcién de v,,:

= ——— U exp

RN (12-20)

2
m

A./Vv 4N P ( —_ UZ)

La funcién de distribucidon depende de la temperatura del gas a través
de la magnitud v,, que aparece en la funcién exponencial y en el coeficiente.
La fig. 12-5 ¢s una grafica de la funcién de distribucién a tres temperaturas
diferentes. La velocidad mas probable decrece cuando la temperatura dismi-
nuye y la «dispersién» de las velocidades se hace menor. Las dreas compren-
didas bajo las tres curvas son iguales, ya que cada érea corresponde al nu-
mero total de moléculas.

Como vimos en la seccién 9-3 el promedio o media aritmética en las velo-
cidades es

1
P o= — A.A/v
7 sz

Teniendo en cuenta la ecuacién (12-20) y aproximando la suma por la inte-
gral, resulta

0 2

4 3 —b

D= = VTCXp AT dv.
4\/71‘[7,,, 0
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A4,
Av

v

Fig. 12-3 Gréfica de la funcién de distribucién de velocidades M-B a
tres temperaturas distintas, 7,>T,>T,.

La integral definida, segtin la tabla 12-1, es v,/2, de modo que

P= -y, = \/5 kT (12-21)
J7

T m

La velocidad cuadratica media es

_ 1 . 1/2 4 @ . —p? 1/2
m =P = (TN - [ﬁv;ﬁ v exp (‘E;) Je

3
Como la integral definida es igual a VT

v’, resulta que

v =§v ~\/3I—<—’Ij
cm 2 m T 3 (12—‘22)

que concuerda con la ecuacién (9-19) obtenida por la teoria cinética. E1 mé-
todo utilizado aqui es mucho mads general que el empleado para deducir la
ecuacién (9-19). El método puede aplicarse a sistemas mas complicados que
un gas ideal modificando la dependencia de ¢; v g, de la velocidad de las par-
ticulas.
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En resumen, tenemos

Dom =\/3&Z.
m

Las tres velocidades se indican en la fig. 12-6. Las magnitudes relativas de las
tres, a una temperatura determinada, son

Vi i00 Uy == 1:1,128:1,224,

La magnitud A4, representa ¢l numero de vectores velocidad que termi-
nan en una capa esférica del espacio de velocidades de «volumens» 4rp? Av,
comprendido entre v y v+ Av. El namecro de puntos representativos pbl‘
unidad de «volumen» dentro de la capa o «densidads» p» en el cspacio de
velocidades es

AT 0 U VO
Py = T — = —= | eXp i . —

470% Av NEDW Ve, (12-23)
La magnitud p, se denomina funcidn de distribucion de velocidades de Max-
\A./ell-Boltzmann. Es méxima en el origen, donde v = 0, y disminuyec exponen-
cialmente con v? como indica la fig. 12-7.
‘ Obsérvese que aunque la densidad es maxima en ol origen, la capa esfé-
rica que conticne ¢l maximo ntmero de puntos representativos es la de

Fig. 126 Velocidad mis probable (v,,), velocidad media (B) y veloci-

dad cuadritica media (p,,).
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radio v,. La razén de esta aparente discrepancia es que a medida que nos
alejamos del origen, los voliimenes de las sucesivas capas esféricas de igual
espesor Av crecen continuamente, en tanto que el nimero de puntos repre-
sentativos por unidad de volumen disminuye continuamente. El volumen de
la capa mas interna (que en realidad es una pequefia esfera de radio Av) es
practicamente cero, de modo que aunque la densidad sea méxima en esta
capa, el nimero de puntos que encierra es practicamente cero debido a que
el volumen es tan pequefio. En otras palabras, practicamente ninguna de las
moléculas se halla en reposo. Mas alld de la esfera de radio v,, la densidad
decrece mas rapidamente que lo que se incrementa el volumen de la capa
y por ello disminuye el nimero de puntos contenidos en una capa.

Po

I

Fig. 127 Grafica de la funciéon de distribucién de velocidades vecto-
riales de Maxwell-Boltzmann.

Fl niimero de moléculas A‘/va",,”; con valores especificos de las tres com-
ponentes de velocidad corresponde, en la fig. 12-3, al nimero de puntos re-
presentativos que existen deniro de un pequefio elemento de volumen rec-
tangular del espacio de velocidades de lados de longitud Av,, Av, y Av, loca-
lizado en el punto v,, v, v, El volumen del elemento es Av, Av, Av, y el nu-
mero de puntos representativos en su interior es el producto de su volumen
por la densidad p,. Asi,

AN = p,Av,Av, Av,

DUyl

1\ — (2 2y 2
_ N(-—_————) exp [ (UJj + vy + Uz)jl Avx AUV sz’
\/7T Ui

2
vm
2 — p? 2 )2
pues ¢ pt e et
El nimero de moldéculas que poscen una componente x, y o z de la velo-
cidad en un intervalo especifico, prescindiendo de los valores de las demds
componentes, se representa en la fig, 12-3 por el namero de puntos repre-
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sentativos comprendidos en las estrechas rebanadas perpendiculares a los
ejes de velocidad. (El diagrama muestra sélo la interseccién de estas reba-
nadas con los planos perpendiculares a los ejes.) Asi, para determinar el
namero de moléculas A, ,con componentes de velocidad comprendidos entre

vz ¥ U5+ Av,, sumaremos A4y, . para todos los valores de v, y v,. Cuando
la suma se reemplaza por una integral, resulta

1 wr(e —v5 ® -2 —v}
AN, = N( — ) [f exp (—2—) dv,,f exp ( 5 ) dv,,} exp ( n )Avx.
# ) \/771) —00 Uy —o0 [ Ui

m

.Cada una de las integrales, segun la tabla 12-1, es igual a v/ v,, y, por tanto,

AN, 1 —v?
Ao =N\/;U exp(v2 ) (12-24)

con expresiones semejantes para v, ¥ v, Estas son las funciones de distribu-
ciéon de Maxwell-Boltzmann para una componente de la velocidad y en la
fig. 12-8 se representa la correspondiente a la componente x. La rebanada de
la fig. 12-8 que contienc el mayor numero de puntos representativos es, por
tanto, la que corresponde a v, =0 y la componente de velocidad mas pro-
bable a lo largo de cualquier eje es cero.

La distribucién representada por la ecuacion (12-24) y la fig. 12-8 se co-
noce con el nombre de distribucidn gausiana® y es tipica no sélo de las com-
'ponentcs de las velocidades moleculares, sino de muchas clases de distribu-
ciones alcatorias, lo cual es logico, ya que el tratamiento que nos llevo a la
ccuacion (12-24) c¢s muy general.

Demostrareimos a continuacién que el uso de la funcién de distribucién
clasica es apropiado para describir un gas ideal monoatdmico. Debe recor-
darse que tanto la funcién de distribucién de Bose-Einstein como la de
Fermi-Dirac, se reducen ambas a la funcién de distribucién clasica, siempre
que los numeros de ocupacién AA] sean mucho menores que el nimero de
cstados A%, en el macronivel j. En otras palabras, la funcién de distribucién
cldsica es aplicable siempre que AN;/A%, < 1. Segin la ecuacién (12-16) la
cxpresion general para AA/A% en este caso es

AN, ]-\I—exp (_—._E’)
NG, Z kT

* J. Carl. F. Gauss, matematico aleman (1777-1855).
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AN,

Av,

Fig. 12-8 Funcién de distribucién de velocidades vectoriales de Maxwell-
Boltzmann para una sola componente.

'y para un gas ideal,

3/2
7 = V(M) )

h2

Por tanto,

AN, g(Zwka)_‘w (—e,.
Ay, v\ ) P 72?)

Tomemos como ejcmplo gas helio en condiciones normales. En una distri-
bucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann, las energias €; se agrupan alre-
dgdor del valor medio 3kT/2. Por tanto, €;/kT es del orden de la unidad y lo
mismo ocurre con exp (—¢;/kT). El nimero de moléculas por unidad de vo-
lumen, N/V, es aproximadamente 3 x 105 moléculas m-3 ¥, para el helio,
m = 6,7 X 10-7 kg. Introduciendo los valores de h, k, m y T en la ecuacién
anterior, resulta

A./Vj
7

~4 x 1078,

que es ciertamente mucho menor que la unidad. (iSélo cuatro estados de
ca.da millén estdn ocupados!) Sin embargo, a medida que la temperatura dis-
minuye, el valor de AM/A?ZJ. se incrementa y siempre que el gas pueda en-
frlgrse hasta muy bajas temperaturas sin condensarse, la estadistica cldsica
deja de ser aplicable. Inversamente, la condensacidn puede ajustarse en el mo-
mento en que la estadistica cldsica deja de aplicarse y esto refleja la natura-
leza esencialmente mecinico-cudntica del helio liquido.
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12-3 COMPROBACION EXPERIMENTAL DE LA DISTRIBUCION DE VELOCIDADES
DE MAXWELL-BOLTZMANN

Una técnica importante, en fisica atémica, es la produccién de un haz colima-
do de particulas neutras, llamado haz molecular. Un haz de particulas car-
gadas, electrones o iones, puede acelerarse o retardarse mediante un campo
eléctrico y ser guiado y enfocado por un campo eléctrico o por un campo mag-.
nético. No pueden usarse estos métodos si las particulas estdn descargadas.
Pueden producirse haces moleculares, permitiendo a las moléculas de
un gas salir por una pequefia abertura practicada en la pared de un
recipiente, hacia una regién en que la presién se mantiene baja por per-
manente accién de una bomba de vacio. Una serie de diafragmas, como se
indica en la fig. 12-9, limita ¢l haz a una pequefia seccién recta. Como fre-
cuentemente se desea trabajar con moléculas de un material tal como plata,
que es sélido a temperatura ambiente, la temperatura del recipiente debe
ser lo bastante alta como para producir una presion de vapor suficiente-
mente grande. Por eso, el recipiente es, a menudo, un pequefio horno eléc-
trico o estufa.

Hemos demostrado en la seccién 9-3 que el nimero de moléculas con
velocidad v, que chocan contra la superficie de un recipiente, por unidad de
superficie en unidad de tiempo, es

i
=0 An, 12-25
1 ( )

en la que An, es el nimero de moléculas por unidad de volumen con velo-
cidad w.

Si las moléculas tienen una distribucién de velocidades Maxwell-Boltzmann,
el nimero por unidad de volumen con velocidad v se expresard por la ccua-
cién (12-18),

o \3/2 ot
An, = in:(ll—) v® exp ( my_) Av.
JA\2KT KT

Si existe un orificio en la pared de la estufla, suficientemente pequefio
como para que la salida del gas por ¢él no afcecte apreciablemente al estado
de equilibrio del gas en la eslufa, la ccuacion (12-25) da el ntmero de molé-
culas con velocidad v que sale por cl orificio, por unidad de superficie en
unidad de tiempo. Queremos calcular la velocidad cuadratica media (vgy)
de las moléculas que escapan. Siguiendo ¢l método corriente, se halla el
valor medio del cuadrado de la velocidad multiplicando por u? el numero
de las moléculas que cscapan con velocidad o, integrando para todos [0s
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Horno Diatragmas

Flg. 129 Produccién de un haz de particulas neutras.

valores de v y dividiendo por el nuimero total. La velocidad v, es la raiz
cuadrada de esta cantidad. Se deja como ejercicio demostrar que

4kt
kT,

(12-26)

Uom

La velocidad vy, de las moléculas en el interior de la estufa es

kT

= >

m

Vem

de modo que las que salen tienen una velocidad algo mayor que las de la
estufa.

La distribucién en direccion de las moléculas que escapan por el orificio
viene dada por la ecuacién (9-14):

AD,, 1 _ 0
—2 = — ¥n cos 0.
Aw 4 o8

Es decir, el niumero por unidad de angulo sélido en el haz emergente es méa-
ximo en la direccién de la normal al plano de la abertura y disminuye hasta
anularse en la direccién tangencial.

Se han hecho mediciones de la distribucién de velocidades de un haz mo-
lecular por diversos métodos. La fig. 12-10 es un esquema del aparato em-
pleado por Zartman y Ko en 1930-1934, que es una modificacién de la técnica
desarrollada por Stern en 1920. En la fig. 12-10, O es una estufa y S; y S,
ranuras que delimitan un haz molecular. C es un cilindro que puede girar a
aproximadamente 6000 rpm alrededor del eje A. Si el cilindro se halla en
reposo, el haz molecular penetra en el cilindro a través de la ranura S; y las
moléculas chocan contra una placa curva de vidrio G. Las moléculas se ad-
hieren a la placa de vidrio y el nimero de las que chocan contra cualquier

SEARS — 27
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parte de la placa, puede determinarse sacando esta y midiendo con un mi-
crofotémetro registrador el ennegrecimiento producido.

Fig. 1210 Aparato utilizado por Zartman y Ko para el estudio de la
distribucién de velocidades,

Supongamos ahora que se hace girar el cilindro. Las moléculas pueden
penetrar en él unicamente en los cortos intervalos de tiempo durante los
cuales la ranura S; pasa ante el haz molecular. Si la rotacién se realiza en
el sentido de las agujas del reloj, como se indica, la placa de vidrio se mueve
hacia la derecha mientras las moléculas cruzan el didmetro del cilindro. Por
lo tanto, éstas golpean la placa a la izquierda del punto del impacto corres-
pondiente al cilindro en reposo y cuanto mds lentamente se mueven, mas
lejos de este punto se produce el impacto. El ennegrecimiento de la placa
es, por lo tanto, una medida del «espectro de velocidades» del haz molecular.

Una experiencia mds reciente y mds precisa que se basa en la caida libre
de las moléculas del haz, fue realizada por Estermann, Simpson y Stern,
en 1947. La fig. 12-11 es un esquema simplificado del aparato. Un haz mole-
cular de cesio sale por la rendija O de la estufa, pasa a través de la ranura
colimadora S y choca contra un alambre de tungsteno caliente D. La presion
del gas residual en el aparato es del‘orden de 10-® Tor. Tanto las ranuras
como el alambre detector estidn horizontales. Los dtomos de cesio, al chocar
contra el alambre de tungsteno se ionizan, se reevaporan y se recogen en un
cilindro cargado negativamente, que rodea al alambre y que no cstd indi-
cado en el esquema. La corriente de iones en ¢l cilindro colector da entonces,
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Fig. 12-11 Esquema del aparato de Estermann, Simpson y Stern.

directamente, el nimero de dtomos de cesio que chocan, por segundo, contra
el alambre.

En ausencia de campo gravitatorio, Unicamente los 4tomos que emergen
en direccién horizontal pueden pasar por la ranura S y todos éstos golpea-
ran el colector en la posicién D cualquiera que sea su velocidad. Pero, en
realidad, el camino de cada 4tomo es una paribola y un dtomo que emerge
de la ranura O en direccién horizontal, segun se indica con una linea de
puntos y rayas (con la escala vertical muy exagerada), no debe pasar por la
ranura S. La linea de rayas y la de puntos representan las trayectorias de
dos atomos que pueden pasar por la ranura S, siendo mayor la velocidad
de la trayectoria de rayas que la de puntos. Por esto, cuando el detector se
mueve hacia abajo de la posicién D, aquellos dtomos con velocidades co-
rrespondientes a la trayectoria de rayas alcanzaran al colector en D'; los
de menor velocidad, correspondientes a la linea punteada, en D”, etc. Las
medidas de la corriente idénica en funcién de la altura vertical del colector
darédn entonces la distribucién de velocidades.

En 1955 Miller y Kusch realizaron medidas todavia mas precisas de la
distribucién de velocidades en un haz de 4atomos de talio. Sus datos se
indican en la fig. 12-12. La estufa, que fue controlada a 0,25°C, era de cobre

- para asegurar una distribucién uniforme de temperaturas. Los dtomos de

talio pasaban a través de una ranura cuya dimensién paralela al haz era
de 0,003 cm para evitar la difusién en las proximidades de la misma. El
detector era semejante al del experimento anterior. Cuando los dtomos emer-
gian de la ranura tenfan quc pasar a través de una de las 702 ranuras heli-
coidales dispuestas a lo largo de la superflicie del cilindro. de 20 cm de
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Intensidad

[

10 148
Velocidad reducida (v/0,,,)
Fig. 1212 Comprobacion experimental de la funcién de distribucién
de velocidades de Maxwell-Boltzmann. Esta es la fig. 7 del articulo de
R. C. Miller y P. Kusch, “Velocity Distribution in Potassium and Thal-
lium Atomic Beams”, Physical Review, 99 (1955): 1314. Reproducido
con autorizacién.

didmetro' y 254 cm de longitud. Cada ranura era de 0,04 cm de ancho y
0,318 cm de profundidad. Al girar el cilindro, sélo aquellos dtomos que po-
seyeran la velocidad apropiada pasarian a través de la ranura sin ser difun-
didos. Con estas precauciones Miller y Kusch demostraron que la distribu-
cion de velocidades de los 4tomos de talio concordaba con la distribucién de
vclocidades de Maxwell-Boltzmann dentro del 1% para 02<x<08, c¢n
donde x = v/v,. Este acuerdo puede verse en la fig. 12-12, en donde los
puntos son los datos para dos experimentos diferentes y la linca contlinua
es la-curva tedrica calculada a partir de la distribucion de velocidades de
Maxwell-Boltzmann. .

124 GAS IDEAL EN UN CAMPO GRAVITATORIO
En las secciones anteriores la cnergia de una molécula gaseosa se conside-
raba totalmente cinética, c¢s decir, se despreciaba toda cnergia potencial

gravitatoria de la molécula. A continuacidn, tendremos en cuenta esta ener- |

gia potencial, de modo que ¢l gas sirve como cjemplo de un sistema multi-
variable.
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Fig. 12-13 Gas ideal en un cilindro sometido a un campo gravitatorio.

Consideremos como sistema un gas ideal situado en un cilindro vertical
de areca transversal A, como indica la fig. 12-13. El extremo inferior del cilin-
dro esta fijo y el superior dotado de un pistédn mévil. Si el pistén se encuen-
tra a una altura L por encima del fondo del cilindro, el volumen V ocupado
por el gas es V = AL. El origen de las coordenadas espaciales esta en el
fondo del cilindro, con el eje y vertical hacia arriba. El sistema se encuentra
en un campo gravitatorio uniforme de intensidad g, de direccién vertical
hacia abajo, pero el valor de g puede modificarse trasladando, por ejemplo,
el sistema a otro lugar donde g tenga un valor diferente. La temperatura T
se¢ supone uniforme.

El gas es, por tanto, un sistema multivariable, descrito por tres variables
independientes, T, L y g, y posee una energia potencial gravitatoria E,, asf
como una energia interna U. La funcién de energia apropiada es, por tanto,
la energia total E, dada 'por

E = U + Epa
y segun la ecuacién (7-31),

TdS = dE + Y, dX; — X,¥Y,.

La variable extensiva X, es la longitud L y la variable intensiva Y, es la inten-
sidad del campo gravitatorio g. Representemos la variable Y, por 1T y la
variable X, por I'. Por tanto,

T dS = dE 4+ 1T dL — T' dg. (12-27)

Utilizaremos métodos estadisticos para determinar las magnitudes IT y T'. La
primera etapa serd determinar la funcién de particién Z.
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Una molécula cuya coordenada vertical es y posee una energia potencial
gravitatoria mgy, ademds de su energia cinética mv?/2, y su energia total ¢ es

e = mv*[2 + mgy.

Un intervalo de energia entre € y € + Ae incluye un intervalo de energia
cinética correspondiente a velocidades comprendidas entre v y v + Av y un
intervalo de energia potencial que corresponde a alturas comprendidas entre
y e y + Ay. El orden de degeneracién A%, del intervalo de velocidades, como
V = AL, viene dado por la ecuacién (12-17),

3
_ 4rm’ AL 22 Ao,

AZ, 5

(12-28)

La energia potencial no estd cuantificada; una molécula puede tener cual-
quier altura arbitraria y y cualquier energia potencial mgy. Pero la distri-
bucién en energia potencial se expresa por la misma ecuacién que la de los
niveles cuantificados si hacemos el orden de degeneracion A%, del intervalo
de energia potencial igual a Ay/L:

rg, =2 12
== (12-29)

Para cualquiera de los posibles estados dec energia cinética, una molécula
puede tener cualquiera de los posibles estados de energia potencial. El niime-
ro total de estados posibles A% en el intervalo de energia considerado es,
por tanto, el producto de AY, por A%,:

AY =A%,A9,

La funcién de particién Z es
Z=>A%ex <:—f )
2AF e |

- [saom (2] [ oo (22

Si designamos las sumas por Z, y Z,, respectivamente, resulta

(12-30)

zZ=22, In Z =12, +1nZ,

I
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La primera suma de la ecuacion (12-30) debe extenderse a todos los valores
de v desde 0 a o¢ y la segunda a todos los valores de v desde 0 a L. Cuando
se introducen las expresiones de A%, y A%, y las sumas se reemplazan por
integrales, resulta

3/2
Zv=AL(27kaT) ,

h®
z, = kT [1 — exp (——mgL):I‘
mgL kT

5 —_—
InZ = Eln T—Ing + In [1 — exp (_fl;gé)} + constante. (12-33)
k

(12-31)

(12-32)
Por tanto,

La funcién F* viene dada por la ecuacién (11-75),
F*= —NkT(InZ —InN + 1)

y F* es funcién de N, T, gy L.

Si N es constante,
K 4
_(a_r_) - NkT(a—lﬂ)
oL /1., oL /7.,

I — (aF*) _ __NkT(am Z) '
dg /7.L og /1.L

Efectuando las derivaciones, resulta

II

ng
- exp (mgL/kT) — 1’
NkT _ NmL
g exp (imgL/kT) — 1 '

(12-34)

' =

(12—3'5)

El sistema posee, por tanto, dos ecuaciones de estado, una que expresa II en
funcién de T, L y g y otra que expresa I' en funcién de estas variables.

El significado fisico de I' puede verse del modo siguiente. La energia
potencial gravitatoria E, es

Ep = Y,X, = gI'
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y, por tanto,

r=5
g

Asi, T es la energia potencial por unidad de intensidad de campo. La ener-
gia potencial es, por tanto,

E, = gI' = NKT NmgL
pEE = exp (mgL/kT) — 1 ' (12736)
La energia total es
(2InZ 5 NmgL
B = NkT“( ) = 2 NKT — s (12-37)
Lg 2 exp (mgL/kT) — 1

y como U = E —E,, resulta que

U = szT.
2

Por tanto, la energia interna es la misma que en ausencia de un campo
gravitatorio y depende sélo de la temperatura.
La entropia puede calcularse a partir de la expresién

S=$+Nk(an—InN+ 0.

A continuacién calcularemos la presién P en funcién de la altura. El
nimero de moléculas A¥, en un macronivel comprendido entre y e y + Ay,
scgln la ecuacién (12-16) es

. N g —imgy
A, = 7 AYG,exp ( T ) (12-38)
oy \

El volumen de una seccion transversal delgada es AAy, de modo que el

numero de moléculas por unidad de volumen a una altura y es

AV,
YA Ay '

n

Segun la ley de los gases ideales, la presién P, a esta altura es

P, =nkT.

y
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Una vez introducidas las expresiones de A%, y Z,, resulta de las tres
ecuaciones anteriores
Nmg exp(—mgylkT)
A 1 — exp(—mgL/kT)

v

En el fondo del recinto, y = 0, y la presién P, es

Nmg 1
T 41— exp (—mgL/kT)"

La presién P, puede escribirse, por tanto, de un modo mas condensado en
la forma

“mgy) (12-39)

P, = Pyexp ( T
y la presion disminuye exponencialmente con la altura. La ecuacién (12-39)
se denomina ecuacion barométrica o ley de las atmdsferas. Puede también
deducirse de los principios de la hidrostatica y de la ecuacién de estado de
un gas ideal.

En la parte mas alta del recinto, y =1L, y

Nmg 1 IT
PL o= = .
A exp(mgL/kT) —1 A

Por tanto,
IM=~r; 4 (12-40)

v la magnitud IT representa la fuerza ejercida contra el pistén en la parte
mas alta del recinto. El trabajo realizado cuando el pistén se desplaza hacia
arriba una distancia dL es ‘

dW =11 dL = P AdL = P, dV

y el producto II dL es el trabajo de expansién del gas.

En 1909, Perrin*, empled la ecuacién (12-39) para obtener una de las pri-
meras determinaciones de precisién del nimero de Avogadro N,. En vez de
contar las moléculas de un gas, empled particulas de tamaifio microscépico
suspendidas en un liquido de densidad ligeramente menor, reduciendo asi el
valor efectivo de «g». El nimero de particulas a diferentes niveles se obtuvo
contandolas con un microscopio.

* Jean Perrin, fisico francés (1870-1942).
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Si AM y AA; son los numeros medios correspondientes a las alturas y,
e v, resulta

AN exp |:__ mg(y, — Y2):|. (12-41)

ANV, kT

Todas las magnitudes de esta ecuacidén pueden medirse experimental-
mente a excepcién de la constante de Boltzmann k, de modo que la ecua-
cién puede resolverse para k. Asi puede determinarse N,, ya que k es igual
a la constante universal de los gases R dividida por N,, y R se conoce de
otros experimentos. Perrin llegd a la conclusién de que el valor de N, esta-
ba comprendido entre 6,5 X 10% y 7,2 x 10%, que puede compararse con el
mejor valor experimental actual de 6,022 X 10% moléculas kilomol-1,

12-5 PRINCIPIO DE EQUIPARTICION DE LA ENERGIA

Debe recordarse que el principio de equiparticién de la energia se introdujo
en la seccién 9-6 s6lo como una inferencia que podia extraerse de algunos
de los resultados de la teoria cinética de un gas ideal. Mostraremos ahora
cémo se deduce este principio de la funcién de distribucién clasica o de M-B
y cuales son sus limitaciones.

La cnergfa de una particula es, en general, funcién de cierto nimero de
pardmetros diferentes. Estos pueden ser las componentes de la velocidad,
la elevacién vertical de las particulas en un campo gravitatorio, el angulo
que forma un dipolo molecular con un campo eléctrico, etc. Cada uno de
estos pardmetros constituye un grado de libertad. Supongamos que z repre-
senta uno de los parametros y e(z) la energia asociada al mismo. Si la ener-
gln puede cxpresarse como funcién continua de los pardmetros, como en las
sccciones anteriores, la funcién de distribucion cldsica y la de M-B conducen
al resultado de que el numero medio de particulas dentro de un intervalo
Az del pardmetro viene dado por una expresidon de la forma

AN, = Aexp {_E(z):l Az,
kT

en donde A es una constante independiente de z. Como ejemplo, véase la
ecuacién (12-24) para el caso en que z representa una de las componentes
rectangulares de la velocidad o la ccuacion (12-38) en la cual z representa
la coordenada verltical y.
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Cuando la suma se reemplaza por una integral, el niimero total de par-
ticulas N viene dado por

en donde los limites de integraciéon se extienden a todos los valores de z.
La energia total E(z), asociada al pardmetro z, es

E@z) = f () dN, = A f «(2) exp [~ 5}%3} dz.

La energia media €(z) de una sola particula es

o) = 2@
€(z) = N

En el caso de que la energia e(z) sea funcidn cuadrdtica de z, es decir, si
tiene la forma e(z) = az?, en donde a es una constante, y si los limites de z
se extienden de 0 a o¢ 0 de — o0 a + oc, resulta, de acuerdo con la tabla 12-1,

fazz exp (—az¥/kT) dz
&(z) =

kT. (12-42)

W[ —

fexp (—az*kT) dz

Es decir, para cada grado de libertad que cumpla las condiciones anteriores,
la energia media por particula, en un conjunto en equilibrio a la tempera-
tura T es kT/2. Este es el enunciado general del principio de equiparticién.

Las condiciones anteriores se cumplen para las componentes de la veloci-
dad de traslacion, v, v,, v, ya que la energia asociada a cada una de ellas es
mvt/2, mv?/2, mv?/2, respectivamente y el intervalo correspondiente es de
—o0 a + oc. También se cumplen en el caso del desplazamiento x de un
oscilador arménico, ya que la energia potencial asociada a x es Kx?/2, siendo
K la constante de la fuerza.

Las condiciones no se cumplen para la coordenada vertical y de un gas
en un campo gravitatorio, en donde la energia potencial es mgy; la energia
potencial media gravitatoria no es kT /2. Tampoco se cumplen para la ener-
gia asociada a la rotacién molecular, vibracién y excitacién electrénica debido
al caricter cudntico de estas energias, que pueden tomar sélo ciertos valo-

res discretos. y no pueden expresarse como funcién continua de alguna coor-
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denada. La energia asociada que les corresponde no es una simple funcién
lineal de la temperatura.

12.6 OSCILADOR LINEAL CUANTIFICADG

Consideremos a continuaciéon un conjunto de N osciladores lineales idén-
ticos, supuestos discernibles, de modo que podemos utilizar la estadistica
de Maxwell-Boltzmann. Las propiedades de tal conjunto forman la base de
la teoria del calor especifico de los gases poliatémicos y de los sélidos.

Un oscilador lineal es una particula limitada a moverse a lo largo de una
linea recta y sobre la cual actda una fuerza restauradora F = — Kx, propor-
cional a su desplazamiento x respecto de un punto fijo y de sentido opuesto.
La ecuacién del movimiento de la particula es

en donde m es la masa de la particula. Si se desplaza de su posicién de
equilibrio y se deja en libertad, la particula oscila con movimiento armonico
simple de frecuencia », dada por

y = L \/K/m.
27

La frecuencia depende sélo de K y m y es independiente de la amplitud x,.

La energia € del oscilador es igual a la suma de su energia cinética mv?/2
y su energia potencial Kx2/2. Como la energia total es constante y la energia
cinética es cero cuando el desplazamiento alcanza su valor maximo x,, la
energia potencial correspondiente a este desplazamicnto es igual a la energia
total € y, por tanto,

Luego, la energia total es proporcional al cuadrado de la amplitud, x,.

Si los osciladores fueran completamente independientes, no existiria inter-
cambio de energia entre cllos y permanecerian indefinidamente en cualquier
microestado del conjunto. Supondremos, por tanto, que las interacciones
entre las particulas son suficientemente intcnsas para que los intercambios
de energia permitan todos los microestados posibles compatibles con una
energia total determinada, pero lo bastante débiles para que cada particula
pueda osciiar casi independientemente de las restantes.

.
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En mecénica clasica, una particula puede oscilar con cualquier amplitud
y energfa, pero los principios de mecdnica cudntica restringen la energia a
alguno de los valores de la serie

| .
€; = (n,- + a)hv) (12—‘43)

en donde n; =0, 1, 2, ..., y h es la constante de Planck. Un resultado inespe-
rado es que el oscilador no puede estar nunca en un estado de energia cero,
sino que en el nivel mas bajo la energia es hv/2, en el siguiente 3hv/2, etc.
Los niveles no son degenerados; existe un sélo estado de energia en cada
nivel y g; = 1 en cada nivel.

La condicién cuantica de que la energia s6lo puede tener algin valor de
la serie [(n; + 1/2)hv] es equivalente a la condicién de que la amplitud sélo
puede alcanzar alguno de los valores de la serie

x5, = (n,- + "]) A \/I/Km.
2]
Utilizando la ecuacién (12-43), la funcién de particién del conjunto es

o= 3o (i) = 3ew (o) 5

Para determinar la suma hagamos para simplificar z = h»/kT. Desarrollando
los primeros términos resulta

2= o (= Z) 4 o - Z) ;exp(; =)y
= exp (= Z)(1 + exp (=) + lexp ()1 o

La suma de la ecuacién anterior tiene la forma de la serie geométrica infinita

L+p+pi+-,

que es igual a 1/(1—p), como se comprueba experimentalmente desarro-
llando el producto (1—p) X (1 + p + p*+ ...). Por tanto,

Z=cxp(~£)——L———,
2/1 — exp (—2z)
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o sea,
7 = exp (—hv[2kT)
1 - exp (—hy[kT) "

(12-44)

La temperatura a la cual kT = kv se denomina temperatura caracteristica
del conjunto y se representa por §. Asi pues,

kO = hy, o sea 0= [;:v (12-45)

Por tanto,

y en términos de # la funcién de particién toma la forma

: exp (—0/2T)
Z= (12-46)
1 —exp(—0/T)

El valor de la funcién de particién a cualquier temperatura para un con-
junto determinado depende, por tanto, de la relacién que existe entre la
temperatura real 7 y la temperatura caracteristica f, la cual proporciona
as{ una temperatura de referencia para cl conjunto. Cuanto mayor es la fre-
cuencia natural » de los osciladores, mas clevada ¢s la temperatura caracte-
ristica. Asi, si la frecuencia natural e¢s del orden de [recuencias de la region
infrarroja del espectro eclectromagnético, es decir, 108 Hz*, resulta

hy 6,62 x 107 Js x 10571

~ 500 K.
k 1,38 x 107® J K™

Una temperatura real T de 50 K es, por tanto, aproximadamente igual
a #/10 y una temperatura de 5000 K equivale a unos 10 6.

El numero relativo medio de osciladores en el nivel de energia j, segiin
las ecuaciones (12-16) y (12-43), es

N; i ( ) 18)(p N2/
— = —eX —_—— = — - :
N Z P kT Z kT

* Heinrich R. VIIcrlz, ffsico aleinan (1857-1894).
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Sustituyendo la ccuacidén (12-46) para Z y la (12-45) para f, resulta

Vool

Para cualquier temperatura T el ndmero de ocupacién disminuye exponen-
cialmente con el numero cuantico n; y disminuye més rapidamente cuanto
mads baja es la temperatura.

A aquella temperatura en la cual T =4,

)
o) =1, l:l — exp (?)] = 0,632

y .
N
ﬁ) = 0,632 exp (—n;,).
Asi, para los cuatro niveles de energia mds bajos, en los cuales 1, =0, 1, 2y 3,
tenemos
N() 7\71 ]—Vg " Nil
— = 0,6 — = (0,232, — = 0,085, - = 0,032.
N =00 R 20N N

Aproximadamente un 63 % de los osciladores se encuentran en el nivel mas
bajo dc cnergia, un 23 % en el siguiente, etc. En los cuatro niveles méas bajos
juntos se hallan aproximadamente el 98 % de los osciladores.

Se deja como ejercicio demostrar que cuando T = 6/2,
Nl 1—\72 Ng

07865’ C’ll‘) 0,016) 0,002‘

z|=

A esta temperatura, aproximadamente el 87 % de los osciladores se encuentran
en el nivel méas Bajo, un 12 % en el nivel siguiente, etc. y casi todas las parti-
“culas estdn en los primeros cuatro niveles.

A una temperatura T = 20,

N() N1 NZ

N3
N = 0394, = =023,

= o145,

= 0,088.

En los primeros cuatro niveles se hallan el 86 % aproximadamente de los osci-
ladores, estando el resto distribuido entre los niveles de energia mas elevados,

Las longitudes de las lineas verticales de la fig. 12-14 representan los nu-
meros de ocupacion medios relativos a las temperaturas T = 0/2, T =0y T = 26.
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Z|

T=0 "= 20

Fig. 12-14 Dependencia con §/T de los ntimeros de ocupacién relativos
medios de los primeros cuatro niveles de un oscilador lineal.

La energia total del conjunto, que es en este caso su energia interna U, es

s dInZ
dT

U= NkT

- NL ! 1
N Nl\()pr /Ty — 1 + 2] (12-48)

Asi, para un conjunto determinado de osciladores lineales, la energia interna
es funcién sélo de la temperatura. La capacidad calorifica C, del conjunto es

dU
dT

0\ exp (0]T)
=N (F) [exp (OT) — 11

(12-49)

Las curvas de la fig. 12-15 rcpresentan la energia interna U y la capacidad
calorifica Cy (ambas divididas por Nk) en funcién de 1'/4. La ordenada de
la segunda es proporcional a la pendiente de la primera.

Cuando T se aproxima a 0 K casi todos los osciladores se encuentran en
su nivel mas bajo de energia, hiv/2, y la energia total U se aproxima a la ener-
gia del punto cero, Nh+/2, o U/Nk-0,5. La energia interna cambia sélo

 ligeramente con ¢l cambio de temperatura y la capacidad calorifica tiende

.
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2 —
U/Nk
1,5+
1+ Cv/Nk
0,5
0 | |
0 1 p)
T

Fig. 12-15 Energia interna y capacidad calorifica de un conjunto de
osciladores lineales.

.a cero. La entropia de un conjunto de osciladores lineales se aproxima tam-

bién a cero cuando T tiende a cero.

Si T>0, /T, exp (/T)—12~0/T, el término 1/2 es despreciable
comparado con I'/8 y U se aproxima a NkT. La energia media por particula
U/N se aproxima a kT que es el valor previsto por la equiparticién para un
oscilador con dos grados de libertad (su posicién y su velocidad). La energia
interna crece casi linealmente con la temperatura y Cy, se aproxima al valor
constante Nk.

127 CALOR ESPECIFICO DE UN GAS DIATOMICO

Ya vimos en la seccién 12-1 como la ecuacién de estado de un gas ideal
monoatdmico y su ecuacién de energia podian deducirse por métodos de la
termodindmica estadistica. Consideremos a continuacién un gas cuyas mo-
léculas son poliatdmicas. Si la energia de una molécula no depende de las
coordenadas espaciales x, ¥ y z de su centro de masas y no existe energia
potencial mutua entre las moléculas, la funcién de particién sera directa-
mente proporcional al volumen V, como en la ecuacién (12-6) para un gas
monoatémico. La funcién de Helmholtz F = — NkT(In Z—1In N + 1) posee
la misma dependencia de V que en el caso de un gas monoatémico y el
gas posee la misma ecuacién de estado PV = nRT.

Sin embargo, el calor especifico difiere del correspondiente a un gas
monoatémico, porque una molécula poliatémica puede tener una «energia
interna» propia formada por energia de rotacién, vibracién y excitacién
electrénica.

SEARS — 28
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De acuerdo con el principio clasico de equiparticién, cada grado de liber-
tad asociado a la rotacién y la vibracién contribuye del mismo modo que los
tres grados de libertad de traslacién, siendo kT/2 la energia media de cada
uno de ellos. El calor especifico molar a volumen constante seria R/2 por
cada grado de libertad y para una molécula con f grados de libertad ten-
drfamos ¢, = fR/2, que seria constante e independiente de la temperatura.

Esta prediccion concuerda bien con la experiencia para los gases monoa-
témicos, que poseen sélo tres grados de libertad de traslacién y para los
cuales ¢, es casi igual a 3R/2. Sin embargo, a temperatura ambiente, los
calores molares de los gases diatémicos son practicamente iguales a 5R/2,
como si las moléculas tuvieran dos grados de libertad adicionales. Ademas,
los calores especificos no son constantes, sino que varfan con la tempera-
tura y no corresponden a valores enteros de f.

Una molécula diatémica puede considerarse que posee la estructura tipo
pesa de gimnasia de la fig. 9-5. Ademdas de la energfa cinética de traslacién
de su centro de masas, posee energia de rotacién alrededor del mismo centro
y puesto que no se trata de una estructura completamente rigida, sus dtomos
pueden ‘oscilar segiin la linea que los une. Ambas energias, de rotacién y
de vibracién, estdn cuantificadas y, a cada forma de la energia, lo mismo
que en un oscilador armonico, puede asociarse una temperatura caracteris-
tica f,,, para la rotacién y 6., para la vibracién. La magnitud de la pobla-
cién de los niveles de energia de rotacién y vibracién viene determinada
por la relacién entre la temperatura real T y la correspondiente temperatura
caracteristica. Es decir, las energias internas de rotacién y vibracién y los
correspondientes calores especificos ¢, ¥V ¢qp son funciones de los cocientes
T/00s ¥ T/04. No daremos la forma precisa de esta dependencia, sino que
indicaremos simplemente que las graficas de los calores especificos ¢, ¥
¢y poseen la misma forma,general que la grafica de ¢, para el oscilador
armoénico indicado en la fig. 12-15. A muy bajas temperaturas, ambos calores
especificos se aproximan a cero; a temperaturas altas, comparadas con las
temperaturas caracteristicas, ambos se aproximan al valor clasico Nk. Asi,
a temperaturas suficientemente altas, los calores molares correspondientes
se aproximan al valor cldsico R, como en el caso de una particula con dos
grados de libertad.

¢Qué debemos considerar como temperatura «suficientemente» alta? Esto
depende de las temperaturas caracteristicas 6., v 8., La tabla 12-2 relaciona
algunos valores de 6, Esta temperatura es inversamente proporcional al
momento de inercia de la molécula: cuanto mayor es el momento de inercia
menor es el valor de 6,,. El valor més alto, aproximadamente 86 K, es el del
hidrégeno, H,, pues su momento de inercia es menor que el de cualquier otra
molécula diatémica. Las moléculas con un dtomo de hidrégeno forman otro
grupo con valores de 0., de aproximadamente 20 K. Para las restantes, la
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temperatura caracteristica es del orden de unos pocos grados o menos. Asi,
la «temperatura ambiente», por ejemplo, 300 K es mucho mayor que la tem-
peratura caracteristica de rotacién y el calor molar asociado a la rotacién se
aproxima al valor R.

Tabla 12-2 Temperaturas caracteristicas
de rotacién y vibracién de las moléculas

diatémicas.

Sustancia | Gee (K) Oyips (K)
H, 85,5 6140
OH 27,5 5360
HC(l 15,3 4300
CH 20,7 4100
CO 2,77 3120
NO 2,47 2740
0, 2,09 2260
Cl, 0,347 810
Br, 0,117 470
Na, 0,224 230
K, 0,081 140

La tabla 12-2 también consigna las temperaturas caracteristicas 6, para
las mismas moléculas y como puede verse, son mucho mas altas que las
temperaturas caracteristicas de rotacidn, lo cual significa que a temperatura
ambiente, en donde T <€ 6, practicamente todas las moléculas se encuen-
tran en su nivel de energia de vibracién mas bajo y el calor especifico aso-
ciado a la vibracién es practicamente cero. Sélo a temperaturas mucho mas
altas, los niveles de energia de vibracién comienzan a estar poblados.

Asi, a temperatura ambicnte, los calores molares de la mayor parte de las
moldéeulas diatémicas ticnen una contribucién de 3R/2 para la traslacién y
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de R para la rotacién, lo que hace un total de 5R/2, como se observa real-
mente.

La fig. 12-16 es una gréfica de los valores experimentales dfz c,:/R para el
hidrégeno, representados en funcién de la temperatura. (El hidrégeno es el
tnico gas diatémico que permanece gaseoso a temperaturas del orden de
25 K.) A temperaturas muy bajas, c,/R es igual a 3/2, que es el valor cg’rres-
pondiente a un gas monoatdmico. Al crecer la temperatura, crece también c,
y en un intervalo considerable préximo a la temperatura ambiente c:,/R. es
aproximadamente igual a 5/2, que es el valor (de acuerdo con el principio
de equiparticién) que corresponderia al caso en que dos grados de llbertafi
de rotacién o vibracién, pero no ambos, se sumaran a los grados de li-
bertad de traslacién. Sélo a temperaturas muy altas ¢,/R se aproxima a 7/2,
valor previsto por la equiparticién. o

Ahora podemos comprender en lineas generales las"caracterls’gcas‘c,ie
esta grafica. Las temperaturas caracteristicas de rotacion y de v1b‘ra01on
para el hidrégeno son, 0., = 855 K y 8, = 6140 K. Por deba]'o aproximada-
mente de 50 K, la temperatura T es mucho menor que cualql’nera de las dos
temperaturas caracteristicas y practicamente todas las mo}eculg}s permane-
cen en sus estados mas bajos de energia de rotacién y de v1pracmn. El calor
molar es, por tanto, el mismo que el de un gas monoatémico, 3R/2.

En el intervalo de 50 K a unos 250 K, la temperatura T es del qrden de
magnitud de 6., y los estados rotacionales de energia superior comenzan a
poblarse. Por encima de los 250 K, las moléculas se comportan como rotores
clasicos y contribuyen en R al calor molar, el cual en este intervalo es igual

ar—
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Fig. 12-16 Valores experimentales dc c,/R para ¢l }1icl}'6gcx10 en fun-
cién de la temperatura representada en escala logaritmica.

.
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a 5R/2. A partir de unos 500 K, algunas moléculas se desplazan a estados
de mayor energia de vibracién y ¢, se aproxima al valor limite clasico de
TR/2. ‘
En el tratamiento relativamente sencillo del problema que aqui hemos
expuesto, no hemos tenido en cuenta muchas caracteristicas importantes de
la teoria general. Entre ellas podemos citar: (a) la diferencia entre el com-
portamiento de moléculas como el H,, cuyos dtomos son iguales y aquellas
otras como el NO, formadas por atomos distintos; (b) la degeneracién de
los niveles de energia de rotacién, como resultado de la cuantificacién espa-
cial; (c) la energia asociada a la excitacién electrénica a altas temperaturas;
(d) el acoplamiento entre estados de rotacién y de vibracién y (e), el hecho
de que las vibraciones no son precisamente arménicas simples. Sin embargo,
la teoria exacta estd en apariencia tan firmemente establecida que los calo-
res especificos de los gases pueden calcularse tedricamente a partir de me-
diciones Opticas con mayor exactitud que por medidas experimentales si-
guiendo métodos calorimétricos.

PROBLEMAS

12-1 En la seccién 12-1 se calcularon las propiedades de un gas ideal monoatémica
a partir de la funcidon de distribucién clasica. (a) Deducir la ecuacién de estado
y el calor especifico de un gas ideal utilizando en su lugar la funcién de distribu-
cién de M-B. (b) Demostrar que la funcién de distribucién de M-B conduce a una
expresion de la entropia de un gas ideal que no es extensiva.

1222 En un gas bidimensional las moléculas pueden moverse libremente en un
plano, pero estan confinadas dentro de un drea A. (a) Demostrar que la funcién
de particién para un gas bidimensional monoatémico de N particulas se expresa
mediante la ecuacién

A2amkT
Z = -——71‘2——— .

(b) Determinar la ecuacidén de estado del gas a partir de su funcién de Helmholtz.
12.3 Utilizar la funcidn de particién del problema anterior para deducir el calor
especifico y la entropia de un gas monoatémico bidimensional.

124 En la [ig. 12-3 sean v, = v, = v, = v, ¥ Av, = Av, = Av, =001 v,. Si N =ni-
mero de Avogadro = 6,02 x 10% moléculas, calcular el nimero medio de particulas
en cada uno de los siguientes elementos del espacio de velocidades: (a) la rebanada
de espesor Ap, (b) el paralelepipedo rectangular comtn a dos rebanadas, (c) el
elemento de volumen AvAv,Av,, (d) la cascarilla esférica de radio V3 U, Y espesor
0,01 o,.

125 (a) ¢Cudl es la “distancia” v, en la fig. 12-3, de una rebanada normal al eje
v, si la rebanada contiene la mitad de los puntos representativos de una rebanada
paralela del mismo espesor, que pasa por el origen? Expresar la respuesta en fun-
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cién de v,,. (b) ¢A qué “distancia” radial v del origen del espacio de velocidades la
densidad p, de puntos representativos es un medio de la del origen?

12-6 Hallar la fraccién de moléculas de un gas que tiene: (a) velocidades con com-
ponentes x comprendidas entre v, y 1,01 »,; (b) velocidades entre v,, y 1,01 v,;
(c) velocidades con componentes x, y y z comprendidas cada una entre v, y 1,01 v,,.
12-7 Demostrar que v, = /2kT/m.

12-8 (a) Calcular con tres cifras significativas la velocidad media, la cuadritica
media y la mas probable de una molécula de oxigeno a 300 K. (b) Calcular la velo-
cidad mas probable de una molécula de oxigeno a las siguientes temperaturas:
100 X, 1000 K, 10000 K.

1299 Demostrar que (5?)— (§)*> 0. Esta diferencia desempefia un papel impor-
tante en la teoria de fluctuaciones y es la desviacién cuadratica media de la velo-
cidad respecto a la velocidad media.

1210 Demostrar que la velocidad reciproca media (1/0) viene dada por 2/ v, =
§2m/nkT.

12:11 (a) Expresar la ecuacién (12-18) en funcién de la energia cinética (= mv?/2)
de las moléculas. (b) Determinar la energia mas probable y la energfa media de
las moléculas que poseen una distribucidn de velocidades dada por la ecuacion (12-18)
y comparar los resultados respectivamente con mvfn/Z y mvi/2.

12-12 Demostrar que el nimero de moléculas con componentes x positivas de la
N
velocidad inferiores a cierto valor arbitrario v es /Vo»z=3_‘ fer (x), en donde

x =v/v, y fer (x) es la funcién de errores definida por

2 X
fer (x) = V:J‘ e dx,
mJdy

(b) Demostrar que el nimero de moléculas con componentes x positivas de la veio~
N
cidad superiores a v es N, = ) [1—fer (x)]. Calcular la fraccién de moléculas

con componentes x de velocidad comprendidos entre (c) 0y v,, (d) v,, € o, (e) 0 e ,
() =wv,, vy + v,. El valor de fer (1) = 0,8427. (g) Iustrar grificamente las res-
pucstas, teniendo en cuenta la funcién de distribucién de velocidades.

1213 Demostrar que el niimero de moléculas con velocidades inferiores a cierto
valor arbitrario v viene dado por

2
e et - 2]

con x y fer (x) definidos en el problema anterior. (b) Demostrar que el namero
de moléculas con velocidades; superiores al valor arbitrario viene dado por

/’“"-’;Vw»w - N[l - fer(x) - 7'1:r X c""'ma——l .

I d
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Calcular la fraccién de moléculas con velocidades comprendidas entre (c) 0 y v,
(d) v,, e o0 y (&) 0 e oo, (f) Hlustrar las respuestas graficamente, teniendo en cuenta
la funcién de distribucién de velocidades.

12-14 Demostrar que la v,, de las particulas que emergen por un pequeflo orificio
practicado en un horno viene dada por /4kT/m.

12-15 Demostrar que el ntiimero de moléculas que chocan contra una superficie
de drea unidad por unidad de tiempo, con componentes de velocidad normales a
la superficie y superiores a cierto valor arbitrario v = xv, es [no, exp (—x2)1/24/ 7.
12-16 E] horno de la fig. 12-10 contiene bismuto a temperatura de 830 K, el tambor
tiene 10 cm de diametro y gira a 6000 rpm. Hallar la distancia en la placa de vi-
drio G entre los puntos de los impactos de las moléculas Bi y Bi,. Suponer que
todas las moléculas de cada especie escapan del horno con la velocidad v, apro-
piada a cada especie.

12-17 Una ampolla esférica de 10 cm de radio se mantiene a una temperatura de
27°C, excepto en un centimetro cuadrado, que se mantiene a muy baja temperatura.
La ampolia contiene vapor de agua originalmente a una presién de 10 Tor. Suponer
que cada molécula de agua que choca contra la superficie fria se condensa y se
adhiere a la superficie, ¢cuanto tiempo se requiere para que la presién decrezca
hasta 10-* Tor?

12-18 Una ampolla de 10 cm de radio se evacua continuamente a alto vacio. En la
ampolla hay un pequefio recipiente cerrado en el cual se ha practicado un orifi-
cio circular de 0,2 mm de diametro, situado en el centro de la ampolla. El recipiente
contiene mercurio a 100°C, a cuya temperatura su presiéon de vapor es 0,28
Tor. (a) Calcular la velocidad media T de las moléculas de vapor de mercurio
en el pequefio recipiente. (b) Calcular la velocidad de efusién del mercurio a través
del orificio, en miligramos hora-i. (c¢) ¢Cuanto tiempo se requiere para que se
deposite un microgramo de mercurio en un centimetro cuadrado de la superficie -
interior de la ampolla, en una direccién que forma un dngulo de 45° con la normal
al orificio? (Véase la fig. 12-17.)

A la bomba

Figura 12-17

12-19 En una experiencia de haz molecular, la fuente es un tubo que contiene hidré-
geno a presién Py = 0,15 Tor y temperatura T = 400 K. En la pared del tubo hay



440 APLICACIONES DE LA ESTADISTICA A LOS GASES

una’ ranura de 30 mm Xx 0,025 mm, que comunica con una regién de alto vacio.
Opuesto a la ranura fuente y a un metro de distancia hay una segunda ranura (detec-
tora) paralela a la primera y del mismo tamafo. Esta ranura se halla en la pared
de una pequefia camara en la cual puede medirse la presién P,. Cuando se ha logrado
el estado estacionario: (a) ¢Cudl es la velocidad de descarga de la ranura fuente,
en microgramos s-1? (b) ¢Con qué velocidad llega el hidrégeno a la ranura detec-
tora, en microgramos s-! y en moléculas s—1? (c) ¢Cuantas moléculas que even-
tualmente alcanzaran la ranura detectora se hallan en el espacio entre fuente y
detector en cada instante? (d) ¢Cudl es la presién de equilibrio P, en la cdmara
detectora?

1220 Las distancias OS y SD del aparato de Estermann, Simpson y Stern, de la
fig. 12-11, son de 1 metro cada una. Calcular la distancia del detector, debajo de la
posicidn central D, para dtomos de cesio que tengan una velocidad igual a la velo-
cidad v,, en un haz que emerge de un horno a 460 K. Calcular también el “angulo
de elevacién” de la trayectoria. El peso atémico del cesio es 133.

1221 EI flujo de neutrones a través de un area en el centro de la pila de Brook-
haven es de alrededor de 4 x 10 neutrones m-2 s-1, Suponer que los neutrones tie-
nen una distribucién de velocidades vectoriales Maxwell-Boltzmann correspondiente
a una temperatura de 300 K (ncutrones “térmicos”). (a) Hallar el nimero de neu-
trones por metro cubico. (b) Hallar la “presion parcial” del gas neutrénico.

1222 Deducir la ecuacién (12-27) a partir de la ecuacién (7-31), suponiendo que
ED=I‘g, Y1=H y XIZL.

1223 (a) Obtener las expresiones de Z, y Z, dadas en las ecuaciones (12-31) y (12-32).
(b) Deducir las expresiones de 11 y I dadas por las ecuaciones (12-34) y (12-35).
1224 Para el gas contenido en un cilindro en un campo gravitatorio, como el ex-
puesto en la seccién 12-4, demostrar que cuando g — 0, el nimero de moléculas por
unidad de volumen se aproxima al valor constante N/V vy, por tanto, es el mismo
a todas las alturas. Dicho de otro modo, en ausencia dec campo gravitatorio, las
moléculas de un gas se distribuyen uniformemente en todo ¢l volumen de un
recinto.

1225 Demostrar que la fuerza neta hacia abajo ejercida por el gas sobre el re-
cinto, corno en la seccidén 124 (fig. 12-13), es igual al peso del gas contenido en el
mismo,

1226 Si la altura de la atmdsfera es muy grande, demostrar que: (a) I1 =0, (b)

I'=NkT/g, (¢) E :-;Nk']‘, (d) dS = NK[(5/2XdT/T)—(dg/g)] v (e) que los esta-

dos a entropfa constante estdn relacionados por la expresiéon 7°%/2/g = constante.
12-27 (a) Calcular la fraccion de dtomos de hidrégeno que pueden ionizarse tér-
micamente a temperatura ambicnte. (b) ¢A qué temperatura se ionizara la {rac-
cién e~! de los dtomos?

12-28 Cuando se hace girar un gas en una centrifugadora, sus moléculas pueden
considerarse sometidas a una fucrza centrifuga de magnitud mw?r. Demostrar que
la densidad del gas como funcién de r varia segun la [ormula exp (mw2r?/2kT).
1229 Hallar la encrgia potencial media de gravitacién de una molécula en una
atmdsfera isoterma infinitamente clevada.

.
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12-30 (a) Utilizar el principio de equiparticién de la energia para deteminm la
energia total, la energia por particula y la capacidad calorifica de un sistema de
N osciladores armoénicos discernibles, en equilibrio con un bafic a una terrfpera-
tura T. La energia cinética de cada oscilador es m(vi + vi + v':)/z y la energia po-

tencial es K(x2 + ¥ + z2)/2, en donde x, y y z son los desplazamientos desde una
posicién de equilibrio. (b) Demostrar que la dilatacién de este sistema es cero,
pues T=y=7=0. :

1231 Una molécula esti constituida por cuatro dtomos en los vértices de un te-
traedro. (a) ¢Cuél es el numero de grados de libertad para traslacion, 'rc‘)tacién y
vibracidn, de esta molécula? (b) Basandose en el principio de equiparticién, ¢qué
valores tienen ¢, y y en un gas compuesto de estas moléculas?

1232 Utilizando la ecuacién (11-62) deducir: (a) la ecuacién (12-48) y (b) la ecua-
cién (12-49). (c) Demostrar que cuando T » 8, Cy se aproxima a Nk y cuando
T « 8, Cy, se aproxima a cero siguiendo la expresién e-%7, ) o

1233 Calcular el numero relativo medio de osciladores en el nivel j-ésimo de
energia, N,-/N, para los cuatro niveles de energia mas bajos cuando: (a) T =6/2
y (b) T =26.

12-34 Hacer esquemas del ntmero relativo medio de osciladores en: (a) e} estado
fundamental y (b) el primer estado excitado y (c) el segundo estado excitado en
funcién de T/6. )
1235 Por medio de la ecuacién (11-66), demostrar que la entropia de un conjunto
de osciladores lineales cuantificados es

S = Nk or In{l HT}
= W—ﬂ[ — exp (=06/D)];,

en donde @ = hv/k. (b) Demostrar que S se aproxima a cero cuando T tiende a
cero. (c) ¢Por qué se utiliza la ecuacién (11-66) y no la (11-63)? :

1236 Considerar 1000 moléculas diatémicas a una temperatura 6,,/2. (a) Deter-
minar ¢l nimero existente en cada uno de los tres estados de vibracion més bajos.
(b) Determinar la energia de vibracién del sistema.
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13-1 TEORIA DE EINSTEIN DEL CALOR ESPECIFICO DE UN SOLIDO

En la seccién 9-8 y en la fig. 3-10 vimos que el calor especifico de muchos
sélidos a volumen constante se aproxima al valor de Dulong y Petit de 3R
a temperaturas elevadas, pero tiende a cero a temperaturas muy bajas. La
primera explicacién satisfactoria a esta conducta la dio Einstein, conside-
rando los dtomos de un sélido en primera aproximacién como un conjunto
de osciladores cuantificados que vibran todos con la misma frecuencia ». Los
principios de la mecéanica cuantica no se habian desarrollado atn lo sufi-
ciente en la época en que se hizo esta hipétesis y el articulo original de
Einstein suponia que la energia de un oscilador venia dada por

€; = n;hv.

El factor adicional 1/2 que introdujimos en la ecuacién (12-43) no afecta
al método y utilizaremos las expresiones ya deducidas en la seccién 12-6.
No obstante, haremos un cambio. Los dtomos de un sélido poseen libertad
de movimiento en fres dimensiones y no en una sola, de tal modo que un
conjunto de N atomos es equivalente a 3N osciladores. Por tanto, segtin la
ecuacién (12-48) la energia interna U de un sélido formado por N dtomos es

U = 3Nk0]g[ (13-1)

1 1
= +3).
exp (0x/T) —1 2
en la cual, la temperatura de Einstein 6 se define por

0]&; = M

I (13-2)

La energia media de un dtomo es

U 1 !
S VW — +—}
Y L[exp Ou/T) — 1 2

y el calor especifico a volumen constante

ot
¢, = 31{(93){ exp (0u/ ) (13-3)

) {exp (0 T) — 1}

La fig. 13-1 muestra las graficas de los cocientes adimensionales €/kd; y
¢,/R, representados como funciones de 776, La ordenada de esta 1ltima
curva, a cualquicr temperatura, es proporcional a la pendiente de la primera.
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La forma general de la grafica de c, concuerda con la curva experimental
indicada en la fig. 3-10. El valor de 6 (y, por tanto, de ») para una sustancia
particular se elige de modo que se obtenga el mejor ajuste entre las curvas
teérica y experimental. Sin embargo, no es posible hallar un valor de 6 que
ofrezca una buena concordancia a temperaturas altas y bajas simultdnea-
mente.

Cuando T > 6y, 0g/T es pequefio y ¢, se aproxima al valor de Dulong y
Petit,

70,

Fig. 13-1 Energia interna y calor especifico de un oscilador arménico.

Cuando T <€ f, el término exponencial es grande y despreciando el 1 del
denominador, resulta

2
¢, = 3R(0?E) exp (—0xg/T).

(Véase problema 12-32.)

Si T sc aproxima a cero, ¢l término exponencial tiende a cero con mayor
rapidez que 1/T? a infinito y ¢, se aproxima a cero, de acuerdo con la expe-
riencia y con el tercer principio. Sin embargo, a causa del rapido decreci-
miento del término exponencial, los valores tedricos de ¢, a muy bajas
temperaturas disminuyen mucho mas rapidamente que los valores experi-
mentales. Por ello, la teoria de Einstein, que parece ser el enfoque correcto
decl problema, no es evidentemente el todo de la cuestion.
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132 TEORIA DE DEBYE DEL CALOR ESPECIFICO DE UN SOLIDO

La simple teoria de Einstein supone que todos los dtomos de un sélido osci-
lan a la misma frecuencia. Nernst y Lindemann* encontraron empiricamente
que el acuerdo entre la teoria y la experiencia podia mejorarse suponiendo
que existian dos grupos de atomos, uno oscilando a la frecuencia » y el otro
ala frecuen_cia 2v, La idea fue ampliada por Born?, von Karmanni y Debye,
quienes consideraban los atomos, no como osciladores aislados que vibran
todos con la misma frecuencia, sino como un sistema de osciladores acopla-
dos que poseen un espectro continuo de frecuencias naturales.

Como ejemplo sencillo de osciladores acoplados, supongamos que tene-
mos dos particulas idénticas unidas por resortes idénticos, como indica la
fig. 13-2. Si ambas particulas poseen velocidades iniciales iguales en el mismo
sentido, como indican las flechas superiores, las particulas oscilardn en fase
con una cierta frecuencia ». Si las velocidades iniciales son iguales y opues-
tas, como indican las flechas inferiores, las particulas oscilaran defasadas,
pero con una frecuencia diferente », Si las velocidades iniciales poseen va-
lores arbitrarios, el movimiento resultante es la superposicién de dos osci-
laciones de frecuencias » y »,. Se dice que el sistema posee dos frecuencias
naturales.

[P — ——

-Fig. 132 Osciladores acoplados.

Supongamos ahora que crece el nimero de particulas (y resortes). Si
este nimero es pequeiio, no es dificil calcular las frecuencias naturales,
pero si ¢l ndmero crece, existen demasiadas ecuaciones simultineas para
resolver. Resulta, no obstante, que si existen N particulas en la cadena, el

sistema tendrd N frecuencias naturales, cualquiera que sea el valor de N.

Amplicmos ahora estas ideas a tres dimensiones. Un modelo simple de
crisial consiste en una distribucién tridimensional de particulas unidas por
resortes y esta distribucién posee 3N frecuencias naturales. Debido a la
imposibilidad de calcular estas frecuencias cuando N es igual al nimero de
moléculas de un cristal macroscépico, Debye supuso que las frecuencias

* Frederick A. Lindemann, primer vizconde de Cherwell, ffsico britdnico (1886-1957).

T Max Born, fisico aleman (1882-1970).
I Theodor von Kérmén, ingenicro hingaro (1881-1963).
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naturales de los &tomos de un cristal serian las mismas que las frecuen-
cias de las posibles ondas estacionarias en el cristal, suponiendo que éste
fuera un sdlido eldstico continuo. Este es un problema tipico de la teoria
de la elasticidad y expondremos su solucién sin entrar en detalles. El proce-
dimiento es muy andlogo al descrito en la seccién 11-2, a excepcién de que
ahora tratamos con ondas eldsticas reales y no con ondas matematicas de la
mecanica ondulatoria.

Como se explicé en la seccién 11-2, una cuerda eldstica de longitud L

“fija por ambos extremos, puede oscilar en estado estacionario de cualquier

modo, hallandose la longitud de onda A por la férmula

2 =2k

n

en donde n =1, 2, 3, ..., etc.

La ecuacién fundamental de cualquier tipo de movimiento ondulatorio
establece que la velocidad de propagacién ¢ es igual al producto de la fre-
cuencia » por la longitud de onda i:

¢ = vA
Asi resulta que, para cualquier frecuencia », el nimero n es
2L
=y

c

2 4L2 2
n =—2’V.
4

n

La teoria de la elasticidad nos dice que las frecuencias naturales de las
ondas estacionarias en un solido elastico en forma de cubo de arista L
vienen dadas por la misma ecuacién, excepto que los valores posibles de
n? son

2 2 2
n2=nx+”y+"z,

en donde n, n, y n, son nameros enteros positivos que pueden tomar los
valores 1, 2, 3, ..., etc.

Para determinar el ntiimero de ondas en cualquier intervalo de frecuen-
cias o espectro de frecuencias, procederemos del mismo modo que en la sec-
cion 12-1 y fig. 12-1. Representemos los numeros n,, #,, #, en tres ejes per-
pendicularcs entre sf. Cada trinda de valores determina un punto en el
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espacio-n con los valores correspondientes de n y v. Sea ¢ el ndmero total de
frecuencias posibles hasta cierto valor n inclusive. Este niimero es igual al
de puntos dentro de un octante de una esfera de radio », el volumen del
cual es (a/6)n3, y como n = (2L/c),

N

3
dm L s
3¢
Ahora bien, L? es el volumen V del cubo y puede demostrarse que prescin-
diendo de la forma del sélido podemos reemplazar L3 por V. Por tanto,

G =

w

i
=

w

3¢

3

. (13-4)

K

(%]

Sin embargo, en un sélido eldstico pueden propagarse tres tipos de ondas
elasticas: una onda de compresién o longitudinal (onda sonora) que se
propaga con velocidad ¢, y dos ondas transversales polarizadas en direcciones
mutuamente perpendiculares que se propagan con una velocidad diferente c,.
El ntiimero total de ondas estacionarias posibles con frecuencias hasta cierto
valor » inclusive es, por tanto,

, 4 1 2\ 4
G = —3— V(;z + ‘c‘ji)v . (13_5)

De acuerdo con la teoria de Debye, la ecuacién (13-5) puede también inter-
pretarse como la expresién que describe el nuimero de osciladores lineales
que poseen frecuencias hasta cierto valor » inclusive. Asi, para ir de acuerdo
con la notacidn de la seccién 12-2, en la ecuacién (13-5) debe sustituirse &
por /4, quedando

>
w=4r V(—l— + —3>v3, (13-6)

3 ¢, <

Si no existiera limite superior para la frecuencia, el numero total de
osciladores seria infinito. Pero un cristal que contiene N dtomos constituye
un conjunto de 3N osciladores lineales. Por tanto, supondremos que el espec-
tro de frecuencias posee una frecuencia méxima », tal que el nimero total
de osciladores lineales es igual a 3N. Haciendo pues A = 3N y » = 4, resulta

dm (1 2
3N = ?" V(—.x + —3)1',’,.- (13-7)

¢y [

T

.
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Las velocidades de las ondas ¢, y ¢, pueden calcularse a partir de las pro-
piedades elasticas de un material determinado y, por tanto, », puede deter-
minarse mediante esta ecuacién. En un material como el plomo, facilmente
deformable, las velocidades de las ondas son relativamente pequefias, mien-
tras que en un material rigido como el diamante, las velocidades son rela-
tivamente grandes. Por tanto, el valor de », para el plomo es mucho menor
que para el diamante.

La existencia de una frecuencia maxima de las ondas estacionarias en un
s6lido real puede comprobarse del modo siguiente. Para una serie simple
de ondas de velocidad ¢ la frecuencia maxima », corresponde a una longi-
tud de onda minima A, = ¢/v, y la ecuacién (13-7) puede escribirse en la

forma
= (£)°()"
9 N

Pero (V/N) es el volumen medio por 4tomo y su raiz cubica (V/N)3 es del
orden del espaciado interatémico medio. Por tanto, la estructura de un
cristal real (que no es un medio continuo) establece un limite a la longitud
de onda minima, que es del orden del espaciado interatémico, lo cual es
I6gico, ya que las longitudes de onda mads cortas no conducen a nuevos
modos de movimiento atémico. De las ecuaciones (13-6) y (13-7) resulta que

(13-8)

N0,

Vi

N =

El ntimero de osciladores lineales con frecuencias comprendidas entre »
y » + Av es, por tanto, ‘

AN, = ;‘i ¥ Ay, (13-9)
y el ntimero por unidad de intervalo de frecuencia es
AN 9N
Y = (13-10)
Ay ¥,

La fig. 13-3 es una grafica de AA4,/Av en funcién de ». El namero real AN,
de osciladores de frecuencias comprendidas entre » y » 4+ A» se halla repre-
sentado por el drea de la banda vertical sombreada, ya que la altura de la
banda es A#/Av y su ancho A». Esto contrasta con el modelo de Einstein,

SEARS — 29
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en el cual fodos los osciladores posecen la misma frecuencia. El area total
bajo la curva corresponde al nimero total de osciladores lineales, 3N.

Los osciladores de cualquier frecuencia » constituyen un subconjunto de
osciladores lineales que poseen todos ellos la misma frecuencia, como en el
modelo de Einstein. Por tanto, si tenemos en cuenta la ecuacién (12-48), la
energia interna AU, del subconjunto, reemplazando 3N por AN, es

3
AUV = ?“ZY h’V A'V. 13 11
¥, exp (hv[kT) — 1 (13-11)
v
Av 9N .
Vi
Area = A A,
AL,
AV
B — ”
Av

Fig. 133 Espectro de frecuencias de Debye,

Omitimos la cnergfa constante del punto cero, ya que no tiene efecto sobre
In capacidad calorifica.

Hasta ahora, el punto de vista de esta seccién y de la precedente, ha sido
considerar los adtomos de un cristal como particulas discernibles que cum-
plen la estadistica M-B. Otro enfoque posible es considerar a las propias
ondas elasticas como «particulas» de un conjunto. Cada onda puede consi-
derarse también como una particula llamada fondn y describirse el conjunto
como un gas de fonones. Como las ondas o fonones son indiscernibles y no
hay restriccién en el nimero permitido por estado de energia, el conjunto
cumple la estadistica de Bose-Einstein.

Sin embargo, debemos hacer una modificacién en la expresién deducida
previamente para la funcion de distribucion en esta estadistica. Esto es
debido a que el ndmero N de ondas o fonones, en contraste con el nimero
de dtomos de un gas en un recinto de volumen determinado no puede con-

;
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siderarse como una de las variables independientes que especifican el Aé},stado
del conjunto. Si el conjunto es un gas, podemos fijar arbitrariamente-tanto -
el volumen V como la temperatura T del recinto y continuar pudiendo in-
troducir cualquicr nimero arbitrario N de moléculas de gas en el recinto. Pero
cuando se especifican el volumen y la temperatura de un cristal, éste, por
decirlo asi, determina el ntmero de ondas diferentes o fonones que son
equivalentes a las oscilaciones de sus moléculas. Asi, el cristal no puede con-
siderarse como un sistema abierto, para el cual N es una variable indepen-
diente y el término udN no aparece en la ecuacion (11-22). Esto es equiva-
lente a considerar u =0 y, por tanto, exp (u/kT) = 1. El nimero de «par-
ticulas» en un macronivel comprendido entre € y € + Ae es, por tanto,

AA" A
24 _ e e
exp (e/kT) — 1 (13-12)
De acuerdo con los principios de la mecénica cudntica, la energfa de una
onda (o fonén) de frecuencia » es

€ = hy,

en donde & es la constante de Planck. A diferencia de un oscilador lineal de
frecuencia » que puede tener una cualquiera de las energias (n; 4+ 1)hy, con
n;=0,1,2, .., etc, una onda de frecuencia » puede tener sélo la energia hy.
Por tanto, si una gran cantidad de energia estd asociada a una determinada
frecuencia, esto significa simplemente que un gran numero de ondas o fo-
nones, todos de la misma cnergia, estdn presentes cn un conjunto.

Un intervalo de energia comprendido entre ¢ y ¢ + Ae corresponde, por
tanto, a un intervalo de frecuencia comprendido entre » y » + As. Asi, el na-
mero de fonones con frecuencias comprendidas entre » vy » + d» es

AD,
AN = — 2T (13-13)
exp (hv/kT) — 1

en donde A%, es el numero de estados con frecuencias entre » y » + dv.
La energia AU, de las ondas en este intervalo de frecuencia es

WA,

exp (hv/kT) — 1

AU, = hv A, =

¥

.

vy la comparacién con la ecuacidn (13-11) nos muestra que

Az, =2,

v

(13-14)

m
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que coincide con la expresién del nimero de osciladores discernibles en este
intervalo de frecuencias. Es decir, el orden de degeneracién A%, de un ma-
cronivel es igual al namero de osciladores discernibles en el mismo intervalo.
La ecuacidén (13-13) puede, por tanto, escribirse en la forma

IN ve Ay

ANy = =T
v3, exp (hv/kT) — 1

(13-15)

Asi, a primera vista, parece haber discrepancia entre la expresién de AA,
de la ecuacién precedente y la correspondiente de la ecuacién (13-9). Sin
embargo, el simbolo A4, no representa el mismo concepto en las dos ecua-
ciones. En la ecuacién (13-15), A es el nimero de ondas indiscernibles (o
fonones) de frecuencias comprendidas entre » y » + Av en un sistema que
sigue la estadistica B-E. En cambio, en la ecuacién (13-9), AA, es el nimero
de osciladores discernibles con frecuencias en el mismo intervalo, en un sis-
tema que sigue la estadistica M-B.

La energia total U del conjunto se obtiene ahora sumando la expresiéon
de AU, para todos los valores de » desde cero hasta », y reemplazando des-
pués la suma por una integral:

U= N vm——-———~hv3 dv
93 Jo exp (h[kT) — 1 ' (13-16)

La temperatura de Debye 0,, se define por

hv,,
bp =~ (13-17)

y 0 es proporcional a la frecuencia de corte »,. En la tabla 13-1 se dan algu-

nos valores de 6y,
Por conveniencia, introduciremos las cantidades adimensionales

hv hv,, 0,

X == o, Xy = = -

kT kT T

Por tanto,
G4 T ] .

U = ‘)N/\"]"(_I_) J _.-,.:E:_.mfgt\..-_, (13-18
O/ Jo exp(x) — 1 -18)
Esto corresponde a la ccuacidén (13-1) para la energia U de acuerdo con la

teoria de Einstein,

v

APLICACIONES DE LA ESTADISTICA CUANTICA A OTROS SISTEMAS 453

Tabla 13-1 Temperaturas de Debye
de algunos materiales.

Sustancia 6p(K)
Plomo 88
Talio 96
Mercurio 97
TIodo 106
Cadmio 168
Sodio 172
Bromuro potdsico 177
Plata 215
Calcio 226
Silvina (KCl) 230
Cinc 235
Sal gema (NaCl) 281
Cobre ' 315
Aluminio 398
Hierro 453
Fluorita (CaF,) 474
Pirita de hierro (FeS,) ¢45
Diamante 1860

Consideremos en primer lugar el limite de alta temperatura, para el cual
x = hv/kT es pequefio. Por tanto, [exp (x)— 1]=~x y la integral se con-
vierte en

z,, 3 03
2 Xm D

dx = — = ——.

fo = T s

Por tanto, a temperaturas elevadas

U = 3NkT, Cv = 3R9

de acuerdo con la teorfa de Einstein y la ley de Dulong y Petit.

A temperaturas intermedias y bajas, el valor de la integral puede expre-
sarse soélo como una serie infinita. El limite superior de la integral, cuando T
¢s muy pequeiio, puede tomarse en buena aproximacién como infinito en
lugar de x,, ya que el integrando es pequefio para valores de x superiores
a x,. La integral definida es, entonces, igual a /15 y, por tanto, a bajas
temperaturas,

U= 3 w“NkT(l)a;
5 Op
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derivando,
12+ (T)a
¢ = —— R{—}. (13~19)
i 5 Op

La ecuacién (13-19) se conoce como ley 13 de Debye. De acuerdo con esta
ley, el calor especifico en las proximidades del cero absoluto disminuye
con el cubo de la temperatura y no exponencialmente como en la teoria de
Einstein. El decrecimiento es, por tanto, menos rapido y el acuerdo con la
experiencia es mucho mejor. Aunque la teoria de Debye estd basada en el
analisis de las ondas elasticas en un medio continuo, homogéneo e isotroé-
pico, los valores experimentales de los calores especificos de muchos sélidos
cristalinos concuerdan bien con la teoria de Debye a temperaturas inferio-
res a 6,/50 o cuando T/6,<0,02. A medida que crece la temperatura, el
calor especifico se incrementa de un modo mucho méas rapido que lo que
predice la teoria. Existe una evidencia experimental reciente de que los ma-
teriales amorfos no parecen seguir la ley T° de Debye, ni siquiera a tempera-
turas por debajo de 6,/100 o cuando T/6,<<0,01.

La capacidad calorifica a cualquier temperatura puede calcularse evaluan-
do la integral de la ecuacion (13-18) que nos da la energia interna en funcién
de T y derivando el resultado respecto a T. Lo mismo que en la teoria de
Einstein el resultado es funcién exclusiva de T/6, y, por tanto, un solo gra-
fico representa la variacién con la temperatura de ¢, para todas las sustan-
cias. La curva de la fig. 13-4 es una grafica de ¢,/R en funcién de T/6, y los
puntos son valores cxperimentales para una variedad de sustancias.

1t bV ek O__ & vl
4+ ox% A“’"‘o%go—;at O—fe CRCE [ x o U0
o & L] )
o v
.on
o
2 L x Pb 9, =88 K

/ o Ag 215

ey v KCI 230

R °° o Zn 235

& ¢ NacCl 281

;) s Cu 315

1 5 + Al 398

4 o CaF, 474

+’ v C 1860

-2 .
+
ha
+ i 1 i Lo | [ B Ll T L I
0 0,5 10 1,5 20 2,5
70y

Fig. 13-4 Calores cspecfficos de varios solidos en feridn de T/0),.
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En la fig. 13-4 puede verse a primera vista que cuando T/6, es mayor
que 1 o cuando la temperatura real excede a la temperatura de Debye, el
sistema se comporta «cladsicamente» y ¢, es casi igual al valor «clasico» o «no
cudntico» 3R. Cuando la temperatura real es menor que la de Debye, los
efectos cudnticos se hacen importantes y ¢, disminuye hasta cero. Asi, para
el plomo, con una temperatura de Debye de sélo 88 K, la «temperatura am-
biente» es muy superior a la de Debye, mientras que el diamante, con una
temperatura de Debye de 1860 K, es un «sélido cudntico» incluso a la tem-
peratura ambiente. .

© A temperaturas intermedias existe un buen acuerdo entre los valores del
calor especifico calculado por las teorfas de Einstein y de Debye. Este acuer-
do es ldgico, ya que la teoria de Dulong-Petit es una primera aproximacién
valida a altas temperaturas. La tcorfa de Einstein es una segunda aproxima-
cién valida para temperaturas elevadas e intermedias. La teorfa de Debye es
una tercera aproximacién que resulta correcta a bajas temperaturas cuando
no dominan otros efectos,

13-3 RADIACION DEL CUERPO NEGRO

En la seccién 8-7 se expresé la termodindmica de la radiacién del cuerpo
negro; ahora trataremos los aspectos estadisticos del problema. La energia
radiante en un recinto vacio, cuyas paredes estan a la temperatura 7', es una
mezcla de ondas clectromagnéticas de todas las frecuencias posibles desde
cero hasta infinito y fue precisamente la bisqueda de una explicacién tedrica
de la distribucion de encrgia observada entre estas ondas lo que condujo a
Planck a los postulados de la tcorfa cudntica.

Para aplicar los métodos estadisticos a la energia radiante, consideremos
las propias ondas como «particulas» de un conjunto. Cada onda puede con-
siderarse como una particula llamada fotdn y el conjunto puede describirse
como un gas de fotones. Como estos son indiscernibles y no hay limitacién
en el nimero por cstado de energia, el conjunto sigue la estadistica de Bose-
Einstein.

El problema es muy semejante al del gas de fonones expuesto en la
seccion anterior. El ntimero de fotones en el recinto no puede considerarse
como variable independiente y la distribucién B-E se reduce a la forma mas
simple, ‘

A,

AN, = ——n X
cxp (hv/kT) — 1

Existe, sin cmbargo, una diferencia en la expresién del orden de degene-
racion A%, Como vimos ¢n la seecién anterior, la degeneracién de un macro-
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nivel en un conjunto de ondas (o fotones) es igual al nimero posible A%,
de ondas estacionarias que existen en el intervalo de frecuencias de » a v + Av.
Volvamos a la ecuacién (13-5),

g = Vs
3
en donde ¥ es el numero de ondas estacionarias con frecuencias que llegan
hasta » inclusive. Las ondas electromagnéticas son puramente transversales
y pueden existir en dos series, polarizadas en planos perpendiculares entre
si, propagdndose ambas con la velocidad de la luz ¢. Ademas, como el espa-
cio vacio no posee estructura, no existe limite superior a la frecuencia ma-
xima posible. Por tanto, interpretando % como el numero total de estados
de energia posibles de todas las frecuencias hasta » inclusive, resulta

47TK 3
c3

La degeneracién A%, es, por tanto,

8V
AY, = — »E A,
¢

y el numero de ondas (o fotones) con frecuencias comprendidas entre » y
v -+ Ay €8

. 87wV P*
AN = Ay, _
oy & exp(w/kT) — 1 (13-20)

La energia de cada onda es h» y dividiendo por el volumen V, resulta
para la energia por unidad de volumen, en el intervalo de freccuencias de
v awv -+ Ay,

Au, = 8arh _ AN Aw 13-21
Y & exp(wfkT) — 1 (13-21)

en donde Au, se llama también densidad de energia espectral. Esta ecuacidn
tiene la misma forma que la ley experimental (ley de Planck) expuesta en la
seccidén 8-7 y ahora vemos que las constantes cxperimentales ¢; y ¢, de la
ecuacion (8-50) estdn relacionadas con las constantes {undamentales ki, ¢ y k,
por las ecuacionces

8mh h
€ ==, Cy = = (13-22)
¢t k
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Cuando se introducen los valores numéricos de h, ¢ y k en estas ecuaciones
los valores calculados de ¢; y ¢, concuerdan exactamente con sus valores
experimentales, dentro de los limites del error experimental.

A una temperatura determinada T y a altas frecuencias, para las cuales
hv > kT, el término exponencial es grande; despreciando el 1, resulta

Au, ~ §7—T;;1 v* exp (—hv[kT) Av. (13-23)
¢

Una ecuacién de esta forma fue deducida por Wien* antes del advenimiento
de la teoria cudntica y se conoce con el nombre de ley de Wien. Esta de
acuerdo con la experiencia a altas frecuencias, pero la concordancia es mala
a bajas frecuencias.

Por otra parte, a bajas frecuencias, para las cuales h» <€ kT, [exp
(hv/kT)—1] es muy préxima a h»/kT y

g"fT 2 Ay, (13-24)

Au, ~
c

Esta ecuacién ha sido deducida por Rayleight y Jeansf , también con ante-
rioridad a la teorfa cuantica, y resulta estar de acuerdo con la experiencia a
frecuencias bajas y falla a frecuencias altas. El hecho de que no sea correcta
de un modo general, puede apreciarse si se tiene en cuenta que cuando la
frecuencia es muy elevada, la densidad de energia prevista se aproxima a
infinito. (Este resultado se denominé «la catdstrofe del ultravioletar.)

Es interesante observar que el primer enfoque de Planck al problema fue
puramente empirico. Planck buscaba una ecuacién cuya forma matematica
permitiese pasar a la ecuacién de Wien cuando hy/kT fuese grande y a la
ecuaciéon de Rayleigh-Jeans cuando h»/kT fuese pequeiio. Asi encontré que
la ecuacién (13-21) tenia esta propiedad y su busqueda de una explicacién
tedrica de la ecuacion condujo al desarrollo de la teoria cudntica.

. Au, [ c3h?
La fig. 13-5 muestra las graficas de la cantidad adimensional 7&7(87rk3T3) )

representada como funcién del cociente adimensional h»/kT. La curva de
trazo continuo representa la ley de Planck y las de trazos corresponden, res-
pectivamente, a la ley de Rayleigh-Jeans, aplicable cuando hv K kT, y a la
ley de Wien, aplicable cuando hv > kT.

* Wilhelm Wien, fisico aleman (1864-1928).
T John W. Strutt, Lord Rayleigh, fisico inglés (1842-1919).
1 Sir James H. Jeans, matematico inglés (1877-1946).
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La densidad total de energia u, incluyendo todas las frecuencias, puede
encontrarse ahora sumando Au, para todos los valores de » desde cero a
infinito, ya que no hay limite al valor maximo de ». Recemplazando la suma

por una integral, resulta

. o0
8wh 9 .
== —— i’ll 3

u, P 4
c® Jo exp (hv/kT) — 1

15 Planck
. N
Rayleigh-/ 7 "N
Jeans /
l !
ob |/
| Wien
Au, [ cMn? ]
Av \8rkT? ’l
!
0,5
]
/
| | | 1
0 2 4 6 8 10

hv

kT

Fig. 13-5 Gréaficos de las leyes de Planck, Wien y Rayleigh-Jeans.

si delinimos una variable adimensional x = fv/kT,

_ 8wkt T4f°° x* dx
AR Jeexp(x) —~ 17

Ll valor de la integral definida es #*/15, de modo que

87kt 4 1
| Uy, = 15(;3]13 T" = oT 4 (13—25)
en la cual,
_ 8"l
BN (13-26)

s
4
8
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La ccuacién (13-25) es la misma que la ley de Stefan [ecuacion (8-54)] y
cuando los valores de k, ¢ y h s¢ introducen en la ecuacién (13-26), los valo-
res calculados y cxperimentales de o concuerdan exactamente, dentro de los
limites del error experimental.

De este modo, la teoria cuantica y los métodos estadisticos proporcionan
una base tedrica a la eccuacién que expresa la ley de Planck y relacionan
las constantes experimentales ¢,, ¢, y o con las constantes fundamentales #,
¢y k. Las expresiones de la energia interna, la entropia y las funciones de
Helmholtz y Gibbs de la energia radiante del cuerpo negro se dedujeron
en la seccién 87 de los principios termodindamicos y no necesitan repetirse
aqui. Debe recordarse la funcién de Gibbs G = 0, que podia también haberse
tomado como justificante para hacer 4 = 0 en la funcién de distribucion B-E.

13-4 PARAMAGNETISMO

Consideremos ahora la estadistica de un cristal paramagnético. Las propie-
dades de estos cristales son de especial interés en la regién de tem-
peraturas extremadamente bajas, en las proximidades del cero absoluto.
Verificaremos cierto ndamero de hipdtesis simplificadoras, pero el procedi-
miento es el mismo que en casos mas complicados.

Un cristal paramagnético tipico es el sulfato de potasio y cromo, Cry(S0,);*
K,50,:24H,0. Sus propicdades paramagnéticas son debidas solamente a los
atomos de cromo, presentes en el cristal en forma de iones, Crt++*. Cada
clectrén en un atomo posee no solo una carga ecléctrica, sino también un
momento magnético pg de 1 magnetén de Bohr?*, igual (en unidades MKS)
a 9,27 x 10-* A m?, como si el electrén fuera una pequefla esfera de carga
cléctrica que girase alrededor de un eje. En la mayoria de los 4tomos, el
momento magnético resultante del electron es cero, pero el ion cromo Cr+++
posee tres espines electrénicos no compensados y un momento magnético
de 3up.

Por cada ion cromo existen 2 atomos de azufre, 1 atomo de potasio, 20
atomos de oxigeno y 24 atomos de hidrdgeno, lo que hace un total de 47 par-
ticulas que no son magnéticas. Los iones magnéticos se encuentran, por tanto,
tan ampliamente separados que existe entre ellos sélo una pequefia interac-
cién magnética.

En la seccidn 8-8 se vio que las propiedades termodindmicas de un cristal
paramagnético podian calcularse a partir del conocimiento de la magnitud
F* = E—TS. Por métodos estadisticos puede deducirse la expresién de F*
en funcién de la temperatura T y de los pardmetros que determinan los ni-

* Nicls H. D. Bohr, fisico danés (1885-1962).
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veles de energia de los atomos del cristal. Como los dtomos pueden recono-
cerse de acuerdo con las posiciones que ocupan en la red del cristal, el sis-
tema cumple la estadistica M-B y, como de costumbre, la primera etapa
consiste en determinar la funcién de particién Z definida- por ‘

Z=3A%, exp — L.
% PP T

A causa de su movimiento oscilatorio, las moléculas poseen la misma
serie de niveles de energia de vibracion que cualquier sélido y la energia
total de vibracién constituye la energia interna U,,. Ademas, la pequeiia inte-
raccién entre los iones magnéticos y sus interacciones con el campo eléc-
trico establecido por el resto de la red, dan lugar a una energia interna adi-
cional (de los iones tinicamente) que llamaremos U,,. Finalmente, si existe
un campo magnético en el cristal creado por una fuente externa, los iones
poseen una energia potencial magnética que, como la energia potencial gra-
vitatoria de las particulas en un campo gravitatorio, es una propiedad con-
junta de los iones y de la fuente del campo y no puede considerarse como
energia interna. La energia potencial magnética total es E,.

Los niveles de energia de vibracion, los niveles asociados a las interac-
ciones internas eléctricas y magnéticas y los niveles de energia potencial, son
todos independientes. La funcion de particién Z, como ocurre en el caso de
un gas en un campo gravitatorio, puede expresarse como el producto
de las funciones de particion independientes que llamaremos Z, Ziyy ¥ Zyp.

Asi pues,
Z = Zvibzincz,f-

Los iones magnéticos comstituyen un subconjunto, caracterizado tnica-
mente por las funciones de particién Z,,;, y Z, v pueden considerarse inde-

pendientemente del resto de la red que actuaria como un recipiente del sub- .

conjunto. Aunque la energia U, y la funcién de particién Z,,, juegan impor-
tantes papeles en la teoria completa, prescindiremos de ellas y consideraremos
que la energia total del subconjunto es su energia potencial E; solamente.
Consideraremos, pues, sélo la funcién de particién Z 4.

Como se indica en el apéndice E, la energia potencial de un ion en un
campo magnético de intensidad # es — u& cos #, en donde u es el momento
magnético del ion y # el angulo comprendido entre su momento magnético
(vectorial) y la direccién del campo. Por simplicidad consideremos sélo un
subconjunto de iones de momento magndético igual a 1 magnetén de Bohr, pg.
Los principios de la mecdnica cuédntica restringen los valores posibles de 6
a cero o 180° para tales iones, de modo que ¢l momento magnético es para-

v
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lelo o antiparalelo al campo. (Se permiten otros éngulos si el momento
magnético es mayor que pug.) Los valores correspondientes de cos 6 son,
entonces, + 1 y — 1, y los posibles niveles de energia — pp# y + ppd. 'Los
niveles de energia son no degenerados; existe un solo estado en .c’ada nivel,
pero no hay restriccién en el nimero de iones por esfadt?. La funcién de par-
ticién Z, , por tanto, s reduce a la suma de dos términos:

3 —Upd H
updt upst _ 255} .
Z,p = exp (——;{—3;—) + exp (—————kT ) = 2 cosh T (13-27)

pues, por definicién, el coseno hiperbdlico se expresa por
cosh x = }[exp (x) + exp (—x)].

Sean Ny N , respectivamente, el numero de iones cuyos momentos

estan alineados paralela y antiparalelamente al campo K. Las energias co-
rrespondientes son ¢ =-—ppH Y € . = up#. Los numeros de ocupacion

medios en las dos direcciones son, pues,

El exceso de iones en el alineamiento paralelo sobre el correspondiente
antiparalelo es

o _ o N € € N ppdt
NT—NJ,'—‘—[exp(—-’—) — exp (| | = 2senh—>,

que se reduce a

e~ ) ‘uB% ‘
— Ny = Ntanh'——. 13-28
Nt | T ( )

El momento magnético neto M del cristal es igual al producto deltmo-
mento magnético pup de cada ion por el ntmero en exceso de iones alinea-
dos paralelamente al campo. Por tanto,

[u“ey/)

\

M = (Nt — Ny = Nuy tanh (13-29)
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Esta es la ecuacion magnética de estado del cristal que expresa el momento
magnético M en funcién de & y T. Obsérvese que M depende sélo de la
relacion H/T. 3 o

La ecuacién de estado puede deducirse también del modo siguiente. La
funcién F* es

(13-30)

49

ppt”
F¥ = —NkTInZ = —NKkT In | 2 cosh .

El momento magnético M, que en este caso corresponde a la variable ex-
tensiva X, es

817*) pnt’
= — = Nuy tanh . 13-31
M (&7/’ T fou kT ( )

En campos intensos y a bajas temperaturas, en cuyo caso updt > kT,
tanh (ug# /kT) se aproxima a la unidad y el momento magnético tiende al
valor

M = Nug, (13-32)
que es simplemente cl imomento de saturacion magnética M, aque resultaria
si todos los imanes i6nicos fueran paralelos al campo. .
En cl otro cxtremo dc campos débiles y altas temperaturas, upk <€ kT,
tanh (puge/kT) ticnde a upd/kT y la ccuacion (13-31) se convierie en

N,u%,)yf
M = ( Kk /T

(13-33)

Pero eslo es justamente la ley de Curie observada experimentalmente, que
estublece que en campos débiles y altas temperaturas el momento magnético
es direclamente proporcional a (X/T) o sea,

M=Cor, (13-34)

en donde Cg es la constante de Curie. Por tanto, los métodos estadisticos no
so6lo conducen a la ley de Curie, sino que proporcionan también un valor
teérico de la constante de Curie, a saber,

Ny
C(; = "‘i‘ﬁ '

(13-35)
k
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Los investigadores en el campo del paramagnetismo suelen utilizar unida-
des cgs. La unidad de intensidad magndtica es 1 oersted® [(1 Oe) que equivale
a 10-* A m?]. El magnetén de Bohr cs

Hup = 0,927 x 1072%¢erg Oc™!
v la constante de Boltzmann,
k=138 x 107¥% erg K1,

Si el ntmero de particulas es el nimero de Avogadro N,, igual a 6,02 x 103,
la constante de Curie, segin la ecuacién (13-33), es

N b
Cy = —‘?—/—J-; = 0,376 cm® K mol-!
c

La teoria completa nos lleva al resultado de que para los iones de cromo
Cr+++, de momento magnético 3uy, €l valor de C, es 5 veces superior o sea,

Co =35 x 0,376 = 1,88 cm® K mol~!
El valor experimental medido es
Ce = 1,84 cm® K mol-!

que concuerda bien con las predicciones de la tcorfa cudntica.
La relacién M/M,,, es

M UpH’
= tanh ——.
Alsut kT

(13-36)

La fig. 13-6 es una grafica de la curva de magnetizacidn del sistema, en la
cual la relaciéon M/M,,, se rcpresenta en funcién de pgd/kT. La curva de
magnetizacién representa la posicién de equilibrio del sistema entre el efecto
de ordenaimiento del campo externo H que tiende a alinear todos los ima-
nes idnicos en la direccién del campo y el efecto de desordenamiento de
agitacion térmica que crece con la temperatura. En campos débiles, los
valores de los dos niveles de energia son casi iguales, ambos poseen practi-
camente la misma poblacién y el momento magnético resultante es muy
pequefio. En campos intensos, la diferencia entre los niveles de energia es
grande, predomina el efecto de ordenamiento y casi todos los imanes se

alinean en el nivel de energia inferior, en donde tienen la misma direccion
que .

* Hans C. Oersted, fisico dands (1777-1851).
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10

HypH
kT

Fig. 13-6 Curva de magnetizacién de un cristal paramagnético.

En la fig. 13-6 puede verse que la saturacién prevista por la teoria cudn-
tica se alcanza aproximadamente cuando ugH /kT =3 o sca, cuando

23 4skoe kY,
T gt

Por tanto, si T =300 K, se requiere para la saturacién un campo de
13,5 X 10¢ Oe. Por otra parte, si la temperatura es tan baja como 1 K, un
campo de 4,5 X 10* Oe produciria la saturacién y a una temperatura de 0,1 K
se requeriria s6lo un campo de 4,5 X 10° Oe. (Los electroimanes supercon-
ductores modernos pueden producir intensidades magnéticas hasta de
1,5 X 105 Oe.)

Calculemos ahora las otras propiedades termodinamicas del sistema. La
energia total E, que en este caso es la energia potencial E,, es

a

olnZ,
E=E, = NkT‘(“———-)y/

oT

e 4
= —Nk<’L) tanh'u“ .

(13-37)

¢ v

La comparacién con la ecuacion (13-29) nos dice que Ia cnergia potencial es

I, = —"M. (13-38)
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La energia potencial es negativa a causa de nuestra eleccién del nivel de
referencia, es decir, la energia potencial de un dipolo magnético la hacemos
igual a cero cuando el dipolo estd en angulo recto con el campo.

La capacidad calorifica a & constante es

aE)
C, = |—
* (8Tyf
ﬂnyf)z 2 Updt
= Nkji. sech .
( kT T (13-39)

La fig. 13-7 nos muestra las graficas de E; y C,, (ambas divididas por Nk)
en funcién de kT'/ug# . Las curvas difieren de las correspondientes a la ener-
gia interna y capacidad calorifica de un conjunto de osciladores armoénicos
porque existen sdélo dos niveles de energia permitidos y la energia del sub-
conjunto no puede crecer indefinidamente a medida que aumenta la tem-
peratuara.

0,5

04

0,3
Cx E
Nk Nk
0,2
0,1
0
kT
e 4

Fig. 13-7 Energia potencial especifica y calor especifico a intensidad
magnética constante, divididas ambas magnitudes por Nk, para un
cristal paramagnético en funcién de kT/ugH.

Comparemos la capacidad calorifica C, del subconjunto de iones magné-
ticos con la capacidad calorifica Cy, del cristal entero. Sean T = 1 Ky # = 10* Oe,

SEARS — 30
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Por tanto,

KT s 28 o
upt 7 sech kT T

y segin la ecuacién (13-39),
Cye = NKk(1,5)7% x 0,81 == 0,36 Nk.

Suponiendo que existen 50 particulas no magnéticas por cada ion magnético y
tomando la temperatura de Debye de 300. K como valor tipico, resulta, segiin
la ley T3 de Debye,

Cy =~ Nk(50) 21y
v = Nk( * < \300)°

20,5 x 1075 Nk,

A esta temperatura, pues, la capacidad calorifica de los iones magnéticos es
aproximadamente 100000 veces mayor que la capacidad calorifica de vibracion
de la red cristalina. Para orientar los imanes iénicos se requiere mucha mas
energia que para incrementar la energia de vibracion de las moléculas de la
red. Esta energia dc orientacién es la que permite el enfriamiento de la red
durante el proceso de desmagnetizacién adiabatica descrito en la seccién 8-8.

La entropia del subconjunto puede calcularse ahora a partir de la ecua-
cién F* = E—TS. Segin las ecuaciones (13-30) y (13-37) tenemos

£~ I
S =-

pp ) _

= NkI:l (2 cosh
= o IT

H
il a

_La [ig. 13-8 es una grafica de S/Nk, en funcién de kT/ug#. A un valor deter-
minado de &, S se aproxima a cero cuando T tiende a cero. A esta tempera-
tura todos los dipolos se encuentran en su estado de energia mas bajo;
s6lo hay un microestado posible y S =& In Q@ = k In 1 = 0. En el otro limite,
cuando kT > ug#,

cosh (ugs? [kT) — 1, (ups[kT) — 0, tanh (ups#’[kT) — 1

y S— Nk In 2. La entropia es también funcién exclusiva de (#/T). En una
desmagnetizacion adiabatica reversible, S y, por tanto, (& /T), permanecen
constantes. Asi, cuando & disminuye, T debe también decrecer de acuerdo
con el resultado tecrmodindmico.
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Fig. 13-8 Entropia de un cristal paramagnético.

13-5 TEMPERATURAS NEGATIVAS

Consideremos de nuevo un sistema con dos posibles niveles de energia mag-
néticos, en los cuales el momento magnético up de una particula puede ser
paralelo o antiparalelo a una intensidad magnética #. La energia del nivel
inferior, en el cual g es paralelo a &, es ¢, = — pupd 'y la del nivel superior,
en el cual pp se opone a K, es ¢ = + ugK. En el estado de equilibrio a
una temperatura 7T, los nimeros de ocupacién medios de los niveles son

Ny =

La relacién N,/N, es

o sea,

ez
T kln N, — n M, (13-41)
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que pgdemos considerar como la ecuacién que define T en funcién de €1, €2,
Ny y Ny Sie>¢ y Ny >N, el segundo miembro de la ecuacién es positivo
y T es positivo. El caso puede representarse grificamente como en la
fig. 13-9(a), en la cual las longitudes de las lineas de trazo grueso corres-
. ponden a los numeros de ocupacién medios N, y N,.

N N

N,

o

€= — g X €=ty K

(a) (b)

€ =—py A €,= + iy

Fig. 139 (a) En el estado de equilibrio estable el niimero de ocupa-
cién N, del nivel de menor energia es mayor que el namero de ocu-
pacién N, del nivel de mayor energia. (b) Inversién de la poblacién
mrngt}diatamente después de haber invertido la intensidad magnéti-
ca X.

Supongamos ahora que la direccién de la intensidad magnética se invierte
subitamente. Los momentos magnéticos que eran paralelos al campo origi-
nal y en el estado de menor energia ¢; estdn opuestos al nuevo campo y se
encuentran ahora en el estado de mayor energia, mientras que aquellos que
eran opuestos al campo original y en el estado de mayor encrgia ¢, son ahora
paralelos al nuevo campo y se encuentran en el estado de menor energia.
Eventualmente, los momentos correspondientes al estado de mayor energia
cambiaran subitamente al nuevo estado de menor energia, pero inmediata-
mente después que el campo se ha invertido y antes de¢ que tengan lugar
cambios en los niimeros de ocupacién la situacién sera la representada en
la fig. 13-9(b). El ntmero de _ocupacién medio N, del nuevo cestado superior
es el mismo que el nimero N, en el estado original inferior y el namero de
ocupacién N; del nuevo estado inferior es el mismo que el ntimero N, del
estado original superior. Se dice que se ha producido una inversion de
poblacion. Por tanto, si consideramos que la temperatura del sistema esta
definida por la ecuacién (13-41) y que T’ es la temperatura correspondiente
a la fig. 13-9(b),

T = 1[ € — € ]
T kln N — N (13-42)

.

APLICACIONES DE LA ESTADISTICA CUANTICA A OTROS SISTEMAS 469

Como N, es mayor que N, el denominador del segundo miembro de la
ecuacion es negativo y 177 es negativa.

Las temperaturas negativas pueden considerarse desde otro punto de
vista. A una temperatura I = 0, todos los imanes se encuentran en sus esta-
dos inferiores de energia. Cuando crece la temperatura, crece también el
nimero de imanes hacia el estado de mayor energia y cuando T = 4 oo,
ambos estados estdn igualmente poblados. Por tanto, podria decirse que si
el ndmero en el estado superior es ain mds grande que en el estado inferior,
como ocurre en la inversién de poblacién, la temperatura debe ser mds
caliente que una temperatura infinita. Asi, tenemos el resultado paradéjico
de que un sistema a temperatura negativa se encuentra incluso maéas caliente
que a temperatura infinita..

En las sustancias paramagnéticas, las interacciones entre los imanes
i6nicos y la red son tan grandes que la sustancia no puede existir en un
estado de inversién de poblacién durante un tiempo apreciable. Sin embargo,
Pound, Purcell y Ramsey hallaron en 1951 que los momentos magnéticos
nucleares de los atomos de litio en el LiF experimentan interacciones tan
lentas con la red que se requiere un intervalo de tiempo de varios minutos
para alcanzar el equilibrio con la misma, lo cual es un tiempo suficiente-
mente largo para permitir la realizacién de experimentos que muestren la
existencia real de una inversiéon de poblacion.

13-6 GAS DE ELECTRONES

El cjemplo mds importante de conjunto que cumple la estadistica de Fermi-
Dirac es el de los electrones libres en un conductor metilico. Supongamos
que cada dtomo de la red cristalina cede un nimero (entero) de sus electro-
nes cxternos de valencia y que estos electrones pueden moverse libremente
a iravés del metal. Naturalmente, existe un campo eléctrico dentro del metal
debido a los iones positivos, el cual varia considerablemente de un punto a
otro. Sin embargo, por término medio, el efecto de este campo se anula, ex-
cepto en la superficie del metal en la que existe un campo localizado intenso
(barrera de potencial) que rechaza y devuelve el electrén hacia el metal cuan-
do trata de escapar de la superficie. Los electrones libres estdn, por tanto,
confinados al interior del metal, del mismo modo que las moléculas de un
gas lo estin en el interior de un recipiente. Podemos hablar de los electroncs
como de un gas ‘electronico. '

Los 6rdenes de degencracién de los niveles de energia son los mismos
que los de las particulas libres en una caja, con una excepcién. Existen dos
tipos de elecirones en un metal, idénticos, pero con espines directamentc
opuestos. El principio de exclusién de Pauli, en lugar de afirmar que no
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existe mas de una particula por estado, ahora permite dos clectrones por
estado, siempre que tengan espines opuestos. Esto equivale a duplicar el
ndmero de estados en un macronivel o el orden de degeneracién A% del ma-
cronivel, permitiendo sélo un electrén por estado. Por tanto, en lugar de
la ecuacién (12-17), tenemos

3
Agﬁ=&%1wa

Es maés 1til expresar el orden de degeneracién en funcién de la energia
cinética ¢ = 4mv? Por tanto, como

12 1/2
= 2¢ v = (-%) e Av = 1(~2—) €2 Ae,

m 2\m

resulta que

3/2
AY, = 47TV(2I:H;) % Ae. (13-43)
Si por brevedad hacemos
_ 2m\*/*
A = 4nV W) (13-44)
resulta
AY, = A" Ae. (13-45)

La degeneracion, pues, crece con la raiz cuadrada de la energia. Segun la
funcién de distribucién F-D, ecuacién (11-40), el ntimero medio AA de elec-
troncs cn un macronivel es

A ge €1/2

- =4 Ae. (13-
exp [(e — w)/kT] + 1 exp [(e — w)/kT] + 1 (13-46)

AN

El potencial quimico u puede calcularse a partir del requisito de que
2 6AN'=N, en donde N es el ntmero total de electrones. Reemplazando la
suma por una integral, resulta

© R |
= /lJ‘ J— R e e
N poexp [(¢ — @)/kTY 41
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La integral no pucde cvaluarse en forma finita y el resultado sélo puede
expresarse como una serie infinita. El resultado, obtenido por vez primera
por Sommerfeld*, es

WZ(I€T>2 7T4</<T)4 1
= el ] o= — ==} 4+ —(—]+ |
a 61[ 12\eg/ " 80\ ep

La magnitud ¢z es constante para un metal determinado v se denomina
energia de Fermi. Como veremos, ¢; es funcién del ntamero de electrones por
unidad de volumen, N/V, de modo que la ecuacién anterior expresa uw en
funcién de T y N/V. Cuando T = 0, u® = ¢z. La funcidn de distribucién para
T = 0 es, entonces,

(13-47)

ADG,
exp [(e — en)/kT] + 1~

AN = (13-48)

El significado de la energia de Fermi ¢r puede verse del modo siguiente.
En todos los niveles para los cuales e <ep la diferencia (e —ep) es una
magnitud negativa y para T =0,

€ — €y

kT

— 0,

El término exponencial de la ecuacién (13-48) es, por tanto, cero y a todos
los niveles en los cuales € << ¢,

AN = AFG, = A? Ae. (13-49)
Es decir, el namero medio de electrones en un macronivel es igual al nu-
mero de estados en dicho nivel y todos los niveles con energias inferiores
a ¢y estdn completos con su cupo de un electrén en cada estado.

En todos los niveles a los cuales e> ¢, el término (e —eg) es positivo.
Por tanto, para T = 0 el término exponencial es igual a + o0 y A4 = 0. Asi,
no hay clectrones cn estos niveles y la energia de Fermi e es la mdxima
energia de un electrén en el cero absoluto. El nivel correspondiente se deno-
mina nivel de Fermi.

La curva continua de la fig. 13-10 representa el nimero de electrones por
unidad de intervalo de energia, A/ YAe = Ae'2, para T =0. La curva se
extiende de'e =0 a ¢ = ¢z y es cero para todas las energfas superiores a ey.

* Arnold J. W. Sommerfeld, fisico aleman (1868-1951).
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Fig. 13-10 Graéficas de la funcién de distribucién de los electrones libres
en un metal a 7' =0 y a dos temperaturas mas elevadas T,y T,.

Puede obtenerse ahora una expresion para la energia de Fermi partiendo
de la condicién ¥ A= N. Reemplazando la suma por una integral, intro-
duciendo la funcién de distribucién para T = 0 e integrando para todos los
niveles desde cero a ey, tenemos

GF ) 2 o/
N = A]| *de==A
0

W

o, después de introducir la expresion de A4,

h® (3N
€p == h‘(*) .

= 13-50
Sm\ =V ( )

Asi, como establecimos anteriomente, ¢ es funcién del ntimero de elec-
trones por unidad de volumen, N/V, pero independiente de T.

Como ejemplo numérico, sea plata el metal y puesto que la plata es mono-
valente, supondremos que existe un electrén libre por dtomo. La densidad de
la plata es 10,5 x 103 kg m-3, su peso atémico es 107 y el mimero de electrones
libres por metro cubico, N/V, es igual al niimero de dtomos por metro cubico,
que es de 5,86 x 1028, La masa de un electron es 9,11 x 10-3! kg y h = 6,62 x
10-3 J s. Por tanto,

ep =91 x 10710 ]) = 5,6 V.
La energia total U de los electrones es
U=ecAN (13-51)

y, reemplazando la suma por una integral,

© &2
U = Af - de
o exp [(e — w)/kT] + 1

{

s
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Tampoco en este caso la integral puede calcularse en forma definida y
debe expresarse como una serie infinita. El resultado es

3 51-r2(kT)2 w“(kT)“ ]
= =N 1 —_—t ] — + M B —
U=3 GF[ T\ T 16\ es) (13-52)
Para T =0, 3
U® = g NEF- (13-—53)

Se deja como ejercicio demostrar que se obtiene el mismo resultado si
se introduce en la ecuacién (13-51) la expresién de la funcién de distribuciéon
para T = 0 y se integra desde e = 0 a € = ¢p.

La energia media por electrén en el cero absoluto es

0

UO
€ = — =
N

W [

€5

Por tanto, para la plata,

x 5,6eV ~ 3,5¢V.

60—-’——

W W

La energia cinética media de una molécula de gas a temperatura am-
viente es sélo de unos 0,03 eV y la temperatura a la cual la energia cinética
media de una molécula de gas es 3,5 eV es, aproximédamente, 28 000 K.
Por tanto, la energia cinética media de los electrones en un metal, incluso
en el cero absoluto, es mucho mayor que la que poseen las moléculas de un
gas ordinario a temperaturas de muchos miles de grados kelvin:

A la temperatura de 300 K y para la plata, para la cual ez = 9,1 X 10-¥ 7,

KT _ 1,38 x 107 x 300

T = 4,58 x 107%.
ex 9,1 x 10

Asi, a esta temperatura, los términos que son potencias de (kT /eg), en el
desarrollo en serie de la ecuacién (13-47), son todos muy pequefios y sin error
apreciable puede considerarse que u = ¢r a cualquier temperatura.

Las curvas de trazos de la fig. 13-10 representan la funcién de distribu-
cién AANJAe a temperaturas mas elevadas T; y T, en donde T,>T,. Como
puede verse, los numeros de ocupacién cambian apreciablemente al crecer
la temperatura, sélo en aquellos niveles proximos al nivel de Fermi. La razén
es la siguiente. Supongamos que la energia U del metal crece gradualmente
desde su valor U para T = 0, a medida que crece la temperatura. Para acep-
tar una pequefia cantidad de energia, un electrén debe desplazarse desde su
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nivel de energia a T = 0, hasta un nivel de energia ligeramente superior.
Pero, excepto para aquellos electrones préximos al nivel de Fermi, todos los
estados de energia superior estian completamente ocupados, de modo que
s6lo aquellos electrones préximos al nivel de Fermi pueden desplazarse a
un nivel més alto cuando crece la temperatura. Asi, al crecer la temperatura,
aquellos niveles que se encuentran justamente por debajo del nivel de Fermi,
gradualmente llegan a vaciarse; los electrones en niveles todavia mas bajos
se desplazan hacia aquéllos que han quedado vacantes y asi sucesivamente.

Para el nivel particular en el cual ¢ = u, la magnitud (¢ —pu) =0 y para
cualquier temperatura por encima de T =0, el término exponencial de la
funcién de distribucion es igual a 1 y el nimero de ocupacién es

AN =30 Y.

Si la temperatura no es demasiado grande, con una buena aproximacién

M = €p ¥y con esta misma aproximacién podemos decir que a cualquier tem-

peratura por encima de T = 0 el nivel de Fermi estd ocupado en un 50 %.
La capacidad calorifica a volumen constante, Cy, se expresa por

aU)
Cp=|—
v (aT v
y segun la ecuacién (13-52),

2 2 2
Cp = 1(H)Nk[1 — §E_<’£) 4 - ]
2\ep 10 \ e
Si la temperatura no es demasiado grande, pueden despreciarse los términos
con potencias de (kT/ez) superiores a la primera y con esta aproximacién

2
Cy = %(H) NEk.

(13-54)

(13-55)

€

Reemplazando Nk por nR, en donde » es el ntimero de moles y dividicndo
ambos miembros por n, resulta para el calor especifico de los electrones

libres en un metal,
2/
¢, = 11_([»_7_“) R,
2 \ep

(13-56)

que es igual a cero para T =0 y quc aumenta lincalmente con la tempera-
tura T. Para la plata a 300 K, utilizando cl valor de (kT'/ep) previamente cal-
culado,

¢, =225 x 10 *R.

bt e SR

R SR B N

s
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Por otra parte, ¢l calor molar de un gas ideal monoatémico es

C, = 3 R.
2

Asi, aunque la energia cinética media de los electrones en un metal es mucho
mayor que la correspondiente a las moléculas de un gas ideal a la misma
temperatura, la energia varia sélo muy ligeramente con los cambios de tem-
peratura y, por tanto, su capacidad calorifica es extraordinariamente pe-
quefia. Este resultado sirvié para explicar lo que durante mucho tiempo
habja sido un enigma en la teoria electrénica de la conduccién metalica.
El calor molar observado de los conductores metalicos no es muy diferente
al de los no conductores, es decir, de acuerdo con la ley de Dulong y Petit,
aproximadamente 3R. Sin embargo, si los electrones libres se comportasen
como las moléculas de un gas ideal, contribuirian con una cantidad adicional
de 3R/2 al calor molar, dando lugar a un valor muy superior al realmente
observado. El hecho de que sélo aquellos electrones con energias préximas
al nivel de Fermi pueden incrementar sus energias al aumentar la tempera-
tura, conduce al resultado anterior, es decir, al hecho de que los electrones
contribuyen sélo de un modo despreciable a la capacidad calorifica.

Para calcular la entropia del gas electrénico, tendremos en cuenta que
en un proceso reversible a volumen constante, el flujo de calor en el gas
cuando su temperatura crece en dI es

dQ, = C;, dT = T dS

¥y, por tanto, a una temperatura I' la entropia es

7 T o
S:J er:f .
o T o T

.Sustituyendo ¢l valor de Cy expresado por la ecuacién (13-34) y realizando
la integracion, resulta

S = Nk Zf(l\_z_) |:1 — f(ﬂ)g,}_ . ]
2 €y 10 €3 .

Por tanto, para T = 0, la entropia es cero, como tiene que ser, pues sélo

existe un posible microestado a T =0 y a esta temperatura Q =1, S =

klnQ=0. '
La funcién de Helmholiz F es

(13-57)

F=U-=TS§



476 APLICACIONES DE LA ESTADISTICA CUANTICA A OTROS SISTEMAS

y segun las expresiones deducidas antes para U y S,

3 577 kT)“
F==>Neplt — 2[5} 4] -
; 61[ 12(6,@ + ] (13-58)

La presién P del gas de electrones viene dada por

P = _(@)
y como oVix
1;2<3N)2/3
€p = — | — >
se deduce que Bm\ ¥
2 Neyp 52 kT\?
P:—___1[:1+__(\) PR
5V APV A (13-39)

Esta es la ecuacién de estado del gas de electrones, que expresa a P en fun-
cion de V y T.

La comparacién con la ecuacién (13-52) nos muestra que la presién es dos
tercios de la densidad de energia

P =

Wi
<<

Para la plata, N/V =~ 6 x 102 electrones por metro cubico y ¢ o= 10 x 10~19 J,
Por tanto, en el cero absoluto,

P=2x6x108 x 10 x 10719 =~ 24 x 10 Nm?

5

= 240 000 atm!

A pesar de esta tremenda presién, los electrones no se evaporan espontanea-
mente del metal a causa de la barrera de potencial de su superficie.

PROBLEMAS

131 (a) Demostrar que la entropia de un conjunto de N osciladores de Einstein
viene dada por

0,./]T
8 = 3Nk (=i o — exp (—
op OfT) =1 In [1 exp (—0,/T)1}.
(b) Demostrar que la entropia sc aproxima a cero cuando T tiende a cero y (c) que
Ja entropia tiende a 3NK[1 + In(T'/04)] cuando T es grande. (d) Hacer una gréafica
de S/R en funcion de T/0.

.
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132 (a) A partir de la fig. 3-10 determinar la temperatura caracteristica de Einstein
0y para el cobre, de tal modo que la ecuacién de Einstein para ¢, esté de acuerdo
con la experiencia a una temperatura de 200 K. (b) Utilizando este valor de 6,
calcular ¢, a 20 K y 1000 K y compararlo con los valores experimentales. (¢) Repre-
sentar f; en funcién de la temperatura, de modo que la ecuacién de Einstein para
¢, dé los valores experimentales.

13-3 La temperatura caraceristica de Debye para el diamante es 1860 K y la tem-
peratura caracteristica de Einstein es 1450 K. El valor experimental de c, para el
diamante a una temperatura de 207 K es 2,68 x 103 J kilomol-! K-1. Calcular ¢, a
207 X a partir de las ecuaciones de Einstein y Debye y comparar con los resulta-
dos experimentales,

13-4 (a) Demostrar que la capacidad calorifica de una red unidimensional de N
osciladores lineales acoplados viene dada por

@,
m X2e$ dx

— —1 AR,
CV 3kam J\ (em — 1)2 s

0

en donde x = hy/kT y se supone que ambas ondas, longitudinal y transversal,
pueden propagarse a lo largo de la red. (b) Evaluar esta expresién para Cy, en los
limites superior e inferior de temperatura. )

13-5 Para demostrar que el calor especifico de Debye a baja temperatura puede
determinarse a partir de mediciones de la velocidad del sonido: (a) comprobar que

0 he (3N \V3
v =7 lay)
i 1/1 2
&3 c?+c—?

y (b) mostrar que el calor especifico por kilogramo, c,, es

donde

167% k4 T3 LT
c'":———s ;1—3';6-‘5‘-——'1,22 X 10 chx

en donde p es la densidad del material. (c¢) Calcular el valor medio de la velo-

cidad del sonido en el cobre. Para el cobre, p es aproximadamente igual a 9000 kg

m-3yec¢, =015 kg-t K-! a 5 K. (d) Calcular un valor de 6, y de v, para el cobre.

(e) Calcular el valor de 4, y comparar con el espaciado interatémico, suponiendo

que el cobre posee estructura cubica.

13-6 Calcular los valores: (a) de ¢; y ¢, de la ecuacién (13-22) y (b) de la constante
le Stefan-Boltzmann.
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13-7 Demostrar que para una radiacién electromagnética la energia por unidad
de volumen en el intervalo de longitudes de onda comprendido entre 4 y A+ da
viene dada por
8whe dA

A5 exp (hefAkT) — 1°

du;‘ =

(b) Demostrar que el valor de i para el cual Au, es un maximo, se expresa por
AT =29 % 10-3 m K. Esto se conoce como ley del desplazamiento de Wien. (c) Cal-
cular 1, para la tierra, suponiendo que ésta fuera un cuerpo negro.

13-8 (a) Demostrar que la ley de Wien puede deducirse suponiendo que los foto-
nes cumplen la estadistica M-B. (b) Demostrar que de la ley de Wien resulta una
densidad de energia total que es casi la misma que la deducida en la seccién 13-3.
139 Si el momento magnético u = gup de un atomo es suficientemente grande,
existiran 2J + 1 angulos posibles 6 entre el momento magnético y la intensidad mag-
nética aplicada &, correspondientes a los niveles magnéticos de energias ¢; = n,ud,
en donde m; posee valores comprendidos entre —J y + J. (a) Demostrar que la
expresién para Z es

QJ + Dust
senh. —W‘—‘
Z = -——-—————-;;—f———- (13-60)
senh T
[Sugerencia: Véasc la deduccién de la ecuacién (12-44).] (b) Demostrar que el mo-
mento magnético neto del sistema se expresa por

Qs +1 1t ut
M = Nu | —— cotl 1) = — .
" ]i 2 coth 2J + )ZkT coth 2kT]

lista es la denominada funcidn de Brillouin*. (¢) Demostrar que el momento mag-
nético neto sigue la ley de Curie en el limite de campos débiles y altas temperatu-
rus. (d) En el limite de bajas temperaturas y campos intensos, demostrar que todos
los dipolos ¢stan alineados. (e) Demostrar que la expresiéon del momento mag-
nélico neto deducido en la parte (b) se reduce a la ecuacién (13-29) cuando
2] - 1=2y g=2.

13-10 Utilizar la ecuacién (13-60) del problema anterior para calcular la entropia
de N dipolos magnéticos discernibles. Evaluar la expresion en el limite de altas
y bajas temperaturas y hacer una grafica de la entropia en funcién de T y Z.
13-11 Una sal paramagnética contiene 102 ijones magnéticos por metro ciibico,
cada uno de ellos con un momento magnético de 1 magnetén de Bohr. Calcular la
diferencia entre el nimero de iones alincados paralclamente a la intensidad apli-
cada de 10 kOe y los alincados antiparalelamente a: (a) 300 K, (b) 4 K si el volu-

* Leon N. Brillouin, [fsico francés (1889- )
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men de la muestra es de 100 em?. Calcular el momento magnético de la muestra
a estas dos temperaturas.

13-12 Utilizar las dcfiniciones estadisticas de trabajo, energia total y momento
magndtico neto para demostrar que el trabajo de magnetizacién se expresa por
dW = — J¢ dM. [Sugerencia: Véase la seccién 3-13.]

13-13 Deducir las expresiones de la contribucién magnética a la entropia y a la
capacidad calorifica a intensidad magnética J constante para el sistema expuesto
en la seccién 13-4. Representar las curvas de estas propiedades en funcién de #/T.
13-14 Calcular la velocidad media, la velocidad cuadratica media y la velocidad
reciproca media en funcién de v = (2¢,/m)"/* para un gas electrénico a 0 K.

13-15 (a) Demostrar que el mimero medio de electrones con velocidades compren-
didas entre v v v+ dv viene dado por

8anPV v Ap
B oexp [(Gmv?* — wIkT] +1°

AN, =

(b) Representar A4, /Ap en funcién de v2 para T = 0 K.

13-16 (a) Calcular ¢; para el aluminio, suponiendo que existen 3 electrones por
idtomo de aluminijo. (b) Demostrar que para el aluminio a 1000 K, w difiere de e
en una cantidad inferior al 0,01 %. (c) Calcular la contribucién electrdnica al calor
molar del aluminio a la temperatura ambiente y compararla con el valor 3R.
(La densidad del aluminio es 2,7 X 103 kg m~3 y su peso atémico es 27.)

13-17 La velocidad de Fermi se define por vp=(2ex/m)}2 y la temperatura de
Fermi por Tp=¢p/k. (a) Calcular los valores de la velocidad, cantidad de movi-
miento y temperatura de Fermi para los electrones de la plata. (b) Determinar la
magnitud del segundo término de las ecuaciones (13-47), (13-52), (13-54), (13-57),
(13-58) y (13-59) a la temperatura ambiente. (c) ¢A qué temperatura contribuye el
segundo término con una correccién aproximada del 1% en las ecuaciones ante-
riores? '

13-18 Determinar la energia medija por electrén sustituyendo en la ecuacién (13-51)
AA %por su valor.

13-19 Deducir las ecuaciones (13-57), (13-58) y (13-59).

2L
1320 En un gas de electrones unidimensional A%, = v2m/e Ag, en donde L

es la longitud de la muestra de N electrones. (a) Representar 4 () en funcién de .
h2N2
32ml2
1321 (a) Utilizar los datos indicados en la fig. 77 para determinar la energia de
Fermi del He’ liquido, que puede considerarse también como un gas de particulas
que cumplen la estadistica de Fermi-Dirac. (b) Determinar la velocidad y la tem:
peratura de Fermi del He3. (Véase el problema 13-17.) .

1322 Los electrones libres de la plata pueden considerarse como un gas de elec
trones. Calcular los coeficientes de compresibilidad y dilatacién del gas y compa-
rarlos con los valorcs experimentales obtenidos para la plata de 0,99 x 10-1 m2 N-!
vy 56,7 % 10-¢ K1, respectivamente.

(b) Demostrar que ¢ = . (c) Determinar la energia media por electrén a 0 K.
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Apéndice A

Diferenciales seleccionadas de la
coleccién condensada de férmulas
termodindmicas de P. W. Bridgman

Toda derivada parcial de una variable de estado de un sistema termodindmico,
respecto a cualquier otra variable de estado, manteniendo constante una ter-
cera variable [por ejemplo, (du/ov)s], puede escribirse, segin la ecuacién
(4-20), en la forma

(Qu[0z)p
(aU/aZ)T

en donde z es cualquier funcién de estado arbitraria. Por tanto, si se tabulan
las derivadas parciales de todas las variables de estado respecto a una fun-
cién arbitraria z, cualquier derivada parcial puede obtenersc dividiendo una
magnitud tabulada por otra. Para simplificar, las derivadas de la forma
(0u/9z)r se escriben en la tabla siguiente en la forma simbdlica (au);. Asi,
por ejemplo, ‘

(Qujov)y =

@l‘) _ (3u)T — T(aU/aT)_p -+ P(aU/aP)T — _T_‘[E _p
(av r (0v)p ’

—(@v/oP)y K
que concuerda con la ecuacion (6-9). Las relaciones (no derivadas) del tipo
d’gp/dv, pueden tratarse del mismo modo. Para una exposicién mas amplia,
véase A Condensed Collection of Thermodynamics Formulas, de P. W, Bridgman
(Harvard University Press, 1925), de donde estd tomada la tabla siguiente.

P constante T constante

(OT)p =1 (@P)p = —1

Ov)p = (0v[0T)p 0v)p = —(0v/0P)p
@s)p = cp/T (05)p = (0v/8T)p
0q)p = cp (0q) 7 = T(3v/9T)
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©@OwW)p = P(v[oT),
(Ou)p = ¢pp — P(O0fIT),
@h)p = cp

(ag)P = -3

@f)p = —5 —P(0v[3T)

h constante

(OP), = —cp

(0T), = v — T(0v[dT),

(0v), = —c(00/0P) — T(Ov/OT)}
+ 0(0v/0T)p

(as)h = UCI’/T

(@) = vep
(@w), = —Plcp(0vfOP)y + T(0v/0T)%

— v(d/0T) ]

S constante

(ap)s = _—Cl’/T
(@T), = —(9/0T) >

@), = — % [c(30/0P)7 + T(30/OT)%]

(@9); = 0

@), = — = [ex(@0/3P)y + T(@OT)]

(Bu), = ;f [c(85]3P) 7 + (T B0j0T)]
(Oh), = —vep/T
0g), = — ; [vc, — ST(20/dT),]

@), = j? [Pep(30/0P)y + PT(@0/0T)S

+ sT(0v/0T)p)
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(@w)p = —p(@0/oP)y

(Qu), = T(Av[oT), + P(0v/0P)
(O)p = —v + T(9/0T),

(08)p = ~v

(0f )r = P(9v/2P)y

Z constante

@P), = s
(07), = v
(9v), = v(Ww[0T)p + s(Ov[OP)p ]

(0s), = %[ucp — sT(AvfoT)p]

(09), = —sT(Ov[0T)p + vCp
(9w), = P[v(0v/dT)p + s(dv/oP)y]

v constante

(aI))v = —‘(aU/aT)I)

(0T), = (Jv[dP)

(@), =2 e 00/3P)p + T(20oT)})

(99), = ¢p(0v[0P)y + T(Iv[0T)}

(Ow)y =0

(Ou), = cp(Ov[dP)p + T(v/0T)%

(0h), = ¢p(v[0P); + T(3v/0T)%
— {(0v[0T)p

(0g), = —v(@/0T)p — s(v/OP)y

@)y = —~s(dv[0P)p



Apéndice B

Método de Lagrange de los

multiplicadores indeterminados

En una ecuacién algebraica tal como

ax + by = 0, (B-1)

cs costumbre considerar una de las variables, por ejemplo, x, como la va-
riable independiente y la otra variable, y, como la variable dependiente. La
ecuacién se considera, por tanto, como una relacién entre las variables
dependiente e independiente en funcién de los coeficientes a y b; en este
caso, y = — (a/b)x.

Supongamos, sin embargo, que ambas, x e y, son variables independientes.
Es decir, y puede tomar cualquier valor independientemente del valor de x
y no puede ya exigirse que y = —(a/b)x. La ecuacién ax + by = 0 puede
satisfacerse para todo par de variables x e y sélo si a =0, b = 0.

Supongamos ahora que x e y no son completamente independientes, sino
que satisfacen también una ecuacién condicional, por ejemplo, '

x +2y = 0. (B-2)

¢Qué podemos decir respecto a los coeficientes a y b de la ecuacién (B-1)?
Un procedimiento es considerar la ecuacién (B-1) y la ecuacién condicional
(B-2) como un sistema de dos ccuaciones lineales simultdaneas. Despejando x
en la ecuacién (B-2) y sustituyendo en la ecuacién (B-1), resulta

x = —2y
a(—2y) + by =0,
b = 2a. (B-3)

Por tanto, la ecuacién (B-1) se satisface para cualquier par de valores de a
y b que emplean la ecuacién (B-3), siempre que los valores de x e y satis-
fagan la ecuacién condicional (B-2).

485
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Si el ntmero de variables independientes y ccuaciones de condicién es
pequefio, el procedimiento anterior es adecuado, pero cuando estos ndme-
ros son muy grandes, son demasiadas ecuacioncs simultincas a resolver.
En ese caso utilizaremos el método de Lagrange* de los multiplicadores in-
determinados. Cada ecuacién de condicién se multiplica por una constante
indeterminada 4. Si existen k& ecuaciones de condicidn, tendremos el mismo
namero k de multiplicadores: 4y, 4, ..., 4. En nuestro problema hay una
ecuacién y un multiplicador i solamente. Por tanto, segin la ecuacién (B-2),

Ax + 24y = 0. (B-4)
Sumando ésta a la ecuacién (B-1), resulta
@+ Hx + QA+ b)y = 0. (B-5)
Asignemos ahora a i un valpr tal que el coeficiente de x o de y sea cero.
Si elegimos x, resulta
(a + 1) =0; A= —a. (B-6)
La ecuacién (B-5) sc reduce a
(24 + b)y = 0, (B-7)

que contiene s6lo una de las variables. Pero como cualquiera de las varia-
bles puede considerarse independiente, la ecuacién (B-7) se satisface sdlo si

Q4 + b) = 0; b= -2 (B-8)
Por tanto, de las ecuaciones (B-6) y (B-8) resulta
" b =2a, (B-9)

que coincide con la ecuacién (B-3).

Iin efecto, el uso de los multiplicadores de Lagrange conduce a la ecua-
cion (B-3), que tiene la misma propiedad respecto a x e y independientes,
ya que el coeficiente respectivo es cero.

A continuacién utilizaremos el método de Lagrange de los multiplica-
dores indeterminados para explicar cémo las ecuaciones del equilibrio de fa-
ses. (8-29), son una consecuencia necesaria de la ecuacién (8-27), que ex-
presa la condicién de minimo de la funcién de Gibbs, sujeta a las ecuaciones
de condicién (8-28). Si los valores de las dnﬁ“ de la ecuacién (8-27) fueran

* Joseph L. Lagrange, matemdtico francés (1736-1813),
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completamente independientes, la ccuacion podria satisfacerse para una serie
arbitraria de las dnﬁ”, sélo si el coeficiente de cada una de ellas fuera cero.

El método de los multiplicadores indeterminados, teniendo en cuenta las
ecuaciones de condicion, elimina alguno de los términos de la ecuacién (8-27)
y obtiene una ecuacién en la cual las restantes dn!” son independientes y el

coeficiente de cada una de cllas puede hacerse igual a cero. El procedimiento
es el siguiente.

Multiplicamos la primera de las ecuaciones de condicién (8-28) por una
constante 4;, cuyo valor de momento queda indeterminado. La segunda ecua-
cién se multiplica por una scgunda constanie 4, la siguiente por A; etc.
Estas ecuaciones se suman luego a la (8-27). El resultado es la ecuacién

Wi+ 2 dnf + (@ + A dnf® o (W B dnf?
4 (i 4 ) dn 4 (2 + Ay dnl + -+ (w” + Ap) dnf”

+ (! 4+ Ay dn (P 4 ) dn + -+ (w4 A dn” = 0. (B-10)

El ntmero total de dnﬁ” en esta ecuacién es km, es decir, uno por cada

uno de los k constituyentes en cada una de las = fases. Para cualquier cons-
tituyente i, pueden asignarse valores arbitrarios a cada una de las dn; en
todas las fases, excepto una, lo que hace un total de (x— 1) valores arbi-
trarios. La restante di; queda determinada, ya que

=
Sdn? = 0.
=1

Por tanto, como hay k constituyentes, el ntumero total de las dn{” que pueden

tomar valores arbitrarios, o sea, el ntmero que son independientes, es
k(m— 1) = kx — k. Asignemos, pues, valores a los multiplicadores (hasta
ahora) indeterminados, de tal modo que para cada constituyente i en alguna
de las fases j, la suma (p + 1,) = 0. Por ejemplo, seleccionemos la fase ‘1
y asignemos un valor a 4, tal que en la fase 1

(Mi” +24) =0 o H(ll) = —A.

En consecuencia, el producto (,ui” + 4;) dn‘l” es cero independientemente
del valor de dni“ y este término se elimina de la suma en la ecuacién (B-10).
Del mismo modo, sea

(1 +2) =0 o  u=—2,
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y lo mismo para cada uno de los k constituyentes. Esto reduce en k el ni-
mero de las dn!? de la ecuacién (B-1), dando un total de kr— k. Pero como

éste es el ntimero de las dn?" que pueden considerarse independientes, resulta
que el coeficiente de cada una de las restantes dn'" debe ser cero. Por tanto,
para cualquier constituyente i en cualquier fase j,

Mij) = =

Es decir, el potencial quimico de cualquier constituyente i tiene el mismo
valor — ; en todas las fases, lo que conduce a las ecuaciones (8-29) del equi-
librio de fases. Obsérvese que los valores de las propias 1; no necesitan ser
conocidas; el vinico aspecto significativo es que los valores de los potencia-
les quimicos de cada fase son iguales para cualesquiera valores que éstas
puedan tener.

Puede considerarse que, en efecto, el método de los multiplicadores de
Lagrange hace independientes fodas las dn!? de la ecuacién (B-10), ya que
el coeficiente de cada una es cero y son nulos por diferentes razones. En
la fase 1, los coeficientes son nulos porque asignamos valores tales a las 4 que
cumplan esta condicién. En las otras fases, los coeficientes son nulos porque
Jas restantes dn!”’ son independientes.

La eleccién de la fase 1 en el argumento precedente no es esencial; po-
diamos igualmente haber comenzado con otra fase y seleccionar distintas
fases para cada constituyente. En cualquier caso, eliminariamos el mismo
nimero k de dn?’ de la ecuacién (B-10) y el resto seria independiente.

Apéndice C
Propiedades de los factoriales

Al deducir las funciones de distribucién de particulas que siguen las di-
versas estadisticas, se utilizaron muchas propiedades del factorial. En este
apéndice deduciremos estas propiedades investigando la funcién gamma I(8),-
También se desarrolla la aproximacién de Stirling para el cdlculo de facto-
riales de numeros grandes.

El factorial de un ntimero positivo entero n se escribe en la forma n! y
se definé por

n!=nn— DHr—2) -1 (C-1)
De esta definicién resulta que
(n + D! = (n + Dal. (C-2)

La ccuacién (C-2) puede utilizarse para definir 0! y (—n)!
Si n =0, la ecuacién (C-2) da 1! =(01) y

0! = 1. (C-3)
Si n = —1, la ecuacién (C-2) da lugar a la expresién 0! =0(—1)!. Como

0! =1, podemos tomar (— 1)! igual a oo, es decir,
(=Dl = co. (C-4)
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Sin embargo, esto supone la divisién por cero, no definida matematica-

mente. La funcién gamma es una expresiéon de los valores de n que pueden

no ser enteros y que da lugar a las ecuaciones (C-1) a (C-3) para valores

enteros de n. En el limite en que # se aproxima a — 1, la funcién gamma

tiende a oo, '
Las integrales de la forma

fs) = J:o a(f)e™*t dt

se denominan transformadas de Laplace*. Son muy tutiles en muchas ramas
de la ciencia e ingenieria. La funcién gamma es una transformada de
Laplace, en la cual s =1 y a(t) =t", en donde n no es necesariamente un
numero entero. Asi,

0

SO =T+ 1) Ef t"e"t dt. (C-5)

0

Para n 2> — 1, la integracién por partes nos da

2] o0 o]
f tfetdt = —t"e™t| + nJ- 1" le~t dr.
(1] 0 0

El primer término del segundo miembro es cero en ambos limites, ya que

e~* se aproxima a cero mds rdpidamente que " lo hace a infinito en el
limite superior. Por tanto,

o0 ’ w0
f thetdt = nf 1" lemt dt
0 0.

T(n + 1) = nl(n). | (C-6)

o sea,

La funcién gamma puede integrarse sucesivamente por partes, de modo que
T+ D=nn—DH —=2) -1,

y si n es un ndmero entero

L(n 4 1) = nl (C-7)

* Marqués de Picrre S. Laplace, matematico francés (1749-1827),

[ESS———
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Si n =0, la funcién gamma puede integrarse directamente y

'y =f etdt = 1.
0
Como segan la ecuacién (C-7), I'(1) = 0!,

0! =1, (C-8)

de acuerdo con la ecuacién (C-3).
La integral de la ecuacién (C-5) diverge si n<{—1, pero escribiendo de
nuevo la ecuacién (C-6) en la forma

n'T(n + 1) = I'(n), | (C§9)

la definicién de I'(n) puede extenderse a los numeros enteros negativos.
Si 0<n<1, I'(n) puede determinarse de la ecuacién (C-9). Utilizando otra
vez esta férmula recurrente, pueden encontrarse los valores de T’(n) para
—1<n<0 a partir de los correspondientes a I'(n) para 0<<n<1 y asi
sucesivamente. De este modo, I'(n) esta determinada para todos los valores
no enteros de mn.

Sin embargo, como I'(1) = 1, el método falla para n = 0, ya que la divi-
sidén por cero no estd definida. Asi,

(C-10)

limI'(n) = limn'I'(n 4+ 1) = L oo, .
n=0 ©on=0 ;
Para todos los enteros negativos se encuentra un comportamiento semejante.
Para pequefios valores de n el factorial puede determinarse por célculo
directo. Sin embargo, con frecuencia es necesario calcular n! para valores
grandes de n. El factorial de un nimero grande puede determinarse con
precisiéon suficiente mediante la aproximacién de Stirling que deduciremos a
continuacién. ' ‘
El logaritmo neperiano del factorial # es

In(n)=mm2+ 3+ - +Inn

Esta expresién equivale exactamente al area comprendida bajo la curva
escalonada indicada por las lineas de trazos de la fig. C-1, entre n=1y
n = n, ya que cada rectdngulo es de espesor unidad y la altura del primero
es In 2, la del segundo In 3, etc. Esta superficie es aproximadamente igual
a la comprendida bajo la curva continua y = In n entre los mismos limites,
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Fig. C-1 Griéfica del logaritmo neperiano » como funcién de n.

siempre que n sea grande. Para valores pequefios de 1, la curva escalonada
difiere apreciablemente de la curva continua, pero esta ultima se hace cada
vez méas horizontal cuando 1 crece. Por tanto, aproximadamente, para valo-
res grandes de n,

In(n!) =f In n dn.
1
Integrando por partes resulta
In(n)y=nlnn —n + 1,
y si n es grande, podemos despreciar el 1, de modo que finalmente

In(ny=nlnn — n. (C-11)

Esta es la aproximacién de Stirling.
Un andlisis exacto nos conduce a la siguiente serie infinita, ’

n!=\/m(2)"[1+i+ N A
e 12n  288n® 51840;1“+ '

Si despreciamos todos los términos de la serie excepto el primero

(C-12)

In(n) =27 4+ 4Inn+ninn — n. (C-13)

Si n es muy grande comparado con la unidad, los dos primeros términos de
esta expresion son también despreciables y obtenemos la ecuacién (C-11).

H

Che

Apéndice D

Otra deduccién de las

funciones de distribucién

Al final de la seccién 11-5 vimos que cuando el nimero de particulas de un
conjunto se hacia grande, los nimeros de ocupacién de los niveles en el
macroestado mdas probable eran aproximadamente los mismos que los nd-
meros de ocupacién medios del conjunto. Esto no s6lo es cierto para las
particulas que siguen la estadistica B-E, sino que es igualmente valido para
las restantes estadisticas. Asi, cuando el sistema estd en equilibrio, la distri-
bucién de particulas entre los niveles puede también determinarse a partir
de los numeros de ocupacién del macroestado con la mdxima probabilidad
termodinamica, sujeta a la restriccién de que la energia total y el mimero

total de particulas del conjunto sea constante.

Cuando se considera un gran nimero de conjuntos idénticos, un ma-
croestado se presenta con la maxima frecuencia. Suponemos que este
macroestado corresponde a la distribucién de las particulas entre los ni-
veles del sistema en equilibrio. Por tanto, las propiedades del sistema estdn
determinadas por aquella distribucién de particulas entre los niveles que
posee la maxima probabilidad termodinamica. En. el texto se supone que
las propiedades del sistema estan determinadas por los numeros de ocupa-
cién medios de los niveles. En los limites de grandes nimeros de particu-
las, ambos niveles llevan a las mismas funciones de distribucién, como vere-
mos a continuacién.

Describiremos ahora el procedimiento convencional para calcular los nu-
meros de ocupacién en el macroestado mas probable, o sea, los niimeros de
ocupacién mds probables. Si #* representa la probabilidad termodindmica
del macroestado mds probable, la entropia S es proporcional al logaritmo de

. W™*, es decir,

S = k]; ln yf*.

Para determinar el macroestado mas probable utilizaremos el criterio
usual para el valor maximo de una funcién, a saber, que su primera varia-
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cién es igual a cero. (Estrictamente hablando, deberia demostrarse también
que esto conduce a un mdximo y no a un minimo.) Como ilustracién, consi-
deraremos la estadistica de Maxwell-Boltzmann, aunque puede seguirse tam-
bién el mismo procedimiento en las otras estadisticas.

En la estadistica M-B la probabilidad termodindmica de un macroestado
viene dada por la ecuacién (11-21),

Ny
Wnn = NIT[ . (D-1)
i N;! ’

it

En lugar de hallar el maximo de W, es mas sencillo determinar el ma-
ximo de In %, ya que‘si %" es un maximo, también lo es su logaritmo.
Por tanto, considerando la probabilidad termodinamica del macroestado mas

probable,

i

lnn///'*:lnN!_*_Zlengj——zlan!.‘ (D-2)
i

Se supone que N > 1 y que en cualquier nivel j, N; > 1, de modo que
plode’mos utilizar la aproximacién de Stirling (véase apéndice C) y

InN! = NlnN— N,
In NI! = N,-lan - Nj-
Por tanto,

In#*=NlaN~N+3IN;Ing; —3N,InN; + 3 N,.
i g i

Pero 3} N; =N, de modo que
In#*=NIaN+3N,Ing, —3SN,InN, = NlnN—zN,.lani. (D-3)
7 ‘ i :

H

Comparemos ahora este macroestado con otro préximo, cuyos ntimeros
de ocupacién sean ligeramente diferentes. Supongamos que el ntmero de
ocupacién de un nivel j difiera de su valor mas probable en éN,, Como
ON; <€ N;, podemos utilizar los métodos del célculo diferencial consideran-
do éN; como una diferencial matematica. Por tanto, al ser N y g, constantes,
la diferencial de In #°* sera, ’

SlnW™* =3lng 6N, — 30N, — ¥ 1In N, N, (D-4)
j J J
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Como el ntmero total de particulas es el mismo en los dos macroesta-
dos, todo incremento en los nimeros de ocupacion de algiin nivel debe equi-
librarse con una disminucién en los nimeros de ocupacién de los restantes
niveles y, por tanto, 3; éN; = 0. Como In #™* ha de ser un méximo, hare-
mos § In #™* = 0. Entonces,

g;
zln——(SN-z 0,
j Nj g

0 sea,

. 81 &
In ——) ON; + (ln ——) ONy + -+ =0. D-5
( v v (D-5)

Si las N; fueran independientes, entonces, como se explicé en el apén-
dice B, esta ecuacion seria satisfecha sélo si ¢l cocficiente de cada ON; fuera
cero. Sin embargo, las 6N; no son independientes. Ya vimos anteriormente
que

’ v
y al ser la energia total U = Y &N; la misma en ambos macroestados, cual-
quier incremento de energia que resulte de un incremento en el nlmero de
ocupacion de un nivel, debe equilibrarse con una disminucién en la energia
de otros niveles; por tanto, una segunda ecuacién condicional es

OU =3 e; 0N, =0, (D-7)

Usaremos, por tanto, el método de Lagrange de los multiplicadores inde-
terminados descritos en el apéndice B. Multiplicando la primera ecuacién de’
condicién, (D-6), por una constante, que por conveniencia llamaremos In «,
y la segunda por una constante, — 3, y sumando estos productos a la ecua-
cién (D-5), se obtiene

g :
Z(lnxﬁ 4+ In« —/)’e,.) ON; = 0.

7 J
En efecto, las 6N; son ahora independientes y el coeficiente de cada una

debe ser cero. Por tanto, para cualquier nivel j,

g; ‘
In=—= + Ina — fe; = 0, -
0 sea, N; (D-8)

N; = ag;exp (—fe)), (D-9)
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que es la funcién de distribucién para los nimeros de ocupacién mas pro-
bables, expresada en funcién de las constantes x y .
Sumemos ahora la ecuacién precedente para todos-los valores de j y sea

Z = z g; exp (—fe;)

en donde Z es la funcién de particién descrita en la seccién 11-14. Por tanto,
como »; N; = N, resulta que

oc—ﬂ D

y se‘gﬁn la ecuacién (D-9),
8;

Para evaluar la constante 8 sustituyamos -en la ecuacién (D-3) la expre-
sién de In (g/N;) por la deducida de la ecuacién (D-11) y teniendo en
cuenta que S = ky In ¥ *, resulta

exp (—f).

N, :
_ (D-11)

Nz

S = kB[NInN —>N;,InN+3N;InZ + /S‘EG,-N,]

o sea, ’ ’ ’
S = NkglnZ 4 pkyU. (D-12)
Si los niveles de energia son funciones del volumen V (6 de algin otro
parametro extensivo), Z es funcién de 8 y V y tiene el mismo valor en dos
estados de equilibrio, en los cuales los valores de 8 y V sean los mismos.
La diferencia de entropia S entre los estados, puesto que In Z es una cons-

tante, es

AS = ﬁkBAU' (D—13)

Segiin los principios de la termodinamica, la diferencia de entropia entre
dos estados de equilibrio a la misma temperatura y volumen es

As =2Y
T

Por tanto, fky = 1/T, es decir,
|

== (D-14)
‘h
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y la ecuacién (D-12) puede escribirse en la forma

U
S = NkglnhZ + — (D-15)
T
y
F=U=-—TS = —NkgT InZ (D-16)
El potencial quimico u es
aF)
={—] = —kgThhZ
# (BN TV ° (D-17)
y, por tanto,
— 1
InZ=-——, - = exp-——. .
T’z Pkt (D-18)

La funcién de distribucién, segtin la ecuacién (D-11), puede escribirse
ahora en la forma

N, — ¢,
—~ =N exp’u o
g’- kBT

(D-19)

La comparacién con la ecuacién (11-44) nos dice que la funcién de distribu-
cién para los nimeros de ocupacién mds probables viene dada por la misma
ecuaciéon que corresponde a los numeros de ocupacién medios. ‘

Una objecién al procedimiento convencional es que si se calcula un valor
de N; de la ecuacién anterior, el valor obtenido no es necesariamente un
nimero entero, mientras que el numero real de ocupacién de un nivel es
necesariamente entero. Si consideramos que el segundo miembro de la ecua-
cién (D-19) da los valores correctos de los niimeros de ocupacién medios,
esta ecuacién puede interpretarse en el sentido de que estos nimeros en el
macroestado mas probable son los enteros mas préximos a sus valores pro-
mediados en todos los macroestados. Como los numeros de ocupacién somr
todos muy grandes, el «entero mds préximo» diferird sélo en una cantidad
relativamente pequefia del valor medio.

Y otra objecién mids seria es la siguiente. Uno de los términos de la ex-
presién de la probabilidad termodinidmica de un macroestado en la esta-
distica de Fermi-Dirac es (g;— N;)!. Si evaluamos In (g;— N;)! mediante la
aproximacién de Stirling y se sigue el procedimiento anterior, se.obtiene
la misma expresién para los niumeros de ocupacién més probables que para
los valores medios. Sin embargo, en la estadistica F-D la diferencia (g, — N;)
no es necesariamente un namero grande y puede, en efecto, ser cero si
un nivel estid completamente ocupado. El uso de la aproximacién de Stirling

SEARS ~— 32
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para evaluar el In (g;— N;)! es, por tanto, discutible, incluso aunque pro-
porcione la respuesta correcta. Pero el procedimiento seguido en la sec-
cién 11-10 no requiere el uso de la. aproximacién de Stirling y es valido
siempre que las N; sean nimeros grandes.

RN SN

Apéndice E
Energfa potencial magnética

Cada ion magnético en un cristal paramagnético se puede considerar como
un pequefic iman permanente, equivalente a una mindscula espira de co-
rriente, como indica la fig. E-1. El ion posee un momento magnético u, el
cual, si el ion consistiera realmente en una corriente I a lo largo de una
espira de drea A, seria igual (en el sistema de unidades que estamos usando)
al producto IA. El momento puede representarse por un vector perpendi-
cular al plano de la espira.

Si el vector momento forma un dngulo 6 con la direccién de un campo
magnético externo de intensidad &, se ejerce sobre la espira un par 1 de
magnitud u& sen 6 en una direccién que tiende a alinear el momento mag-
nético en la misma direcciéon que #. En la fig. E-1 este par tiene el mismo
sentido que las agujas del reloj. En la convencién usual de signos, el
4angulo 6 se considera positivo cuando su sentido es contrario a la direccién

de las agujas del reloj, de tal modo que podemos escribir

T = —ui send. - (E-1)

Si se da a la espira un pequefio desplazamiento en sentido contrario
a las agujas del reloj, de modo que el angulo 4 se incrementa en d6, el tra-
bajo de este par es

dW = 7d0 = —us# send db.

El incremento en energia potencial magnética de la espira de, se define
como el valor negativo de este trabajo, del mismo modo que el incremento
de energfa potencial gravitatoria de un cuerpo de masa m que se eleva ver-
ticalmente en un campo gravitatorio de intensidad g es el trabajo, cambiado
de signo, realizado por la fuerza gravitatoria dirigida hacia abajo, — mg,
ejercida sobre él.

de, = pu# senl df. (E-2)
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El cambio total de energia potencial que tiene lugar cuando el dngulo §
se incrementa de 4, a 8, es
02

€p, — €p, = pH [ send dO = ps#(cos 6, — cos 6,).

Tomemos como nivel de referencia de energia potencial aquél en el cual
el momento se halla en 4ngulo recto con el campo, en donde 6 = 90° y
cos 6 = 0. Por tanto, si hacemos 8, = 90° y € = 0, y referimos €,y ¢, a un
angulo arbitrario 6,

e, — 0 = us#(0 — cos )

€, = —uH cos 6. (E-3)

Fig. E-1 Un ion magnético de momento magnético u es equivalente a
una miniscula espira de corriente.

Cuando el dngulo 6 es menor de 90°, como en la fig. E-1, cos # es positivo
y la energia potencial ¢, es negativa. Es decir, la energia potencial es menor
que en el nivel de referencia. Cuando 6 es mayor de 90°, cos § es negativo
Y €, €s positivo. ‘

Sea A4, el nimero de imanes atémicos cuyos momentos forman 4ngulos

con el campo entre 6 y # + Af. Cada uno de estos posee un momento compo-
nente en la direccién del campo de valor x4 cos 6 y el momento total debido
a estos es

AM = ANy ucos 6.
El momento total M del cristal completo es

M = AN pcosl. (E-4)

‘ APENDICE E

Del mismo modo, la energia potencial total E, del cristal es

E, = =2 AN, ,u.}f cos 0.

De las dos ecuaciones precedentes resulta que

E, = —#M.
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Soluciones a los problemas

Capitulo 1

1-1 (a) no; (d) si.

1-2 (a) extensiva; (d) intensiva.

1-3  (a) 10®kgm™3; (b) 1073 m3kg™; (¢) 18 x 1072 m? kilomol™!; (d) 1,29 kg m™3,
0,775 m® kg1, 22,4 m® kilomol .

1-4  Unos 100 Tor.

1-5 (b) 1,01 x 10° Nm™2,

1-6 (a)4.

1-7- (c) decrece.

1-8 153K, 185K, 193 K, 197 K.

1-9 (a) 328 K; (b) 6,84 cm; (c) no.

1-10 (a) a = 1,55 x 1073, b = —115; (b) 112 ' grados. (c) 5,97 cm.

1-11 (a) 73,3; (b) 26,7 grados;

1-12 (a) 672; (b) 180 grados.

1-13 (@) 4 = 3,66 x 1074 atm K1, B = 321 grados; C = 3,66 x 1073 K~1; (b} 130
grados, (¢) 0,12 atm; (d) — . '

. 1(°C) —100 0 200 400 500
1-14 (a) ;
&(mV) —60 0 60 40 0 &

(bya = 2,5 grados m V1, b =0;

1(°C) ~100 0 200 400 500

©

t*(grad) —150 0 150 100 0

1-15 (a) —195,80°C; (b) 139,23 R; (c) —320,44°F.
1-16 (a) 14,20 kelvin; (b) 14,20 grad C; (c) 25,56 rankin; (d) 25,56 grad ' W ‘
1-17 (a) no; (b) si. '
1-21 (a) proceso isobarico reversible; (b) proceso isotérmico cuasiestatico; (c)
compresion (adiabética) irreversible; (d) proceso isécoro irreversible; (e) proceso
isotérmico reversible; (f) proceso adiabatico irreversible. |
Capitulo 2 .
2-2  (a) 5,7 x 1072 m® kilomol-1; (b) 8,8 kilomol ; (c) 5,3 kilomol .
2-3 (a) A = P}/RT;; {c) 800 K. C
2.4 (a) 0,25 m; (b) 500 Tor. -
2-5 (a) 456 K.
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504 SOLUCIONES A L.OS PROBLEMAS
2-6 0,18 m.

2-7 8,66d.

2-9  (a) 300 K; (b) 6,24 m® kilomol %; (c) 750 K, 120 K; (d) 10 m?; () 8 kg.

2-10 (a) 0,308 kilomoles; (b) 9,86 kg; (c) 3,96 x 10° N m2; (d) 0,277 kilomol .

2-11 (a) 1 m3; (b) 150 K; (c) 200K, 0,67 ma_; (d) 225 K, 0,75 m3,

2-13 (b) 0,06, 0,22, 0,51.

2-14 (a) 4,87 x 107 Nm™2; (b) 5,10 x 107 N m~2; (c) 8,31 x 103 y 870 x 10%J kilo-
mol "1 K1,

2-19 6,5 x 10" Nm™2,

223 (2) B = (v — b)oT, k = (v — b)Y/ RTv.

2-25 v = vy exp (aT?(P), afb =

2-26 (a) Lyx; (b) L(YA)™L; (¢) —AF/[aY A.

2-27 (a) 2,88 x 10°N; (b) 6 m.

2-29 (a) 0,031 m® kilomol~1; (b) 0,042 m? kilomol 1.

2-30 (b) 0,270.

2-32 [(v — b)(WRT + a)]/Tla(v — b) — v*RT}.

2-33 (a) R/(v — b); (b) R/(v — b); (¢c) [exp (—afvRT))(v ~ by (R + afvT).

2-35 (b) 1077%(6,4 + 3,3 x 1073T)m® N-1; (c) —3,3 x 10~ m2 N-1K1;

(d) 5.2 x 1073,

Capitulo 3

3-1 1,69 x 10°J.

32 1,91 x 10°].

3-3  —3nRT,[S.

34 2,031 -

3-5 1,137,

36 (b) trabajo en el gas; (c) 8,15 x 10*J, 0,434 T; (d) 0,4 m?, 1,44 x 10~% m?,

3-7 (a) W = RTIn [(v, — B)/(v, — b)] + al(i/vs) — (1o)]; (b) 4,26 x 108 J;

(©) 4,3 x 10°7.

3-8 (b)d'W = nRdT + nRT dP|P.

39 (a) d'W = —FLAF|YA + adT);
~L(%% — FH2YA.

3-10 (@) d'W = —Ccof d#|T + Co 2 dT|T?,
() Wp = —(Col2TYHF — 7).

3-11 =3(uyV + C/T)H# 2.

3-13 —2,03 x 103,

3-14 (a) —3,11 x 105J; (b) —4,32 x 10°J; (¢) 150 K; (d) 1,25 x 10° N m™=2,
3-16 W, =0, W, = 11,2 x 10°J, W, = ~8,08 x 105), W,,., = 3,12 x 105J.

OIWg = ~FLAT, ~Ty); ()Wp =

OWop = —Co ¥(U|T, — T
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3-17 (a) 6 x 10%7J; (b) en el sentido de las agujas del reloj.

3-18 (a) 2.51 x 1078 J; (b) en el sentido contrario a las agujas del reloj..
3-19 C.H#YT.

3-22 2.8 x 1047. v

3-26 (a) 60 J; (b) se liberan 70 J; ; (c) Qqq = 503, Qpq = 10 J.

3-27 (a) AUup = Qup = 1001, AU, =900J, —AU,, = 1000 ],
AUyge =0, Q gao = W gue = —5001. .

3-28 (a) Q = nfa(Ty — Ty + b(TE — T + ()T, — 1T
(b) &p = a + b(Ty + Ty) — ¢/T Ty; (c) 24,0 x 10 y 26,0 x 10®J kilomol—! K-,

Wa-b = cha =

3-29 (a) 0,589 J kilomol-! K=1; (b) 73,6 J kilomol™ K1; (c) 1850 J; (d) 37,3 J kilo- -

mol "1 K1,

3-30 (a) 1187J; (b) 124 J; (c) 118 7.
dr

_ = P

3-31 (a) C T

3-32 (b) 1,39 x 104 ],

3-33 (a) 1,24 x 10°J; (b) 4000 J; (c) 1,16 x 1081,

3-35 (a) —5,35 x 104J; (b) W, = —5,25 x 1043; (c) W, = —0,98 x 103 ].
3-36 (a) —3,6 x 10°Tkg™%; (b) —4,22 x 105 J kgL,

Capitulo 4

4-2 (a)a.

43 (b) S/B(Ty + TY)

4-4 (a) a =24,0J kilomol™' K1 5
kilomol 1,

4-7 (a) 27 x 10%: 4,02 x 1072; (b) 2R:R; (c) 0,60; (d) casi toda.
4-8 (b)a + R

4-11 (2) gg.c = 19 RTY/2, qo.ap = 17 RT4/2, qup = 9 RTy; (b) 3 R.
4-16 AT = Qngnp — n% — ny)alc,V(ng + np)2. :
4-18 (a) a/(c,v?); (b) ¢, T — 2ajv — RTvj(v — b);

(c) [2av(v — b)® — RTV®b)/cp[RTv® — 2a(v — b)?].

4-21 (a) ne,To[2; (b) 3T,/2; (c) 5,25 Ty; (d) 4,75 ne, T,

=69 x 107%J ki‘lomol“1 K~%; (b) 2,03 x 104]

Ry
[T A

4-22 885K, v
4-23 (a) Wr = ~3.46 x 10°], Wg = —2,5 x 1057J; (b) Wy = —3,46 x 10°); Wg =
—4,43 x 1087, - oo
Proceso| Ve(m?) | Tx(K) 40)] Q) AUQ)
a 32 400 | 6,73 x 108 | 6,73 x 108 0
4-24
b 13,9 | 174 | 2,74 x 108 0 —2,74 % 108
c 32 400 0 0 0

iy
e

s
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4—25 b)
. Proceso AT(K) | AV(m®) | AP(atm) w) oMb
T = const 0 22,4 | 0,5 1,57 x 108 1,57 x 108
P = const 273 44,8 0 2,27 x 108 5,68 x 108
- ¥V = const —438 0 —0,401 0 —545 % 108
Q=0 165 | —67,2 0901 | —2,04 x 108 ‘ 0
Ciclo 0 0 0 1,8 x 108 1,8 x 108
Proceso AUQ) AH(J)
T = const 0 0
P = const 3,41 x 108 5,68 x 10¢
V = const —5,45 x 108 9,09 x 109
Q=0 2,04 x 108 3,41 x 10°
Ciclo 0 0

4-26 (2) T(v — b)*'® =constante(P + afv®)(v — b)\HBVE = éonstante,
(b) W = c(Ty — Ty) + (afv; — afvy). ‘
4-30 (a) 900 calorfas; (b) 1600 calorias; (c) 300" y 400 calorias.
4-31 (b) reducir T,. '
 4-32 ¢ m T[T

4-33 73K, 230 K.

4-34 (a) 0,25, 3; (b) 0,167, 5.
4-36 (a) 2,34 x 10° watt; (b) 5,5; (c) 1,52 x 108 J; (d) 6,06 x 1077,

4-37 13,6

4-38 3,1 watt, aproximadamente 0,3 %.

Capitulo 5

51 833K y 166,6 K.
5-3 (a) 12,2JK7%; (b) 6,06 x 108 J K1,
5-4 (a) Qqp = 219273, Qpc = 10966, Qc.q = —6576F, Q4., = —5480J;

(b) 0,996 x 10° Nm2; (c) Spp =554TJK™, Sy, = 1L,0IJ K, S, 4 = —5,54 YK,

Saq = —11,0J K1,

«

-

- 5-15
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5-5 (a) 0; (b) 0,167 J KL

56 293JKL
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5-7 (a) absorbe 1200 J a 300 K, cede 200 J 2 200 K; (b) —3J KL, —1JK™,

4TK™; () 0.

5-8 (a)777IK™;(b) =777 I KL,
5-9 () 0,171 JK1L; (b) —0,171 J KL
5-10 (a) am In (Ty/Ty) + bm(T, — Ty); (b) 2,47 x 10*J kilomol -1 K1,
5-13 (a) como maquina; (b) 250R J, —100R J; (c) 0,6; (d) 0,667.

AS,orpold K1) AS fyente(d K1) A5, (J K1)
(@ 6.93 ~5,0 1,93
(b) 11,0 ~6,67 4,33
© —6,93 20,0 13,1

5-16 (a) ASy,0 = 1300 J K, ASpyene=—1120 T K2, AS,

1300 J K~1,AS g =~—1210 JKL, S, = 90 J KL,
5-17 290K, 190 J KL, :

5-20 (c) T, del apartado (b).

= 1807 K~1; (b) ASy,o =

5-22 —0,555 RT; < w; £0,0 < Au £ 0,555 RTy, 0 < AS < 0,693 R.

5-27 No.

Capitulo 6

6-1 (a) Prv — TPv; (c) 0.

6-2 (a) 3360 J kilomol-1 K-1; (b) 0,135.
6-3 (a) R; (b) RInvfv,. ‘

1
64 (a) AS =3aVT + ?jP dV +constante;(c) «(T).

6-7 (a) — (TP — D/«; (c) 0.

6-17 5,68 TK™,

6-18 (b) (¢cy + R)T — To) + hg, cp(T — Tp) + hy.
6-19 (a)a + bT — R; (b) s = aln (TITy) + (T — Ty) — R1n P[Py + s,
ho=a(T — Ty) + b(T? — TH2 + hy; (6) (@ — RNT — Tp) + b(T2 — T2 + ug.

6-20 (a) 3,73 x 108 J; (b) 1,15 x 10* JK,
6-22 (2) —4,6 Jkg™1; (b) —155 Tkg1; (d) 0,394 K.
6-25 (2) ~ —0,22K; (b) 0; () ~3,5K.
6-26 (1) —253J; (b) —253 J; (c) =91 J.
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6-28 (@) =0, = —blcp; (b) 9 =
6-29 —2.1K.

6-30 (a) AT = 0,As = 1,91 x 101) kilomol 7 K1; (b) AT =
J kilomol—1 K1,

6-32 19,3 atm.

6-33 (a) 0,02 K atm™!; (b) 0,098 K atm™; (c)
6-34 353 K.

6-38 (OV/OM)g 7 = MV/CLnR

_b/cv, m o= 0.

—146 K, As = 6,1 x 10°

—027K, 123 K.

Capitulo 7

7-6 (2) P(o + A) = RT,s = —RIn(P[Py) + A'P;(b) h = P(A'T — A), -

u=TAP—R), f=RTIn(PPY) -1}, ()cp =PA'T, ¢, =24P + A"TP —

P42 RT '
R R @) x = P(RT — 4P)

7-22 (b) —10%J, =50 J K1, —1,5 x 10%}J, —1,48 x 10'J, —80017J,3,6 J KL

7-23 (a) —1,35 x 107 Nm—2 K-1; (b) 268 atm; (c) 1,31 x 10° N m~2 K~1; (d) 24,6 atm.

7-25 (a) 200 K, 1,01 atm; (b) iy = 0,492 J Kilomol =, hy = 0,328 J kilomol =, 1, =
0.164J kilomol-1,

727 (a) —0,15K,

Capitulo 8 -

8-1 (a) (nA + np)RIn 2.

82 ()1, L1 (0)1, % Latm; () —1,5 + 107J; (d) +5 x 10°J K1,
85 (@2;P YT

8-6 (c) Knoes funcién de Py K = ¢ AG°IRT,

87 2. i

88 (@A-T, %Cd;B—T;C — T/,Cd D—-0,E—-T,%Cd,(c)k =22000K
kg kilomol ™,

8-10 (a) 1,28 x 1072 Tor; (b) 76,3 atm.

8-12 (a) 0,146 J m~%; (b) 1 = 0,085 J m™2,
1074 I m—2 K™!; () 2,5 K.

8-13 (a) do(dy — Ay); (b) MdA, — Ay).

8-15 (@) cy — ¢ = 10 Tfk, & = —(—a—l) K = ( a[) b) cxle; = &/«
I\or)s AYY F "

8-17 (a)4,2 x 102 J K%; (b) 12,6 J; (c) 20,3 J; (d) —7,7 1.

8-18 (¢) AG = —203J, AH = —7.74J.

8-19 —228 x 10°J, '

B =(R — AP)(RT — AP); () ju = (4 — A'T)|PA"T,

€y =682 x 1075 Im 2 K1 s =228 x

du 4
8-20 (b) —3—(V2 -~ V); (© —3—u(V.~, - V).

e
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8-22 (a) 378 K; (b) 2,04 x 10°¢
8-24 (a) bF°|T. ) .
8-25 (a) —0,8157J;(b) —1,637J, —1,637,0, —0,8157; (c) 100 Oe; (d) 7,93 x 10%,
8-28 (g) 8,00 x 10°J; (h) —2,02 x 105J, —3,96; (i) 5,98 x 10°7J; (j) 0,300; (k) 5,48 x
108 J, 0.275. .
8-29 (a) 511720 J kg-1; (b) 162820 J kg-1.
8-30 (¢) ¢ = 8,7.

y 5,14 x 10 N m2

Capitulo 9

9-1 - (a) 3,2 x 10" moléculas;(b) 3,2 x 101" moléculas.

9-2 3300 A. '

9-3 (a) 6,9 x 107%; (b) igual que (a).

94 (a) 1,7 x 1075 (b) 2,8 x 1073,

9-5 (a) 0,01; (b) 1,7 x 1077, 2,8 x 1075; (c) 1,64 x 1018 4 v, moléculasm=2 571, 9.4 x
102 moléculas m2s7,

9-6 (a) 20ms™, 20m s}, (b) 12,5ms 1, 14,6 ms™; (¢) 10ms™}, 12,2’ ms™1; (d)
10ms™, 14,1 ms™; (e) 11,5 ms™1,-12,7 ms™L,

9-7 - (c) 2 vy/3; (d) 0,707 v,.

9-8 (b) 3,4 x 10?° vy, moléculas m~2s72; (c) 4,5 X 10%* vy, moléculas m2s7%,

9-10 Fuerza por unidad de longitud = n'mv?/2.

9-11 (a) 1360 m s71; (b) 2400 K; (c) 0,31 eV.

9-12 (a) 2,9 x 10® impactos s-!; 8,4; (d) !

9-13 (a) 7,2; (b) 1,22 x 10~%atm,

9-14 (a) 2 % 101 moléculas cm-%; (b) 3,3 X 102 impactos s-1; (c) igual que (b);
(d) la energia media es aprox1madamente 0,1delcalor de vaporizacién por molécula.

9-15 (a) 9,4 x 1075 gcm™2 s;l; (b) aproximadamente igual.
9-16 2,77 V[vA.
9-17 (a) 10'7 moléculas;(b) 1,6 x 103 Tor.

P
9-18 P, = 2—" [l + exp (—BA12V)].

9-20 (b) v,y « PY°.

9-21 (a) traslacién 3, rotacién 3 y vibracién 2(3N —6); (b) 9R, 1,11.
9-23 (a) 1,5 x 10%J; (b) 1,36 x 10°ms™,

Capitulo 10

10-3  (a) 3,2 x 107 m¥; (b) 5,2 x 1078 m; (¢) 9,6 x 10%s7%,

10-4 [« P,z P,

10-5 (a) 5 x 1071 m; (b) 7,9 x 1071 m2; (¢) 7,9 x 105
0,45; (f) 0,88 x 107%m; (g) 1,3 x 10~%m.

(d) 7,9 % 10° m™Y; ()
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10-6 4,4 x 10755,

10-7 () 3,2; (b) 0,05.

10-8 (a) 3,7 x 10% (b) 1,35 x 10%; (c) 1,8 x 10% (d) 1,8 x 10% (e) 7,4 x 10%
(N 1,5 x 10%; (g) =0.

10-9 (a) 6; (b) 6; (c) 6.

10-10 12 x 10°m,

10-11 (a) 10 cm; (b) 61 pA. ‘

10-12 (a) 4,9 x 10719 m; (b) 160; (c) 2,7 m s71; (d) 160; (e) 48.

10-13 (a) 7,2 x 1075; (b) 7,78 x 10~° m, 34 distancias atémicas; (c) 0,2; (d) 632s.
10-15 4 x 1074, :

10-16 (2) u/JT, . = 9.6 x 1077 Nsmv2 K12, (b) 4,2 x 107%m; (c) 2,8 X 1010 m,
2,1 x 1070 m. :

10-17 (a) A o TV2; (b) 0,058 J K m~1s7L

10-18 (a) 2,52 x 10" m?s1, 1,03 x 10~ mZs7%; (b) D o T%/%md/2P71,

10-19 (a) —1,22 x 10% moléculasm™3) m™1; (b) (2,32 x 10% + 4,75 x 10y moléculas
sl () (2,32 x 10% — 4,75 x 10%%) moléculas s7; (d) 9,50 x 10*®* moléculas s,

0,70 ug s,
10-20 (a) 1,26 x 10 Nsm™2; (b) 0,98 x 10-°m®s™; (¢) 9,1 X 103 mis iK™,

Capitulo 11
11-3 108,
11-4 (b) 45, 50, 120, 75, 60, 100.
11-5 (k(a) 5;(b)5,4,3,2,1;(c) 16, 32, 24, 8, 4; (d) 15, 84.
11-6 - (a) 6,55 x 108; (b) 1,52 x 10%; (c) 21. ,
11-8  (b) 2427; (c) 3.48, 1,79, 0,838, 0,394, 0,189, 0,078, 0,65=; (d) 7,00. '
11-9 (a) 14 macroestados; (d) 2,584, 1,585, 0,877, G, '85, 0,250, 0,135, 0,058, 0,027.
11-10 (b) 6; (c) 36. :
11-12 (a) 8 macroestados; (d) 2,278, 1,722, 1,056, 0,667, 0,222, 0,056.
11-13 (d) 2,500, 1,591, 0,955, 0,530, 0,265, 0,114, 0,0378, 0.0075.
11-14 (a) 6N, = 0N, = 1; (b) 5,55 x 10'% 4,13 x 102
11-15 (a) 729; (b) 60; (c) 6¢; (d) 126.

Macroestados 1 2 3 4 5 . 6
| B-E 45 | 50| 120 75 60 | 100
11-16 # % F-D 0 0 60 0 12 6
: 4 M-B 4500 | 2,400 | 10800 | 400 | 3.840 | 4320

SOLUCIONES A LOS PROBLEMAS 511

j 4 3 2 1
B-E 0,744 1,333 2,100 0,822
N; F-D 0,769 1,385 1,923 0,923
M-B 0,861 1,362 1,694 1,083

11-17 0,423 kg, 0,797 kg, 0,539 ky.

\11—18 (b) 0,395 kg.

11-19 (b) 3; (c) 195; (d) 2,923, 1,385, 0.462, 0.231; (f) —2.06 kg.

11-21 (b) 12; (c) 2,75, 1,50, 0,75; () —1,81 ky.

11-27 (b) 8505; (c) 2,86, 1,43, 0,571, 0,143; (d) ~3,4 kg.

11-29 (a) 4 x 1073eV, 651 kg; (b) 127K; (c) 2 + exp (—23,2/T); (d) 4 X 103eV,
443 kg, 144K, 1 + 2exp (—23,2/T).

11-34 (a) 1 + exp (—e/kpT); (0) [1 + exp (—e/kpT)I™, [1 + exp (kgT)I;

(c) Ne[l + exp (e/kyT)I™; (d) Nk In [l + exp (= e/ikgT)] + Ne{TT1 + exp (e/kgD]}™;
() Nky(elkpT)?exp (e/kgTH1 + exp (kg T)I 2

11-35 (a) E = —ust N6, M = Nuf3;(b) AE = ,u:%ﬂoN/lZ, AM = 0;(c) AM = uNJ/3.
11-36 (b) U =0, S = Nu#[2T) tanh (u#JkuT) + Nk In 2 cosh (ut[kgT), F*=
~NkgTIn 2 cosh (ks T), M = —N(uf2) tanh (ui |2k T); (c) N tanh w2k T),
N[l — tanh (u3#[2k,T)]. \
Capitulo 12

s . 2amk s
12-1 S = Nk an+ilnT+§ln 7 + 31

12-2  (b) F = NkT/A.
A2mmk
12-3 (@) Cy = Nk; (b) S = Nk[Z + In —_N—lzz—ztl
12-4 (a) 1,25 x 102* moléculas; (b) 2,6 x 102! moléculas; (c) 5,4 x 10'® moléculas; :
(d) 2,0 x 10 moléculas.
12-5  (a) 0.83 v,,; (b) 0,83 v,,.
12-6 (a) 2,08 x 1073; (b) 8,3 x 1073; (c) 9 x 1075,
12-8 (a) v, =394 ms™}; 7 =445ms™, v, =482ms™t; (b) 227ms™Y, 719 m s,
2270 ms7H,
12-11 (b) ¢, = kTJ2, € = 3kT]2.
12-12 (c) 0.421; (d) 0,079; (e) 0,500; (f) 0,843.
12-13 (c) 0.573; (d) 0,427, (e) 1,00.
12-16 3,6 x 103 m.
12-17 3,26s.
12-18 (a) 198 ms™%; (b) 13,5 mgh™; (c) 118s.
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12-19 (a) 5,81 ,ug s—l- (b) 3.49 x 1011 molé _ )
? ’ s olécul 1. 1. .
culas (d) 3,26 x 1078 Tor. culas ™5 1,17 pug 5745 (¢) 1,36 x 10° molé-

12-20 0,086 mm, 2,5 x 10~ grados.

12-21 (a) 6,34 x 103 neutrones m=3; (b) 2,63 x 10~7 N m~2,
12-27 (a) 1072%8; (b) 1,57 x 10* K.

12-29 LT,

12-30 (a) 34T.

12-31 (a) 12; (b) 9%T, 1,11.
12-36 (a) 865, 117, 16; (b) 149 kB

vibe

Capitulo 13

13-2  (a) 246 K; (b) 172 J kilomol 1 K2, 24,9 x 10% J kilomol-1 K-,
13-3 1,12 x 10%J kilomol™ K™, 2,66 x 10~3J kilomol—1 K1,

13-4 Cp = (6Nk¥hv,)T, Cy = 3Nk.

13-5 () 2,24 x 10°ms~1; i
10-10 m. ms™; (d) 292K, 6,1 x 10®® Hz; (e) 3,69 x 107°m, 2,27 x

13-6  (a) 6,17 x 1074 T m=3, 4.8 x 10711 K s; (b) 7,62 x 10716 ym—3 K™
13-7 (c) 1075 m. -

13-11 (a) 2,24 x 108 3 . 20 4 .
Oo e, dtomos; (b) 1,66 x 10%° dtomos; (c) 2,08 x 102 Oe cm?, 1,54

13-13 S = Nups? tanh (ugs#/kT)/T — N g
tanh (up KT, (n# |KT)T = Nk In 2 cosh (up ' [KT), Cy = Nk(up KT

13-14 0,75 vy, 0,77 vy, 1,5 v

13-16 18,7 x 107°J; (¢) 1,09 x 10~2R,

;i 1:1((;1—)5},;,9x><1(ii)2,88,1§1;<3 lg_if)‘(z“)l;%(gg sl:, 6,5 x 10*K;(b)8,9 x 1075,6,4 x 1075,
13-20 (c) «5/3. '

13-21 (a) 2,13 x 1075eV; (b) 246 K, 116 ms~L.

13-22 281 x 1072 m2N-1;34 x 1077K1,

—

o

Abierto, sistema, 3
Absoluta, temperatura, 15, 301
Absorbente perfecto, 261
Adiabéatico, limite, 7, 87
proceso, 20, 83, 116, 126, 151
Agua, calores dc transformacién, 98
ciclo de Carnot, 273
de Rankine, 273
constantes criticas, 41
de van der Waals, 33
densidad, 22
diagrama de fases, 37, 40
de Mollier, 272
punto de hielo, 14, 226
triple, 11, 225, 249
de vapor, 14
Aislado, sistema, 3
Alambre, tensién superficial, 253
estirado, 46 .
trabajo, 76
Angulo sélido, 296
Aplicaciones a la ingenierfa, 269
Aproximacién de Stirling, 491
Autodifusién, 339
coeficiente de, 340

Bajas temperaturas, produccién, 267

Barrera de potencial, 469

Bernoulli, ecuacién, 104

Boltzmann, constante, 300

Bomba de calor, 134

Bose-Einstein, estadistica, 358
funcién de distribucién, 376

Boyle, ley de, 31

SEARS — 33

Tndice alfabético

Brillouin, funcién de, 478
Btu (unidad térmica briténica), 91
Calor, de fusién, 97
de reacci6n, 227, 260
de transformacién, 96
equivalente mecénico del, 90
especifico, 93
flujo de, 86, 154, 259, 336

Calor especifico, 93
a presién constante, 93
a volumen constante, 93
de los gases, 124
de un gas de electrones, 474 )
de un gas diatémico, 433
de un sdlido, 312
de una pelicula superficial, 255
del cobre, 95
del mercurio, 95
diferencias, - 125, 188, 284
ley de Dulong-Petit, 94
oscilador arménico, 445
significado geométrico, 115
teoria cldsica, 307
teoria de Debye, 446
teoria de Einstein, 444
“Calores de transformaci6én, 96, 224
del agua, 98
fusién, 97
sublimacién, 97
vaporizacién, 97, 98
Calor latente, 96
en pelicula superficial, 253
Caloria, 91
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Calorimetria, 94
Camara de burbujas, 218
de niebla de Wilson, 217
Cambios de fase, 35, 96, 220
- de primer orden, 222
de segundo orden, 222
lambda, 223
trabajo en, 97
Campo gravitatorio, 420
Cantidad de movimiento
en choque con paredes, 298
en transporte molecular, 333
Capacidad calorifica, 93
de pelicula superficial, 255
Capilaridad, 252
Carga, flujo de, 47, 79
pila voltaica, 259
Carnot, ciclo de, 129, 273
Catéstrofe del ultravioleta, 457
Celsius, temperatura, 15
Célula de punto triple, 11
ecuacién de estado, 47
electrolitica, 258 °
trabajo en, 78, 258
Cero absoluto, inaccesibilidad, 231, 269
Cerrado, sistema, 3
Choques, elasticos, 297
intermoleculares, 321
Ciclo de Carnot, 129
para el agua, 273
rendimiento térmico, 274
Ciclo de Rankine, 273 ’
con recalentamiento, 276 -
rendimiento térmico, 276
Clausius, desigualdad de, 167
enunciado del segundo principio, 160
" Clausius-Clapeyron, ecuaciones, 224 .
Cobre, calor especifico, 95 °
compresibilidad del, 52
dilatacién ciibica del, 52
Coeficiente, de autodifusién, 340
de compresibilidad, 54
de dilatacién cubica, 51
de dilatacién lineal, 52
de eficiencia, 134, 162
de Joule, 121 :
de Joule-Thomson, 122
de presién termomolecular, 315
de viscosidad, 330 ‘
Coeficientes del virial, 34

{NDICE ALFABETICO

Colisiones eldsticas, 297
con pared estacionaria, 297
con pared mévil, 302
frecucncia de, 328
y cantidad de movimiento, 298
Compresibilidad, adiabética, 182
coeficiente de, 54
del cobre, 52
del mercurio, 53
isotérmica, 54
Conduccién metélica, 328
Conservacién de la encrgia, 101
Constante, de Boltzmann, 300
de equilibrio termodindmico, 279
de Planck, 348
de Stefan-Boltzmann, 263
universal de los gases, 29

.Constantes ctiticas,

de un gas de van der Waals, 56
tabla, 41
Constantes de un gas de van der Waals, 32
Conversién, factores de (ver cubierta)
Coordenadas polares, 291
Cristales paramagnéticos, 264
Cuasiestético, proceso, 19
Cuerpo negro, 261
entropfa, 263
funcién de Gibbs, 264
funciéon de Helmholtz, 263
ley de Planck, 262
radiacién del, 261, 855
Curie, constante de, 462
ley de, 47, 267, 462
Curva, de inversidén, 124, 192
de magnetizacién, 463
isoentdlpica, 125

Dalton, ley de, 66, 305

" Debye, ley T de, 454

tempetratura de, 452
teorfa de los calores especificos, 446
Degeneracién, de niveles energéticos, 349
orden de, 351
Denominador mtegrante 196
Densidad, 4
de corriente, 329
de energia cinética, 300
de energia espectral, 456
de cnergia radiante, 261

[
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Densidad molecular, 294, 296
reducida, 175
Derivadas, forma normal, 173
parciales, 48
de segundo orden, 61
relaciones entre, 58
Desigualdades de Clausius, 167
Desmagnétizacidén isoentrépica, 268
Dewar, vaso, 9
Diagrama de fases,
de sustancia que sc contrac al
solidificarse, 36
de sustancia que se expande al
solidificarse, 37
de un gas de van der Waals, 33
de un gas ideal, 30
de un liquido, 48
de un sélido, 48
del agua, 40
del hielo, 45
Diagrama de flujo, miquina térmica, 133
de Mollier, 271
para ¢l agua, 272
Diagramas T-S, 153
flujo de calor en, 154
Didmetro molecular, 289
tabla, 335
Diatérmico, limite, 8
Dieléctrico, trabajo en un, 78
Dieterici, ecuacién de estado, 68
Diferencia entrc calores especificos, 125,
188, 284 o
Diferenciales, exactas, 60
inexactas, 80, 89
Difusién, 321, 338
Dilatacién ctbica, coeficiente de, 51, 52
de un gas ideal, 51
del cobre, 52
del mercurio, 53
Dilatacién lineal, coeficiente de, 52
Diéxido de carbono, temperatura de
inversién, 193
Distancia entre moléculas, 289
Distribucién de Maxwell-Boltzmann, 407
de velocidades moleculares, 407
gausiana de velocidades, 414
Drude, teoria de, 328
Dulong-Petit, ley de, 94

Ebullicién, 43
Ecuacién, barométrica, 425
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Ecuacién, caracteristica, 211
de Bernoulli, 104
de Gibbs-Duhem, 278
de Hirn, 320
de Sackur-Tetrode, 407
de supervivencia, 324
Ecuacién de¢ la encrgia, 114
de un gas ideal, 122
Ecuaciones condicionales, 247
método de Lagrange, 485
de Clausius-Clapeyron, 224
integracién de las, 225
de estado, 28
de Dicterici, 68
de la energia radiante, 263
de un alambre estirado, 46
de un gas de electrones, 476
de un gas ideal, 28, 297, 390
de un liquido, 55, 190
de un sdlido, 190
de una pelicula superficial, 47, 281
de van der Waals, 32, 318
del paramagnetismo, 47, 266
en célula electrolitica, 47
ley de Curie, 47, 267, 462
virial, 34
Ecuaciones de Gibbs-Helmholtz, 212
ecuacidén generalizada, 214
Tds, 180
Einstein, temperatura de, 444
teoria de los calores especificos, 444
Electrones, recorrido libre medlo 326
gas de, 312, 469
libres, 312, 469
ecuacién de estado, 476
propicdades termodinamicas, 469
Electronvolt, 302 -
Energia, conservacién de la, 101
de Fermi, 471
ecuacién de la, 114
estados de, 346
interna, 85, 186, 389
libre, 207
niveles de, 346 )
potencial de un sistema, 100 . .
potencial magnética, 264, 499 oo
principio de equiparticién, 305, 426 ...
radiante, 261 .
supetficial, 253 ‘ o
superficie de, 114
total de un sistema, 100, 103

oAl
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Energfa cinética, 99
de un sistema de particulas, 300, 306
densidad de, 300
molecular media, 301
Energfa interna, 85
de un gas de van der Waals, 187
de un gas ideal, 186
de sistema de particulas, 308
expresion estadistica, 389
Energia radiante, 261
ecuacién de estado, 263
Energia total, 100, 103
de un sistema de particulas, 307
en un sélido, 312
expresién estadistica, 392
magnética, 264
molecular media, 307
Entalpia, 96, 116
de un gas ideal, 185
expresién estadistica, 392
magnética, 265
y punto triple, 97
Entropia, 143, 371
aumento de, 157
de un gas de electrones, 475
de un gas de van der Waals, 187
de un gas ideal, 185
de un liquido, 190
de un sélido, 190
de una pelicula superficial, 256
del cuerpo negro, 263
del universo, 153, 157
en procesos reversibles, 151
en procesos irreversibles, 154
en sistema aislado, 158
en sistema magnético, 267
en sistemas multivariables, 198
.especifica, 150
expresién estadistica, 389, 392
interpretacién estadistica, 371
tercer principio, 229
Enunciado de inaccesibilidad, 231
Equilibtio, estable, 216
mecénico, 19
.metastable, 216
neutro, 222
quimico, 19
térmico, 19
termodindmico, 19, 279
Equilibrio de fases, 243
ecuaciones condicionales, 247

Equilibrio, potencial quimico, 247
Equiparacién de la energia, 305, 426
Equivalente mecénico del calor, 90
Escala préctica internacionad de

temperaturas, 17
Esfera de exclusién, 319
Espacio de velocidades, 409
Especifico, calor, 93

valor de variable extensiva, 4
Espectro, de frecuencias, 447

de velocidades, 418
Estadistica termodindmica, 288

de Bose-Einstein, 358

de Fermi-Dirac, 364

de Maxwell-Boltzmann, 368
Estados, correspondientes, 58

de energia, 346
Expansién libre, 82
Experimento, de Joule-Gay-Lussac, 121

de Joule-Thomson, 122

de Zartman y Ko, 417
Extensiva, variable, 4

Factores de conversién (ver cubierta)

Factoriales, 489

Fahrenheit, temperatura, 16

Fases, equilibrio de, 243
regla de las, 248
transiciones, 35, 220

Fendmenos de transporte, 330

Fermi, energia de, 471
nivel de, 471

Fermi-Dirac, estadistica, 364
funcién de distribucién, 381

Flujo, de calor, 86, 154, 259, 336
de carga, 47, 79, 260
estacionario, 10t, 123
molecular, 292, 331, 339
procesos de, 10t

Fondn, 450

Fotén, 455

Fraccién molar, 238

Frecuencia de colisién, 328
natural, 446

Fuente térmica, 96

Fuerza motriz, 269

Fuerzas intermoleculares, 318
de van der Waals, 318

Funcién clasica, 383
de Bose-Einstein, 376
de Brillouin, 478
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Funcién de distribucién, 376, 493
de Fermi-Dirac, 381
de gas bidimensional, 437
de gas ideal monoatémico, 40
de Gibbs, 208 -
de Helmholtz, 207
de Maxwell-Boltzmann, 384
de particién, 387
de trayectoria, 81, 89
de un gas de electrones, 476
de un gas de van der Waals, 210
de un gas ideal, 209, 214
de una pelicula superficial, 255, 282
de velocidades, 408
de velocidades vectoriales, 412
del cuerpo negro, 263
disminucién de la, 207
especifica de gas ideal, 209 -
expresién estadistica, 390
gamma, 490

Fusidn, calor de, 97

Gas, calor especifico, 124
conductividad térmica, 336
constante universal, 29
de electrones, 312, 469
de fonones, 450
de fotones, 455
de van der Waals, 32, 318
diatémico, 66, 433
difusién, 321, 338
ideal, 30, 121, 297
vapor, 42°
viscosidad, 330

Gas de electrones, 312, 469
barrera de potencial, 469
ecuacién de estado, 476
propiedades termodindmicas, 469

Gas de van der Waals,
coeficiente de compresibilidad, 67

coeficiente de dilatacién ciibica, 68 °

curva de inversidén, 192

diferencia entre calores especificos, 188

ecuacién de estado, 32, 318
energia interna, 187
entropia, 187

funcién de Helmholtz, 210
fuerzas intermoleculares, 318

ley de los estados correspondientes, 58

propiedades, 187

Gas superficie P-v-T, 30

temperatura de inversién, 192 .
Gas ideal, 30, 121, 125

compresibilidad de un, 54

dilatacién, ciibica de un, 51

ecuacién de estado, 28, 297, 390

en maquina térrmica, 133

energia interna, 187

entalpfa, 185

entropia, 185
. funcién de Gibbs, 209

funcién de Helmholtz, 209

monoatémico, 402

propiedades, 185

superficie P-v-T, 30

temperatura termodindmica, 195

trabajo, 75

y campo gravitatorio, 420 '
Gay-Lussac, experimento de, 121
Germanio, termémetro de resistencia, 8
Gibbs, funcién de, 208

paradoja de, 278

regla de las fases, 248
Gibbs-Duhem, ecuacién, 278
Gibbs-Helmholtz, ecuaciones, 212
Gota liquida, presién de vapor, 256

presién real del vapor, 257
Grados de libertad, 248, 426

Haz molecular, 416

Helio, constantes criticas, 41
constantes de van der Waals, 33
densidad reducida, 175
punto lambda, 38
superficie P-v-T, 45
temperatura de inversién, 193
transicién lambda, 223
viscosidad, 334

Helmbholtz, funcién de, 207

Hielo, diagrama de fases, 40
punto de, 14

Hirn, ecuacién de, 320

Inaccesibilidad adiabatica, 200

Inalcanzabilidad del cero absoluto, 231, 269

Incremento de entropia, 152
Inflexién, punto de, 56
Ingenieria, aplicaciones, 269
Intensiva, variable, 4
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Inversién, punto de, 124
curva de, 124, 192
de poblacién, 468
Irreversible, proceso, 20
trabajo, 82
Isobdrico, proceso, 20, 31, 115, 117, 152
trabajo,” 75
Isocérico, proceso, 20, 31, 115, 118, 152
trabajo, 75 :
Isoentdlpica, curva, 125
Isoentrépico, proceso, 151, 198
Isotérmico, proceso, 20, 31, 75, 118, 151,
198 :
trabajo, 75, 259 -

Joule, experimento de, 121
Joule-Thomson, experimento de, 122

Kelvin-Planck, enunciado del segundo
principio, 161

Kelvin reciproco, 51

Kelvin, temperatura, 15

Kilomol, 4

Lagrange, métodos de los multlphcadores
indeterminados, 485 .
Lambda, punto, 46
transicién, 223
Laplace, transformadas de, 490
de Boyle, 31
de Curie, 47, 267, 462 oo
de Dalton, 66, 305
de Dulong-Petit, 94
de la conservacién de la energia, 101
de las atmdsferas, 425
de los estados correspondxentes 58
de Planck, 262
de Rayleigh-Jeans, 457
de Stefan, 263, 459
de Stefan-Boltzmann 263, 459
de Wien, 457
del desplazamlento de Wicn, 478
T* de Debye, 454
Limite, 3
adiab4tico, 7, 87
diatérmico, 8
metaltrgico, 275
Liquido,
diferencia entre calores especificos, 191
ecuacién de estado, 55, 190
entropfa, 190
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Liquido, propiedades, 189
saturado, 39
sobrecalentado, 218
sobrenfriado, 217
superficic P-p-T, 48

Macroestados, 352

Macronivel, 402

Macroscépicas, propiedades, 2

Magnetismo, 47, 264
capacidad calorifica, 465
ecuacién de estado, 47, 266, 462
energia potencial, 264, 465
energia total, 264
entalpia, 265
entropia, 267, 466
interpretacién estadistica, 459
ley de Curie, 47, 267
sistemas multivariables, 196
temperaturas negativas, 467
trabajo, 76

Magnetén de Bohr, 469

Méquina, alternativa de vapor, 275

frigorifica, 134
térmica, 132
Maxwell, ecuaciones, 215

Maxwell-Boltzmann, distribucién de

velocidades, 407

estadistica, 368

funcién de distribucién, 384
Medio ambiente,. 3
Mercurio, calor espectfico, 95

compresibilidad del, 53

constantcs de van der Waals, 33

dilatacién cidbica del, 53
Metales, conduccién en, 328

gas de electrones, 312

resistencia eléctrica, 330

resistividad, 329
Microcstados, 352
Microscépicas, propicdades, 2
Médulo de Young, 46

Moléculas, colisiones con pared, 297

choques -entre, 321
didmetro, 289 .
diatémicas, 310 -
distancia entre, 289
energia cinética, 300
esfera de exclusién, 319
flujo de, 292, 331, 339
haz de, 416

g

* Multivariables, . sistcmas, 196

- Ondas, de compresién, 302
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Potenciales termodindmicos, 211
fuerzas conservativas, 214
sistemas multivariables, 213

Presién, 5, 299
critica, 41, 56
de radiacién, 261
de vapor, 39, 42, 250

recalentado, 42
saturado, 42
en gas de electrones, 476
media, 297

Moléculas presién media, 297
tipo dumbbell, 309
velocidad, 290

Mollier, diagrama, 271

Momento de saturacién magnética, 462
magnético, 459, 499

Multiplicadores indeterminados, 485

Nernst, teorema, 229
Nivel de Fermi, 471
Niveles de energia, 346 parcial, 66, 305
degenerados, 349 reducida, 57
Niimero de Avogadro, 289 total, 66, 250
de ocupacién, 352, 357 y gota liquida, 256
Ndmeros cudnticos, 349
forma analitica, 88
Qersted, 463 forma general, 99
elasticas, 446 Principio, de Carathéodory, 200
estacionarias, 347
‘Orden de degeneracidn, 351
Oscilador lineal cuantificado, 428, 445
Paradoja de Gibbs, 278
Paramagnetismo, 47, 264, 499 227
ecuacién de estado, 47, 266 - Probabilidad termodindmica, 355
energia potencial, 264 en cstadistica Bose-Einstein, 362
energia total, 264 en estadistica cldsica, 397
entalpia, 265 en estadistica Fermi-Dirac, 366
entropia, 267
interpretacién cstadistica, 459
ley de Curic, 47, 267
sistcmas multivariables, 196
trabajo, 76
Pauli, principio de exclusion, 364
Pelicula superficial, 47
calor especifico, 255
calor latente, 253 coeficiente de dilatacién, 49
ccuacién de estado, 47, 281 . trabajo, 75
entropia, 256 isocdrico, 20, 31, 75, 115, 152
funcién de Helmbholtz, 255, 282 isoentrépico, 151, 198
trabajo, 79 desmagnetizacidén, 268
Pila Daniell, 260 sistcmas multivariables, 198
Planck, constante de, 348 isotérmico, 20, 31, 118, 151
ley de radiacién, 262 irreversible, 20, 82, 154
tercer principio, 227 reversible, 20, 74, 151
Platino, termdmetro de resistencia, 8, 17
Poise, 331
Potencial quimico, 239
expresiones del, 243

de exclusiéon de Pauli, 364
del aumento de entropia, 157

Proceso, 19

ciclico, 62, 81, 90

cuasiestitico, 19

espontdneo; 219

isobdrico, 20, 31, 115, 152
cambios de fase, 43

isotérmico, 20, 31, 118, 151
compresibilidad, 54
sistemas multivariables, 198

adiabdtico, 20, 84, 116, 126, 151 -

Proceso isobdrico, 20, 31, 115, 152 "::
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Primer principio de la Termodindmica, 85

Principio cero de la Termodindmica, 7

de equiparticién de la energia, 305, 426

Principios de la Termodindmica, 85, 142,

en estadistica Maxwell- Boltzmann, 369
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Proceso isotérmico, trabajo, 75, 259
Procesos de flujo, 101
flujo estacionario, 101
tobera, 103
turbina, 103
Produccién de bajas temperaturas, 267
Propiedades, macroscépicas, 2
microscépicas, 2
termodindmicas, 62, 388
Punto, critico, 41
de hielo, 14, 226
de inflexién, 56
de inversidn, 124
de vapor, 14
lambda, 46
triple, 11, 14, 225, 249
calores de transformacién, 97
célula, 11
del agua, 11, 225
equilibrio de fases, 249
tabla, 38
y entalpia, 97
Puntos fijos, 17
tabla de, 17

Radiacién, del cuerpo negro, 261, 455
presién de, 261
Radio de exclusién, 323
Rankine, ciclo de, 273, 276
temperatura, 16
Rayleigh-Jeans, ley de, 457
Reaccién, calor de, 227, 260
Recorrido libre medio, 321, 324
electrénico, 326
tabla, 335
Recuento estadistico, 356
Regla de las fases, 248
con reacciones quimicas, 250
sin reacciones quimicas, 248
Relaciones de Maxwell, 215
Rendimiento térmico, 132
en ciclo de Carnot, 274
. en ciclo de Rankine, 275
limite del, 162
Resistencia eléctrica, 330

" Resistividad de un metal, 329

Reversible, proccso, 20, 151
trabajo, 74, 83

Sackur-Tctrode, ccuacién, 407
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Saturado, liquido, 39
vapor, 39, 42
Seccién eficaz de choque, 321
macroscépica, 323
microscépica, 323
Segundo principio de la Termodindmica,
142
enunciado de Clausius, 160
enunciado de Kelvin-Planck, 161
Sistema, 3, 352
abierto, 3
aislado, 3, 158
cerrado, 3
invariante, 248
monovariante, 248
Sistemas multivariables, 196
ciclo de Carnot, 199
ecuacién de la entropfa, 198
expresiones estadisticas, 393
paramagnélico, 46, 196
potencial tcrmodinamico, 213
principio de Carathéodory, 200
sélido, 55, 189
supcrficies isoentrépicas, 198
superficies isotérmicas, 198
Solidificacién, 44
Sélido, 55
calor especifico, 312, 444, 446
diferencia entre calores especificos, 191
ccuacién de estado, 190
energia total, 312
entropia, 190
gas de electrones, 312
propiedades, 189
superficie P-y-T, 48
Stefan, ley de, 263, 459
Stefan-Boltzmann, constante de, 263
ley de, 263, 459
Stirling, aproximacién de, 491
Sublimacién, 44
calor de, 97
Suma de cstados, 387
Superficic de energia, 114
de un gas ideal, 123
Superficics, isoentrdpicas, 198
isotérmicas, (98

Superficies P-p-T

agua, 40

gas de van der Waals, 33
gas ideal, 30

helio, 45

P
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Superficies liquido, 48
sélido, 48
sustancia que se contrae al solld1f1carse,
36
sustancia que se expande a] solidificarse,
37
Sustancia de trabajo, 131
pura, propiedades, 183

Tabla Internacional del vapor, 91
Temperatura, absoluta, 15, 301

caracteristica, 430

Celsius, 15

centigrada, 15

critica, 40

de Debye, 452

de Einstein, 444

de inversién, 192

de referencia, 17

del punto de hielo, 14

del punto de vapor, 14

del punto triple, 14

empirica, 10, 193

en puntos fijos, 17

escala practica internacional, 17

Fahrenheit, 16

gradiente de, 336

Kelvin, 15

Rankine, 16

reducida, 57

termodindmica, 15, 144

determinacién, 193

‘Temperaturas negativas, 467

Tensién superficial, 252, 253
Tcorema de Nernst, 229
Tcoria, cinética, 288
cldsica de calores especificos, 307
de Debye de los calores especificos, 446
de Drude, 328
de Einstein de los calores especificos,
444
Tercer principio de la Termodindmica, 227
Termodindmica, cldsica, 2
estadistica, 2, 288
probabilidad, 355
Termometria, de gas a volumen constante, 9
de gas ideal, 13
de resistencia, 12
termopar, 8
Termémetro, de gas a volumen constante, 9

de resistencia de Germanio, 8
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Termémetro, de resistencia de Platino, 8, 17

Termopar, 8
Termoscopio, 7
Tiempo libre medjo, 328
Tobera, 103
Trabajo, adiabético, 84
al eje, 101
de configuracién, 81
dependiente de la trayectoria, 81
disipativo, 81, 90
en cambio de fase, 97
en célula electrolitica, 78, 258
en pelicula superficial, " 79
en proceso irreversible, 82
en proceso reversible, 74, 83
en un dieléctrico, 78
expansion libre, 82
externo, 73
isobdrico, 75
isocérico, 75
isotérmico, 75, 259
magnético, 76
Transformadores de Laplace, 490
Transicién lambda, 223
Turbina, 103, 275

Valor molar especifico, 4
Valores especificos de variables
extensivas, 4
Van der Waals, constantes, 32
constantes criticas, 56
ecuacién de estado, 32, 318
gas de, 32
superficie P-v-T, 33
Vapor, 42
presién de, 39, 250
punto de, 14
recalentado, 42, 275
saturado, 39, 42
sobrenfriado, 216
Vaporizacién, calor de, 97, 98
Variable, de estado, 3
especifica, 4
extensiva, 4
intensiva, 4
Variables reducidas, 57
Variacién de entropfa, tercer principio,
229
de la cantidad de movimiento, 298
Varianza, 248
Vaso Dewar, 9



522 INDICE ALFABETICO Constantes y factores de conversién 1]
Velocidad, cuadrdtica media, 301 ‘ Volumen, critico, 40 Las constantes expuestas a continuacién estdn basadas en los valores registrados
de un fluido, 101 especifico, 4 por B. N. Taylor, W. H. Parker y D. N. Langenberg en Reviews of Modern Physics 41
distribucién gausiana, 414 reducido, 57 _ ' (1969); 375. Este articulo contiene un mayor nimero de digitos y las correspondien-
funcién de distribucién, 408 ' : tes incertidumbres de desviacién normal.
gradiente de, 331 Wien, ley de, 457 :
més probable, 410 ley dc desplazamiento de, 478 , - . .

. : ’ A 26 -1
media, 295 Wilson, cdmara de nicbla, 217 Namero de Avogadro, N, 6,0222 x 10% moléculas kilomol
molecular, 29 0 )
relativa, 303 Y , médulo de, 46

Vittal. cosficionte, 34 oung, médulo de Congtante de Boltzmann, k 1,3806 x 10-2 J K-!
‘ecuacién de estado, 34 Zartman y Ko, experimento, 417 : 8,6171 x 10-5 eV K-!
Viscosidad,  coeficiente de, 330 - Zustandssumme, 387

de un gas, 330 Constante de los gases, R ' 8,3143 x 10% J kilomol-! K-1

8,2056 x 10-2 m3 atm kilomol-t K~

Temperatura del punto triple

del agua, T, 273,16 K = 0,01°C
Presién atmosférica normal, P 1,01325 x 105 N m~—2
760 Torr
Volumen especifico normal del gas ideal, v 22,4136 m3 kilomol-t
‘ Carga electrénica, e 1,6022 x 10-19 C
Masa del electrén, m 9,1096 x 10-31 kg
Magnetén de Bohr, ug 9,2741 x 10-2 A m?
_Constame de Faraday 9,6487 x 107 C kilomoll—l
Constante de permeabilidad, yg 4z x 10-7 H m—1
Constante de permitividad, ¢, 8,8542 x 10-12 C2 N-1 m-2
‘ Velocidad de la luz, ¢ 29979 x 108 m s-!
‘ Constante de Planck, & » 6,6262 x 10-3 J s-1 \
; B | | Constante de Stefan-Boltzmann, 15,6696 x 108 W m-2 K~
Cee e ‘ ~Unidad de masa atémjca. uma 1,6605 % 10-7 kg

Aceleracién normal de la gravedad, g . 9,80665 m s—2
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e

i R

1 ft = 0,3048 m

1 ft3 = 0,028 m?

1 1b = 44482 N

11b ft-3 = 16,02 kg m-?

1 Caloria (Termoquimica) = 4,1840 ¥

1 Caloria (Tabla internacional del vapor) = 4,1868 J

1 Btu=10557J
<1 eV = 1,0622 x 10~ J

1 Torr = 1333 N m-?

1 ft-lb = 1356 J

1'1]bin-2 = 6,895 x 103 N m-?

e=27183 e~V = 03679 e 20
% = 3,1416 Nm = 1,7725 2 = 98696

In 2 =0,6932

In x = 2,303 log x
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