5. MARIMI GEOMETRICE ALE SECTIUNILOR

5.1. Notiuni generale

In calculul de rezistenta se utilizeazi mirimi ce depind de forma si miarimea
sectiunii transversale a barei. Acestea se numesc marimi sau caracteristici
geometrice ale sectiunilor si sunt: aria, momentele statice, momentele de inertie,
modulele de rezistenta si razele de inertie.

Pentru studiul acestor mdarimi se sectioneaza imaginar bara cu un plan
normal pe axa (sectiune transversald) si se utilizeaza un sistem de axe triortogonal
drept, cu axa Ox in lungul barei, cu originea in centrul de greutate al sectiunii si
cu axele Oy si Oz in planul sectiunii (fig.5.1). Intrucat originea sistemului este in
centrul de greutate a sectiunii axele Qy si Oz se numesc axe centrale.

In anexa 4 se dau relatiile de calcul pentru mirimile geometrice ale unor

sectiuni frecvent utilizate in calculele de rezistenta.
5.2. Aria sectiunii

In jurul unui punct din planul sectiunii se poate lua un element de arie
dA =dy-dz. Dar, in cele ce urmeaza se vor folosi pentru elementul de arie si alte
formule: dA=b-dy, respectiv dA=h-dz pentru dreptunghi, sau dA = 2n-r-dr pentru
cerc, etc. Aria sectiunii se va obtine din relatia:

A=[dA. (5.1)

Ariile sectiunilor barelor (profilelor) standardizate sunt date in tabele din

anexe. Formula (5.1) se va utiliza pentru determinarea ariilor sectiunilor oarecare.



5.3. Momente statice

In rezistenta materialelor se folosesc momente statice ale suprafetelor fati de

axele z g1y, definite de expresiile:

S,=[y-dA, S, =[z-dA, (5.2)
A

1 AZ
in care A; si A, sunt parti ale ariei A. Momentele statice, ale intregii sectiuni fatd de

axele y; si z, paralele cu axele centrale y si z, sunt:

S, =[y,-dA, S, =[z-dA,
A A

in care y;= yot 'y, z;= zo+ z (fig. 5.1,b).

Prin aplicarea teoremei momentului static (a lui Varignon),

[vi-dA=y,-[dA, [z,-dA=z,-[dA, (5.3,2)
A A A A

se obtin formulele ce definesc pozitia centrului de greutate fatd de sistemul de axe

O1y12,, ales initial:

_£YI.dA_Zyi'A' IZ]OdA_ZZi'Ai

1 — A

Yo = jdA - ZAi ’ Zy, = jdA - zAi
A A

Fata de axele centrale momentele statice ale Intregii sectiuni sunt nule:

(5.3)

S,=[y-dA=0, S =[z-dA=0. (5.4)
A

A
Datorita faptului cd axele de simetrie sunt §i axe centrale, momentele statice
ale Intregii sectiuni fatd de aceste axe sunt nule. Evident ca, momentul static pentru
o parte din sectiune, fata de axele de simetrie, nu este nul.

Momentele statice se masoard in mm’ , cm’ , m’.
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Fig. 5.1

5.4. Momente de inertie

5.4.1. Relatii de definitie

Se definesc urmatoarele momente de inertie geometrice:

a) axiale fata de axa Oz, si respectiv Oy (fig. 5.1,b):
I,=[y-dA, I,=[7-dA, (5.5)

A A

b) centrifugale (in planul Ozy ):

l,=[y-zdA, (5.6)
A

C) polare (fata de centrul de greutate O):

I=I=[r’dA.=1,+I,. (5.7)
A

Intrucat r* = y* + Z%, din (5.7) rezulta:

L=[(y+2)-dA=[y" - dA+[7 -dA=T, +1,
A A A



Fig. 5.2

Deci, momentul de inertie polar este egal cu suma momentelor de inertie
axiale, in raport cu axele ortogonale ce trec prin polul considerat.

Intrucat elementul de arie este o mirime pozitiva, iar z°, y* si r* sunt marimi
pozitive, rezultd cd momentele de inertie axiale si polare sunt marimi strict

pozitive.

Momentul de inertie centrifugal, ce este produsul dintre elementul de arie dA
st doud coordonate (y, z) si ca atare poate fi pozitiv, negativ sau egal cu zero. Pentru
sectiunile ce au cel putin o axad de simetrie (axa Oy in figura 5.2) exista totdeauna, la
ordonata y, doud elemente de arie aflate simetric fatd de axa de simetrie (Oy): unul
de abscisa pozitiva (+z) si altul negativa (-z) astfel ca, pentru toata aria sectiunii, se
obtine:

Izy=jz-y-dA=o. (5.8)
A

Deci, momentul de inertie centrifugal fatid de un sistem de axe din care cel
putin una este axa de simetrie este nul.

S < < A 4 4 4
Momentele de inertie se masoara in mm”, cm’, m'".



5.4.2. Variatia momentelor de inertie fata de axe paralele

Pentru sectiunea din figura (5.1,b) se considerd cunoscute momentele de
inertie axiale I, Iy si centrifugale I,, fatd de sistemul de axe central Ozy .

Elementul de arie dA, in sistemul de axe O,z;y,, paralele fatd de Ozy
(fig.5.1,b), are coordonatele:

Yi= Yot Yy, 2= 72yt Z.

In raport cu sistemul de axe O, y, z; momentele de inertie au expresiile:

=[yi-dA=[(y+y,) -dA=[y’-dA+y;[dA+2-y, [y-dA,
A A A A A

I, Izl -dA = jz+z dA=Izz-dA+Z§J.dA+2-ZO.le-dA,

A A A

_[(y+ Y,) (z+2,)dA =

A

-z-dA+y,- -z, jdA+y0 _[z dA + z, jy dA.

zlyl

"y
[

Efectuand integralele si tinand seama de relatiile (5.1), (5.4), (5.5) si (5.6) se
obtine:

I, =1,+y; A,
I, =1, +1zj-A, (5.9)

y

L, =1,+2,-y,-A.

Deci, momentul de inertie in raport cu o axa paraleld este egal cu suma
dintre momentul fata de axa centrala paralela si produsul dintre aria suprafetei
cu patratul distantei dintre axe.

Momentul de inertie centrifugal fata de axele paralele este egal cu suma
dintre momentul de inertie fata de axele centrale proprii si produsul dintre arie
cu coordonatele centrului de greutate al ariei in noul sistem. Deci, valoarea si

semnul momentului de inertie centrifugal este hotaratd de semnul produsului

coordonatelor centrului de greutate a sectiunii in noul sistem.
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Pentru a ilustra acest fapt s-a

Fig. 5.3 considerat sectiunea compusa

din figura 5.3. Intrucit axele centrale ale celor doud dreptunghiuri sunt axe de
simetrie, momentele de inertie centrifugale fatd de axele proprii, ale fiecarui
dreptunghi, sunt nule. Fata de sistemul de axe central, Ozy , se determind momentul
de inertie prin insumarea prduselor z, -y, ‘A; corespunzdtoare. Tindnd seama de
semnele coordonatelor centrelor de greutate ale fiecarei figuri, in sistemul de axe

Ozy rezulta:

Al(_ Youo t Z01); Iylzl <0,

Az("‘ Yoo — Zoz); I, <0

Deci, in acest caz, momentul centrifugal al sectiunii (descompusd in doua
dreptunghiuri (fig.5.3), are semnul minus.

Momentele de inertie ale unei sectiuni compuse din n sectiuni simple de
arii A; (sau A descompusa in n sectiuni simple A;), fata de sistemul de axe Oyz (de

regula sistem de axe centrale), se calculeaza cu relatiile:

n

Iz = Z(Izi + Ai : Ygi),

i=1

I, = Z(Iyi +A, °Zﬁi), (5.10)

n
i=1
n

I, = (Iziyi +A Y- ZOi)'

zy
i=1



y» L, sunt momentele de inertie axiale, respectiv centrifugale ale

unde I, 1

fiecarei sectiuni de arie A; fatd de axele centrale proprii (O;1z;1yi1), paralele cu axele

Ozy iar z,;, Yo;, sunt coordonatele centrelor de greutate O; in sistemul de Ozy.

5.4.3. Momentele de inertie fata de axele rotite

Se considerd o sectiune oarecare si sistemul de axe centrale ortogonale Ozy.
Se ia un al doilea sistem de axe centrale ortogonale Ouv, rotit cu unghiul o, in sens
orar, fata de primul sistem (fig. 5.4).

Coordonatele unei arii elementare dA, in al doilea sistem Ouv functie de
coordonatele x, y si unghiul o, sunt:

u=0D=0C+CD=0C+AE=y-cosa+z-sina,

v=DM=EM-ED=EM - AC=1z-cosa —y-sind.

Inlocuind coordonatele de mai sus in relatiile de definitie (5.5), (5.6) si

dezvoltand se obtine:




I =Iu2 'dA=I(y°COSG+Z°SinG)2 -dA =

v
A A

=c0s20c-jy2-dA+sin2a-Izz-dA+2sina-c0sa-Iy-z-dA,
A

A

A
I, jvz -dA=J.(z-cosoc—y-sinoc)2 -dA =
A A

cosza-jzz-dA+sin2a-Iy2-dA—2sina-c0sa-Iy-z-dA,
A A A

| :ju-v-dA:j(y-cosa+z-sina)-(z-cosa—y-sina)-dA:
A A

:—sinOL-cosoc-(jy2 -dA—Izz -dA] +(cosza—sin2a)-'[y-z-dA.
A A A

o ) 5 1+ cos2a . , 1-cos2a . . . )
Inlocuind: cos OL:T’ sin OL:T si 2sino - cosa = sin 2a.

din relatiile de mai sus se deduce:

L+1, I -1 ,
I = Y+ 5 ~-cos2a + 1, -sin2a,

' 2
L+l 11
I, = Y- Y.cos20 -1, -sin2a, (5.11)
2 y
-,

uv

= -sin2a+ 1 -cos2o
2 ”

Comparand relatiile 1 si 3 din (5.11) cu relatiile (3.4) se observa structura lor
identica. Daca se face Inlocuirea:

c, ol , col sit oI, (5.12)
se poate deduce o relatie din alta. Acest fapt este normal dacd se are n vedere cd atat
tensiunile cit si momentele de inertie sunt marimi tensoriale. Deci, sunt
guvernate de aceleasi reguli si sunt exprimate prin formule similare (vezi § 3.4).

Tinand seama de relatia de similitudine (5.12) si de relatiile (3.6), (3.5), (3.5,2)
demonstrate in § 3.4, se pot transcrie urmatoarele relatii si observatii pentru

momentele de inertie:



a) momentele de inertie principale

I IZ + Iy + [Iz - Iy) ’ IZ (5 13)
= + +I7, .
1,2 2 2 zy
b) directiile axelor principale (fata de care I,,= 0, I; = Lyax §1 L= Inin):
1 t 2L, (5.14,a)
o,, =—arc Jd4,a
=R I, ’

sau, din figura 5.5:

I
a, =arcth 7, (5.14,b)
z 2
IZ)" IZ
A
R
0 [> c il : X,
ol 1
A b ’ hlly)
T
Iy B A:‘"\
I2
Fig. 5.5

c) tensorul momentelor de inertie:

wlon )G )
zy Ty 2
d) momentul de inertie polar:
L=L+1=1+1,;
e) metoda grafica, a cercului lui Mohr, se poate utiliza si pentru determinarea

marimilor: I, I,, I, (de parametru 2a), I, I, o, etc. daca se procedeaza analog ca in

§ 3.5, respectiv cum este aratat n figura 5.5.



f) tindnd seama ca momentul de inertie centrifugal fata de un sistem de axe ce
contine o axd de simetrie este nul, rezulta cd axa de simetrie este o axa principala

iar a doua axa principala este perpendiculara pe axa de simetrie in centrul de

greutate.
5.5 Aplicatii
5.5.1 Momentele de inertie centrale ale unui dreptunghi (fig.5.6)

Axele Ozy sunt axe centrale principale de inertie (axe de simetrie). Se alege

elementul de arie dA = b-dy, la ordonata y. Inlocuind in prima relatie (5.5) se obtine:

h/2 3 3 3
Iz=‘[y2'dA= Iyz'b'dy=9' (E) _(_E) _b-h _
) k5 3 \2 2 12

Procedand in mod similar fatd de axa Oy se obtin formulele:

b-h? b-h?
I = ) I = 9 IZ = 0. 5'17
12 Y12 ¥ 17

Momentul de inertie centrifugal este nul deoarece axele z si y sunt axe de

simetrie (vezi § 5.4.1).

5.5.2. Momentele de inertie centrale ale sectiunii circulare (fig. 5.7)

Se alege sistemul de axe centrale principale cu originea in centrul cercului si

elementul de arie dA =27 r-dr.

Aplicand relatia (5.7), se obtine momentul de inertie polar:

d/2 2t (d 4
=1, =‘[r2-dA=2n- jr3-dr=—-(—) deci,
) 4 \2

A

- (5.18)
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Intrucat axele z si y sunt axe diametrale (ecuatoriale) ale cercului, existd
egalitatea I= I, si din (5.18) se obtine:

4
Iz=1y=I?P="6‘l, I,=0. (5.19)

5.5.3. Sectiunea inelara sau coroana circulara (fig. 5.8)

Considerand ca aceasta sectiune este compusa dintr-un cerc de diametru D, din

care se scade alt cerc de diametru d, momentul de inertie polar se obtine:

4 4 4 4
IP:D__d_:n d 1_(2) (5.20)
32 32 32 D

In mod similar pentru momentele de inertie

b

axiale, se obtine:
- D* ( dj )
I =1 = 1= = 5.21
Z -
d :
Raportul k = D este un factor constructiv al

sectiunii inelare, astfel cd momentele de inertie

Y

. polare, respectiv axiale sunt functie numai de
Fig. 5.8



diametrul exterior D si se poate scrie:

.D*?
I =1 _T

== -(l—k“) $i Ip=n°D4-(1—k“). (5.21,2)

32

5.5.4. Sectiunea compusa din doua dreptunghiuri avand axa Oy

axa de simetrie (fig.5.9)

.60
Y,
a2 A0/ . : 5
~T 7 / /// ] a) Pozitia centrului de greutate in
i ) \Q‘ A S sistemul de axe O,z,y; rezulta:
Zz \0\ Zg = O:
\\ Y o
NN 6-4-0+2-12-8
NN o - g
& - NN 6-4+2-12
A Z NG
Q\\ In figura 5.9 s-au trasat axele
L\:\Azo principale Ozy si s-au cotat pozitiile
~N
e \:\ centrelor de greutate ale sectiunilor
Y simple.
Fig. 5.9

b) Momentele de inertie fata de axele centrale sunt:
Iy= 0 (exista o axa de simetrie),

6 -4

3
I :(Izi+Ai-z§i):—+6~4-02+2 12
Y 12

+2-12-0=280 cm*,

6-4° 2-12°

L=(I;+A -y})= +24-4% + +24-4° =1088 cm".



5.5.5. Momentele de inertie principale pentru o sectiune compusa

oarecare

Se considera sectiunea formata dintr-un dreptunghi si un cornier cu aripi egale

(fig.5.10).
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Fig. 5.10
a) din anexa 7, pentru cornierul L 120x120x10, se iau valorile: A,= 19,2 cm’,

I, =1, =174cm*,1,= 280 cm®, [,= 72,9 cm®, ¢ = 2,82 cm.
b) Intrucat axele z,, y, nu sunt axe principale, fatd de aceste axe va exista un
moment de inertie, centrifugal, ce se poate calcula cu a treia relatie (5.11), in functie

de momentele de inertie principale ale cornierului (I, si I,) si de unghiul o,=45°

(unghiul dintre axa z, si axa u2):

. ;Iv sin2.45° :_w?mm em?*.

c) Centrul de greutate, in sistemul de axe O, 7,Yy, , are coordonatele:

y - YAy 2512:(-282-06) 2,085 o,
3 A, 25-12+192




25- 1,2-(25 - 2,82)

ZAi "7 2

= = =5,902 cm.
DA, 25-12+19,2

Zy

In figura 5.8 s-au cotat pozitiile centrelor de greutate: O, si O,, fatd de sistemul
de axe central Ozy.

d) Momentele de inertie fati de axele centrale se obtin prin aplicarea
formulelor (5.10):

=3 +A 1)

25.12°

+25-12+(342-2,085)" +174+192-2,085' = 3145 am’

12-25°
= +25-12- (9,68—5,902)2 +174+19,2-5902° =2834 cm*

=1, +A -z

Ly =Ly +A 25 Yg)=0+25:12-3778-(~1,335) + (- 103,6) = ~254,9 cm"*

e) Momentele de inertie principale rezulta prin inlocuirea valorilor

momentelor fata de axele centrale 1n relatiile (5.13):

2
I +1 I -1
1,1, = 22 yi\/( 22 y) +1§y:

2
324, J(%) 4 254,97 = 1574+ 1285

deci,
I,=2859 cm®, I,= 289 cm*.
f) Directia axei principale 1, se obtine din a doua relatie (5.14,b):

1 —
o, =arctg—>—= arctgﬂ =-84.29°.
[ -1, 314,5— 289

In figura 5.10 s-au trasat cele doud axe principale 1 si 2. Se observa ci
extremitatile sectiunii au distantele cele mai mari fata de axa 1.

Observatie: Pentru obtinerea momentelor de inertie trebuie parcurse etapele
de mai jos:

a) se completeaza valorile necesare calculului: din tabele sau prin calcul;



b) se calculeazd pozitia centrului de greutate, se traseaza axele centrale si se

coteaza pozitia centrelor de greutate ale figurilor componente fatd de axele

centrale;

¢) se determind momentele de inertie fata de axele centrale (Ozy);

d) se calculeazd momentele de inertie principale;

e) se determind pozitia axelor principale §i se traseaza axele pe figura;

e) se verifica daca valorile determinate respectiv axele trasate nu sunt gresite

(Il: Imax» IZZImin etC)

5.6. Raze de inertie

Prin definitie, marimile geometrice

i—\/gsii—l—y
VA YA

se numesc raze de inertie (giratie).

(5.22)

Relatiile de definitie (5.22) se pot aplica oricdror momente de inertie axiale: 1,,

Iy, L, I, I, I, ete.

Momentul de inertie fata de axa rotita u, daca I,= I, s1 I,= L, tindnd seama de

prima relatie (5.11), are expresia:

N ¢
"2

din care, inlocuind expresiile (5.22), se obtine:

-c0s20. =1, cos’ o+ 1, sin’ .

iZ =i} -cos’a +i; sin’
Alegand pe raza u un punct Q (fig.5.4) de coordonate:

1,1,

y=0Q:-cosa +

1 1

u u

si Tnlocuind 1n relatia (5.23,a) se obtine ecuatia unei elipse

. i i,
-cosat , z=0Q-sina=-""2-sina,

(5.23,2)



(5.23)

numitd elipsa de inertie. Semiaxele acesteia sunt razele de inertie principale.
Pentru trasarea elipsei de inertie, se marcheaza valorile calculate cu formulele
(5.22) ale marimilor 1; si 1, astfel: i; pe axa 2 si i, pe axa 1; astfel ca dupa trasare
elipsa are o forma alungita, ca si a sectiunii.
Pentru sectiunea dreptunghiulara, prin aplicarea relatiei (5.22) rezulta relatii

pentru razele de inertie:

\/I b-h? h
12b-h V12’

(5.24)
/ 1y b
12b-h J12°
In cazul sectiunii circulare se obtine:
- d4
5.25
- dz (5.25)

iar pentru sectiunea inelard rezulta:

4 4 2 2
iz=iy=\/l-D d' 4 _+D’-d =%-\/1—k2. (5.26)

64 D'-d* = 4

Razele de giratie se exprima in unitati de lungime (m, cm, mm).
5.7. Module de rezistenta

La calculul modulelor de rezistenta se considerd ca axele Oz si Oy sunt axe
centrale principale.

Marimile geometrice:

| . I
W= §i W =, (5.27)

‘ymax ‘Z

max



se numesc module de rezistenta fatd de axa Oz, respectiv Oy. In relatiile de mai sus
Vmax» T€SPECtIV Zyay €ste: distanta celui mai indepartat punct al sectiunii fata de axa

Oz, respectiv fata de axa Oy.

Marimea,
IP
W, = R (5.28)

se numeste modul de rezistenta polar. R, este distanta Intre centrul de greutate
(polul sectiunii) si cel mai indepartat punct fata de pol.

In cazul sectiunilor dreptunghiulare, modulele de rezistentd axiale rezulta:

3 2

W, = I, _b-h’ 2 b-h
\ym\ 12 h 6

I, b’-h 2_b*-h

12 b 6

H

(5.29)

W, =

z

max
Pentru sectiunea circulard, modulele de rezistentd axiale sunt:

wew o L _md 2 m-d (5.30)
Y yae| 64 d 32 )

iar modulul de rezistenta polar va fi:

L _nd 2 nm-d

=P = . 5.31
"R 32 d 16 3D
In cazul sectiunii inelare (fig. 5.8) se obtin formulele:
.D3 4 .D3
WZ=W =n . 1—(2) =n '(1_k4),
y 32 D 32
(5.32)

4
w _®D 1_(2) =“'D3(1—k“)
P16 D 16 |

Din analiza formulelor (5.32), in comparatie cu (5.20) si (5.21), trebuie
remarcat si retinut faptul ca modulele de rezistenta ale sectiunilor compuse nu se
pot obtine prin insumarea modulelor de rezistenta ale figurilor componente, ci

numai prin aplicarea relatiilor (5.27) si (5.28).



