3. NOTIUNI GENERALE DE TEORIA ELASTICITATII

3.1. Introducere

Spre deosebire de Rezistenta materialelor, Teoria elasticitatii are ca obiect
determinarea starii de tensiune si deformatie intr-un corp cu caracteristici
elastice cunoscute daca se cunosc fie fortele exterioare, fie forma deformata sub
actiunea acestor forte. Teoretic, se demonstreazd ca existd solutii pentru toate
cazurile, dar in practica s-au gasit solutii, pe baza teoriei elasticitdtii, numai pentru
unele cazuri particulare §1 anume pentru corpuri de forma simpld, anumite bare
prismatice, anumite forme de pldci §i unele blocuri supuse numai la anumite
incarcari.

Rezistenta materialelor utilizand, in plus fatd de Teoria elasticitatii, ipoteza lui
Bernoulli, rezolva o serie mare de probleme puse de practica inginereasca. Aceste
solutii, obtinute pe baza unor relatii simple, se apropie de realitate si sunt acceptabile
pentru constructiile ingineresti.

Rezistenta materialelor utilizeaza, pe langa legile si relatiile din mecanica
teoreticd si o serie de elemente din Teoria elasticitatii, printre care analiza starii de

tensiune si deformatie.
3.2. Tensiuni

Daca un ER este supus actiunii unor forte exterioare in interiorul acestuia vor
apare forte de atractie sau de respingere suplimentare care au tendinta de a pastra
forma sa initiala. Daca aceste forte nu ar exista ER nu ar fi capabil sa suporte
incarcarile exterioare.

Sa considerdm o bara, in echilibru, actionata de un sistem de forte exterioare

(F1, Fo,..., Fp) (fig. 3.1,a).



Fortele exterioare au tendinta de a modifica forma barei iar fortele interioare se

opun deformatiei barei.

Sa presupunem ca am sectionat bara cu un plan Q normal pe axa barei (Ox). Pe
fiecare element de suprafatd AA , de pe suprafata de separatie, va actiona cate o forta
interioard AR. Toate fortele AR de pe intreaga suprafata de separatie, mentin partile I
si II impreund cu planul Q. Forta interioard AR poate fi descompusd in trei
componente paralele cu axele Ox, Oy si Oz: respectiv AN, ATy, AT .

Marimea fortei interioare AR poate fi diferitd pe suprafatd si sd depinda de

pozitia ariei AA. Intensitatea fortei pe elementul de arie AA este egala cu raportul
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v Daca reducem aria finitd AA la o arie infinitezimald din jurul unui punct, se

obtine 0 noud mdrime de intensitate numitd tensiune. Astfel se obtine tensiunea

normala o

c. = lim AN, _dN, (3.1,2)
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s1 corespunzator tensiunile tangentiale:
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Tensiunile normale sunt pozitive, dacad produc intindere si negative, daca
produc compresiune.

Tensiunile tangentiale sunt produse de fortele continute in planul Q al sectiunii.
Acestea se considera pozitive cand rotesc elementul de volum in sens orar, si
respectiv negative cand rotesc antiorar.

Tensiunile se masoard in unitati de fortd pe unitate de arie Pa, MPa, GPa,
N/mm?2, kN/mm?2, etc.

Marimile o si T nu sunt vectori (deoarece ele se obtin din raportarea unor forte
elementare la o suprafatd elementard), ci sunt marimi tensoriale si ca atare, trebuie
avut grija sa li se aplice regulile de operare specifice tensorilor.

Tensiunile normale se noteaza cu un singur indice - cel al axei normale la
sectiune, iar tensiunile tangentiale cu doi indici: primul indice arata axa

normala la sectiune iar al doilea, axa paralela cu tensiunea.
3.3. Tensiuni pe un element de volum

Dacd decupam din bara (fig.3.1) un element infinitezimal cu ajutorul unor
plane imaginare paralele cu planurile zOy, zOx, xOy, ce au distantele intre ele dx, dy,
dz, se obtine un paralelipiped elementar (fig.3.2,a).

Acesta se considera ca reprezinta un punct din ER. Pe fata din stanga a
acestui element vor actiona tensiunile o, Ty s Ty determinate cu relatiile (3.1).
Fortele elementare de pe aceasta fata sunt:

dN, =0, -dA=0c_-dy-dz,

dT, =1, -dA=1  -dy-dz

dT, =1 _-dA=1_ -dy-dz



Pentru analiza starii de tensiune adoptam ipoteza: fortele elementare ce
actioneaza pe cele doua arii elementare, ale unui element infinit mic, paralele
intre ele, sunt egale si de sens contrar, adica daca pe fata din stanga elementului
existd fortele elementare o -dA, rxy-dA si T_-dA atunci si pe fata din dreapta
elementului, de aceeasi arie dA, vor actiona aceleasi forte elementare c_-dA, rxy-dA si
T dA de sens contrar. Atunci rezulta ca pe fetele elementului infinitezimal de
volum vor actiona tensiunile ca in figura (3.2,b).
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intregime starea de tensiune 1n jurul unui punct O. Acestea sunt marimi tensoriale

(diferite de marimile scalare si vectoriale) si se reprezinta prin tensorul tensiune.
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Tensorul tensiune este un tensor de ordinul doi, ce contine, pe cele 6 fete ale
elementului de volum, cele 9 componente mentionate mai sus. Pe fiecare fata a

elementului de volum se afla cate o componentd o, paralela cu axa normala la fatd si



cate doud componente T, continute in planul sectiunii si paralele cu cele doua axe ale
sectiunii.

Elementul infinitezimal sub actiunea fortelor elementare este in echilibru si de
aceea fortele normale trebuie sa fie doud cate doud coliniare egale in marime si de
sens contrar, iar sistemul de forte tangentiale trebuie sa fie de asemenea in echilibru.
Astfel, fortele tangentiale trebuie sad fie egale, In marime si de sens opus, doud céte

doua iar momentul fata de centrul elementului sa fie nul:
2.1, °dy°dZ°d—2X—2°‘tyX -dx-dz-% = 0.

Prin simplificare cu dx-dy-dz va rezulta:

Ty = Tyx -

Daca punem conditii similare si pentru tensiunile de pe celelalte fete paralele
intre ele, din figura (3.2,b) se obtin relatiile:

Ty =Ty Ty =Tys 81 T4 =T

(3.3)

Aceaste relatii reprezinta dualitatea tensiunilor tangentiale si precizeaza ca:
pe fetele perpendiculare ale unui element infinitezimal pot exista simultan
tensiunile tangentiale Ty si Ty Acestea sunt continute in planuri ce corespund
fetelor elementului de volum si produc doua cate doua cupluri egale in marime
si de sens opus. De aceea ele trebuie sa fie simetrice fata de muchia comuna a
celor doua fete. Din relatiile (3.3) rezulta ca din cele 9 componente ale tensorului
(2.2) numai 6 sunt distincte §i deci tensorul tensiune este simetric fata de

diagonala principala.



3.4. Starea plana de tensiune. Variatia tensiunilor in jurul unui punct

In multe din problemele ingineresti se intilneste cazul particular al starii
generale de tensiune, cdnd ER este incarcat cu forte coplanare in echilibru, si in acest

caz pe suprafata liberd de sarcini, nu exista sarcini normale si paralele cu acestea. De
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asemenea, tindnd seama de conditia de echilibru, pe o fata paraleld cu prima s1 aflata
la distantd infinit mica (dz), fortele vor fi nule. In acest caz toate fortele sunt
coplanare si starea de tensiune corespunzitoare se numeste stare plana de tensiune
(fig. 3.3,a) s1 ea poate fi reprezentata simplificat ca in figura (3.3,b)

Consideram elementul infinit mic din figura 3.4 in formd de prisma
triunghiulara, cu baza un triunghi dreptunghic, decupat din elementul de volum din

figura (3.3,b) si actionat de componentele o,

¥
Tyx B Gys Ty~ Typ Pe fata AC, inclinata cu unghiul a.,
tI
A dA  vor apare tensiunile necunoscute c, ST,
o, [{ Fata BC iderd de arie dA, i
x M o X ata se considera de arie , iar
C Ta grosimea elementului constantd. In acest caz,
¥ c aria fetei AC este dA-cosa, iar a fetei AB este
ix
dA-sina.



Din ecuatiile de proiectii a fortelor elementare pe directiile o si 7, din
conditiile de echilibru ale elementului se obtine:
c, dA-o, -dA-coszoc—csy -dA -sin’a —
—T,y "dA-cosa -sina—1,  -dA-2sina-cosa =0
T, dA+oc, -dA-cosa-sina—c -dA-sina-cosa —
—7,,-dA-cos’o+1, -dA-sin0 =0
Simplificand cu dA si tindnd seama ca Ty = T rezulta:
6,=0,-cos’a+0, -sin*a+71, -2 sina-cosa,
T, = (— c, + cy) -sina - cosoL + T, -(cos2 a — sin’ a).

Tinand seama ca:

. 2 1-cos2a ) 1+ cos2a . sin 2o
sin“ao=—, cos a=#, sina - cosa =———,

expresiile de mai sus devin:

Cu=—" +— 5 ~cos2a + T, - sin2al, (3.4,a)

_o,+0, ©,-0C

G,—C

T, = —Ty -sin2a0 + T, - cos2a . (3.4,b)

Aceste relatii permit determinarea tensiunilor pe o suprafatd inclinatd cu
unghiul o . Normala la aceasta suprafatd face cu axa Ox unghiul o. Unghiul o mai
poate fi definit si ca unghiul cu care trebuie rotitd axa Ox pentru a o suprapune peste
normala la suprafata inclinatd data.

Unghiul a este considerat pozitiv cind roteste in sens orar axa Ox citre
normala la suprafata inclinata si negativ cand roteste in sens antiorar .

Se observa din relatiile (3.4) ca tensiunile 6 si T, sunt functii circulare de
parametru 2o.. Intrucét este necesar si se cunoascd valorile maxime si minime ale
tensiunilor se deriveaza expresiile (3.4,a) si (3.4,b) in raport cu parametrul 2a.
Valorile extreme ale tensiunilor se obtin pentru valoarea parametrului oo pentru care

derivata se anuleaza.



do, G, — 0O,

=— -sin2o,, +T.. -cos2a,, =0
d(Za) 2 12 Xy 12

Se observa ca derivata lui 6, este T si deci pe fetele pe care o, ia valori
extreme, tensiunile tangentiale sunt nule.

Planurile pe care tensiunile tangentiale sunt nule se numesc planuri principale
iar normalele la aceste planuri se numesc directii principale.

Tensiunile normale pe planurile principale se numesc tensiuni principale si
deci tensiunile principale sunt tensiuni maxime sau minime, pe planurile in care 1= 0,
adica pentru:

21 1 27 T

Xy _ Xy
,sau o, =—_-arctg————=+

.~ O, 2 c,—-C, 2

tg2o, , = (3.5)

In relatiile de mai sus s-au pus doi indici deoarece functia tangenti are perioada
7 si deci pe un cerc intreg vor fi doud solutii 2o, si 20, diferite intre ele prin 180° si
deci directiile o, diferd de o, cu 90°, adicd sunt perpendiculare intre ele.

Pentru a obtine unghiul o, se mai poate utiliza relatia (vezi § 3.5):

T
o, =arctg—>—. (3.5,a)
c,—0,

Directia o, este a tensiunii maxime &, iar directia o, a tensiunii minime o,.

Daca tinem seama in formulele (3.5), de relatiile trigonometrice, obtinem:

tg2a T
sin 20, , = ;’2 = = - :
i»\’l"'tg 2“1’2 GX—G 2
+ Ty Yo+t
o, — Oy
1
cos2a, , = - = 2 -
N |l I -
2 »

Inlocuind aceste expresii in expresia (3.4,a) se obtin expresiile celor doua

tensiuni principale:



2
6, +0 c,—0C
c,,=—— % ( : yj +1l . (3.6)

Tensiunea maximd, ¢, se obtine cdnd luam in fata radicalului semnul plus, iar
cea minima G, semnul minus.
Procedand la fel si cu cea de a doua relatie (3.4,b), prin derivare in raport cu

parametrul 2o si egaland cu zero, se obtin valorile pentru care tensiunea T, devine

extrema:
dt G, —0O .
d(ZZc) =— ~-cos2a',—T,, -sin2a'y, =0,
o ) 3.7
tg2a',=—— " =— .
2.7, tg2a, ,

Din relatia (3.7) rezulta ca directiile 2&1,2 si 20(~L2 sunt perpendiculare, deci
rezulta ca: tensiunile tangentiale extreme se afla pe fetele elementului ce difera cu
45° fata de fetele pe care avem tensiunile normale principale.

Daca inlocuim parametrul 2a~, , in expresiile (3.4) se obtine:

=Gl+02=0x+cy=6a+6a+90°=ct (38)
. .

Gm
2 2 2

2
— o, —0O
rm=i%=i (TYJ +12. (3.9)

Relatia (3.8) ne aratd ca suma tensiunilor normale pe doud fete perpendiculare
este constanta.

Relatia (3.9) exprima egalitatea dintre semidiferenta tensiunilor normale
principale cu tensiunea tangentiald maxima si respectiv cu valoarea de sub radical din
relatia (3.6) si se poate scrie:

6,,=0,t1,. 3.6,a)

Pe fetele inclinate la 45°, fata de planele principale, apar tensiuni tangentiale
extreme si tensiunile medii normale, egale cu semisuma tensiunilor normale.

Starea pland de tensiune, din figura (3.5,a), este echivalentd cu starea de
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tensiune din figura (3.5,b), (tensiunile principale normale G;, G;) si cu cea din figura
(3.5,¢), (tensiunea medie o, si tensiunile tangentiale principale t; §i 1,). Aceasta

poate fi scrisd si prin expresia tensoriala:
T _(cx rxyj_(cl 0)_(0111 rzj
c - - .
T yx c y 0 Y 2 T 1 Y m

3.5. Cercul lui Mohr pentru starea plana de tensiune

Variatia tensiunilor in jurul unui punct poate fi analizatd mai simplu, prin

utilizarea unei reprezentari grafice, ce rezulta din ecuatiile (3.4):

2 2

o, +0, o, -0, .

c— = -cos2a+ T, sin2a | ,
2 2 '

2
) c,—0, |
T°=|——-sin2a+ 1. cos2a | .
2 Y

Adunand cele doua ecuatii si eliminand parametrul 2o, obtinem:

2

2 2
+ —_
o0 | | 18 T0 ) L2 | (3.10)
2 2 VY

Aceastd expresie reprezintd ecuatia unui cerc, numit cercul lui Mohr pentru
starea plana de tensiune si are:

- sistemul de axe:



abscisa: Oo;
ordonata: Or;
- coordonatele centrului C :

c,.+0, .
o =% si t,=0,

C

-raza:

2
G, — O, 2 6,0,
e R

- parametru in coordonate polare:
20
Acesta ne arata ca oricarui unghi o de la starea reald de tensiune ii corespunde
un unghi la centru (2av), pe cercul lui Mohr.

Constructia acestui cerc se realizeaza astfel:

- se reprezinta la scard punctele A(cx,rxy) s B(c v~ T Xy) in sistemul de

axe de coordonate cOr;

- se traseaza segmentul AB care este diametrul cercului lui Mohr;

- intersectia segmentului AB cu axa Oc este centrul cercului lui Mohr,
C(om, 0);

- se traseazd centrul cu raza CA sau CB.

Determinarea tensiunilor principale si a directiilor principale se face astfel:

- intersectia cercului cu axa Oc la dreapta, este punctul S;(cy, 0), iar la
stanga S,(o,, 0), deci o;= OS; si 6,= OS;;

- raza CA este orizontala pe cerc si unghiul de la orizontala pe cerc (CA)
la sensul pozitiv al axei Oc este 2a,;

- simetricul punctului A fatd de axa Oc este punctul A’ care unit cu S, ne

da directia principala (1);



- ordonatele punctelor T, si T, reprezintd tensiunile tangentiale maxima T,
si respectiv minima T,, egale in modul dar cu semn schimbat;

- directia (2) este o dreapta perpendiculara pe directia (1), iar directiile (1)
si (2°) se afla la + 45° fatd de directia (1) sau (2).

Pe cercul lui Mohr se pot obtine si tensiunile ce apar pe o suprafatd inclinata cu
un unghi oarecare a. Unghiul a se obtine ca fiind unghiul de rotire al axei Ox
pentru a o suprapune peste normala la suprafata inclinata data (fig.2.2,b).

Pentru a obtine aceste tensiuni vom lua un unghi la centru 2a de la orizontala
pe cerc (raza CA) in sensul de masurare a ughiului a.. Punctul de pe cerc M va avea
coordonatele G, s respectiv T,. Simetricul punctului M fata de centrul cercului va fi

N. Coordonatele punctului N ne vor da tensiunile pe suprafata inclinatd cu unghiul

T . o . 0
ot E , respectlv Ggr90 SI To+90 -

____________ A (G Bxy )

MGz Ea)




Observatie:
Relatia (3.5,a) se obtine din figura 3.6 astfel:

AA T,
SZAI 6,0, .

tga, =

Aplicatia: 3.1. Cunoscand starea de tensiune din figura (3.7,a) sa se determine:
a) tensiunile principale,
b) directiile principale,
¢) tensiunile pe fata inclinata,

d) sa se reprezinte marimile determinate.

Rezolvare:
I Metoda analitica.
Se recunosc marimile date, cu semnele lor si anume:

o= 60 MPa, tensiunea normala paralela cu axa Ox;

o,= 20 MPa, tensiunea normala paralela cu axa Oy;

T,—= 50 MPa, tensiunea tangentiala perpendiculara pe axa Ox si paralela cu
axa Oy;

a=-70, unghiul cu care trebuie sa rotim sensul pozitiv al axei Ox pentru
al suprapune peste normala la suprafata inclinatd datd (minus pentru ca
are sens antiorar).

Cu relatia (2.6) se determinad tensiunile principale:

2 2
+ - _
612=GX o . (Gx Gyj e =60+20i (60 20) 507 =
’ 2 2 Y 2 2

=40158,31 MPa,

c,=9831 MPa; 6, =-18,31 MPa; 6, =40 MPa; t,, =+58,31 MPa.
Din relatia (3.5,a) se determind unghiul o care ne da directia principala (1):

T
o, =arcte———> — —arctg——— =
! S — g60+18,31

X z

32,56".



Utilizand relatiile (3.4) se determina tensiunile pe fata inclinata:

_0y+0, 0,-C

G, = + Y -cos2aL + T, sin2o =
2 2
_ 60 ;— 20 + 60 —-20 ) COS(—2 . 700) +50- Sil’l(—z . 700) = —7,46 MPa.
c,—G, .
T =-——= .sin2a+ 1. -cos2a =
o 2 Xy
_60-20

= 5 -sin(=2-70°) +50-cos(-2-70°) = =25,45 MPa .

Tensiunile pe fata inclinati cu o + 90 ° se obtin din relatia (2.13):

c =20,-06,=20-40+7,46=87,46 MPa ;

a+90°
st respectiv din dualitatea tensiunilor tangentiale :

T -1, =25,45 MPa .

ato0 —

La reprezentare se duce o dreapta inclinatd fata de orizontala cu a; rezultand
directia principala (1), pe care se reprezinta un element de volum. Pe acest element de
volum (fig.3.7,b) se reprezintd numai tensiunile normale principale o; si o, (o
paralel cu directia (1) si o, perpendicular pe directia (1)) stiind cd tensiunile

tangentiale sunt nule.

MR 20 Am

60




Fatda de directia principala (1) se duce o directie la 45° (in cazul nostru la
- 450) care va fi directia principald (1) sau (2). Reprezentand un element de volum si
pe aceastd directie (fig.3.7,c), vom reprezenta tensiunea normald medie pe toate
laturile precum si tensiunile tangentiale maxime si respectiv minime. Sensul acestor
tensiuni tangentiale se obtine din proiectia fortelor elementare corespunzdtoare unui
colt al elementului de volum desenat, dupa directia principala (1). Daca se
proiecteaza fortele corespunzatoare coltului de sus pe directia dusa la 450 se va
obtine sensul tensiunii tangentiale de deasupra elementului, iar daca se proiecteaza
fortele corespunzatoare coltului de jos se obtine sensul tensiunii tangentiale de sub
elementul construit. Cunoscand sensul tensiunilor tangentiale se afla si ce directie a

fost trasati. Deoarece T, este perpendicular pe directia dusa, aceasta este directia (1).
Unghiul o; se masoarda de la orizontalda la directia dusd (in cazul nostru
o =o, —45° =32,65° —45° =-12,35°%).

Daca t, era perpendicular pe directia dusd aceasta ar fi fost directia (2) si
analog se obtinea atunci unghiul o .

Reprezentarea tensiunilor pe fata inclinata se face pe un element de volum
construit pe dreapta In prelungirea acestei suprafete si se va reprezenta (fig.3.7,d):

G, , perpendicular pe suprafata inclinata data,

c paralel cu suprafata inclinata data,

a+90° ?

T, , paralel cu suprafata inclinata data si

T .o conform dualitatii tensiunilor tangentiale.

II Metoda grafica.

Se reprezintd Intr-un sistem de coordonate oOt, la scard, punctele
A(o,.1,,)=A(60.50) si B(c,.—T,,)=B(20,-50). Se duce segmentul AB (fig. 3.8)
care este diametrul cercului lui Mohr, iar intersectia acestuia cu axa orizontala este

centrul cercului C(Gm ,O) .

Se traseaza cercul cu diametrul AB si se noteazd punctele Sl(Gl,O) s



82(02 ,0) , intersectia cercului cu axa Oc la dreapta si respectiv la stanga. Prin centrul
cercului se duce o paraleld la axa Ot pana intersecteaza cercul in T,(c,,,T,), spre
sensul pozitiv al lui Ot si T, (Gm,r 2), spre sensul negativ al lui Ot.

Se masoara lungimile segmentelor (la scara utilizatd) obtinandu-se:

o, =08, =98MPa;
c, =0S, =-18MPa;
T, =0T, =58 MPa;
T, =0T, = -58MPa.

Obtinerea directiei principale (1): Raza CA este orizontald pe cerc, iar

unghiul de la orizontala pe cerc la sensul pozitiv al axei Oc este 2a,. Se duce

simetricul punctului A, corespunzitor orizontalei de pe cerc, fatd de axa Oc

&
MP4) | T i0m,2))
A160,50)

N(Guser Tarro) F D

-

s ol

Fig. 3.8



obtinandu-se punctul A . Unind S, cu A se obtine directia reala (1), iar unghiul de la
axa orizontala la directia (1) este o, $i masurat rezulta: o, = 32°.

Reprezentarea tensiunilor principale dupa directia (1), (fig.3.8,b) si dupa
directia (1), (fig.3.8,c) se face analog ca la metoda analitica.

Tensiunile pe fata inclinata. De la orizontala pe cerc se masoard un unghi
2a0=-2-70° (In acest caz in sens antiorar deoarece unghiul o este negativ,) si se

obtine punctul M(Gu,’ta). Simetricul acestui punct fatd de centrul cercului va fi

,T Masurand, la scara la care s-a lucrat, coordonatele acestor

90° a+90° ) :

punctul N(GOH

puncte, se obtin tensiunile:

o, =-7MPa; T, =-25MPa;

o =87 MPa; T =25 MPa.

o+90° a+90°
Reprezentarea tensiunilor pe fata inclinatd se face tot ca la metoda analitica
(fig.3.8,a).
Analiza completd si exacta a stdrii plane de tensiune pe cerc presupune o

constructie precisa, la scara, cu rigla si compasul.

3.6. Cazuri particulare ale starii plane de tensiune

3.6.1. Starea liniara de tensiune (c =¢>0,t_=0 -0,=0)
y y

Datorita faptului ca 6,= 0 va rezulta S,= 0 si ca atare cercul trece prin origine.

Aceasta este mai simplu si sugestiv de rezolvat grafic. Punctul S = o, este abscisa

.. .. . . o . o
maxima. Tensiunile tangentiale maxime, aflate la 45 au valorile 1, =-7, =

G =%, (fig.3.9).



Tensorial aceasta situatie se poate exprima astfel:

S _¢%
=(50=22
o 0 c o

2 2

3.6.2. Forfecarea pura (¢ = o= 0, Ty~ Ty T> 0)

Utilizand si in acest caz metoda grafica, intrucat c = o= 0 cercul lui Mohr are

centrul in origine C = O 1iar tensiunile principale sunt (fig. 3.10):

G, =—GC,=1.
Tensorul tensiune va avea urmatoarea forma:
[0 — r) (0‘ 0 )
T, = = .
T 0 0 -o
Directiile principale fac unghiurile o, = 45° $i o= - 45°,

Forfecare pura este echivalentid cu starea de tensiune pland in care

tensiunile ¢ sunt egale si de sens opus.



3.7. Analiza starii generale de tensiune

Valorile celor noud componente ale tensorului tensiune (relatia 3.2 sau/si fig.
3.2,b) sunt functie de orientarea fetelor elementului infinitezimal considerat. Analiza
starii spatiale de tensiune se va face considerand un plan inclinat, a carui normald are
cosinusii directori I, m, n. Cu acest plan se sectioneaza elementul din figura (3.2,b)
obtinandu-se tetraiedrul OABC din figura 3.11.

Daca fata ABC are aria de marime dA, atunci cele trei fete ce sunt paralele cu
planurile axelor de coordonate, au ariile:

dA,=1-dA, dAy=m-dA,

dA,=n-dA.

Pe cele trei fete din planele axelor de coordonate se dezvolta tensiunile: oy, oy,
Oz Txy™ Ty Ty~ Tzys Tox— Txz. Corespunzator acestor tensiuni in figura 3.11 s-au
reprezentat eforturile elementare. Pe fata inclinatda ABC vor actiona componentele
dX, dY si dZ ale efortului elementar dR, precum si componentele py, py, p, ale

tensiunii 5 Expresiile acestor componente sunt:
dX=(1°Gx +m-T +n-1:zx)-dA,
dY=(1-1,,+m-c,+n-1,)-dA,

dZ=(1-1,+m-t,+n-c,)-dA,

@3.11)

_dx o _dy o _dz
Pmaa PTaa PTaa

Modulul efortului elementar si al

vil,mn) tensiunii va fii:



dR =VdX’> +dY’ +dZ’, p=.p’+p +p’. (3.12)

La analiza starii spatiale de tensiune intereseaza tensiunea normald si cea
tangentiald de pe fata inclinatd dA, ce se obtin cu relatiile (3.1). Pentru analiza
trebuiesc determinate componentele dN (dupd directia normalei) si dT (continuta in
planul sectiunii dA) ale efortului elementar dR .

Componenta dN va fi:

dN=1-dX+m-dY+n-dZ,
iar tindnd seama de expresiile 3.11 rezulta:

dN:[l2 Jo +m’ -0, +n’ -0, +2-(l-m-rXy +m-n-t, +n-l-1:zx)]-dA. 3.13)

Forta elementara tangentiald va fi:

dT=+/dR> — dN’ . (3.14)

Inlocuind in relatia de definitie a tensiunilor (3.1) valorile eforturilor
elementare de mai sus (3.13) si (3.14) rezulta relatiile pentru tensiuni de pe fata
inclinata:

dN
0=—=12-0X+m2-0 +n2-crz+2(l-m-rX +m-n-1 Z+n-l-rzx)
dA y y y

2 2
Tzﬂz—‘Vde;sz Iy

A (3.15)

Consideram un vector v=0'M, ce are directia normalei la suprafata inclinata
dA, de modul v si care va avea proiectiile pe axele de coordonate:
x=l-v, y=m-w, z=nwv,

iar cosinusii directori ai vectorului v sunt:
X zZ
=X, m=Y, n=Z% (3.16)

Daca vom considera cd modulul vectorului este invers proportional cu radacina

patratd a tensiunii normale:
2

V= L, respectiv o =% (3.17)

el

20



varful vectorului v va descrie o suprafatd ce rezultda din prima ecuatie (3.15), tindnd

seama de (3.16) si (3.17):

kK x° 2 7’ X- -z Z-X
i—2=—2-0x+y—2°0y+—2'02+2 —2y°'ny+y—2°‘Cyz+—2°sz ,
Vi v \% v \% \% v

care dupa simplificare rezulta:
x’-o, +y’ "0y +z’ -0, +2(x-y-1:Xy ty-z-1,, +z-x-1:zx)=ik2 (3.18)

Ecuatia (3.18) aratd cum variaza tensiunea normald o §i poartd numele de
cuadrica tensiunilor normale (cuadrica lui Cauchy). Componentele tensorului
tensiune sunt coeficientii cuadricei.

Raportand cuadrica la axele sale principale (1, 2, 3) dispar termenii ce contin
produse de coordonate, respectiv ce contin tensiunile tangentiale. Rezulta cd exista
trei plane perpendiculare intre ele pe care tensiunile tangentiale sunt nule. Pe aceste
fete actioneazd numai tensiuni normale ¢; > G, > 03, ce se numesc tensiuni
principale. Directiile acestora sunt chiar directiile axelor principale.

Determinarea tensiunilor si a axelor principale se face din conditia ¢ pe fata inclinata
dA (fig. 3.10), tensiunea tangentiala este nuld. Ca urmare, cele trei componente ale

efortului de pe suprafata dA sunt:

dX=1-0-dA, dY=m-oc-dA, dZ=n-c-dA.

Inlocuind aceste expresii in relatia (3.11) se obtine sistemul de ecuatii:

l-(csX —c5)+m-'l:yX +n-t,=0

l't,+m-(c,—c)+n-1, =0 (3.19)
l-1:u+m-1:yz+n-(cz—c):0

Pentru ca acest sistem sa aiba solutii diferite de solutia banala (egala cu zero)

este necesar ca:

Gx Y Tyx zX
Tyy G,—0C T, [=0
T T G,—C



Dezvoltand determinantul se obtine ecuatia:

o'-1,-6’+1,-0-1,=0, (3.20)
unde coeficientii lui ¢ sunt invarianti (deoarece oricare ar fi sistemul de axe
tensiunile principale sunt aceleasi:

I, =0,+0,+0,=0,+0,+0;,

_ 2 2 2
I,=0,-6,+0,'6,+6,-06, -1, -1, —1,=0,:06,+06,:0; +0; -0,

O, Ty Tnl 00 0 0
IL=t, o, 1,-=|0 o, 0 (3.21)
XZ yz Gz 0 0 63

Ecuatia (3.20) are trei solutii reale care sunt cele trei tensiuni principale:
o) > 0; > Os.

Ecuatia cuadricei in raport cu axele principale este:

x’-c,+y’ -0,+7 -0, =1k’ (3.22)

Directiile principale 1, 2, 3, ce definesc fetele pe care se dezvolta tensiunile
principale, se obtin din sistemul de ecuatii (3.19) inlocuind pe rand tensiunea o cu
fiecare valoare a tensiunilor principale o), o, o3, si la care se adauga conditia:

I’+m’>+n’°=1. (3.23)

Cele trei directii principale sunt ortogonale si deci:

n,-n,=n,-n;=n;-n;,=0. (3.24)

Eliminadnd parametrii 1, m, n din ecuatia (3.23) pentru directiile principale cu

valorile acestora din relatiile:

—g—l.c —g—m.c —_Z—n.c
Px=4A v Py A 2 P >
se obtine ecuatia:
2 2 2
Py [Py P (3.25)

2 2 2
6, O, G;



Aceastd ecuatie reprezintd ecuatia unui elipsoid numit elipsoidul tensiunilor

sau elipsoidul lui Lamé si reprezintd locul geometric al varfurilor vectorului

P=p,- i+ p, " i +p,- Kk, cu originea in O’, cand planul ABC se roteste.

Daca se face o sectiune prin elipsoidul tensiunilor cu un plan principal se
obtine o stare pland de tensiune si respectiv elipsa tensiunilor care corespunde unei
tensiuni principale care este nuld (ex. o3= 0). Daca doua din tensiunile principale sunt

nule (ex. o,= o3= 0) elipsoidul degenereaza intr-o dreaptd si corespunde unei stari

liniare de tensiune.

3.8. Cercul lui Mohr pentru starea spatiala de tensiune

Tensiunile de pe o fatd inclinatd (ABC, fig.3.11) se pot determina si pe cale
grafica, cu ajutorul cercului lui Mohr daca elementul de volum este orientat dupa
directiile principale (1), (2), (3), respectiv sunt cunoscute tensiunile principale

G,,0,,0,,. Pe axa Oc se construiesc la scara segmentele OS,, OS, si OS, (la

abscisele o ,, 6,, G;) sl se traseaza semicercurile cu diametrele S;S,, S,S, s1 S,S,.

Triunghiul curbiliniu hasurat reprezintd locul geometric al starilor de tensiuni

G, T, cand planul inclinat se roteste in jurul punctului considerat.

Considerand unghiurile a, B si y ca fiind unghiurile pe care le face normala
la suprafata inclinatd cu o, &, si respectiv o, vom proceda astfel:

- se traseazd dreapta S, P, ce face unghiul « de la verticala dusain S ;

- se traseazd dreapta S,P, ce face unghiul y de la verticala dusa in S;;



Coordonatele punctului M, ce rezultd din intersectia arcelor de cerc trasate cu
razele r, = C,P, si r; = C,P, reprezinta tensiunile din planul inclinat. Acelasi punct
se obtine trasand dreapta S,P, ce face unghiul B de la verticala dusd in S, si trasand

arcul curaza r, =C,P,.

3.9. Cazuri particulare ale starii spatiale de tensiune

Se considerd ca elementul de volum are fetele definite de cele trei directii

principale 1, 2, 3 si deci pe acestea vor actiona numai tensiunile principale 6}, G6,, G;.

&y
P,
M
[
L
Y3 P, ~ 0
-
¥ 3 5
y e \i v

0 S3 C1 S2 ) C3 9

0o -

¢ -
@

Fig. 3.12



3.9.1 Tensiuni in planuri bisectoare

Sectionand elementul de volum pe rand cu cele trei plane bisectoare ale
diedrelor principale (fig. 3.13), pe fiecare fatd din elementul de volum va exista o
stare pland de tensiune deoarece a treia tensiune normald este continuta in plan,
Intrucat planurile sunt la 45° fata de planurile principale , pe acestea vor actiona
tensiuni tangentiale maxime si tensiuni normale medii.

Tensinile din planurile bisectoare sunt:

- in planul bisector 1:

+ —_
o-lm :%9 T] :i%; (3.2693)

- in planul bisector 2:

3 b2
1
/1 1
) 7 |
_VIING
N\
|
2
G4 5
B r zh

i G ., T ] G" T
\m_ﬂ: CTNe | e




_ 0,10,

c , T,=F——— 3.26,b
2m 2 2 2 ( )

- in planul bisector 3:
O =—G‘;Gz, r3=i—c‘;62; (3.26,¢)

Deci, pe fiecare fata a fiecarui plan bisector principal exista o stare plana
de tensiune cu tensiuni tangentiale maxime. Dintre cele trei plane bisectoare planul
bisector 2 contine tensiunea tangentiald maxima a starii generale de tensiune.

To=1,= % (3.27)

3.9.2. Tensiuni octaedrice

Un plan egal inclinat fata de directiile tensiunilor principale, ceea ce inseamna
I=m=n= 1/ J3 reprezintd un plan octaedric (fig.3.14).Tensiunile pe un octaedru,
obtinut prin sectionarea elementului de volum cu opt asemenea plane, numite tensiuni
octaedrice sunt:

_0,+0,+0;,
m 3

, (3.28)

GI-)CI / G—oct

Fig. 3.14



1
PRSPy o gy
2
=3 T+ 1)+ 1,

Aplicatia 3.2 Pentru starea spatiald de tensiuni din figura 3.15 sa se determine:

(3.29)

a) tensiunile principale;
b) directiile principale;
¢) tensiunile octoedrice.
I. Recunoasterea marimilor date:

Tindnd seama de valorile date, de semnele conventionale atribuite avem:

o, =180MPa; T,y = —60MPa;
c, = —80MPa; T, = 70MPa;
o, =100MPa; 1, = 5S0MPa.

a) Cu relatiile (3.21) se calculeaza invariantii ecuatiei (3.20):

I, =0, +0, +0,=180-80+100=200 MPa;

_ 2 2 2
l,=0,-0,+0,-6,+06,:06, -1, —1T, T, =

zX

=180-(=80) + (—=80) - 100 +100-80 — 60> — 70> — 50 = —1,54-10" MPa’;

z 7
MPa) v
l %
l o
50 | 180
— —60
100 0 .~
50
]
y a)




G, T, T 180 —-60 50

yX ZX
L=t, o, 1,/=|-60 -80 70|= -2,209-10"° MPa’ .
T, T, O 50 70 100

yz z

Ecuatia (3.20) devine:
6’ —2006"> —1,54-10"6 +2,902-10° =0 ,
a cdrei solutii sunt:
c,=20653 MPa > o,=11532 MPa > o,=-121,85 MPa .
Utilizand relatiile (3.26) rezulta:
c,—05; 20653+121,85

T, = = =164,2 MPa ;
2 2

20170y _20653-11553 _ 0y

: 2 2

Verificarea acestor solutii se face recalculand invariantii ecuatiei (3.21) luand
drept axe de referinta axele principale:
I,=0,+0,+0,=20653+11532-121,85=200 MPa;
I,=0,-0,+0,:-0,+0,:0,=
=206,53-115,32-11532-121,85-121,85-206,53 = 1,54 -10" MPa’ ;
I,=0,-0,-6,=206,53-11532-(~121,85)=-2,209-10° MPa’ .
b) Directiile principale
Inlocuind 6 = o, sistemul (2.18) devine:
-26,53-1, —60-m, +50-n, =0;
-60-1,+286,53-m, +70-n, =0;
50-1, +70-m, —106,53-n, = 0.
a carui solutii sunt: 1,= 0,9249, m = - 0,1055 si n,= 0,3655 ceea ce definesc directia
tensiunii principale G;.
Procedand analog pentru (o = 6,) obtinem valorile L,= - 0,297, m,= 0,4017 1

n,= 0,8663 care definesc directia o,.



Daca in sistemul (3.19) introducem ¢ = o3 rezulta 1,= - 0,6967 s1 m,= - 0,9097
s1 n,= 0,3405 care sunt cosinusii directori ai directiei o3
Verificarea solutiilor obtinute se face din conditia de ortogonalitate a directiilor
S, » 8, sis,. Pentru directiile (1) si (2) rezulta:
l,-,+m, -m, +n, -n, =
=-0,9249-0,297 - 0,1055-0,4017 + 0,3655- 0,8663 =0
Pentru directiile (1) s1 (3):
l,-,+m,-m, +n, -n, =
=-0,9249-0,2373 + 0,1055-0,9097 + 0,3655-0,3405=0
Directiile principale sunt reprezentate in figura (3.13,b).
¢) Tensiunile octaedrice
Cu relatiile (3.28) s1 (3.29) se obtin:
_0,+0,+0; _206,53+1153-12185 _ 66.66 MPa,

oct m 3 3

1
T :3J(q-02)2+(02-c3)2+(c3-q)2 -

:; (20653-1153)° +(1153+12183)" +(~12185-20653)" =1384 MPa.

3.9.3. Tensorul sferic si deviatorul

Cand tensiunile principale sunt egale:
6,=06,=06;=0,%0 (3.30)

tensorul tensiune se numeste tensor sferic. Acecasta stare de tensiune are ca efect

numai modificarea volumului fira modificarea formei (sfera se deformeaza tot in

sferd).

Cand suma tensiunilor principale este nula:

o =§(01 +06,+6,)=0 pentru 6, #0,0,#0, 5,0 (3.31)



tensorul tensiune se numeste deviator. Efectul unei asemenea stari de tensiune este
schimbarea formei fara modificarea volumului (sfera se modifica in elipsoid fara
sa-si modifice volumul).
Tinand seama de relatiile (3.30) si (3.31) orice caz general de tensiune se poate
descompune in doua stari:
- una produsa de tensorul sferic
- cealalta produsa de tensorul deviator.
Se poate astfel exprima starea generald de tensiune:
T,=T,+T,, (3.32)

sau explicit:

c, 0 0 c, 0 0 c,—0C, 0 0
0 o, 0|={0 o, 0|+ 0 G,—0C, 0 3.33)
0 0 o, 0 0 o, 0 0 G,—-0,

Aceastd descompunere poate fi ilustrata prin starile de tensiune din figura 3.16

(3) a; Om 0,- 0y
\
(1)
p 0,-0y
9, \ - O *
0, On\t \
0,- O
(2)
Fig. 3.16

3.10. Variatia tensiunilor dintr-un corp. Ecuatiile de echilibru

In analiza starii de tensiune de mai sus s-a facut ipoteza ca tensiunile de pe
fetele paralele ale elementului infinit mic sunt egale in marime §i de sens contrar.

Aceasta ipoteza este valabila si trebuie facutd cand se analizeaza variatia tensiunilor



in jurul unui punct. La analiza variatiei tensiunilor intr-un corp nu se mai accepta
aceastd ipotezd pentru cd se ia In considerare schimbarea intensitatii tensiunilor
normale si tangentiale intre doud fete paralele.

Pentru simplificarea demonstratiei se considerda un element solicitat plan (fig.

3.17). Astfel tensiunea normald o, de pe fata verticala <A> devine o+ do,

dx pe
[5). P

: 0c o . o e L .
fata <A > unde 3 * dx este cresterea tensiunii oy pe distatna dx in directia pozitiva a
X

. ot \
axel Ox. In mod similar, t,, de pe fata <A> devine T + axy dx pe fata <A >
X

Aceste modificari se produc si pe directia axei Oy asa cum este prezentat in figura
3.17. Tinadnd seama si de fortele masice X-dx-dy-dz si Y-dx-dy-dz ce
actioneaza in centrul de greutate al elementului considerat, vom avaea urmatoarele

ecuatii de echilibru:

0o,

c, -dy-dz—(cX +

ot
dxjdy-dz+ Tyx -dx-dz—(tyX + ayx dy) ~dz-dx -
X

y
- X-dx-dy-dz=0,




Y X

oo ot
cy-dx-dz—(cy +Eydy)dx-dz+ Tyy -dy-dz—(tX + axy dx) dy-dz—

-Y-dx-dy-dz=0.

Reducand termenii asemenea si simplificand cu dx-dy-dz se obtin ecuatiile:

0
% (3.34)
ot,, Oc
—2 4+ —Yiv=0.
ox oy

Relatiile (3.34) reprezintd variatia tensiunilor intr-un corp pentru starea
plana de tensiune tinind seama si de fortele masice.
Daca fortele masice sunt neglijabile in raport cu celelalte sarcini $i nu se iau in

considerare, relatiile de mai sus devin:

a;—"+ar—y"=0,

x O (3.35)
o N oo, _0

ox oy

Se constatda cd variatia tensiunilor normale trebuie sa fie intodeauna
insotita si de variatia tensiunilor tangentiale si invers.

Rezultatele obtinute mai sus sunt aplicabile in practicd fie cad se ia elementul
din figura 3.3 (daca se analizeazd starea de tensiune in jurul unui punct) sau
elementul din figura 3.16 (cand se analizeaza variatia tensiunilor intr-un corp).

Prin extrapolare, din ecuatiile (3.34) se pot obtine relatiile ce caracterizeaza variatia

tensiunilor intr-un corp, daca se tine seama si de fortele masice:

0
0o N Ty N ot,, +X=0,
ox oy oz
0 0 0
Ty POy Ty, (3.36)
ox oy oz
0
Oy ;& oo, +Z=0
0z oy oz

Daca se neglijeaza fortele masice ecuatiile (3.36) devin:



X ZX =0,

ox oy oz

0 0 0

Ty DOy Ty (3.37)
ox oy oz

0
ot,, L Ty 9o, _ 0
oz oy oz

3.11. Deformatii si deplasari

Starea de tensiune s-a analizat ca efect al fortelor interioare si in mod similar se
va analiza modificarea dimensiunilor.

Prin deformatie se intelege modificarea dimensiunii ER. Modificarea
lungimii se numeste lungire, cand ER este intins si respectiv scurtare, cand acesta
este comprimat. Lungirile si respectiv scurtarile se noteaza cu Al, Ax, Ay, Az, etc.

Prin deformatie unghiulara se intelege modificarea unghiurilor (drepte) si se
noteaza cu A@; A0, etc.

Pentru a simplifica si evidentia mai clar studiul deformatiilor, sd consideram un
element plan OABC decupat dintr-un ER solicitat plan. Starea pland de tensiune
poate fi consideratd ca fiind suprapunerea a trei stari de tensiune: doud stari de
tensiune normald (fig.3.18,b si ¢) st una de forfecare purd (fig.3.18,d). Fiecare din
aceste stari de tensiune produc, deformatii caracteristice.

Starea de tensiune din figura (3.18,b) modificd lungimea elementului, astfel ca
elementul cu dimensiunile initiale (linie Intreruptd) se schimba si ia forma
elementului reprezentat cu linie groasa. Aceste schimbari sunt deformatii liniare, A x
si A'y - unde Ax este o alungire, iar A’y o contractie. Deformatiile liniare se masoara
in mm sau pum.

Similar se deformeaza elementul pentru starea de tensiune din figura (3.18,¢c),

cu lungirea A"y si contractia A .
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Fig. 3.18

Deoarece deformatiile liniare nu pot caracteriza bine deformatiile unui ER,
pentru cd depind de dimensiunile acestuia se utilizeazd notiunile de deformatii
specifice.

Se defineste deformatie specificd liniara pe o directie raportul dintre
alungirea (scurtarea) elementului si lungimea initiala a acestuia pe directia respectiva.
Pentru elementele din figura (3.18,b,c) se obtin urmatoarele alungiri specifice:
r_A'x .on A"y

= 1 & = , 3.38,a
X dX s y dy ( 9 )

€

si scurtari (contractii) specifice:

. Ay . . A"X

g, = 1 g = 3.38,b
v dys x ( )

Tensiunile tangentiale deformeazi elementul ca in figura (3.18,c,). Sub
actiunea tensiunilor tangentiale elementul isi modificA numai unghiul drept dar
lungimile laturilor raman aceleasi. Modificarea unghiului drept se noteaza cu Vyy

Deoarece unghiul Y,y CSte foarte mic, deformatia specifici unghiulara, se

poate defini astfel:



Yo R8Ty = %, (3.38)
si se numeste lunecare specifica.

Deformatiile specifice liniare si cele unghiulare sunt adimensionale. in
lucrarile tehnice de specialitate lungirile specifice se dau in um/m sau in %, iar
lunecarile specifice pot fi exprimate in um/m sau 1n radiani.

Deformatiile specifice sunt tensori ca si tensiunile.

Drumul parcurs de un punct al ER de la pozitia sa initiala
corespunzitoare unui ER neincarcat la pozitia finala, dupa solicitare se numeste
deplasare. Deplasarile sunt marimi vectoriale.

Deplasarea, in mod uzual, poate rezulta din urmatoarele patru tipuri generale:

a) translatia intregului ER;

b) rotatia intregului ER;

c¢) schimbarea dimensiunilor ER;
d) modificarea unghiurilor ER.

Primele doud deplasari sunt deplasari ale rigidului, iar ultimele doua tipuri sunt
cauzate de deformatia ER. Deplasirile rigidului s-au studiat la cinematici. In

Rezistenta materialelor se vor studia numai deplasérile produse prin deformarea ER.

3.12. Analiza starii plane de deformatie

Daca suprapunem toate deformatiile din figurile (3.18,b,c,d) produse de
tensiunile normale s1 de tensiunile tangentiale se obtine starea plana de deformatie
(fig.3.18,e).

Elementul infinit mic din figura 3.19 poate fi considerat ca reprezinti un
punct din ER. Laturile elementului se iau paralele cu axele alese. Deformatiile
specifice € &, s Yy asociate sistemului de axe Oxy sunt reprezentate in figura

(3.11,¢).



o dx by [ &) d

2
0] 7_LI ..g + = > 0
A & ! é?"
a) g b] c)

Fig. 3.19
In multe probleme ingineresti se cere determinarea deformatiilor intr-un sistem

particular de axe de coordonate Osn rotit cu unghiul o fata de sistemul initial.

In acest scop se considerd elementul OASB, a cirui diagonald OS face unghiul
a fata de sistemul initial Oxy, (fig. 3.20,b). Diagonala OS este latura elementului din
figura (3.20,a). Starea plana de deformatie conduce la deformatiile liniare

g,-dx, ¢, -dy si la deformatia unghiulara (1+8x)°'ny. Din cauza acestor

deformatii punctul S se va deplasa in S, efectudnd o rotatie SS, = AdS, si o translatie
paralela cu OS: S,S, = Ads.

Deplasarile punctului S rezuld din insumarea corespunzatoare a catetelor

dx £qdx
O x O oL A o Ay x
.
. S N Tl]' A,q_ oL
By
ds 5 ~ A ) ds
!
NL " dn B ! As A, »n
M~ - / B, 7S iy
T ! Bl ' !f LGH
y r.:f" . -
.
y Ads /32
a) b)

Fig. 3.20



triunghiurilor dreptunghice <1>, <2>, <3> ce au Ipotenuzele g, -dx, g, -dy,
(1 + sxy) Y, ® 7Y,y §iaucéte o catetd paraleld cu ds = OS. Astfel se obtine:

Ads=S.S,=AA,+BB,+A A, =
=g, -dx-cosa+8y-dy-sina+(1+sx)-yxy-dx-sinoc,
Ads, =SS, =A,A,+B,B,=A A, -AA,+B,B, =

:(1+8x)-yxy-dx-c0sa—sx-dx-sina+8y-dy-cosa.

Prin impartirea cu ds rezulta:

Ads dx dy . dx .
(= ==&, —-CosO+¢g, -—-s1noc+(1+8x)-yxy -—-sina ,
ds ds ds ds
D, = Ads, =-g, -%-sinoc+sy-ﬂ-cosoc+(1+$x)-yXy X dx-cosa.
ds ds ds ds

Avand in vedere figura 3.20 si tindnd seama ca:

dx dy .
—=cosa,, — =sina
ds ds

si cd In paranteza g, este foarte mic in raport cu 1 si se poate neglija, se obtine:

_ 2 o 2 .
€,=¢&,-CoS OL+8y-Sln 0L+'ny-smoc-cosoc,

¢ (3.40)
D, = —(sx — sy)-sinoc $COSQL+ Y, c COSAL .
Inlocuind in prima relatie (3.40):

. 2 1—-cos2a 2 1+ cos2a sin 2o
sin“aa=———, cos"a=————, sinacosa = ,

2 2
se obtine alungirea specificd liniara pe directia o:
€, —€, & —§, 1 )

€, = 5 + cos2o + nyy sin 2o (3.41,a)

Unghiul @, reprezinta rotirea laturii OS. Prin deformarea ER se roteste si latura
ON, perpendicularda pe OS. Din figura (3.21,a) se observa ca unghiul drept NOS, se
micsoreaza prin deformare si va deveni:
N,08,=90°-@, + ®,=90° - (©, - D,)
Xy = (DI -

Modificarea unghiului drept va fi: y D,.



El'dl dx
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o
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a) b) y
Fig. 3.21

Aceastd marime numitd lunecare specificd, se poate determina dacd se

cunoaste si unghiul @,.

Din figura (3.21,b) se determina:

O - ds, _ NN, _ DD, +D,D,-EE, _
* dn ON ON
=g, -%-cosa+(1+8x)-yxy-E-sina—ey-ﬂ-sina .
dn dn dn
Tindnd seama ca:
dx . dy
— =sina, —=cosa .
dn dn

s1 In paranteza neglijand pe ¢_fatd de 1, se obtine:
@, = (sx - sy) -sina. - cosa + 7, - sin’ o
Prin urmare lunecarea specifica rezulta:
V=@, —-@,= —2(8X —~ ey) -sino - cosoL+y -(cos2 a — sin’ a),

s1 tindnd seama de expresiile functiilor trigonometrice ale unghiului dublu:



Y :—(8X —s;y)-sin20c+yXy - €cos 20L. (3.41,b)

Relatiile (3.4) exprima deformatiile specifice in sistemul de axe Osn, rotit cu
unghiul o fata de sistemul initial Oxy, in care se cunosc deformatiile specifice: € &,
s17Yxy. Aceste relatii permit analiza starii plane de deformatie.

Se observa ca relatia (3.41,a) are structurd identica cu relatia (3.4,a), iar

(3.41,b) cu (3.4,b). Daca face inlocuirea:
. 1
R XA THEny, 3.42)

se pot deduce unele relatii din celelalte. Acest fapt este normal daca se are in vedere
ca atat tensiunile cat si deformatiile specifice sunt marimi tensoriale si ca atare
respectd aceleasi reguli.

Daca se ia in considerare relatia de similitudine (3.42) se poate scrie, fara

demonstratie, relatiile care dau directiile principale:

Y
" sau
g, — €,

thal,z =

oy, = % : arctgL += (3.43)

Daca se urmdreste obtinerea unghiului o, se utilizeaza relatia :

a, = arctgL (3.44)

2-(8x—82)’

precum si deformatiile specifice principale:

e, te 1 2
81’2=Tyi5'\/(8x—8y) +'Y,2‘y. (3.45)

Deformatia specificd medie este:

g, +¢€ €y € .o
g, = : y=81'|2'81= a 20L+90 = ct. (3.46)

Lunecarea specifica maxima respectiv minima:

ym:i(sl—82)=i\/(sx—ay)2+yiy (3.47)



Directiile pe care se afla lunecarile specifice maxime:

€, —€, 1

tg2a,, = — =— , (3.48)
y Xy tgza 1,2
de unde rezulta:
4
o,,=0,,= rk (3.48,a)

3.13. Cercul lui Mohr pentru starea plana de deformatie

Tinand seama de relatia de similitudine (3.42) rezultd ca analiza starii plane de
deformatie (variatia deformatiilor in jurul unui punct), poate fi analizata pe cale

grafica, utilizdnd cercul lui Mohr. Relatia (3.10), tindnd seama de (3.42) devine:

2 2 2
(S—SX ;Syj +(%y} =|:%\/(8x —ey)2 +yiy} . (3.49)

Cercul lui Mohr pentru starea de deformatie (fig. 3.22) are:

- sistemul de axe: abscisa g;
ordonata y/2.
- coordonatele centrului C:

_(—Zx+8y_gl+g2 0
=T, T T "

-raza OSI:

1 1 1 2

EYmax = 5(81 - 82): E\/(Sx - 8y) + sz(y 9
- parametru in coordonate polare:

2a

- fiecarui punct de pe cercul lui Mohr 1i corespunde, ca abscisa -deformatia

specifica liniara (¢) si ca ordonata -jumatate din lunecarea specifica (y/2),



% 2260°

Fig. 3.22

-deformatiilor specifice liniare extreme ¢, si €, pentru care y = 0, le corespund
punctele S, i S, de pe axa Oe.

Aplicatia 3.2 Pentru starea pland de deformatie caracterizatd prin
g, =500um/m ¢, =300 pm/ m, vy, =-600um/m, sd se determine prin metoda
analitica si grafica:

a) deformatiile specifice principale;

b) directiile principale;

c) sa se reprezinte aceste marimi.

I Metoda analitica:

a) Utilizand relatia (3.45) se obtine:

2
e +e, 1 (e, —¢
f2 T yiE\/( 2 yj " =

500 —300
2

+ %\/(500 +300)" + 600> =100%500 pm / m.



€, te,

€ =600 um/m, & =-400um/m, ¢_ =

=100 um/m ,

Y12 =i\/(8X - 8y)2 +7v,, =+1000 um/ m.

b) Directia principala (1) cu relatia (3.44):

a, = arctgL = —18,43°.

2(e, —¢,)

c) Reprezentarea se face ducand directia principala (1) fatd de orizontala si se
1a un element pe aceasta directie ale carui laturi le modificam cu ¢, latura paralela cu
directia (1) si cu ¢, latura perpendiculara pe directia (1), obtinandu-se elementul
deformat dupa directia (1) (fig.3.22,a). Fatd de directia (1) se duce o directie la +45°
(in figura, la + 45°) pe care se ia un element de volum la care-1 modificam laturile cu
em. T1nand seama ca g, este efectul lui o; i &, al lui 6, se obtine sensul tensiunilor
tangentiale t (fig.3.22,a).

Se micsoreaza unghiul drept din coltul sagetilor lui t. Unghiul drept se
modifica cu valoarea y; sau y, (pe desen y; deoarece micsoreaza unghiul drept in sens
orar, fig.3.22,b). Directia dusa este directia (2%) (t; este paralel cu aceastd directie)

iar unghiul este a, =26,57° si este masurat de la orizontala la directia dusa.

Fig. 3.23



IT Metoda grafica

In sistemul de axe 80%: se reprezintd la scard punctele A(SX; %nyjz

A(500,300) si B(sy;—%yxyj= B(-300,-300), segmentul AB este diametrul cercului

lui Mohr, iar intersectia acestuia cu axa Og este centrul cercului C(g,, , 0) (fig.3.23).
Intersectia cercului cu axa Og ne da punctele S, (g1, 0), la dreapta si S, (&, 0) la stinga.

a) Deformatiile specifice principale se obtin ca fiind masura segmentelor:

g, =0S, =600um/ m;

g, =08, =-400um/ m;

e, =0C=100pum/ m;

v, =S,S, =1000 um / m;

b) Directia principala (1): Raza CA este orizontala pe cerc. Unghiul de la CA

la sensul pozitiv al axei O¢ este 2a,. Simetricul orizontalei de pe cerc fatd de axa Oe

(punctul A”) unit cu S, ne da directia principald (1). Unghiul de le axa Oe la directia

v - LDO

1
!}Jm’m] 2

B1-300,300)

A [500-300)

al

Fig. 3.24



(1) este a,, (o, =—18,5%).
c) Cunoscand directia principala (1), precum si deformatiile specifice

principale, reprezentarea acestora se face ca la metoda analitica (fig. 3.23,b si c).

3.14. Masurarea deformatiilor

Tensiunile s1 deformatiile specifice sunt marimi abstracte §i ca atare este
imposibil, din punct de vedere fizic, sa fie masurate. Se pot, Tnsa, masura deformatii
finite.

Deformatiile finite se pot masura pentru lungimi finite de pe suprafata (ER).
Daca deformatia se masoara pe o lungime relativ mica, se poate evalua o deformatie
medie pe unitatea de lungime care poate fi luatd ca o valoare aproximativa a
deformatiei specifice intr-un punct de masura. Pe aceasta baza lungirea specifica
poate fi aproximata cu raportul dintre lungirea (scurtarea) masurata pe o mica
lungime la lungimea respectiva.

Deformatiile unghiulare sunt mult mai dificil de masurat; acestea au valori
foarte mici si trebuie masurate pe un element cat mai mic de pe suprafata ER.

Pentru masurarea lungirilor specifice existdi mai multe metode (mecanice,
optice, electrice).

In problemele de Rezistenta materialelor se cer determinarea deformatiilor
specifice dupa directiile principale. La piesele simple si supuse la solicitari simple se
cunosc directiile principale si in astfel de cazuri se masoara deformatiile specifice
dupa aceste directii.

Sunt insa foarte multe cazuri in care nu se cunosc nici directiile principale si
nici deformatiile specifice principale. Pentru aceste cazuri se masoard lungirile
(scurtarile) dupa trei directii ceea ce conduce la eliminarea masurarii lunecarii

specifice, ¥,,» Care este mai dificil de masurat.



La inceput s-au masurat lungirile cu ajutorul extensometrelor mecanice, apoi s-
a utilizat amplificarea optica pentru a se usura citirea cu ochiul liber a deformatiilor
mici. In prezent se folosesc traductoare, care utilizeaza pentru masurarea deformatiei
variatia rezistentei, a inductantei, a capacitatii, a efectului piezoelectric, etc.

Pentru masurarea deformatiei specifice pe trei directii Intr-un punct se
utilizeaza un grup de traductoare montate pe acelasi suport. Cele mai larg raspandite
sunt cele la care unghiurile o, B siy (fig. 3.24,a si b) sunt multiplu de 15° si ele pot
fi aranjate in rozete delta (fig. 3.24,b) cu o.=p=y=60° sau rozete in evantai
(fig. 3.24,a) cu o =p’=y’=120°. De asemenea se utilizeaza si rozeta in evantai cu
a'=B’=135°si y’=90°.

Analiza starii de deformatie, pe baza deformatiilor determinate cu ajutorul unei
rozete se poate face pe cale analitica sau grafica.

Pentru a rezolva pe cale analitica, cunoscand deformatiile specifice dupa cele
trei directii, adicd €, €, si €, si unghiurile a, B si y (fig. 3.26), din relatia (3.25,a) se

pot scrie urmatoarele trei ecuatii:

e, +e, & ,-—¢g, 1 )

g, = + cos2a + —y , sin2a,
2 2 2

8X+8y+8x—8y ZB+1 in 28
g, = cos —v,, Sin2B,
’ 2 2 2T

e, +&, & ,—¢, 1 .
g€, = 5 + 5 cos 2y + Ey W Sin2y. (3.50)

Rezolvand aceste ecuatii se obtin valorile pentru ¢ , g, s €, si cu aceste valori
se pot determina deformatiile specifice principale, directiile principale cu ajutorul
relatiilor (3.45) si (3.44).

Se mai pot determina deformatiile specifice medii si lunecarea specifica maxima cu

relatiile (3.46) si (3.47), etc.



Fig. 3.26 3.15. Utilizarea cercului lui Mohr

pentru analiza deformatiilor

Metoda analitica de scriere a celor trei ecuatii pentru cele trei brate ale rozetei,
rezolvarea sistemului si apoi obtinerea deformatiilor specifice principale este o cale
destul de laborioasd. Metoda grafica pentru rezolvarea starii plane de deformatie este

mai operativa si aceasta se exemplifica prin urmatoarea aplicatie.

a) b)

Fig. 3.25



Aplicatia 3.3. Deformatiile specifice ale unei placi solicitate in planul ei sunt

cele din figura 3.27 (valorile sunt date In um/m). S& se determine prin metoda

analitica si grafica:

a) deformatiile specifice principale;
b) directiile principale; 2
>
c) sa se reprezinte elementele rotite si ™

deformate dupa directiile principale. &
.”

Fig. 3.27

I Metoda analitica

Se noteaza directiile de masurare in sens orar de la orizontald pana la g,, g, si

€4 cu respectiv a, B, sivy (fig. 3.27,a).

Fig. 3.27

a) Inlocuind in sistemul de ecuatii (3.50) se obtine sistemul:

e, te, &, —¢ 1 .
300 = Y 4 .c082-15° +—y,, -sin2-15°;
2 2 2

e, +te, &,-—¢ 1 .
150 = Y+ ~-c0s2-135" +—y,, -sin2-135°;
2 2 2

g, +€, €, —¢ 1 ‘
—-200= 5 L+ 5 y-(:052-2550+5yxy-s1n2-255°,

care prin rezolvare conduce la:



e, =372,0pum/m; g =-2053um/m; vy, =-1333um/m.

Cu aceste valori inlocuite in relatia (3.45) se obtin:

372-2054
2

€1

+ %J(372 +205,4)° +133,3% =83,35+296,25um / m;

de unde rezulta: ¢, =379,6 um/ m;

€, =-2129um/ m; y, =592,5um/ m;

e, =38335um/ m.

b) Directia principald (1) se obtine cu

relatia (3.44,a"):

V]

~1333
2-(3712+212,9) Fig. 3.28

o, =arctg

c) Procedand analog ca la problema 3.2 se obtin elementele rotite si deformate
dupa directia (1) (fig.3.27,b) si dupa directia (2) (fig.3.27,c)

II Metoda grafica

Se rearanjeazad rozeta prin translatia unui brat astfel incat sd avem valoarea

intermediara (150) intre valoarea maxima (300) si cea minima (-200). Se va avea in

[}Jmfm]

5240

DA“_T-\

Fig. 3.29



vedere ca unghiul peste bratele unde sunt valorile extreme ale deformatiilor specifice
de la rozeta rearanjata sd fie mai mic de 180°. Marimile corespunzatoare rozetei sa fie

notate €,,€5,€,,0,,0. Se noteazd Intotdeauna cu g, valoarea intermediard si
unghiurile o si 6 de la €, la bratele €, respectiv €, (fig.3.28). Se alege axa y /2
orientatd in jos §i se 1au trei axe paralele cu axa y /2 la abscisele €,,e, s1 €, (la
scard). De la directia €, se masoara unghiurile o si & in sensurile lor, obtindndu-se
directiile (o) si (&) conform figurii 3.29.

La intersectia directiei (o) cu directia (e¢,) se obtine punctul A, iar la
intersectia directier (8) cu (&,) se obtine punctul D. Ducind mediatoarele

segmentelor BA si BD, la intersectia lor se obtine punctul C care este centrul
cercului lui Mohr. Se traseazi cercul cu centrul in C si cu razele CA, CB si CD. Prin
C se duce axa orizontald care este axa Og. La intersectiile cercului cu axa Og rezulta
punctele S,(¢g,,0) la dreapta si S (¢,,0) la stdnga. Simetricul punctului B” de pe cerc
fatd de axa Og este punctul B. Segmentele CA, CB si CD sunt directiile lui €, , €, s1
€, pe cerc fata de axa Oe.

Observatie: O prima verificare se face prin mdsurarea unghiurilor la centru
BCA i BCD care trebuie sa fie 200 si respectiv 20.

Se determina valorile deformatiilor specifice principale ca fiind marimea
segmentelor (masurate la scara utilizata):

e, =0S, =380pum/m; ¢, =0S, =-213um/ m;

Y, =SS, =593um/m; ¢_=0C=2835um/m.

1. Directia principald (1). De pe rozeta reorientata, se observa cd pentru a
obtine orizontala trebuie sa rotim bratul (€, ), in sens antiorar, cu 15°. Pentru a obtine

orizontala pe cerc vom roti directia lui €, (care este raza CA) in sens antiorar cu

2-15°, obtinand orizontala pe cerc. Unghiul de la orizontala pe cerc la sensul pozitiv

al axei Og este 2a,. Unind simetricul orizontalei de pe cerc fata de axa Oe (punctul

M) cu S, se obtine directia (1). Unghiul de la axa Oe la directia (1) este a.,.



Reprezentarea se face analog ca la metoda analiticd obtindnd elementele
deformate dupa directia (1), figura (3.9,b) si dupa directia (2), figura (3.29,c).

Verificarea marimilor deformatiilor specifice principale se face astfel:

g, > max{e,;e,38, |3

g, < min{sA;sB;eD}.

Verificarea directiilor principale se face ducand directia (1) si respectiv (2) pe
rozeta rearanjata (fig.3.28) si trebuie sa avem directia (1) mai aproape de valoarea

deformatiei specifice maxime date (unghiul de 27° intre directia (1) si €, este mai
mic decét unghiul de 33° dintre directia (1) si €,), iar directia (2) mai aproape de

valoarea minima datd ¢, (unghiul de 3°).

3.16. Analiza starii spatiale de deformatie

Deformatia specifica liniara dupa un versor v=l-i+m- i +n-K, se obtine din
(3.16) si este:
—_— 2 . 2 . 2 - . . .
g, =l"-e,. +m"-g +n"-g, +lm-y +mn-y +Ilm-y, (3.51)
Deformatiile specifice principale €,,¢€, s1 €, se obtin din ecuatia:

83—Il°82+12°8—13=0 (3.52)

unde:

e 1.1
X 2ny ZYZX
1 1
I3 = EY Xy 8y E’Y zy * (3'53)
1 1 c
ZYXZ 2sz z



Directiile principale se determind in mod identic ca la variatia tensiunilor. Se
precizeazd ca deformatiile specifice principale coincid cu directiile principale ale

tensiunilor.

Lunecarile specifice principale se dezvolta in planele bisectoare ale planelor de
deformatie si au valorile:

Y2=81—83=Y13 5

Y1=€,~83=V23 (3.54)

Y3=€ &=V -

Aplicatia 3.4. Tensorul deformatiilor specifice intr-un punct al unui corp

solicitat n spatiu are componentele:

1600 200 —300
T, =200 800 400
—-300 400 -1200

b

Sa se determine :
a) deformatiile specifice principale;
b) directiile principale.
Rezolvare:
Se calculeaza cu relatiile (3.53) invariantii:

I,=¢ +¢&,+¢,=1600+800-1200=1200 um / m;

I, =€,°€,tE, ¢, +8Z-8x—%(yiy-yiz-yix) =1600-800—

—800-1200— 1200- 1600—%(2002 +300% + 4002) = -1,89-10° (um/m)’;

b

1600 200 —300
I,=[ 200 800 400 |=-1864-10°(um/m)’,
~300 400 —1200

obtinandu-se ecuatia:
e’ —1200-¢° —1,89-10° = 0.

Prin rezolvare se obtin:



€, =1662um/ m; €, =852,7um/m; ¢, =1315um/ m.
Verificarea se face prin recalcularea invariantilor, pentru €y, €, §i €3 :
[, =¢ +g,+¢&, =1662+852,7—1315=1200pum / m,
I,=¢,-g,+¢&,-6,+¢&,-€ =-1,89-10° um/ m;

I,=¢,-¢, & =-1864-10° um/m,.

Directiile principale se obtin prin introducerea pe rand a lui si €,,&, si

respectiv €, in sistemul de ecuatii (3.19), scrise pentru deformatiile specifice, si se

~62,4-1,+200-m, —300-n, = 0;
200-1, —862,4-m, +400-n, = 0;
~300-1, +400-m, —2862-n, =0,

din care rezulta solutiile:

1, =0,9515m, =0,1866;n, = 0,0737.
Analog:

- pentru g, :

1, =-0,172;m, =0,9618;n, = 0,2126;
- §i pentru €;:

1, =0,1136;m, = —-0,1948;n, = 0,9742.

Pentru verificarea acestor solutii se foloseste conditia de ortogonalitate dintre

aceste directii. Pentru ¢, si €, si se obtine:

l,-1,+m,-m, +n,-n, =0,9515-0,172 + 0,1866 - 0,9618 — 0,0737-0,2126 = 0.
Pentru ¢, s1 ¢;:

l,-1,+m, -m, +n,-n, =0,9515-0,1136 — 0,1866 - 0,1948 — 0,0737 - 0,9742 = 0.

Cele trei directii obtinute sunt perpendiculare intre ele.

Lunecarile specifice maxime sunt:

v, =€ —¢&, =1662+1315=2977 um/ m;



Y, =¢€,—¢€, =852,7+1315=2167,7pum/ m;
Y,=¢€ —¢&, =1662—-852,7=2809,3um/ m.

3.17. Deplasari

Fie un paralipiped OABCDEMF, care face parte dintr-un ER, din care se
considera segmentul OM. Daca asupra ER actioneaza un sistem de forte exterioare
segmentul se deplaseaza intr-o noua pozitie O’M’ si se deformeaza (fig.3.30).

Drumul parcurs de un punct al ER de la pozitia sa in ER neincircat la
pozitia finala, dupa solicitare, se numeste deplasare.

Deplasarea, in mod uzual, poate rezulta din urmatoarele situatii:

a) translatia intregului ER,

b) rotatia intregului ER,

) schimbari de lungime in ER,
d) modificari de unghiuri in ER.

Primele doua tipuri de deplasari sunt deplasari de corp rigid, in timp ce ultimile
doua sunt cauzate de deformatia ER. In cele ce urmeazi se vor studia numai

deplasarile ce sunt produse de

dx
/10 D w_Z deformarea ER.
A/ L NE y Se considera ca punctul O se
B\ F :
x/] )r N - D’ deplaseaza in O’ prin deformare.
dy . : k — —_—
c Y M . . Vectorul &8=00' se numeste
dz o E 5 .
S\ deplasare totala a punctului O.
A n
R T T oAE Proiectiile acestuia sunt: u pe axa
-7 \ ™ M’ ’ ' P
7 \\ S Ox, v pe axa Oy si w pe axa Oz. In
(o4 N
W acest caz vectorul deplasare totala
\

se exprima prin:

Fig. 3.30
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o B" \ g \
h“"""'--.. \
u T~
\ C
Fig. 3.31
S=u-i+v-j+w-k,iar modulul sdu este &=u>+v?+w? (3.51)

Dar segmentul de dreaptd OM se roteste cu unghiul ¢ din pozitia initiala in
pozitia O’M’, datoritd deformarii ER (fig. 3.31). Acest unghi se poate determina fie
din expresiile cosinusurilor directoare a noii directii, fie utilizand unghiurile lui Euler.
Ambele cai sunt laborioase si se utilizeaza mai putin.

Deplasarile sunt functii de pozitia punctului. Astfel, deplasarile unui punct M
ce se gaseste In vecinatatea punctului O (fig. 3.31) se deduc din deplasarile u, v, w ale
punctului O. Pentru a evidentia cele ardtate si a simplifica analiza se considerd un
element plan OABC. Acest element in urma solicitarii se deformeazd in elementul
O’A’B’C’ cunform figurii 3.32.

Admitand ipoteza micilor deformatii, se poate considera ca deplasarile
punctelor vecine punctului O pot fi descrise de primii doi termeni ai seriei Taylor,
functie de componentele u si v ale deplasirii 8. In acest caz deplasirile punctului A
sunt date de expresiile:

u, :AA":u+a—u-dx, Va :A"A':V+a—v-dx.
ox ox



in mod similar pentru punctul B se obtine:
up =B'"'B'= u+@-dy, vy =BB''= V+6—V-dy.
ay oy
Tinand seama de relatiile de mai sus, deplasarile liniare ale punctelor O, A, B

sunt:

6=u-i+v-j,

8, =(u+a—udx)-i+(v+a—vdx)-j, (3.52)
Ox Oox

O, =(u+a—udyj -i+(v+6—vdy] j
oy oy

Simultan cu deplasarea liniara 8 se produce deplasarea unghiulara 6 Din
figura 3.32 se observa ca latura O’ A’ este rotita fata de pozitia initiala OA cu unghiul

do . Intrucat unghiurile sunt foarte mici se poate considera ca tg(dCDXy) =do, .

Deci, deplasarile unghiulare sunt:

8
™ ax 5 audy 5
o, -% N gp X M (3.53)
dx ox dy oy

Deplasarile liniare ale punctelor O, A, B, C ale paralelipipedului din figura
3.31, se pot scrie tinand seama de relatiile (3.52) si de faptul ca, pentru acest caz,
trebuie sa se 1a In considerare si deplasarea dupa axa Oz.

Deplasarile unghiulare ale segmentului O’M’ (fig.3.30) se obtin din
compunerea deplasarilor similare din planurile yOx, date de relatiile (3.32) si din

deplasarile similare din planurile yOx si zOx.



3.18. Relatii intre deplasari si deformatii

Paralelipipedul elementar se deformeaza, laturile lui se lungesc si se inclina
(fig.3.31) in functie de starea de tensiune din punctul considerat si de pozitia
punctului in ER.

Deformarea paralelipipedului elementar este complet determinatd daca se
cunosc deplasarile celor opt colturi ale sale.

Alungirile specifice, dupa axele x,y si z rezulta:

[+ or )
u+—dx|—u
. _ Adx Ox _6_u
Yodx dx ox
(V+dy)—v
_Ady 0 _ov
Yody dy dy’
e o)
g =29 z A (3.54)
dz dz oz

In cazul stirii plane (fig.3.32) lunecarea specificd este egalid cu modificarea
unghiului drept, dintre axele x si y, adica
Yy =d®  +dD :6_v+6_u'
ox Oy
In cazul general (fig.3.31) se produc trei lunecdri specifice, cite una pentru
fiecare plan ortogonal. Similar cu relatia de mai sus, se obtin relatii identice ale
lunecarilor specifice in celelalte planuri ortogonale:

_Ou  Ov _6_V ow _6W+8u

_ou v Ly, = on 3.55
dy Ox T = oy ! ox 0z (3:55)

ny

Marimile gy, &y, €, Yxy» Yyz Yzx SUnt marimi tensoriale similare tensiunilor si ca
atare se pot reprezenta sub aceeasl forma.

Tensorul deformatiilor specifice este:



€y alyx 4l zx
1 2 %Y g, 0 0
T, = nyy €y Eyzy =0 ¢, 0 (3.56)
1 1 0 0 &
— — €
ZYXZ Zsz z

3.19. Ecuatiile de continuitate a deformatiilor

Derivand de douad ori prima relatie (3.54) in raport cu y, a doua in raport cu x,
prima relatie (3.34) in raport cu X si apoi cu y, rezultd trei expresii. Eliminandu-se

deplasarile intre derivatele obtinute se obtine:

0? o's, 0Oy,
BT T (3.57)
oy 0x Ox0y
Procedand in mod similar cu celelalte relatii rezulta:
2 2
N 0g, _ 07 vy ’
oy  ox*  Oxdy
2 2
0°g, +5281 =8 yyz,
oz oy’ Oyoz
o's, 0%, 0%,
+ = .
ox* 027 0zdx

Acestea sunt ecuatiile de compatibilitate sau de continuitate a deformatiilor,

(3.58)

care exprima fizic mentinerea continuitdtii corpului dupa deformatie.



