2. FORTE EXTERIOARE SI FORTE INTERIOARE

2.1. Forte exterioare. Clasificare

Constructiile ingineresti sunt realizate din unul sau mai multe (ER). In
Rezistenta materialelor se analizeaza fiecare ER sau subansamblu numai in situatia
de echilibru sub actiunea fortelor exterioare, asa cd valoarea torsorului fortelor
exterioare, ce actioneazd asupra unui ER sau subansamblu, este totdeauna egal cu
Zero.

In cele cate urmeaza prin forti se va intelege notiunea de forti generalizati:
forta sau moment.

In Rezistenta materialelor notiunea de forti exterioari cuprinde atat fortele
aplicate pe suprafata ER cat si cele distribuite pe intreaga masa a materialului
cum sunt: greutatea, fortele de inertie, fortele electromagnetice, datoritd dilatarii
impedicate, etc., precum si fortele de legatura dintre (ER) numite reactiuni.

Fortele exterioare se pot clasifica astfel:

a) dupa natura lor:

- sarcini sau forte active;
- reactiuni sau forte de legatura.
b) dupa locul de aplicare:
- de suprafata sau de contur, ce se aplica in exteriorul ER;
- de volum sau masice, ce sunt distribuite in intregul volum al ER.

¢) dupa marimea suprafetei pe care se aplica, fortele de suprafata pot fi:

- concentrate, ce se considera aplicate Intr-un punct si constituie o
schematizare a fortelor distribuite pe o suprafatd foarte mica, in raport cu

suprafata (ER), (fig. 2.1,a);



- distribuite, ce se repartizeaza uniform sau cu intensitate variabila pe

o suprafata sau in lungul unei linii (fig. 2.1,b).
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Fig. 2.1.

Fortele concentrate se masoard in N, kN, MN, etc. iar cele distribuite pe
suprafatd se masoara in N/m? sau Pa, N/mm? sau MPa, kN/m?, etc. iar cele distribuite
in lungul unei linii iIn N/m, kN/m, etc.

Sarcinile aplicate (ER) pot fi clasificate astfel:

a) Dupa provenienta:

-sarcini permanente, ce-si pastreaza intensitatea constanta (exemplu:
greutatea proprie a ER);

-sarcini utile formate din acelea ce rezultd din rolul functional al ER
(exemple: greutatea autovehiculelor pentru un pod, incdrcdtura pentru
mijloacele de transport, forta de aschiere pentru scule, etc.);

-sarcini accesorii ce apar In timpul functionarii (exemple: forte de
inertie, forte de frecare, dilatare impiedicata, etc.);

-sarcini accidentale, ce actioneaza intermitent §i neregulat (exemple:
actiunea vantului, greutatea zapezii, etc.);

-sarcini extraordinare, ce actioneaza intamplitor dar pot avea efect
catastrofal (exemple: incendiile, exploziile, inundatiile, cutremurele de

pamant, etc.).



Sarcinile permanente, utile §i accesorii se numesc sarcini fundamentale.
b) Dupd modul de actiune in timp se pot clasifica in:

-sarcini statice, ce se aplicd lent iar apoi i1 pdstreazd intensitatea
constanta (fig.2.2,a);
-sarcini dinamice, ce se aplica cu viteza variabila relativ mare si care pot
fi:

-sarcini aplicate brusc, ce produc soc (fig.2.2,b);

-sarcini variabile in timp a caror intensitate variazd periodic

dupa o anumita lege, (fig.2.2,c).

c) Dupa pozitia sarcinii pe ER
-sarcina fixa, ce actioneaza 1n acelasi loc pe toatd durata functionarii

constructiei (exemplu: greutatea proprie);
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-sarcina mobila, a carei pozitie este variabila (exemplu: greutatea unui

vehicul pe un pod).



2.2. Reactiuni

Reactiunile sau fortele de legatura reprezintd actiunea mecanica a legéturilor
ER cu alte (ER) s1 1au nastere la actiunea sarcinilor asupra ER respectiv.

Tabelul 2.1.
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Legaturile, anuleazd unul sau mai multe grade de libertate ale ER,
legiturii unui ER, supus actiunii sarcinilor, poate fi intotdeauna inlocuit prin
reactiuni (forte de legatura), corespunzatoare, ce se determina din conditiile de
echilibru. Cand numadrul ecuatiilor de echilibru distincte este egal cu cel al
reactiunilor ER constituie un sistem static determinat, iar cdnd numarul ecuatiilor
de echilibru este mai mic decat numarul reactiunilor, sistemul este static
nedeterminat. Gradul de nedeterminare este dat de diferenta dintre numarul
reactiunilor si numarul ecuatilor de echilibru. Ridicarea nedeterminarii, se realizeaza
in Rezistenta materialelor , prin introducerea conditiilor geometrice de deformare.

Felul legaturilor care pot aparea la capdtul unei bare si modul de inlocuire cu
reactiuni sunt redate in tabelul 2.1.

Evaluarea sarcinilor si determinarea reactiunilor constituie una din problemele
importante ale rezistentei materialelor.

Spre deosebire de mecanica teoretica, in Rezistenta materialelor fortele sunt
vectori legati de punctul de aplicatie. Schimbarea punctului de aplicatie a fortei

nu schimba starea de echilibru dar poate modifica starea de solicitare a ER.

2.3. Forte interioare

Fortele interioare sau eforturile se produc in interiorul ER cand acesta este
actionat de forte exterioare. Pentru determinarea eforturilor, Rezistenta materialelor
utilizeazd metoda sectiunilor, a lui Cauchy. Aceastd metodd este echivalenta cu
teorema echilibrului partilor: dacd un ER este in echilibru sub actiunea unui
sistem de forte, atunci si o parte oarecare din acest corp este, de asemenea in
echilibru sub actiunea fortelor corespunzatoare acestei parti.

Aceastd metoda consta in:

- sectionarea imaginard a ER, in locul unde urmeaza sa fie determinate fortele

interioare (eforturile) aferente;



- reprezentarea, pe portiunile ER obtinute, a fortelor exterioare si a celor
interioare aferente;
- scrierea ecuatiilor de echilibru pentru sarcinile exterioare si eforturi,

reprezentate pentru una din portiunile ER sectionat.

Fig. 2.3

Se considera o bard oarecare actionata de un sistem de forte F, F...F _(figura
2.3-a), care se sectioneazd cu un plan imaginar Q, normal pe axa barei. Prin
sectionare se obtin doud parti: ® si @. Cele doua parti ale barei se echilibreaza prin
fortele interioare distribuite p, ce se produc pe fetele de separatie A (fig.2.3,b).
Fortele distribuite pe suprafata A a partii @, se reduc in centrul de greutate O, la o
forta rezultantd R, si un moment rezultant M ,. Acestea constituie totodatd efectul
partii © asupra partii @. Deci, fortele p de pe fata A a partii @ sunt echivalente cu
torsorul de reducere in 0, a fortelor ce actioneaza asupra partii @ (fig.2.3c).

La fel, daca se reprezintd partea @; actiunea partii @ asupra partii @ este

echivalentd, in O,, cu rezultanta R si momentul rezultant M, ,.



Actiunea partii @, asupra partii @ este egald si de sens contrar cu actiunea

partii @ asupra partii ® (conform principiului actiunii i reactiunii) si rezulta:

R,=R,=R s M, =M,=M,.
Elementele torsorului de reducere in centrul de greutate a sectiunii al

fortelor ce actioneaza asupra partii din stinga sunt egale si de sens contrar cu
elementele torsorului de reducere, in acelasi punct, al fortelor ce actioneaza
asupra partii din dreapta.

Elementele R, , M, si respectiv R, M, ce asigura echilibrul fiecarei parti se
numesc forte interioare.

Acestea sunt, totodatd, rezultantd si respectiv momentul rezultant al fortelor
interioare elementare ce se produc intre particulele celor doua parti la actiunea
sarcinilor. Prin separarea, printr-un plan imaginar, a celor doud parti fortele interioare
au fost transpuse 1n categoria fortelor exterioare si luate in considerare ca atare.

Proiectand elementele torsorului de reducere in O, pe axele de coordonate, se
obtin sase componente: trei forte: N, Ty, T si trei momente: M, My, M (fig.2.3,d).
Componentele N, Ty, T, M, My, M se numesc eforturi sectionale sau eforturi din
sectiune si le vom numi EFORTURI. Fiecare efort are 0 denumire, i1 corespunde o
deplasare (deformatie) si produce o solicitare simpla asupra barei.

Forta normala sau forta axiala N (fig. 2.3,d), este egala cu suma algebrica,
luatd cu semn schimbat, a proiectiilor pe axa x, a tuturor fortelor situate in stanga (sau

la dreapta, luate cu acelasi semn) sectiunii considerate:

N=-)F =>F,. 2.1)
1 2

unde 1 inseamna ca se iau fortele de pe partea stanga, iar 2, fortele de partea dreapta.
Forta normala se considerd pozitiva cand produce solicitarea de intindere,
care lungeste bara si negativi cand produce solicitarea de compresiune, care

scurteaza bara.



Forta taietoare T , respectiv T , este egald cu suma proiectiilor pe axele Oy si
b y VA S5
respectiv 0z, din planul sectiunii, luate cu semn schimbat, a tuturor fortelor situate la

stanga (sau la dreapta cu acelasi semn) sectiunii considerate:
Ty:—zlle:Z;‘Fy; TZ:—ZI:FZ:ZZZFZ. (2.2)

Forta taietoare Ty este pozitiva dacd deplaseaza sectiunea in sens contrar
axei Oy, in planul x0Oy, iar T 1in sens contrar axei 0z. Fortele taietoare produc
solicitarea de forfecare sau taiere.

Momentul incovoietor M = respectiv My’ este egal cu suma momentelor in
raport cu axa 0z, respectiv Oy, din planul sectiunii, a tuturor cuplurilor de forte si
momentelor fortelor, situate la stdnga (sau la dreapta luate cu minus) sectiunii

considerate:
M,=>M,=->M, si M=M =->M,. 2.3)
1 2 1 2

Momentele incovoietoare produc solicitarea de incovoiere. Deformatia
produsid de momentul incovoietor este de rotire a sectiunii in jurul axei
respective: M , in jurul axei Oz si respectiv My in jurul axei Oy. Momentul M_ se
considera pozitiv, cind comprima fibra superioara si intinde pe cea inferioara,
1ar My este pozitiv cand comprima fibra din partea pozitiva a axei Oz si intinde fibra
din partea negativa (fig. 2.4).

Momentul de riasucire M, este egal cu suma algebrica a momentelor fortelor
si a cuplurilor situate la stinga sectiunii (sau la dreapta luate cu semn minus) fata de

axa Ox:

M, =ZI:MX =—ZZ:MX. (2.4)

Momentul de torsiune este pozitiv atunci cand fortele sau cuplurile din
stanga sectiunii rotesc In sens orar, iar cele din dreapta in sens antiorar.
Prezenta simultana in sectiunea barei a doud sau mai multe eforturi

produc, in bara, o solicitare compusa.



In general, se determmina eforturile de pe fata din dreapta sectiunii (O,yz din
fig.2.3,d) si 1n acest caz se reduc fortele din partea stdnga a sectiunii. Cand este mai
simplu sa se reduca fortele din partea dreapta atunci se obtin eforturile de pe fata din
stanga, care au insd sensuri opuse fatd de cele determinate in primul caz. Daca s-au
dedus fortele de pe partea din stanga a sectiunii si trebuie raportate la fata din dreapta
atunci acestora li se schimba semnul.

De retinut ca reprezentarea interactiunii, prin forte aplicate in O, este o
reprezentare conventionald simpld a fenomenului complex de interactiune intre cele
doua parti, (fig.2.3,b).

Observatie: Se pot obtine, mai simplu, eforturile din sectiune procedand astfel:

a) se analizeaza in ce parte a sectiunii sunt mai putine forte si se ia In
considerare numai fortele din acea parte (din stinga sau din dreapta);

b) se descompune fiecare fortd, din acea parte, dupa directiile axelor in sectiune;
¢) se reduce fiecare componentd obtinutd din forte, in centrul de greutate al
sectiunii;

d) se Insumeaza proiectiile fortelor si ale momentelor corespunzatoare pentru
fiecare axd in parte, tindnd seama de regula de semne, obtinandu-se astfel:

- N = suma proiectiilor fortelor pe axa Ox;

- Ty= suma proiectiilor fortelor pe axa Oy;

- T = suma proiectiilor fortelor pe axa Oz;

- Myz suma proiectiillor momentelor pe axa Oy;

- M_= suma proiectiilor momentelor pe axa Oz;

- M= suma proiectiilor momentelor pe axa Ox.

W

Fig. 2.4



2.4. Functii de eforturi

Valorile eforturilor din sectiune (N, Ty, T, My, M , M) variaza in lungul barei,

in functie de modul de incarcare si de forma barei. Una din problemele principale, ale

calculului de rezistentd, este cunoasterea valorilor eforturilor din fiecare sectiune

transversald. Astfel, se exprima variatia fiecarui efort in functie de coordonatele

punctelor axei si se obtine cate o functie de eforturi. Pentru o bara dreapta, ce are

axa orientata, dupa Ox, functiile de efort se exprima in dependentd de abscisa x a

sectiunii: N = N(x); T, =T (x)s... M, = M,(x).

Variatia eforturilor in lungul axei barei, sub actiunea sarcinilor fixe, poate fi

. Planul sectiunii

Aanul
fortelor

urmarita cel mai  bine pe
diagramele de eforturi. Acestea
sunt  reprezentari  grafice ale
functiilor de eforturi in functie de
abscisa sectiunii “x” de pe axa
barei. Diagrama de efort se obtine
prin trasarea unei linii subtiri
care sa uneasca punctele ce
satisfac ecuatia functiei efortului
respectiv. Aceasta se reprezinta in
lungul wunei linii de referinta,
trasata cu linie groasa, paralela si
de lungime egald cu axa barei.
Astfel, pentru fiecare efort se
traseaza cate o diagrama.

In practicdi se intdlnesc

frecvent bare drepte sau curbe



plane, ce sunt incarcate cu forte continute in planul de simetrie longitudinal al barei.
In figura (2.5,a), s-a reprezentat o astfel de bara unde s-a notat cu xOy planul fortelor.
S-au determinat reactiunile si apoi eforturile din sectiunea aflatd la abscisa “x” de
reazemul 1. In figura (2.5,b) s-a reprezentat bara respectivd pe care s-au figurat
reactiunile si respectiv eforturile interioare din sectiunea de abscisa “x”.
In acest caz particular se pot determina eforturile:
a) forta axiala, egala cu suma algebrica a proiectiilor fortelor exterioare aplicate
in stanga (sau in dreapta) sectiunii considerate pe axa barei;
b) forta taietoare, T=Ty’ egald cu suma algebrica a proiectiilor pe axa Oy a

tuturor fortelor situate la stanga (sau la dreapta) sectiunii considerate;

+M +M
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Fig. 2.6

¢) momentul incovoietor, M=M , egal cu suma algebrica a momentelor fortelor
in raport cu axa Oz, a tuturor fortelor si momentelor situate in stdnga (sau 1n
dreapta) sectiunii considerate.

In mod uzual, pentru trasarea diagramelor de eforturi pentru sarcini continute
intr-un singur plan, se foloseste schema plana din figura (2.5,d). Eforturile sectionale,
din stdnga respectiv din dreapta sectiunii, se reprezinta ca in figura 2.5,d.

Regula de semne pentru starea pland, este data in figura 2.6:

- forta axiala N, este pozitiva cand lungeste elementul de bara (fig.2.6,a) si
negativa cand scurteaza elementul de bara.

- forta taietoare T, este pozitiva cind are tendinta sa roteasca in sens orar

elementul de bara (fig.2.6,b);



- momentul incovoietor M, se considera pozitiv cind roteste cele doua fete
laterale, curband fibrele, astfel ca fibrele superioare sa se scurteze iar cele

inferioare sa se lungeasca (fig.2.6,c).

2.5. Relatii diferentiale intre sarcini si eforuri

Trasarea diagramelor de eforturi poate fi mult usuratd dacd se cunosc atat
functiile de eforturi cat si relatiile diferentiale intre eforturi si diferite sarcini.

Pentru a stabili relatiile diferentiale dintre sarcini si eforturi se considera un
element de bara curbd plana, asupra caruia actioneaza un sistem de sarcini continute
in planul axei barei. Elementul de bara, de lungime infinit mica ds, are raza de
curburd r, iar unghiul format de cele doua sectiuni este do. Lungimea elementului
este ds=r - da (fig.2.7,a).

Asupra elementului ds se considera ca actioneaza sarcinile:

- ¢, uniform distribuita pe lungimea ds, a elementului;

- F si M concentrate si actionand in sectiunea ce trece prin punctul 0.

dol

a) b)

Fig. 2.7



Asa cum s-a aratat si la observatiile de la §2.3, aceste sarcini trebuie
descompuse dupa directiile axelor de coordonate si se considera ca actioneaza
asupra axei barei. In figura (2.7,b) s-a reprezentat modul de actiune al sarcinilor. Tot
in figura (2.7,b) s-au reprezentat eforturile: N, T, M in sectiuneca O si
respectivN + AN, T+AT si M+AM 1in sectiunea A.

Conform metodei sectiunilor (a lui Cauchy) dacd elementul initial este in
echilibru atunci si portiunea din element de lungime ds, va trebui sa fie in echilibru.

Se pot scrie in acest caz ecuatiile:

3 X =0,

(N+AN)-cosdo. — N — (T + AT) - sindo + X + py - ds =0,

ZY:O;

(T+AT)-cosda — T+ (N+ AN)-sinda + Y + pds = 0;

M, =0

(M+AM)—M—(N+AN)-r-(1—cosdoc)—(T+AT)-r-sind(x—p-ds-(;S—Me =0.

(2.5)

Intrucat unghiul da este foarte mic se aproximeaza:

sinda = da si cosda = 1.

Daca se neglijeaza produsele infinitilor mici relatiile (2.5) devin:

AN-T-da+X+p, -ds=0;

AT+N-doa+Y+p-ds=0; (2.6)

AM~-T-r-do—-M, =0.

Aceste relatii contin termeni de marime finita si de marime infinit micd. Daca
se neglijeaza termenii infiniti mici fatd de termenii finiti se obtin ecuatiile:

AN = =X, AT =-Y, AM =M, 2.7

Neglijarea termenilor infinit mici se poate face (si trebuie sa se facd) numai in
dreptul sarcinilor concentrate. Din relatiile (2.7) rezultd: in dreptul unei sarcini
concentrate cel putin un efort are un salt egal cu valoarea componentei sarcinii

concentrate pe directia respectiva. Spre exemplu, in dreptul unei forte concentrate



longitudinale X, in diagrama de forte axiale va apare un salt egal cu valoarea
componentei X, in dreptul unei forte concentrate transversale Y, in diagrama fortelor
taietoare va trebui sa existe un salt egal cu valoarea componentei Y, iar in dreptul
unui moment concentrat Mg, in diagrama momentelor incovoietoare apare un salt
egal cu valoarea momentului Me.

Daca, pe elementul ds, nu sunt aplicate sarcini concentrate (X=0, Y=0 si
M, =0) atunci relatiile (2.7) trebuie sa contind numai termenii cu infiniti mici. In acest
caz si variatia eforturilor trebuie sa fie infinit mica, asa cd se considera:

AN — dN, AT — dT, AM — dM.

Tinand seama de aceste relatii si ca ds=r-da., din (2.6) se obtine:

aN_T_ ar__N M _

ds_r Px: ds__?_p’ ds

T. (2.8)

In cazul barelor drepte (r = oo; rezultd ds = dx) si in absenta fortelor axiale
relatiile (2.8) devin:

M _ o 4T

9

dx dx P 29
Pe baza acestor relatii rezulta:
- derivand expresia momentului incovoietor in raport cu variabila “x” se
obtine expresia fortei taietoare;
- derivand expresia fortei tiietoare in raport cu variabila “x” se obtine
expresia sarcinii distribuite cu semnul minus.

Derivand inca o data prima relatie si tinand seama de a doua, se obtine:

d’M dT
—— —_p. 2.10
dx’ dx P (2.10)
Observatii:

a) Relatiile (2.8), (2.9) si (2.10) sunt relatii diferentiale ale functiilor de eforturi
N(x), T(x) si M(x). Diagramele de eforturi reprezintd integralele acestor

expresii.



b) Relatia (2.10) arata ca ecuatia fortei tdietoare se

z M, +dM,
. ! | poate obtine, fie din integrarea expresiei
: Uyl
o[NJ _'_'T*'_'_i sarcinii, fie din derivarea expresiei momentului
B N -
M, T, z Incovoietor.
y dx c) Daca sarcinile sunt continute in planul xOy
(fig.2.8) ecuatiile de echilibru sunt:
Fig. 2.8

- T, +p, -dx+(T, +dT,) =0,
M, -T,-dx+p, -dx-d—zx—(MY—dMY)=0

astfel se obtine:

dM
dxy =T, ‘g{z =-p,, (2.11,)
2

ddlfz‘f = % =—p,. (2.11,b)

2.6. Reguli practice pentru trasarea diagramelor de eforturi

Pentru cazul cand fortele transversale sunt nule (Y= 0; p= 0), din relatiile
(2.10) se obtine:

T=C,, M, =C,-x+C,. (2.12)
p= ] | | 0
T=C.>0 Deci, cind fortele transversale sunt nule,
1 T=C,<0
IS -1 forta taietoare este constanta iar momentul
o = RSN incovoietor variaza liniar (fig.2.9,a51b). C 51 C,

Eﬁ ﬁ sunt constante de integrare si reprezintd forta
GL<0 tdietoare, respectiv momentul incovoietor, la
a)

b) limita din stdnga sau din dreapta sectiunii

considerate.
Fig. 2.9



Daca pe o portiune de bara se aplicd o forta transversald uniform distribuita (p
= ct.) atunci din relatiile (2.10) se obtine:

T=C, —p,-x (variatie liniard),

M=C, +C, -x—p-x° (variatie parabolici). (2.13)

Pentru acest caz, s-au reprezentat cateva moduri de variatie a fortei tdietoare si
momentului Incovoietor, pentru o portiune de bara (fig.2.10).

Relatia a doua (2.10) arata cad forta taietoare este egald cu panta la curba
momentelor incovoietoare.

Din figurile 2.9 si 2.10 se observa ca pe portiunea unde:

T>0 — M creste,

T<0 — M scade,

T trece prin zero > M, , sau M
T=0 —- M = ct.

2.14)

min

Daca se tine seama de relatiile (2.7), in cazul actiunii sarcinilor concentrate,
rezultd cd unei variatii bruste a fortei taietoare ii corespunde o schimbare bruscd a
pantei momentului incovoietor. Asa cd diagrama de momente are un punct de
schimbare a pantei tangentei (se frange) in dreptul sarcinii transversale
concentrate.

Pe langa regulile mentionate mai sus, pentru trasarea diagramelor de eforturi,
este necesar sa se respecte urmatoarele etape:

a) se elibereaza bara de legaturi, se reprezinta reactiunile si se determind valorea
acestora din ecuatiile de echilibru ;

b) se alege un sens de parcurs al barei, adica o origine axei Ox si sensul acesteia,
care poate fi de la stanga la dreapta sau de la dreapta la stdnga, de sus in jos
sau de jos in sus etc.;

c) se stabilesc functiile de eforturi, adica expresiile N(x), T(x) si M(x) pentru
fiecare tronson de bara;

d) pentru fiecare efort existent se traseazd cate o linie de referintd groasa,

paralela cu axa barei si de aceeasi lungime cu aceasta;



e) fortele axiale, fortele taietoare s momentele de rasucire pozitive se reprezintd
la scara deasupra liniei de referintd; momentele de incovoiere pozitive se
reprezinta sub linia de referinta;

f) reprezentarea eforturilor in diagrame se face prin trasarea unor segmente de
dreapta perpendiculare pe linia de referinta, ce reprezinta la scara,

valoarea efortului respectiv.

p=0 p=0 p=0

T f )
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I 3 T
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2 (11
p=0 p=0 p<0
T, > IT,| T=0 |1, T, < T,
T, T4 T,
0
(11'{:(12
O] > | oLy . ™
EHIE M
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2.7. Diagrame de eforturi

Diagramele de eforturi sunt necesare pentru determinarea sectiunii periculoase
si de aceea se traseazad intotdeauna pentru toate barele solicitate. Pe diagrame se
observa imediat atat solicitarile cat si sectiunile cele mai solicitate (periculoase),

precum si valorile extreme ale eforturilor.

2.7.1. Bare drepte solicitate de forte axiale

In aceste cazuri fortele exterioare ce actioneaza in lungul barei se reduc la

rezultante a cdror suport este chiar axa barei.

>[5 3P 2p P 2p Aplicatia 2.1. S3 se traseze diagrama
B 2 deFde eforturi pentru bara cu incircarea din
<l » P 5p 2P figura 2.11.
® P o B9 ATTTTITTTRRP Eforturile sunt:
HSNf
% 5p N, =0; N;=N,=-5P; N,=N,=PF;
Fig2.11 N, =N, =5P; N, ;= Ns=3P; N5,;= Ng =
-P; N6d: 0.

Aplicatia 2.2. Un stilp vertical solicitat de sarcina

s @ikN]  axiald P=500 kN este format din doua tronsoane si se

N
. %F El — sprijind pe un bloc de beton. Atat stalpul, pe cele
::?_ Fa crs — doud tronsoane cat si fundatia au sectiuni constante
3;,5 N’-%E si lungimile din figura 2.12. Greutatea distribuitd pe
(f, 3‘7\ X/T'*s = lungimea 1-2 este de q;= 25 kN/m, pe portiunea 2-3,
': ) ol ; sal:% 2= 35 kN/m, iar a fundatiei de q;= 90 kN/m. Sa se
i A [ en ‘ ) .
g y i = traseze daigramele de eforturi.
ET e
X

Fio. 2.12



Intr-o sectiune oarecare, la abscisa x,, forta axiala este:
N(x,)=-P-qix,,
N =-500-25x,,
x1 1
deci, variaza liniar.
Valorile extreme sunt:
,=-500kN, N,=-500-253=-575kN.
Intr-o sectiune oarecare pe tronsonul 2-3 forta axiald are expresia:

N(x,)=-P-q,1-q,%,,
iar valorile extreme vor rezulta:
N,=-500-25-3=-575kN,  N,=-500-25-3-35-3=-680kN
Intr-o sectiune pe portiunea fundatiei forta axiala este dati de expresia:
N(x,) =-P-q;1-q,1,- q3x;,
iar valorile extreme sunt:
;= - 500 -25-3 -35-3=- 680 kN,
N,=-500 - 25-x3- 35-x3- 90-x, = - 905 kN.

Diagrama de variatie a eforturilor axiale este redata in dreapta barei.
2.7.2. Bara (grinda) dreapta solicitata la incovoiere
Pentru inceput se vor considera barele drepte solicitate de forte exterioare
verticale situate in unul din planele de simetrie longitudinale ale barei. In acest caz in

sectiunile transversale ale barei, la actiunea sarcinilor se produc: forte axiale, forte

taietoare si momente de incovoiere.

2.7.2.1. Bara in consola

La barele in consola (incastrate la un capat si libere la celalalt) diagramele de

eforturi se pot trasa si fara calculul prealabil al reactiunilor. In acest caz se considera



originea sistemului de referinta in capatul liber, iar reactiunile vor fi egale cu valorile
eforturilor din Incastrare.
Aplicatia 2.3. Bara incastratd la un capat si incarcatd la celdlalt cu o sarcina

concentrata (fig.2.13). In figura (2.13,a), bara are capitul liber in dreapta, iar in figura

=PL
X ,'Ml g g ’E\x
10 X .y X OF M=PL
=P l Fy l r
P
® ! ® | 5
PL}- PL
o [BImme: esancill
_ @ |
a b
Fig. 2.13

(2.13,b), capatul liber este in stanga.
Pentru bara din figura (2.13,a), functiile de eforturi sunt:
T,=P=ct.
M = - P-x (variaza liniar) si are valorile M= 0 $i M = - P-1
Pentru bara din figura (2.13,b) eforturile sunt:
Ty=-P=ct.
My=-Px, M;=0siM=-PL.
Observatie: Fortele taietoare sunt egale in valoare absoluta, dar diferd ca
semn.
Aplicatia 2.4 Bara in consola solicitatd de o fortd transversala uniform
distribuita (fig.2.14).
In sectiunea x eforturile sunt:
Ty = - p-x (dreapta),
My =-px-x/2=- p-x2/2 (parabolad),



iar valorile extreme rezulta:

2
T,=0; =-pL; M=0; M=-pL/2

Reactiunile din incastrare sunt:

i 2 R e M];H’E
0I.H’I(IH .IHHHHHH(IDJ.)? 3 o} ;Mm’ﬁ‘l‘mn%qr}x 3
) L W y X . _'VF !
° [, © U
T=px pt L
""=E§£ M ﬂ
® @ m
Fig. 2.14 Fig. 2.15

2
V=pL, M;=-pL7/2

Aplicatia 2.5. Bara in consola solicitatd de o forta liniar distribuita (fig. 2.15).
Incarcarea este determinati de intensitatea maxima a sarcinii p,- Sarcina totald

pe bara este de P = p-L/2, iar intensitatea sarcinii intr-o sectiune oarecare, la distanta

x de capat, este:

X
p=po(1-7)

Eforturile in sectiunea x sunt:

Se observa ca forta taietoare variaza dupa o parabola de gradul 2, iar momentul

incovoietor dupa o parabola de gradul 3. In cele doud capete ale barei eforturile vor

avea valorile:



T,=0, M0, T,=-p,sL2, M=-p,L/3,

iar reactiunile vor fi:

L

Vi=p,-—~, M=

2

Observatii:

_p
=

a) Forta tdietoare intr-o sectiune oarecare x este egald cu suprafata diagramei

fortelor distribuite pe lungimea Ox;

b) Momentul Incovoietor intr-o sectiune x este produsul intre rezultanta fortelor

pe lungimea Ox si distanta de la sectiunea x, la rezultanta.

2.7.2.2. Bara (grinda) simplu rezemata

Bara simplu rezematd are la un capat un reazem simplu iar la celalalt o

articulatie. In articulatie se vor considera doud componente ale reactiunii si anume V

pe verticala s1 H pe orizontala. In reazemul simplu apare o singurd reactiune $i anume

o fortd normala pe suprafata de rezemare.

Distanta dintre cele doua reazeme, este L si se numeste deschiderea barei

(grinzii).

D o i

e x |24 2
Vi a b
Yy L
N=Qsin < JTEIJITIT
® I
o WA
Pa
l
&
My | |

L/
E-ub

Fig. 2.16

) Hy
x
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Aplicatia 2.6. Bara simplu rezemata
solicitata de o fortd concentratd Q ce

actioneaza oblic (fig.2.16).

Se descompune forta Q Tn componentele:
P=Q:cosa si H=Q-sina.
Reactiunile au valorile:

H,=H = Q-sina; V,=P-b/L 51 V, =P

a/L.



Intr-o sectiune oarecare X, situata in stinga sarcinii Q eforturile sunt:

N=0;T=V=Pb/L;M =V, x=Pbx/L.

Forta axiala si forta taietoare au valori constante,

N,;=0; Ti\¢= V,=P-b/L,

M=0, M, = P-a-b/L.

Considerand originea in 2 (pornind din partea dreaptd) se obtin eforturile in
sectiunea X;:

Ny,= H,= Q-sina; Ty = - P-a/L,

M; =V, x= Pax/L.

Eforturile in sectiunile 2 si 3 sunt :

N, =N, =N = Q-sina;

T,=T,=V,=-Pa/L;

M=0; M,=P-ab/L.

Observatii:

a) Forta axiala are valoare constanta si diferita de zero intre articulatie si punctul
de aplicatie al fortei Q.

b) Forta taietoare are valoare constantd, egald cu valoarea reactiunii V, pe
portiunea 1-3, are un salt egal cu valoarea componentei verticale P in
dreptul fortei Q, iar pe portiunea 3-2 are valoare constanta si egala si de sens
opus reactiunii V..

c) Momentul incovoietor are variatie liniara pe ambele portiuni (unde fortele
taietoare sunt constante) si este maxim In dreptul fortei concentrate (unde
forta taietoare trece prin zero).

Daca pozitia fortei este variabild pe bard, se poate determina pozitia pentru care
se poate produce cel mai mare moment incovoietor, numit moment maxim-
maximorum. Aceasta se obtine inlocuind b = L - a, in ecuatia momentului maxim,

derivand in raport cu a si considerand derivata egala cu zero:



S0 )
da da L L
din care rezulta distanta a pentru care se
® Plo @ . :
Fogm - obtine momentul cel mai mare. Aceasta se
kg 4 LS
V1 Li2 k.12 Vo produce cand sarcina actioneaza la mijlocul
_2’?. o) barei: a=L/2 (fig.2.17).
Ti ¢’ J:23 In acest caz, din cauza simetriei,
reactiunile sunt:
P v
Pz_x J —2’11— V=V =P2.
Mmax =—T‘— Eforturile 1n sectiunea x (din stanga)
. sunt:
Fig. 2.17
T =V =P/,
M=V x=Px/72

si in sectiunea x; (din dreapta):
T =-V=-P/2,
M =V, x=Px/2.

Momentul incovoietor maxim, in sectiunea din dreptul fortei este:

P-L

o Yip o, M-
LI2 Lﬂi 'ﬁ' Aplicatia 2.7. Sa se determine pozitia a
V‘ L doud forte concentrate P, > P,, mobile pe o bara
simplu rezemata, care produc momentul

@ _ HITT H maxim-maximorum (fig. 2.18).
WM!W Rezultanta celor doua forte este:
Mmaxmax R=P+P,

Fig. 2.18 ce actioneazd la distanta “x” de mijlocul

deschiderii barei si la distanta “a” de forta cea mai mare, P,.



Reactiunea din reazemul 1 este:

Momentul maxim este in dreptul fortei P, i are expresia:
Mmax :V1 '(£+X—aj :(L2 —2'a'L—4‘X2 +4aX)£
2 4L

Momentul maxim-maximorum se obtine pentru valoarea lui x ce anuleaza
derivata expresiei momentului Incovoietor maxim:

dM max
dx

adica pentru x = a/2.

R
—(-2-x+a)—=0
( X+a) o

Pentru x = a/2 rezulta momentul maxim-maximorum :

L— 2
Mmaxmax = (Pl + P2 ) ’ % (2.15)

Observatie: Dacd pe o bara se migca un convoi de forte concentrate P, P,,
P,,..P,..P_, (fig.2.19) in care P,_este forta ce are valoarea cea mai mare din imediata
vecindtate a rezultantei, momentul maxim se va produce in dreptul acesteia. Notand
cu x distanta de la mijlocul barei la rezultanta fortelor aflate pe bard si cu “a” distanta

dintre rezultanta si forta P, se poate calcula reactiunea V, si apoi momentul maxim:
L

s

YR

: . k-1
.Y - =V1-(%+x—aj— P.-c, :%.(L_g_a,x_)gj “Y'P .c..

i v
i=1 4 2 i=1



In care s-a notat cu P; sarcinile aflate la stinga fortei Py , iar cu ¢; distanta de la forta
Py la fortele P;
Prin derivare si anularea derivatei momentului maxim se obtine distanta x = a/2

pentru care se produce M

R k-1
M__ =Z-(L—a2)—;1{. c. .

Aplicatia 2.8. Bara simplu rezemata, solicitatd de sarcini transversale uniform

distribuite (fig.2.20).

G)_g“ LU @ Incircarea fiind simetricd reactiunile sunt:
X
vi L _|v2 V=V =p,LA2.
%L_ ;HI Eforturile intr-o sectiune x sunt:
- Tye=Vi-px=p (L2 -x), (variaza liniar);
xo = U2 WJ@“\L BL
2 M=V x - px-x/2 = p-x+(L - x)/2, (variaza
W parabolic).
pit Valorile in punctele de rezemare sunt:
Mmax="g~ N, _
_ T=V=p-L2, M=0,
Fig. 2.20 T,=V,=-p-L2, M,=0.
La distanta x,= L/2; T = 0 si deci
M_=p L%8.
. A
i P P,
Pl P2 P:Pk | I 1 k+l 1 szu
£ 1 .
f Na '
A2 L2 | x * v,
|

Fig. 2.19



Observatie:

Daca se noteaza cu P = p -L, sarcina de

px o pe bard, se observd cd momentul maxim
@ : :
mmm%@ M, = pL%8) este jumitate din
Vi 2 Vo momentul maxim produs de sarcina
L
pL B concentratd P care ar actiona la mijlocul
@')5 ‘ barei, cind M_ =P-L/4 (vezi fig.2.17).
4 £l
%o Aplicatia 2.9. Bard simplu rezemata
Mx solicitata de o sarcind transversald ce
N _
® : variaza liniar (fig.2.21).
P
\ Reactiunile au valorile:
M, =Pl _lpLL_plL
93 'L 2 3 6
1 prL 2-L p-L
== :
Fig. 2.21 L 2 3 3
Valoarea sarcinii in sectiunea x
este:
p _P'5
X L

Eforturile in sectiunea x sunt:

2

T, =V, —%'X'px Zp-%—p-;—L, (parabola de gradul 2),

1 X
M, =V, x——xp,-—=
X 1 2 px 3

2 2
p-L pyxx_L=x

-X . .
6 2 L 3 P 6L

(parabola de gradul 3).

Valorile eforturilor in reazeme sunt:
Tmaxz T1= Vlz p -L/6, Mlz 0,

T =-V,=p-L3, M=y,

min 2



Din conditia:

_pL_px_
6 2L
rezultd abscisa sectiunii unde momentul Incovoietor are valoarea maxima:
L
X, =——==05574-L1L,
"3
1ar momentul maxim, rezulta:
M
0 ©Q® M =p U-x;  _pL
A x max 6 0 9\/5 :
a b V2 . L - <
S Aplicatia 2.10. Bard simplu rezemata
- solicitata de un cuplu M, (fig.2.22).
@ Me
7 L
[ EI._ Me Reactiunile din reazeme sunt:
® . M
® V, =V, =—¢,
L
b Me o : :
L Eforturile in sectiunea x respectiv x; sunt:
ig. 2. M <
Fig. 2.22 =T =V, = Le , (constanta),

x —

X TR
M, =-V,-x=-M, -E,(Varlape liniard),

X NIETI
My =V, -x, =M, -f,(varlape liniara).

Momentul incovoietor este zero in reazeme (x = 0 si x, = 0) si are valorile
extreme la stanga si respectiv la dreapta sectiunii 3 1 sunt:

a b
M3S:—V1-a:—f-Me, M3d:V2'b:E'Me‘
In dreptul cuplului, diagrama momentelor incovoietoare are un salt egal cu

valoarea cuplului M : (de la —%-Me la %-Me).



Aplicatia 2.11. Bard incastratd la un

capat, rezematd la celdlalt cu articulatie

® @ ofr ® intermediard, solicitatd de o fortd concentrata
a b b 1. (fig. 2.23).
p Articulatia intermediard transmite numai
3 . . . .
T2 ”E’V eforturi tangentiale si normale dar nu transmite
A
T2 momente incovoietoare. Tindnd seama de
-E . .
0] Hl |M| | IHH |2[ aceasta situatie, bara se poate separa, in dreptul
Pa S
E) 5 articulatiei, in douda grinzi. Reactiunile
@ m\h\ intermediare, din articulatie, sunt tocmai
! b eforturile din sectiunea respectiva.
2
Fig. 2.23 o
g Valoarea reactiunii V, este:
_P-b_P
Y b+b 27
1ar valoarea reactiunii din articulatia 2, care este tocmai forta taietoare din sectiune
este:
T,=P-V,=P/2
Portiunea 1-2 este o bara in consola actionatd la capatul liber de forta T,. in
. : P P
acest caz se obtin eforturile: T,, =T, =-V, = — T,=T,=T = 5
P-b P-a

My=0, My=V,-b==72 M,=0,  M,=-Ta=-"7=.

Observatie: Dupa ce bara se separa in doud parti, in dreptul articulatiei
intermediare, problema trasarii diagramelor de eforturi se reduce la cazuri cunoscute

ale barelor rezultate din separare.



2.7.3. Diagrame de eforturi la arbori

Arborii sunt bare incarcate cu forte ale caror directii nu trec prin axa barei, sau
asupra lor actioneazad cupluri de forte situate in plane perpendiculare pe axa barei.
Fortele sau cuplurile de forte se transmit la arbori prin roti dintate, roti de curea,
parghii, cuplaje, etc.

Valoarea momentului de rasucire se calculeaza fie in functie de distanta de la
suportul fortei la axa arborelui (bratul fortei), fie in functie de puterea si turatia ce
trebuie transmisa.

Dacd un arbore transmite o putere P*, data in kW, la o turatie n, in rot/min,

atunci momentul de torsiune rezultd din relatia:

P* =Mt-00=Mt-n—'n,
30
astfel ca:
M, [kNm]|= ﬂ-m (2.16)

T n[rot/min].

Daca puterea se da in W momentul de torsiune rezultd in Nm. Cand puterea

este datd in CP (cai putere), pentru a obtine momentul de torsiune, se utilizeaza
relatia:

P* [CP]

Mt [kNm] = 7,02 . m .

(2.17)

Momentul de torsiune se considera pozitiv cand vectorul moment de rasucire
din stdnga are sensul axei Ox, sau cand roteste sectiunea din stanga fata de cea din
capdtul din dreapta in sensul burghiului drept.

Aplicatia 2.12. Sa se traseze diagramele de puteri si de momente de torsiune
pentru un arbore drept ce primeste o putere P'= 10 kW la o turatie n = 125 rot/min

prin roata (3) si o distribuie astfel:



- 25% laroata (1),
- 30% la roata (2),

- si restul la roata (4).

Puterile pe cele trei intervale sunt:

P, =-025-P"=-2,5 kW,

P, =(~025+03)-P’ =55 kW,

P, =(1-025-03)-P" =45 kW,

Variatia puterii este datd in diagrama P~ din figura 2.24.

Valorile momentelor de torsiune pe cele trei intervale sunt:

M

t1—2

M

ts

M

t374

0P,

i n

30 P,

T n

30 P,

T n

30 25 _
125
30 =55
n 125
30 45
TC

=-0,191 kNm,

0,42 kNm,

~0,344 kNm.

Diagrama de variatie a momentelor de rasucire Mg, este reprezentata in fig. 2.24.

Observatie: Preluarea puterii prin roata mediana si transmiterea acesteia la

rotile dispuse de o parte si de cealaltd a rotii motoare constituie una din cele mai

eficiente moduri de incarcare a arborelui. In acest mod puterea se distribuie 1n mod

aproape egal atat In stanga cat si in dreapta rotii motoare. Daca roata motoare se afla

@

@

Tkw]

@

[ kNm)

3
-025F 1 _-030p* ¥
e QD
J@ Foad i
HIHT
25
55
0344
T

0,420

Fig. 2.24

45

la unul din capetele arborelui, in vecinatatea

-045p*  acesteia actioneazd intreaga putere de 10
-|-®

kW, respectiv intregul moment de rasucire,
M= 0,42 + 0,34 = 0,764 kNm. In acest caz
arborele trebuie dimensionat la un moment

de rasucire aproape dublu.



Aplicatia 2.13. Sa se traseze
diagramele de eforturi pentru arborele
din fig. 2.25.

Reactiunile figurate au valorile:

v =3P _g2.p,

-a
H, - a-P
1,6-a

=0,625-P,

H =—2-0625-P=05-P,
5-a

H, =—2.0,625-P=0,125P.
5-a

Pentru a scrie functiile de eforturi

se aleg urmatoarele sisteme de axe:

Ix,y,z, pentrubara 1-2;

3x,y,z, pentrubara 3-5;

6x,y,z, pentrubara 4-6.

Momentul de rasucire, ce actioneaza pe intervalul 4-3, are valoarea: M =-a -P.

Fortele taietoare sunt constante si egale cu valorile reactiunilor (vezi fig.2.13 si
fig.2.17). Momentele incovoietoare au o variatie liniara si sunt zero in punctele 1, 2, 5
s16.

In figura 2.25 s-au aritat sensurile de parcurs prin sistemele de axe alese si s-au

trasat diagramele de eforturi.

2.7.4. Diagrame de eforturi la bare curbe

In Rezistenta materialelor se analizeaza starea de eforturi in barele curbe

plane de curbura constanta. In aceste cazuri bara este un arc de cerc.



Ca si la barele drepte, la cele curbe se alege un sens de parcurs care se
marcheaza printr-un unghior (arc de cerc ce are la un capat un punct de pornire si la
celalalt o sigeatd).

Pentru trasarea diagramelor de eforturi se utilizeaza relatiile (2.7) si (2.8), iar
diagramele se hasureaza cu linii normale pe bard. Valorile eforturilor se calculeaza

pentru anumite valori ale unghiului a.

P
RP
P P J 2RP
® @ P @ RP
Fig. 2.27

Aplicatia 2.14. Sa se traseze diagramele de eforturi pentru bara curba din

figura 2.26.

Functiile de eforturi si valorile acestora in punctele cele mai importante sunt:

o 0° 90° | 180° | 270°
N=-P-cosa -P 0 P 0

M=P-R:(1-cosa) 0 P-R [2.P-R| PR

G Aplicatia 2.15. S3a se traseze diagramele de eforturi

pentru bara curbd din figura 2.28, solicitatd de o forta

) normala pe planul barei.
Functiile de eforturi sunt:

T=P=ct,

A3y

Fig. 2.26



M = P-R-sina (variatie sinusoidala),

M; =P-R-(1-cosa) (variatie cosinusoidala).

a 0° 45° 90° 135° 180° 225° | 270°
M=-P-R:si 0 -P-R 0 PR
St & — QP-R — Q .P-R Q PR
2 2
M¢=PR(1-cosa) | O J2 | PR 2 2P-R J2 | PR
(1-—) (1-—) (1-—)
2 2 2
.P-R .P-R .P-R

Valorile momentelor sunt redate in tabelul de mai jos iar modul de variatie in

lungul axei barei este reprezentat in diagramele din figura 2.28.

FR




